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1. はじめに
Tasaki は [21]で複素 2次超曲面の全測地的 Lagrange部分多様体である実形の交叉を
具体的に記述し、それらが対蹠集合になっていることを発見した。対蹠集合は Chen-

Nagano が1988年に [3]で導入した概念で、任意の点での点対称が他のすべての点を固
定するような有限部分集合である。[17]では、Tasaki の結果を拡張し、コンパクト型
Hermite対称空間の二つの実形の交叉が対蹠集合になることを示し、特に、二つの実形
が合同のときには、それらの交叉が大対蹠集合になることを示した。さらに、コンパ
クト型Hermite対称空間が既約の場合に、二つの実形が合同でないときにもそれらの
交点数を求めた。その後、コンパクト型Hermite対称空間が既約でない場合に実形の
交叉の対蹠性の証明に不備があることがわかり、[18]でその修正を行った。その際に、
非既約コンパクト型Hermite対称空間の実形について調べる必要が生じ、[20]で非既約
コンパクト型Hermite対称空間の実形の分類および二つの実形の組み合わせの分類を
与え、さらに、二つの実形の交点数を求めた。これらの一連の研究では、極地とよばれ
る全測地的部分多様体を利用した帰納法の議論を用いる手法が度々使われている。こ
の手法はより広いコンパクト対称空間のクラスの中である種の全測地的部分多様体の
交叉を調べる場合にも利用できる。
本講演では、コンパクト対称空間の極地を導入したChen-Naganoによるコンパクト

対称空間の理論を紹介し、コンパクト型Hermite対称空間の実形の交叉に関する我々
の結果、さらには現在進行中の研究について触れたい。

2. Chen-Nagano 理論
既約コンパクト対称空間は一組の極地と子午空間で決まる、というのがChen-Nagano

理論の基本原理である。極地と子午空間の概念が最初に登場するのは [2] であるが、こ
の論文では極地、子午空間という用語は用いられておらず、それぞれM+、M−と記さ
れている。この論文ではM+,M−の基本的な性質を調べ、既約コンパクト対称空間M

について (M+,M−)の分類表を与えているが、この表では局所同型類しかわからない
表記になっている。（実際には (S2 × S2)/Z2であるものがS2 × S2と記載されている。）
[3]では記号M+,M−がそれぞれM+,M−に変わり、この論文以降ではこの記法が用い
られる。極地 (polar)という用語はこの論文で初めて用いられ、子午空間 (meridian)と
いう用語は [12]で初めて用いられる。[11]では既約コンパクト対称空間の極地を局所同
型類内での区別も込めて完全な形で与えている。また、この論文ではコンパクト対称
空間の圏という考え方が導入され、コンパクト対称空間Mの極地の分類をZ2（点対称
を恒等写像と定めて離散対称空間とみなす）からMへの準同型写像の分類ととらえて
いる。[12]では既約コンパクト対称空間が一組の極地と子午空間で決まることの証明を
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与えている。

2.1. 極地と子午空間

以下では対称空間はRiemann対称空間とする。Mを対称空間とし、Mの点xに対して
sxをxにおける点対称とする。すなわち、sx : M → MはMの等長変換で (i) sxは対
合的（sx ◦ sx = idM)、(ii) xは sxの孤立不動点、を満たすものである。Mの点 oに対
して soの不動点集合F (so,M) = {x ∈ M | so(x) = x}を

F (so,M) =
r∪

j=0

M+
j

と連結成分M+
j の直和として表す。ただし、M+

0 = {o}とする。このとき、各M+
j を

Mのoに関する極地 (polar)とよぶ。極地が一点だけからなる場合には極 (pole)とよ
ぶ。点対称 soの定義により oはつねに極であり、これを自明な極とよぶ。
Mの極地は全測地的部分多様体である。一般に、NがMの全測地的部分多様体なら

ば、任意の点x ∈ Nに対して点対称 sxはNを保ち、sxのNへの制限は誘導計量に関
してNの点対称になるので、Nは対称空間である。

例 2.1 M = Sn (n次元球面) の点 oに対してF (so,M) = {o,−o}となるので、極地は
M+

0 = {o}とM+
1 = {−o}であり、ともに極である。

例 2.2 M = RHn (n次元実双曲空間) の点 oに対してF (so,M) = {o}となるので、極
地は自明な極のみである。一般に、非コンパクト型対称空間の極地は自明な極のみで
ある。

例 2.3 e1, . . . , en+1をRn+1の正規直交基底とする。M = RP n (n次元実射影空間) の
点 o = ⟨e1⟩に対してF (so,M) = {o} ∪ {V ⊂ ⟨e2, . . . , en+1⟩ : 1次元線形部分空間} とな
るので、極地はM+

0 = {o}とM+
1
∼= RP n−1である。

例 2.4 Gを両側不変計量をもつコンパクトLie群とするとGは対称空間で、点対称は
x, y ∈ Gに対して sx(y) = xy−1xで与えられる。oとして単位元 eを取るとF (se, G) =

{x ∈ G | x2 = e}となる。G = U(n)の場合には

F (se, G) =
n∪

j=0

Ad(U(n))diag(−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
j

, 1, . . . , 1)

となるので、極地はM+
0 = {e}およびM+

j
∼= Gj(Cn) (1 ≤ j ≤ n)である。ただ

し Gj(Cn)は Cn の j 次元複素線形部分空間全体からなる Grassmann多様体である。
M+

n = {diag(−1, . . . ,−1)}は極である。

以下では、Mをコンパクト連結対称空間とする。
x ∈ Mはsxの孤立不動点であることから、sxのxにおける微分 (dsx)x : TxM → TxM

は恒等変換の−1倍に等しい。また、y ∈ Mに対して sx(y) = yならば、(dsx)yはTyM

に作用し、sxが対合的であることから (dsx)yも対合的でその固有値は±1である。
M+

j をMの oに関する極地とする。p ∈ M+
j に対して so(p) = pであるから TpMは

(dso)pの+1固有空間V+と−1固有空間V−の直和TpM = V+⊕V−に分解し、V+ = TpM
+
j

である。また (dsp)p = −Idより、V+, V−はそれぞれ合成写像 (dsp)p ◦ (dso)p = d(sp ◦so)p



の−1,+1固有空間に一致する。このとき、V−をpでの接ベクトル空間とする全測地的
部分多様体M−

j (p)が存在するが、M−
j (p)はF (sp ◦ so,M)の pを含む連結成分である。

M−
j (p)をpにおけるM+

j に対する子午空間 (meridian)とよぶ。
GをMの等長変換群の単位連結成分とし、K = {g ∈ G | go = o}を oにおけるイソ

トロピー部分群とする。

命題 2.5 (Chen-Nagano [2]) Mの oに関する極地M+
j はK軌道である。

p, q ∈ M+
j に対して、pにおける子午空間M−

j (p)と qにおける子午空間M−
j (q)はK

合同である。また、o, o′ ∈ Mに対してF (so,M)とF (so′ ,M)はG合同になるので、o

に関する極地はそれぞれ対応する o′に関する極地とG合同である。したがって、極地
や子午空間を扱うときには、Mのある点に関する極地M+

j と、その極地M+
j のある点

における子午空間M−
j を考えれば十分である。

注意 2.6 Riemann多様体の対合的等長変換による固定点集合の連結成分は鏡映部分多
様体とよばれる。極地や子午空間は鏡映部分多様体である。

定理 2.7 (Nagano [12]) 既約コンパクト対称空間M,Nが等長的であるための必要十
分条件は、Mにおける一組の極地と子午空間と、Nにおける一組の極地と子午空間で、
それぞれ等長的なものが存在すること。

この定理によりコンパクト既約対称空間は、理論上は一組の極地と子午空間でその
構造が決まることになる。その一例として次が成り立つ。

命題 2.8 (Nagano [12]) M を既約対称空間とする。このとき、M がコンパクト型
Hermite対称空間であるための必要十分条件は、ともにコンパクト型Hermite対称空間
であるような極地と子午空間の組が存在することである。

ここで、対称空間Mがコンパクト型であるとは、Mはコンパクト対称空間でMの等
長変換群が半単純Lie群であること。

2.2. 対蹠集合と2-number

Mをコンパクト対称空間とする。Mの部分集合Sが任意のx, y ∈ Sに対してsx(y) = y

を満たすとき、Sは対蹠集合 (antipodal set)であるという。対蹠集合Sは離散集合
で有限である。
Mの2-number #2Mを

#2M := sup{#S | S ⊂ M :対蹠集合}

で定義する。#2Mは有限であることがわかる。対蹠集合Sが#S = #2Mを満たすと
き大対蹠集合 (great antipodal set)とよぶ。

例 2.9 Snの点 oに対してS = {o,−o}は対蹠集合であり、3点以上からなる対蹠集合
は存在しないので、#2S

n = 2でありSは大対蹠集合である。

例 2.10 #2RP n = n+1であり、Rn+1の正規直交基底e1, . . . , en+1に対して{⟨e1⟩, . . . , ⟨en+1⟩}
はRP nの大対蹠集合である。



例 2.11 GをコンパクトLie群とする。Gの対蹠集合Sが単位元 eを含むならば、任意
のx ∈ Sはx2 = eを満たし、Sの任意の二つの元は可換になる。したがって、Sが大対
蹠集合ならば可換部分群になる。したがってSは (Z2)

rと同型である。

注意 2.12 Borel-Serre [1]はコンパクトLie群Gに対して、(Zp)
r(p : 素数)と同型なG

の部分群が存在する最大の rをGの p-rankと定義した。Gの 2-rank r2(G)に対して
#2G = 2r2(G)が成り立つ。

S をM の大対蹠集合とする。このとき、o ∈ S に対して S ⊂ F (so,M)となる。
F (so,M) =

∪r
j=0M

+
j とすると、S∩M+

j は極地M+
j の対蹠集合であるから#(S∩M+

j ) ≤
#2M

+
j である。したがって

#2M ≤
r∑

j=0

#2M
+
j

が成り立つ。
コンパクト対称空間は、あるコンパクト型対称空間の線形イソトロピー軌道として

実現されるとき対称R空間 (symmetric R-space)とよばれる。

定理 2.13 (Takeuchi [16]) Mを対称R空間とし、M+
o , . . . , ,M

+
r をMの極地とする

と次が成り立つ。

#2M =
r∑

j=0

#2M
+
j

定理 2.14 (Takeuchi [16]) Mを対称R空間とし、H∗(M,Z2)をMのZ2係数ホモロ
ジー群とすると次が成り立つ。

#2M = dimH∗(M,Z2)

コンパクト型Hermite対称空間は、コンパクト半単純Lie群の随伴軌道として実現さ
れるので、対称R空間である。

定理 2.15 (Chen-Nagano [3]) コンパクト対称空間Mに対して#2M ≥ χ(M)が成
り立つ。Mがコンパクト型Hermite対称空間ならば#2M = χ(M)が成り立つ。ただ
し、χ(M)はMのオイラー数である。

定理 2.16 (Tanaka-Tasaki [19]) 対称R空間Mの対蹠集合について次が成り立つ。

(A) 任意の対蹠集合に対して、それを含む大対蹠集合が存在する。

(B) 二つの大対蹠集合は合同である。

ただし、二つの部分集合が合同とは、Mの等長変換群の単位連結成分の元で写り合う
ことである。

SU(4)/Z4には極大対蹠集合であるが、大対蹠集合ではないものが存在する。した
がって性質 (A)を満たさない ([19])。

注意 2.17 最近の奥田氏と栗原氏による研究で、コンパクト対称空間の対蹠集合とデ
ザイン理論との関係が扱われている。



3. コンパクト型Hermite対称空間の実形
3.1. 定義と例

Mをコンパクト型Hermite対称空間とし、τをMの対合的反正則等長変換とする。こ
のとき、L := F (τ,M)をMの実形 (real form)とよぶ。実形は連結であることがわ
かり、Mの全測地的Lagrange部分多様体である。

例 3.1 CP n に対して τ を複素共役とすれば F (τ,M) = RP n である。より一般に実
Grassmann多様体Gk(Rn)は複素Grassmann多様体Gk(Cn)の実形である。

例 3.2 Gn(R2n)はGn(C2n)の実形であるが、これ以外にも実形が存在する。U(n)およ
びGm(H2m) (ただし n = 2m) もGn(C2n)の実形である。

既約コンパクト型Hermite対称空間の実形の分類はLeung [8], Takeuchi [15]により
与えられている。
MをHermite対称空間とし、τをMの反正則等長変換とする。このとき、写像

M ×M ∋ (x, y) 7→ (τ−1(y), τ(x)) ∈ M ×M

はM ×Mの対合的反正則等長変換となる。これにより定まるM ×Mの実形

Dτ (M) := {(x, τ(x)) | x ∈ M}

を τにより定まる対角実形 (diagonal real form)とよぶ。
コンパクト型Hermite対称空間Mに対して、I(M), A(M)をそれぞれMの等長変換

群、正則等長変換群とし、I0(M), A0(M)をそれぞれの単位連結成分とする。このとき
I0(M) = A0(M)である ([5] Chap.VIII, Lemma 4.3)。

命題 3.3 (Tanaka-Tasaki [20]) Mを既約コンパクト型Hermite対称空間とする。I(M)−
A(M)の元はすべて反正則等長変換であり、対応 τ ∈ I(M)−A(M) 7→ Dτ (M)により、
I(M)− A(M)の連結成分と対角実形の合同類は1対1に対応する。

命題 3.4 (Tanaka-Tasaki [20]) Mをコンパクト型Hermite対称空間とし、M = M1×
· · · ×Mkを既約因子への分解とする。（各Mjは既約コンパクト型Hermite対称空間で
ある。）このとき、Mの実形は、既約因子の実形と、同型な二つの既約因子Mi,Mjの
直積Mi ×Mjの対角実形のいくつかの直積である。

3.2. 対称R空間と実形

コンパクト型Hermite対称空間の実形は対称R空間として特徴づけられる。

定理 3.5 (Takeuchi [15]) 対称R空間はコンパクト型Hermite対称空間の実形として
実現できる。逆に、コンパクト型Hermite対称空間の実形は対称R空間である。

定理 3.6 (Takeuchi [15], Loos [9]) Mが対称R空間であるための必要十分条件は、
Mの極大トーラスの単位格子が、互いに直交する長さの等しいベクトルで生成される
ことである。

ここで、Γが極大トーラスAの単位格子であるとは、o ∈ Aに対して、Γ = {X ∈ ToA |
ExpoX = o} となることである。



4. コンパクト対称空間の全測地的部分多様体の交叉
4.1. コンパクト型Hermite対称空間の実形の交叉

コンパクト型Hermite対称空間Mの二つの実形L1, L2の交叉を考える。まず、命題 3.4

に基づきL1, L2の可能な組み合わせを考える。

定理 4.1 (Tanaka-Tasaki [20]) Mをコンパクト型Hermite対称空間、L1, L2をMの
実形とする。M = M1 ×M2 × · · · ×MmをMの既約因子への分解とする。このとき、
L1, L2は

L1 = L1,1 × L1,2 × · · · × L1,n, L2 = L2,1 × L2,2 × · · · × L2,n (1 ≤ n ≤ m)

と分解され、各a (1 ≤ a ≤ n)に対してL1,aとL2,aの組み合わせは次の (1)から (4)のい
ずれかである。

(1) ともにMのある同じ既約因子の実形

(2) 必要ならMの既約因子を並べ変え、反正則等長同型 τi : Mi → Mi+1 (1 ≤ i ≤ 2s)

および実形N1 ⊂ M1、N2s+1 ⊂ M2s+1によって定まる二つの実形

N1 ×Dτ2(M2)×Dτ4(M4)× · · · ×Dτ2s(M2s),

Dτ1(M1)×Dτ3(M3)× · · · ×Dτ2s−1(M2s−1)×N2s+1.

(3) 必要ならM の既約因子を並べ変え、反正則等長同型 τi : Mi → Mi+1 (1 ≤ i ≤
2s− 1)および実形N1 ⊂ M1、N2s ⊂ M2sによって定まる二つの実形

N1 ×Dτ2(M2)×Dτ4(M4)× · · · ×Dτ2s−2(M2s−2)×N2s,

Dτ1(M1)×Dτ3(M3)× · · · ×Dτ2s−3(M2s−3)×Dτ2s−1(M2s−1).

(4) 必要ならM の既約因子を並べ変え、反正則等長同型 τi : Mi → Mi+1 (1 ≤ i ≤
2s− 1)および τ2s : M2s → M1によって定まる二つの実形

Dτ2(M2)×Dτ4(M4)× · · · ×Dτ2s(M2s),

Dτ1(M1)×Dτ3(M3)× · · · ×Dτ2s−1(M2s−1).

既約コンパクト型Hermite対称空間を で表し、その中の実形を eで表す。二つの
既約コンパクト型Hermite対称空間の積を で表し、各既約因子の実形の積を e e
で表し、対角実形を e e で表す。三つ以上の既約コンパクト型Hermite対称空間内の
実形についても同様に表す。このとき、定理4.1の結果は次のように表すことができる。

(1) ee (2) e e e e ee e e e e

(3) e e e ee e e e e e
(4) e e e ee e e e e e� �



注意 4.2 二つの対角実形の組は (4)の特別な場合 (s = 1)である。

定理 4.3 (Tanaka-Tasaki [17], [18]) Mをコンパクト型Hermite対称空間とする。M
の実形L1, L2の交叉が離散的ならば、L1 ∩ L2はL1とL2の対蹠集合である。

次の命題によりコンパクト型Hermite対称空間の二つの実形は必ず交わることがわ
かる。

命題 4.4 (Cheng [4], Tasaki [21]) Mを正則断面曲率が正のコンパクトKähler多様
体とし、L1, L2をMの全測地的コンパクトLagrange部分多様体とすると、L1∩L2 ̸= ∅
である。

定理 4.3の証明の概略を述べる。o ∈ L1 ∩L2とする。L1 ∩L2が二点以上からなると
きを考えればよいのでp ∈ L1 ∩L1 − {o}を任意にとり、oとpがL1とL2において対蹠
的であること、つまり、oと pを含むLi (i = 1, 2)の閉測地線γが存在し、γ上で oと p

が対蹠点になっていることを示せばよい。o, pを含むLiにおける極大トーラスAiをと
り、さらに、Aiを含むMの極大トーラスA′

iをとる。Mの制限ルート系に関して極大
トーラスの基本胞体を考えると、Takeuchi [14]によるに結果を用いた議論により、pを
含む基本胞体の壁が 0次元、つまり、頂点であることがわかり、Mの極大トーラスの
性質 (定理 3.6) から oと pがMにおいて対蹠的、したがってL1とL2においても対蹠
的であることがわかる。
この議論の中で、Mが既約の場合には、Mの制限ルート系がC型かBC型であるこ

とを用いる。Mが既約でない場合には、定理4.1により、二つの実形L1, L2の交叉を調
べることは (1)から (4)のそれぞれの場合にL1,aとL2,a (1 ≤ a ≤ n)の交叉を調べるこ
とに帰着される。(1)は既約の場合である。(2)の場合、交叉は

{(x, τ1(x), τ2τ1(x), . . . , τ2s · · · τ1(x)) | x ∈ N1 ∩ (τ2s · · · τ1)−1(N2s+1)}

となり、(τ2s · · · τ1)−1(N2s+1)は既約因子M1の実形なので、この場合は既約の場合に帰
着される。(3)の場合、交叉は

{(x, τ1(x), τ2τ1(x), . . . , τ2s−1 · · · τ1(x)) | x ∈ N1 ∩ (τ2s−1 · · · τ1)−1(N2s)}.

となり、(τ2s−1 · · · τ1)−1(N2s)は既約因子M1の実形なので、この場合も既約の場合に帰
着される。(4)の場合、交叉は

{(x, τ1(x), τ2τ1(x), . . . , τ2s−1 · · · τ1(x)) | (x, τ−1
2s (x)) ∈ Dτ2s−1···τ1(M1) ∩Dτ−1

2s
(M1)}

であり、Dτ2s−1···τ1(M1)とDτ−1
2s
(M1)はM1 ×M2s

∼= M1 ×M1内の対角実形だから、こ
の場合はこれらの交叉を調べることに帰着されるが、既約の場合と同様な議論で証明
できる。

二つの実形が合同な場合には次が成り立つ。

定理 4.5 (Tanaka-Tasaki [17]) Mをコンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2を
Mの合同な実形で交叉が離散的であるとすると、L1 ∩L2はL1とL2の大対蹠集合にな
る。すなわち、#(L1 ∩ L2) = #2L1 = #2L2が成り立つ。

既約コンパクト型Hermite対称空間の二つの実形の交点数について次の結果を得た。



定理 4.6 (Tanaka-Tasaki [17]) Mを既約コンパクト型Hermite対称空間とし、L1, L2

をMの二つの実形で交叉が離散的であるとする。#2L1 ≤ #2L2とする。

(1) M = G2m(C4m) (m ≥ 2)であり、L1はGm(H2m)と合同、L2はU(2m)と合同な
らば、次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = 2m <

(
2m

m

)
= #2L1 < 22m = #2L2.

(2) それ以外の場合、L1 ∩ L2はL1の大対蹠集合になる。すなわち次が成り立つ。

#(L1 ∩ L2) = #2L1 (≤ #2L2).

コンパクト型Hermite対称空間が既約でない場合には、対角実形同士の交叉につい
て考えれば十分なので、その場合に交点数を調べた。

定理 4.7 (Tanaka-Tasaki [20]) Mを既約コンパクト型Hermite対称空間とする。M

の反正則等長変換 τ1, τ2から定まる対角実形Dτ1(M), Dτ−1
2
(M) ⊂ M ×Mの交叉が離散

的になると仮定する。

(1) M = Q2m(C) (m ≥ 2)であり、τ2τ1がA0(M)に含まれないならば、

#(Dτ1(M) ∩Dτ−1
2
(M)) = 2m < 2m+ 2 = #2M.

(2) M = Gm(C2m) (m ≥ 2)であり、τ2τ1がA0(M)に含まれないならば、

#(Dτ1(M) ∩Dτ−1
2
(M)) = 2m <

(
2m

m

)
= #2M.

(3) それ以外の場合、Dτ1(M) ∩Dτ−1
2
(M)はDτ1(M), Dτ−1

2
(M)の大対蹠集合になり、

#(Dτ1(M) ∩Dτ−1
2
(M)) = #2M.

この定理における場合分けは次の結果によるものである。

命題 4.8 (Murakami [10], Takeuchi [13]) M を既約コンパクト型 Hermite対称空
間とする。このとき、I(M)/I0(M)およびA(M)/A0(M)は以下の通りである。

(1) MがQ2m(C) (m ≥ 2)またはGm(C2m) (m ≥ 2)のとき

I(M)/I0(M) ∼= Z2 × Z2, A(M)/A0(M) ∼= Z2.

(2) Mが上記以外のとき

I(M)/I0(M) ∼= Z2, A(M) = A0(M).

コンパクト型Hermite対称空間Mの点対称は正則等長変換であることから、Mの極地
はコンパクトHermite対称空間になることがわかるが、実際にはコンパクト型Hermite

対称空間であることがわかる。



補題 4.9 ([17]) Mをコンパクト型Hermite対称空間とし、Mの点 oに関する極地を

F (so,M) =
r∪

j=0

M+
j

と表す。

(1) oを含む実形Lに対して

F (so, L) =
r∪

j=0

L ∩M+
j

であり、L ∩M+
j ̸= ∅ならばL ∩M+

j はM+
j の実形である。さらに次の等式が成

り立つ。

#2L =
r∑

j=0

#2(L ∩M+
j ).

(2) oを含む実形L1, L2の交叉が離散的ならば次が成り立つ。

L1 ∩ L2 =
r∪

j=0

{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
,

#(L1 ∩ L2) =
r∑

j=0

#
{
(L1 ∩M+

j ) ∩ (L2 ∩M+
j )

}
.

定理 4.5, 4.6, 4.7の証明には、この補題により極地に関する数学的帰納法を用いる。
定理 4.3をFloerホモロジーに応用して Iriyeh-Sakai-Tasaki は次の結果を得た。

定理 4.10 (Iriyeh-Sakai-Tasaki [6]) M を単調なコンパクト型Hermite対称空間と
する。L1, L2をM の実形で交叉が離散的であり、最小Maslov数はともに 3以上とす
ると

HF (L1, L2 : Z2) ∼=
⊕

p∈L1∩L2

Z2[p]

が成り立つ。ここで、HF (L1, L2 : Z2)はZ2係数のFloerホモロジー群である。

さらに、コンパクトHermite対称空間が既約なときには、定理 4.6から次の結果を
得た。

定理 4.11 (Iriyeh-Sakai-Tasaki [6]) Mを既約コンパクト型Hermite対称空間とし、
L1, L2をMの二つの実形で交叉が離散的であるとする。

(1) M = G2m(C4m) (m ≥ 2)であり、L1はGm(H2m)と合同、L2はU(2m)と合同な
らば次が成り立つ。

HF (L1, L2 : Z2) ∼= (Z2)
2m

(2) それ以外の場合には次が成り立つ。

HF (L1, L2 : Z2) ∼= (Z2)
min{#2L1,#2L2}

注意 4.12 最近の入江氏、酒井氏と田崎氏の研究で、複素旗多様体内の二つの実旗多
様体の交叉と一般化された対蹠集合との関係が調べられている ([7])。



4.2. 階数1のコンパクト対称空間の全測地的部分多様体の交叉

Mを階数1のコンパクト対称空間とすると、MはSn, RP n, CP n, HP n, OP 2 のいず
れかに等長的である。
階数1のコンパクト対称空間の全測地的部分多様体はWolfによって分類されている。

定理 4.13 (Wolf [22]) Mを階数1のコンパクト対称空間とし、NをMの全測地的部
分多様体とすると、Nは次で与えられる。

(1) M = Snの場合、NはSk (1 ≤ k ≤ n− 1)と合同である。

(2) M = RP nの場合、NはRP k (1 ≤ k ≤ n− 1)と合同である。

(3) M = CP nの場合、NはCP s (1 ≤ s ≤ n − 1)またはRP t (1 ≤ t ≤ n)と合同で
ある。

(4) M = HP nの場合、N はHP s (2 ≤ s ≤ n − 1),CP t, RP t (2 ≤ t ≤ n)または
Sk (1 ≤ k ≤ 4)と合同である。

(5) M = OP 2の場合、NはHP 2, CP 2, RP 2またはSk (1 ≤ k ≤ 8)と合同である。

定理 4.14 (Tanaka-Tasaki) Mを階数1のコンパクトRiemann対称空間とし、N1, N2

をdimN1 +dimN2 = dimMを満たすMの全測地的部分多様体とする。N1 ∩N2が離散
的ならば、N1 ∩N2はN1とN2の対蹠集合であり、次が成り立つ。

(1) M = SnでN1は Skに合同でN2は Sn−kに合同 (1 ≤ k ≤ [n
2
]) ならば、#(N1 ∩

N2) = 2 = #2N1 = #2N2である。

(2) M = CP nでN1, N2はRP nに合同ならば、#(N1 ∩N2) = n+ 1 = #2N1 = #2N2

である。

(3) M = HP nでN1, N2はCP nに合同ならば、#(N1 ∩N2) = n+1 = #2N1 = #2N2

である。

(4) M = OP 2でN1, N2はHP 2に合同ならば、#(N1 ∩ N2) = 3 = #2N1 = #2N2で
ある。

(5) 上記以外の場合には、#(N1 ∩N2) = 1 < min{#2N1,#2N2}である。

4.3. 対称R空間の鏡映部分多様体の交叉

定理 4.3の証明を見直すと、コンパクト型Hermite対称空間の実形からさらに適用範囲
を広げることが可能なことがわかる。

定理 4.15 (Tanaka-Tasaki) 既約対称R空間Mの二つの鏡映部分多様体N1, N2の交
叉が離散的ならば、N1 ∩N2はN1とN2の対蹠集合である。
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