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全体の構成
1 対称空間
2 Chen-Nagano理論
3 対蹠集合
4 実形の交叉
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1 対称空間
1.1 Grassmann多様体
係数体K = R, C, H
K-Grassmann多様体
Gr(Kr+n) : r次元部分空間全体
r = 1の場合
KP n = G1(K1+n)

: n次元K射影空間
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V ∈ Gr(Kr+n)

φV : HomK(V, V ⊥) → Gr(Kr+n)

; f 7→ graphf

ただしgraphf = {v + f(v) | v ∈ V }.

HomK(V, V ⊥) ∼= Krn ∼= Rdrn

(d = dimR K)

{φV | V ∈ Gr(Kr+n)}はGr(Kr+n)に

多様体構造を与える。
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TV (Gr(Kr+n)) ∼= HomK(V, V ⊥)

f, g ∈ HomK(V, V ⊥)

〈f, g〉 = Re[tr(f∗g)]

UK(V ) × UK(V ⊥)不変内積になる。

これはGr(Kr+n)上のRiemann計量、

Gr(Kr+n)はRiemann多様体。

UK(r + n)はGr(Kr+n)の等長変換群。
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1.2 対称空間
M : Riemann多様体
∀x ∈ M ∃sx : 点対称

sx : 等長変換、s2
x = 1M

xはsxの孤立不動点
MをRiemann対称空間と呼ぶ
(dsx)x = −1となり、ssはxを
通る測地線を逆向きに変換。
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定理 1.2.1 連結Riemann

対称空間は測地的完備。
等長変換群全体は推移的に
作用し、Lie変換群になる。
特に、Riemann等質空間
になる。
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以後

対称空間 : 連結Riemann対称空間

定理 1.2.2

M : 対称空間

G : Mの等長変換全体の単位連結成分

o ∈ M, K = {k ∈ G | ko = o}
σ : G → G ; g 7→ sogso

対合的自己同型

F (σ, G)0 ⊂ K ⊂ F (σ, G)
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g : GのLie代数、 k : KのLie代数

k = {X ∈ g | dσ(X) = X}

dσの−1固有空間をpとおくと、

g = k + p : 直和分解

π : G → M ; g 7→ goとすると

dπe : p → ToM : 線形同型

γdπe(X)(t) = exp(tX)o (X ∈ p)
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V ∈ Gr(Kr+n)に対して
sV = 1V − 1V ⊥ ∈ UK(r + n)

sV のGr(Kr+n)への作用は等長
変換、s2

V = 1、V はsV の孤立
不動点
Gr(Kr+n)は対称空間

Gr(Kr+n) =
UK(r + n)

UK(r) × UK(n)
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Lie代数uK(r + n)の直和分解

uK(r + n) = uK(r) × uK(n) + p,

p =


 0 X

−X∗ 0

 ∣∣∣∣∣∣ X ∈ M(r, n; K)


Gr(Kr+n)の測地線

γX(t) = exp t

 0 X

−X∗ 0

 Kr
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G : 連結Lie群、 H : Gの閉部分群

(G, H) : Riemann対称対

∃σ : G → G : 対合的自己同型

F (σ, G)0 ⊂ H ⊂ F (σ, G)

AdG(H) : コンパクト

最後の条件は不変内積の存在を保証

(G, K), G/K : コンパクト型

⇔ G : コンパクト半単純
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定理 1.2.3 (G, K) : Riemann対称対

π : G → G/K : 自然な射影、

o = π(e)

σ : G → G : 対合的自己同型

F (σ, G)0 ⊂ K ⊂ F (σ, G)

G不変Riemann計量に対してG/Kは

対称空間になり

so ◦π = π◦σ, τ (σ(g)) = soτ (g)so
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1.3 曲率と全測地的部分多様体
定理 1.3.1 (G, K) : Riemann対称対

R : G/Kの曲率テンソル

g = k + p, p ∼= To(G/K)

X, Y, Z ∈ pに対して

Ro(X, Y )Z = −[[X, Y ], Z]

n : Lie三対系

n : Lie代数の部分空間

X, Y, Z ∈ n ⇒ [[X, Y ], Z] ∈ n
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定理 1.3.2 (G, K) : Riemann対称対

g = k + p, p ∼= To(G/K)

N : G/Kの全測地的部分多様体 (TGS)

o ∈ N ⇒ ToN : Lie三対系 (⊂ p)

n : Lie三対系⊂ p

⇒ Expon : TGS

N : 平坦 ⇔ ToN : 可換 (⊂ p)

N : 極大平坦TGS

⇔ ToN : 極大可換部分空間 (⊂ p)
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定理 1.3.3 (G, K) : Riemann対称対

g = k + p, p ∼= To(G/K)

a : pの極大可換部分空間

A = Expoa

p =
∪

k∈K

AdG(k)a, G/K =
∪

k∈K

kA.

rk(G/K) = dim a : G/Kの階数
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Gr(Kr+n) (r ≤ n)
X(xi) = [diag(x1, . . . , xr) O] ∈ M(r, n; R)

a =


 0 X(xi)

−X(xi)
∗ 0

 ∣∣∣∣∣∣ xi ∈ R


a : pの極大可換部分空間、rkGr(Kr+n) = r

ei(θ) = cos θei + sin θer+i ∈ Kr+n

A = {spanK{e1(θ1), . . . , er(θr)} | θi ∈ R}
Gr(Kr+n)の極大平坦TGS

aの共役性 : 行列の標準形
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1.4 コンパクトLie群
G : コンパクトLie群

σ : G × G → G × G

; (g1, g2) 7→ (g2, g1)

G∗ = {(g, g) | g ∈ G}
(G × G, G∗) : Riemann対称対

G × G/G∗ → G; (g1, g2)G
∗ 7→ g1g

−1
2

微分同型
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G × G不変Riemann計量

(G × G/G∗上)

↔ 両側不変Riemann計量 (G上)

se(g) = g−1, sx(g) = xg−1x

一径数部分群 = 単位元を通る測地線

Lie群の指数写像

= Riemann多様体の指数写像

19


