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§0 導入 -Riemann 幾何における標準形理論-

K = SO(n)yM =「n 次実対称行列全体」

M ⊃ A =「n 次対角行列全体」∼= Rn

任意の点 x ∈ M の軌道は A と直交して交わる

軌道空間 ∼= {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | x1 ≤ · · · ≤ xn}
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KyM :Riemann 多様体への等長作用,

超極作用: 平坦な閉全測地的部分多様体 A が存在して任意
の点の K-軌道が A と直交して交わる

A: 切断

このとき，軌道空間 ∼= A/ ∼
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§1 重複度付きルート系

a：内積 ⟨ , ⟩ を持つ有限次元線形空間

有限部分集合 Σ ⊂ a− {0} が a のルート系

(1) a = span(Σ)

(2) α, β ∈ Σ に対して sαβ := β − 2
⟨α,β⟩
∥α∥2 α ∈ Σ

(3) α, β ∈ Σ に対して

2
⟨α, β⟩
∥α∥2

∈ Z

既約, 被約 (reduced) の定義，分類
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全測地点 ∈ Γ := {H ∈ a | ⟨λ,H⟩ ∈ π
2
Z (λ ∈ Σ)}

正則点 ∈ ar :=
∩
λ∈Σ

{H ∈ a | ⟨λ,H⟩ ̸∈ πZ},

特異点 ∈ a− ar, セル : ar の連結成分

Σ のWeyl 群: W (Σ) y Σ

Σ の Affine Weyl 群 W̃ (Σ)：
{(sλ, 2nπ

∥λ∥2 λ) | λ ∈ Σ, n ∈ Z} で生成される O(a) n a の部

分群
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命題 a =
∪

s∈W̃ (Σ)

sP0 (P0 : セル)

Π：Σ の基本系

Σ が既約のとき，α̃：最高ルート

P0 = {H ∈ a | ⟨λ,H⟩ > 0 (λ ∈ Π), ⟨α̃,H⟩ < π}(三角錐)

m : Σ → R>0

λ の重複度:m(λ) = m(−λ) = m(sλ) > 0 (s ∈ W (Σ))
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H ∈ a に対して

mH := −
∑

λ∈Σ+,⟨λ,H⟩̸∈π
2
Z

m(λ) cot(⟨λ,H⟩)λ ∈ a,

F (H) := −
∑

λ∈Σ+,⟨λ,H⟩̸∈π
2
Z

m(λ) log | sin(⟨λ,H⟩)|,

Vol(H) := exp(−F (H)) > 0 : H の体積

mH :H の平均曲率ベクトル
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命題 　 H ∈ a と σ = (s,X) ∈ W̃ (Σ) に対して H′ := σH

⇒ Vol(H′) = Vol(H), mH′ = smH

定義 　 H ∈ a:極小点⇔ mH = 0

H ∈ a：austere 点⇔ 重複度付きの集合

{−λ cot(⟨λ,H⟩)(重複度 m(λ)) | λ ∈ Σ+, ⟨λ,H⟩ ̸∈
π

2
Z}

が重複度も含めて −1 倍に関して不変
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命題 全測地点⇒austere 点⇒ 極小点

命題 ∃H ∈ a：全測地点でない austere 点
⇒ Σ = BC1 = {±e1,±2e1}, m(e1) = m(2e1)

P0 =
∪

∆⊂Π∪{α̃}
P∆
0 ({頂点 }∪{辺 }∪{面 }∪{内部 })

H ∈ P∆
0 に対して (gradF )(H) = mH

定理 ∃!H ∈ P∆
0 : 極小点，特に P0 の頂点は極小点

極小点 H が P0 の頂点でなければ H は不安定
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§ 2 イソトロピー群の軌道

(G,F ): compact 対称対,

M = G/F : compact 対称空間, π : G → M

g = f⊕ p(標準分解)

a ⊂ p: 極大可換部分空間

λ ∈ Σ に対して

g(a, λ) := {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1⟨λ,H⟩X (H ∈ a)}

Σ := {λ ∈ a− {0} | g(a, λ) ̸= {0}} (制限ルート系)

λ ∈ Σ に対して m(λ) := dim g(a, λ) 　 (重複度)
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軌道 Fπ(expH) (H ∈ a)

Fπ(expH) が正則軌道⇔ H が正則点

Fπ(expH): 全測地的部分多様体⇔ H: 全測地点

Fπ(expH):極小部分多様体⇔ H: 極小点
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定義 austere 部分多様体 (Harvey-Lawson)

A: L ⊂ M の形作用素

L の任意の点の任意の法ベクトル ξ に対して Aξ の固有値
全体が −1 倍に関して不変．−1 倍で対応する固有値の重複
度が等しいとき，L：austere 部分多様体

命題 austere 部分多様体⇒ 極小部分多様体

定理 軌道 Fπ(expH):austere 部分多様体

⇔ H: austere 点⇔ H: 全測地的⇔ 鏡映
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鏡映部分多様体 (Leung): M の対合的等長変換の固定点
集合の連結成分

鏡映⇒ 全測地的⇒ austere ⇒ 極小

定理(廣橋-Song-高木-田崎)

∃!H ∈ P∆
0 : H の軌道は極小，特に P0 の頂点の軌道は極小

極小点 H が P0 の頂点でなければ H の軌道は不安定
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§ 3 対称三対の定義と性質

(Σ̃,Σ,W ) : (a, ⟨ , ⟩) の対称三対 (symmetric triad)

(1) Σ̃ : a の既約ルート系

(2) Σ(⊂ a) : span(Σ) のルート系

(3) W ̸= ∅:−1 倍不変, Σ̃ = Σ ∪W

(4) Σ ∩W ̸= ∅, l := max{∥α∥ | α ∈ Σ ∩W},
Σ ∩W = {α ∈ Σ̃ | ∥α∥ ≤ l}.

(5) α ∈ W,λ ∈ Σ−W に対して

2
⟨α, λ⟩
∥α∥2

が奇数⇔ sαλ ∈ W − Σ
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(6) α ∈ W,λ ∈ W − Σ に対して

2
⟨α, λ⟩
∥α∥2

が奇数⇔ sαλ ∈ Σ−W

注意 Σ : a のルート系

全測地点 ∈ Γ =
{
H ∈ a | ⟨λ,H⟩ ∈ π

2
Z (λ ∈ Σ̃)

}
ar =

∩
λ∈Σ,α∈W

{H ∈ a | ⟨λ,H⟩ ̸∈ πZ, ⟨α,H⟩ ̸∈
π

2
+ πZ}

正則点 ∈ ar, 特異点 ∈ a− ar

セル: ar の連結成分
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Affine Weyl 群 W̃ (Σ̃,Σ,W ) :

{(sλ, 2nπ
∥λ∥2 λ) | λ ∈ Σ, n ∈ Z} ∪ {(sα, (2n+1)π

∥α∥2 α) | α ∈
W,n ∈ Z} によって生成される O(a) n a の部分群

a =
∪

s∈W̃ (Σ̃,Σ,W )

sP0, P0:セル

Π̃: Σ̃ の基本系

Σ+ := Σ ∩ Σ̃+,W+ := W ∩ Σ̃+

Π:Σ の単純ルートの全体
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定理 ∃!α̃ ∈ W+ s.t.

P0 =
{
H ∈ a | ⟨α̃,H⟩ < π

2
, 0 < ⟨λ,H⟩ (λ ∈ Π)

}
P0 =

∪
∆⊂Π∪{α̃}

P∆
0 (互いに素)
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重複度 m,n : Σ̃ → R≥0

(1) m(λ) = m(−λ), n(α) = n(−α),

m(λ) > 0 ⇔ λ ∈ Σ, n(α) > 0 ⇔ α ∈ W.

(2) λ ∈ Σ, α ∈ W, s ∈ W (Σ) のとき，
m(λ) = m(sλ), n(α) = n(sα)

(3) σ ∈ W (Σ̃), λ ∈ Σ̃ のとき，
n(λ) +m(λ) = n(σλ) +m(σλ)

(4) λ ∈ Σ ∩W,α ∈ W とする．
2⟨α,λ⟩
∥α∥2 が偶数のとき，m(λ) = m(sαλ),

2⟨α,λ⟩
∥α∥2 が奇数のとき，m(λ) = n(sαλ).
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H ∈ a に対して

mH :=−
∑

λ∈Σ+

⟨λ,H⟩̸∈π
2

Z

m(λ) cot(⟨λ,H⟩)λ

+
∑

α∈W+

⟨α,H⟩̸∈π
2

Z

n(α) tan(⟨α,H⟩)α : H の平均曲率ベクトル

H:極小⇔ mH = 0
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F (H) :=−
∑

λ∈Σ+

⟨λ,H⟩̸∈π
2

Z

m(λ) log | sin(⟨λ,H⟩)|

−
∑

α∈W+

⟨α,H⟩̸∈π
2

Z

n(α) log | cos(⟨α,H⟩)|

Vol(H) := exp(−F (H))(> 0): H の体積
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H ∈ a, σ = (s,X) ∈ W̃ (Σ̃,Σ,W )に対して H′ := σH ∈ a

Vol(H′) = Vol(H), mH′ = smH

(1) 任意の H ∈ P∆
0 に対して (grad F )(H) = mH

(2) 任意の H,H1 ∈ P∆
0 (H ̸= H1) に対して

d2

dt2
F (H + t

−−−→
HH1)|t=0 > 0
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定理 任意の ∆ ⊂ Π ∪ {α̃} に対して，∃! 極小点 H ∈ P∆
0

定義 H ∈ a:austere 点⇔

{−λ cot(⟨λ,H⟩) (重複度 = m(λ)) | λ ∈ Σ+, ⟨λ,H⟩ ̸∈
π

2
Z}

∪{α tan(⟨α,H⟩) (重複度 = n(α)) | α ∈ W+, ⟨α,H⟩ ̸∈
π

2
Z}

が重複度も含めて −1 倍に関して不変

命題 　全測地点⇒austere 点⇒ 極小点
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定理 H ∈ a: austere 点⇔

(1) ⟨λ,H⟩ ∈ π
2
Z が任意の λ ∈ (Σ−W ) ∪ (W − Σ) に

ついて成り立つ

(2) 2H ∈ Γ

(3) m(λ) = n(λ) が ⟨λ,H⟩ ∈ π
4
+ π

2
Z を満たす任意の

λ ∈ Σ ∩W について成り立つ
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§ 4 compact 対称三対から対称三対の構成

(G,F1, F2): compact 対称三対

Mi = G/Fi:compact 対称空間

Hermann 作用: F2 y M1 (変分完備)

F2 y M1: 超極⇔ ∃ 平坦な閉全測地的部分多様体 Â s.t.

M1 の任意の点の F2-軌道が Âと直交して交わる．Â：切断

定理 (HPTT) Hermann 作用は超極
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π1 : G → M1, a ⊂ p1 ∩ p2:極大可換部分環

A = exp a: トーラス，Â = π1(A)：切断

G = F2AF1

(参考)[Jensen] G:非 compact 連結単純 Lie 群，中心有
限．G 上の任意の対合 τ に対して，Cartan 対合 σ を τ

と可換にとれる．

g = h ∩ k+ q ∩ k+ h ∩ p+ p ∩ q

a ⊂ p ∩ q:極大可換部分空間

K,H: k, h に対応する G の解析的部分群. A := exp a，

G = KAH
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命題(HPTT) F2\G/F1
∼= a/ ∼

以下，θ1θ2 = θ2θ1 と仮定．更に次の (A), (B), (C)のい
ずれか一つを仮定する．

(A) G:単純，θ1 と θ2 は G の内部自己同型写像で移り合
わない．

(B) (小池) U が compact 連結単純 Lie 群, σ が U 上
の対合で G = U × U，

θ1(g, h) = (h, g), θ2(g, h) = (σ(g), σ(h))

(C) (σ-作用) U が compact 連結単純 Lie 群, σ が U

上の外部型の対合で G = U × U，

θ1(g, h) = (h, g), θ2(g, h) = (σ−1(h), σ(g)).
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(B) のとき:F (θ2, G) = F (σ, U)× F (σ, U), M1
∼= U

(a, b) · x = axb−1 (x ∈ U, a, b ∈ F (σ, U))

(C) のとき: F (θ2, G) = {(g, σ(g)) | g ∈ U}, M1
∼= U

g · x = gxσ(g)−1
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(G,F1, F2) a の重複度付き対称三対 (Σ̃,Σ,W )

θ1 と θ2 は可換だから

g = (f1 ∩ f2)⊕ (p1 ∩ p2)⊕ (f1 ∩ p2)⊕ (f2 ∩ p1).

α ∈ a に対して

g(a, α) := {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1⟨α,H⟩X (H ∈ a)}

Σ̃ := {α ∈ a− {0} | g(a, α) ̸= {0}}

ϵ = ±1 に対して
g(a, α, ϵ) = {X ∈ g(a, α) | θ1θ2X = ϵX}
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Σ := {α ∈ Σ̃ | g(a, α, 1) ̸= {0}}

W := {α ∈ Σ̃ | g(a, α,−1) ̸= {0}}

λ ∈ Σ と α ∈ W に対して

m(λ) = dimC g(a, λ, 1), n(α) = dimC g(a, α,−1)

定理 (Σ̃,Σ,W ) は a の重複度付き対称三対

33



§ 5 Hermann 作用への応用

(G,F1, F2)：(A),(B),(C) のいずれかを満たす

 a の対称三対:(Σ̃,Σ,W )

定理 F2\G/F1
∼= P0

F2π1(expH):正則, 極小，austere, 全測地的

⇔ H:正則点，極小点，austere 点，全測地点
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定理 軌道 F2π1(expH):全測地的⇔ 鏡映

定理 各 P∆
0 に対して ∃! 極小部分多様体 F2π1(expH).

特に P0 の頂点 H に対して F2π1(expH) は極小部分多様
体. 極小点 H が P0 の頂点でなければ F2π(expH):不安定

(I-S-T) L ⊂ M1．各点 x ∈ L における法ベクトル
ξ ∈ T⊥

x L に対して，次の条件を満たすM1 の等長変換 σξ

が存在するとき，L: 弱鏡映部分多様体

σξ(x) = x, (dσξ)xξ = −ξ, σξ(L) = L

(このとき，(dσξ)
−1
x Aξ(dσξ)x = −Aξ)

命題 鏡映⇒ 弱鏡映⇒ austere ⇒ 極小

35



§ 6 実形の交叉への応用

S2 の二つの大円の交叉

su(2) = g =


 ix y + iz

−y + iz −ix

∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ R


= R3 = {(x, y, z) | x, y, z ∈ R}

J = (1/2, 0, 0), M = S2 = Ad(SU(2))J

τ : su(2) = R3 → su(2) = R3;

X = (x, y, z) 7→ −X̄ = (x,−y, z)

F (τ) = L = {( 1
2
cos θ, 0, 1

2
sin θ)} = S1 ∋ J
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Iτ : G = SU(2) → G; g 7→ τgτ−1 = ḡ

F (Iτ ) = SO(2)

su(2) = so(2)⊕ p (標準分解)

a = RJ, α = 4J, ⟨α, J⟩ = 1

R = {±α} = A1, ワイル群 W (R) = {±1}

H ∈ a に対して

⟨α,H⟩ ∈ πZ のとき，S1 = Ad(expH)S1,

⟨α,H⟩ ̸∈ πZ のとき，

S1 ∩Ad(expH)S1 = {±J} = W (R)J
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ルート系に付随する特性元

R: 内積を持つベクトル空間 (a, ⟨ , ⟩) の既約ルート系

J ∈ a− {0} が R に付随した特性元

⇔ 任意の λ ∈ R に対して ⟨λ, J⟩ = 0,±1

W (R): R のワイル群

命題 W (R)J は二点等質空間
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compact 型既約 Hermite 対称空間M

実形 L = F (τ) ⊂ M = G · J ⊂ g

Iτ : G → G; g 7→ τgτ−1 (対合)

(G,F (Iτ )) g = l⊕ p (標準分解)

極大可換 a ⊂ p 制限ルート系 R ⊂ a

H ∈ a : 正則元⇔ ⟨λ,H⟩ ̸∈ πZ (λ ∈ R)
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§6.1 　合同な二つの実形の交叉

定理

(M,J) : compact 型既約 Hermite 対称空間

M ⊃ L : 実形

L∩aL : 離散的⇔ H : 正則元 (a = expH, H ∈ a)

このとき，

L ∩ aL = M ∩ a = W (R)J =「L の大対蹠集合」
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(Chen-Nagano) S ⊂ L: 対蹠集合⇔ 任意の x, y ∈ S

に対して sx(y) = y

L の対蹠集合の元の個数の最大値を 2-number といい，
#2L で表す．

大対蹠集合: #2L を与える対蹠集合
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§ 6.2 　合同でない二つの実形の交叉

二つの実形 Li = F (τi) ⊂ M = G · J

τ1τ2 = τ2τ1 とできる．

compact 対称三対 (G,F (Iτ1 ), F (Iτ2 ))

 g = l1 ⊕ p1 = l2 ⊕ p2

= (l1 ∩ l2)⊕ (p1 ∩ p2)⊕ (l1 ∩ p2)⊕ (l2 ∩ p1)

極大 a = a1 ∩ a2 ⊂ p1 ∩ p2  対称三対 (Σ̃,Σ,W )

H ∈ a : 正則元 ⇔

 ⟨λ,H⟩ ̸∈ πZ (λ ∈ Σ),

⟨α,H⟩ ̸∈ π
2
+ πZ (α ∈ W )
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定理

(M,J) : compact 型既約 Hermite 対称空間

M ⊃ L1, L2 : 実形 (L1 ̸= L2)

L1 ∩ aL2 : 離散的⇔ H : 正則元

(a = expH, H ∈ a)

このとき，

L1 ∩ aL2 = W (Σ̃)J = W (R1)J ∩ a = W (R2)J ∩ a
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系 交叉 L1 ∩ aL2 (a = expH) が離散的であると仮定する．
もし，a = a1 ならば，Σ̃ = R1 であり，

L1 ∩ aL2 = W (R1)J

となる．これは L1 の大対蹠集合である．
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系の条件を満たす (M,L1, L2)

(1) (Gn(C2n), U(n), Gn(R2n)). このとき，
#(L1 ∩ aL2) = 2n．

(2) (Sp(2m)/U(2m), Sp(m), U(2m)/O(2m))．

このとき，#(L1 ∩ aL2) = 2m．

(3) (SO(4m)/U(2m), U(2m)/Sp(m), SO(2m))．

このとき，#(L1 ∩ aL2) = 2m．
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(4) (E7/T · E6, T · E6/F4, (SU(8)/Sp(4))/Z2)．

このとき，#(L1 ∩ aL2) = 8．

(5) (E6/T · Spin(10), F4/Spin(9), G2(H4)/Z2)．

このとき，#(L1 ∩ aL2) = 3．

(6) (G2q(C2(m+q)), Gq(Hm+q), G2q(R2(m+q)))．

このとき，#(L1 ∩ aL2) =

m+ q

q

．
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a1 = a のとき Σ̃ = R1, L1 ∩ aL2 = W (Σ̃)J = W (R1)J

(7)

(M,L1, L2) = (Qr+s+t−1(C), Sr−1,s+t−1, Sr+s−1,t−1)

(s > 0, r < t) について L1 ∩ aL2 = W (Σ̃)J = W (R1)J

#(L1 ∩ aL2) = 2r．

Σ̃ ̸= R1, R2 となる場合：

(8) 　 (M,L1, L2) = (G2m(C4m), Gm(H2m), U(2m)) の
とき，L1 ∩ aL2 = W (Σ̃)J, #(L1 ∩ aL2) = 2m

#2(L1) =

2m

m

 , #2(L2) = 22m

Σ̃ = Cm, R1 = A2m−1, R2 = C2m
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6. 今後の課題

⃝ 既約の仮定を落とす． Σ̃ 既約とは限らない

⃝ 一般化された複素旗多様体内の二つの実形の交叉

(a1, R1), (a2, R2) と (Σ̃,Σ,W ) の関係

(大島-関口) a1 + a2: 可換

 二つの佐武図形と対称三対の関係 (Kleinの結果を使う)

⃝ Hermann 作用と実形の交叉の直接的な関係
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