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重複度付き対称三対は重複度付き既約ルート系の拡張概念である．そ

こでこの講演ではまず重複度付き既約ルート系の定義と基本性質を述べ，

それを compact対称空間のイソトロピー群の軌道の性質を調べることに

応用する．次に重複度付き対称三対の定義と基本性質を述べ，ある条件を

満たす compact対称三対から重複度付き対称三対を構成する方法を述べ

る．以上の準備のもとにHermann作用の軌道と compact型Hermite対称

空間内の二つの実形の交叉を調べる (田中-田崎との共同研究)．Hermann

作用は対称空間のイソトロピー作用の拡張であり，イソトロピー作用の

持つ超極性と変分完備性と呼ばれる良い性質を受け継ぐ．対称三対を用

いるとHermann作用の軌道全体のなす空間 (軌道空間)を記述でき，さら

に，個々の軌道の性質も調べられる．その結果，イソトロピー作用の軌

道の性質との際立った違いも現れる．compact型 Hermite対称空間の対

合的反正則等長変換の固定点集合を実形という．実形は連結な全測地的

Lagrange部分多様体になる．任意の compact型Hermite対称空間は少な

くとも一つの実形を持つ (村上信吾)．互いに合同な二つの実形の交叉が

離散的になるための条件は制限ルート系を用いて記述できる．交叉が離

散的のとき，その交叉は実形の大対蹠集合になることがわかる．非合同

な二つの実形の交叉が離散的になるための条件と，離散的なときの交叉

は対称三対を用いて記述できる．その結果，合同な二つの実形の交叉と

の際立った違いも現れる．

1 重複度付きルート系

定義 1.1. aを内積 〈 , 〉を持つ有限次元線形空間とする．有限部分集合
Σ ⊂ a−{0}が aのルート系であるとは，次の 3つの条件を満たすときを

言う．
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(1) a = span(Σ).

(2) α, β ∈ Σに対して sαβ := β − 2 〈α,β〉
‖α‖2 α ∈ Σ.

(3) α, β ∈ Σに対して

2
〈α, β〉
‖α‖2

∈ Z.

ルート系Σが既約であるとはΣが互いに直交する空でない二つの部分集

合の和に分かれない場合を言う．

Σを aのルート系とする．W (Σ)でΣのWeyl群を表す．

Γ = {X ∈ a | 〈λ,X〉 ∈ π

2
Z (λ ∈ Σ)}

とおく．Γの点を全測地点という．Σが既約のとき，全測地点の全体は分

類されている ([4])．

ar =
∩
λ∈Σ

{H ∈ a | 〈λ,H〉 6∈ πZ}

とおく．arの点を正則点，a − arの点を特異点という．arの連結成分を

セルという．ΣのAffine Weyl群 W̃ (Σ)とは {(sλ, 2nπ
‖λ‖2λ) | λ ∈ Σ, n ∈ Z}

で生成されるO(a)n aの部分群のことである．

命題 1.2. Affine Weyl群 W̃ (Σ)はセル全体に推移的に作用する．

上の補題より，一つのセルを P0で表すと

a =
∪

s∈W̃ (Σ)

sP0

Πで Σの基本系を表す．Σが既約のとき，α̃で最高ルートを表すと，一

つのセル P0は

P0 = {H ∈ a | 〈λ,H〉 > 0 (λ ∈ Π), 〈α̃, H〉 < π}

によって与えられる．

次の条件を満たす写像m : Σ → R≥0を考える．
1λ ∈ Σ, s ∈ W (Σ)に対

して

m(λ) = m(−λ) = m(sλ)
1この条件は Σが既約の場合には λ, µ ∈ Σに対して ‖λ‖ = ‖µ‖ならばm(λ) = m(µ)

と同値である．
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このとき，m(λ)を λの重複度という．重複度を備えたルート系を重複度

付きルート系という．2以下，Σを重複度付きルート系とする．H ∈ aに

対して [7]を踏まえて

mH = −
∑

λ∈Σ+,〈λ,H〉6∈π
2
Z

m(λ) cot(〈λ,H〉)λ ∈ a,

F (H) = −
∑

λ∈Σ+,〈λ,H〉6∈π
2
Z

m(λ) log | sin(〈λ,H〉)|,

Vol(H) = exp(−F (H)) > 0

とおく．mH をHの平均曲率ベクトル,Vol(H)をHの体積という．

命題 1.3. Σを aの重複度付きルート系とする．H ∈ aと σ = (s,X) ∈
W̃ (Σ)に対してH ′ = σHとおくと

Vol(H ′) = Vol(H), mH′ = smH

定義 1.4. Σを aの重複度付きルート系とする．H ∈ aが極小点であると

は，mH = 0となるときをいう．

定義 1.5. H ∈ aが austere点であるとは，重複度付きの集合

{−λ cot(〈λ,H〉)(重複度m(λ)) | λ ∈ Σ+, 〈λ,H〉 6∈ π

2
Z}

が重複度も含めて−1倍に関して不変になることである．

Hが全測地点ならば任意に与えた重複度に対してHは asutere点であ

る．austere点は極小点である．

命題 1.6. Σを aの重複度付き既約ルート系とする．H ∈ aを全測地点で

ない austere点とすると，Hは次の形に限られる：

Σ = BC1 = {±e1,±2e1},m(e1) = m(2e1)であり，H = te1, tan
2 t = 2．

∆ ⊂ Π ∪ {α̃}に対して P0の部分集合 P∆
0 を

P∆
0 =

H ∈ P0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈λ,H〉 > 0(λ ∈ ∆ ∩ Π),

〈λ,H〉 = 0(λ ∈ ∆− Π),

〈α̃, H〉

{
< π

2
(α̃ ∈ ∆のとき),

= π
2

(α̃ 6∈ ∆のとき)


2この定義は長野-田中における重複度付き制限ルート系の概念とは微妙に異なる．長

野-田中における重複度付き制限ルート系は，ここの意味での重複度付きルート系にな
るが逆は成り立たない．
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と定義する．このとき，P0は次のように階層化される：

P0 =
∪

∆⊂Π∪{α̃}

P∆
0

H ∈ P∆
0 に対して

(gradF )(H) = mH

が成り立つ．

定理 1.7. [7] 各P∆
0 に対してただ一つ極小点Hが存在する．特にP0の頂

点は極小点である．極小点HがP0の頂点でなければHは不安定である．

2 イソトロピー群の軌道

Gを compact連結半単純Lie群とし，(G,F )を compact対称対とする．

商多様体M = G/F は compact対称空間になる．π : G → M で自然な射

影を表す．GのLie環 gを g = f⊕ pと標準分解し，a ⊂ pを極大可換部分

空間とする．λ ∈ aに対して gCの部分空間 g(a, α)を

g(a, α) = {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1〈λ,H〉X (H ∈ a)}

と定める．

Σ = {λ ∈ a− {0} | g(a, α)}

とおき，λ ∈ Σの重複度m(λ)を

m(λ) = dim g(a, α)

とおく．Σは aの重複度付きルート系になる．Σを gの aに関する制限

ルート系という．x ∈ M について F -軌道 Fxを考察する．軌道 Fxは連

結になる ([4])．G = F (exp a)F となるので x = π(expH) (H ∈ a)と仮定

してよい．

Fπ(expH)が正則軌道⇔ 〈λ,H〉 6∈ πZ (λ ∈ Σ) ⇔ Hが正則点

命題 2.1. Fπ(expH)が全測地的部分多様体になるための条件はH が全

測地点になることである．

命題 2.2. 軌道 Fπ(expH)が極小部分多様体になるための条件はHが極

小点になることである．
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Harvey-Lawson[5]はリーマン多様体Mの部分多様体に対して，austere

部分多様体の概念を定義した：

リーマン多様体Mの部分多様体Lの形作用素をAで表す．Lの任意の点

の任意の法ベクトル ξに対してAξの固有値全体が−1倍に関して不変であ

り，−1倍で対応する固有値の重複度が等しいとき，Lをaustere部分多様

体という．austere部分多様体は極小部分多様体である．Harvey-Lawson[5]

は球面内のいくつかの austere部分多様体を構成した．Bryant[2]はEuclid

空間内のいくつかのaustere部分多様体を構成した．[10]ではcompact対称

空間の線形イソトロピー表現 (s-表現)の軌道を接空間内の超球面の部分多

様体とみたとき，austere軌道と弱鏡映軌道を分類した．軌道Kπ(expH)

が austere部分多様体になるための条件は H が austere点になることで

ある．

命題 2.3. [8] Σ を compact 対称対の重複度付き制限ルート系とする．

λ, 2λ ∈ Σならばm(λ) > m(2λ)が成り立つ．

命題 1.6と命題 2.3より次が得られる．

定理 2.4. [8] M = G/F を compact型既約Rimann対称空間とする．F -

軌道が austereならば全測地的である．

Leung[15]は Riemann多様体の部分多様体に対して鏡映という概念を

定義した：Riemann多様体Mの対合的等長変換の固定点集合の連結成分

を鏡映部分多様体という．鏡映部分多様体を定める対合的等長変換 (鏡映)

は鏡映部分多様体に対して一意に定まる．

一般に

鏡映⇒全測地的⇒ austere ⇒極小

が成り立つ．

命題 2.5. compact対称空間M = G/F のイソトロピー群の軌道について

鏡映⇔全測地的⇔ austere

が成り立つ．

定理 1.7から直ちに次が従う．

定理 2.6. [7] 各 P∆
0 に対してただ一つ極小部分多様体Kπ(expH)が存在

する．特に P0 の頂点 H に対して Fπ(expH)は極小部分多様体である．

極小点Hが P0の頂点でなければ極小部分多様体 Fπ(expH)は不安定で

ある．
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注意 P0の頂点Hに対して極小部分多様体Kπ(expH)の安定性は，こ

の考察ではわからない．

3 対称三対の定義と性質

定義 3.1. aを内積 〈 , 〉を持つ有限次元ベクトル空間とする．(Σ̃,Σ,W )

が aの対称三対 (symmetric triad)であるとは次の条件 (1)∼(6)を満た

す場合を言う．

(1) Σ̃は aの既約ルート系である．

(2) Σ(⊂ a)は span(Σ)のルート系である．

(3) W は−1倍に関して不変な aの空でない部分集合で Σ̃ = Σ ∪W .

(4) Σ∩W 6= ∅であり，l = max{‖α‖ | α ∈ Σ∩W}とおくときΣ∩W =

{α ∈ Σ̃ | ‖α‖ ≤ l}.

(5) α ∈ W,λ ∈ Σ−W に対して

2
〈α, λ〉
‖α‖2

が奇数⇔ sαλ ∈ W − Σ.

(6) α ∈ W,λ ∈ W − Σに対して

2
〈α, λ〉
‖α‖2

が奇数⇔ sαλ ∈ Σ−W.

このとき，Σは aのルート系になる．すなわち，span(Σ) = aが成り立

つ．実際，

a ⊃ span(Σ) ⊃ span(Σ ∩W ) ⊃ span{短いルート ∈ Σ̃} = a

よって，span(Σ) = a

aの対称三対 (Σ̃,Σ,W )に対して

Γ =
{
X ∈ a | 〈λ,X〉 ∈ π

2
Z (λ ∈ Σ̃)

}
とおく．Γの点を全測地点という．
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aの部分集合 arを

ar =
∩

λ∈Σ,α∈W

{H ∈ a | 〈λ,H〉 6∈ πZ, 〈α,H〉 6∈ π

2
+ πZ}

と定義する．arの点を正則点, a− arの点を特異点という．arの連結成分

をセルという．

定義 3.2. {(sλ, 2nπ
‖λ‖2λ) | λ ∈ Σ, n ∈ Z} ∪ {(sα, (2n+1)π

‖α‖2 α) | α ∈ W,n ∈ Z}
によって生成される半直積O(a)naの部分群を aの対称三対 (Σ̃,Σ,W )の

Affine Weyl群 W̃ (Σ̃,Σ,W ) という．

(sλ,
2nπ
‖λ‖2λ)の作用は超平面 〈λ,H〉 = nπ,に関する鏡映であり，(sα,

(2n+1)π
‖α‖2 α)

の作用は超平面 〈α,H〉 = 2n+1
2

πに関する鏡映である．

命題 3.3. Affine Weyl群 W̃ (Σ̃,Σ,W )はセルの全体に推移的に作用する．

一つのセルを P0で表すと a =
∪

s∈W̃ (Σ̃,Σ,W )

sP0

Σ̃の一つの基本系 Π̃をとり，Σ̃+で Π̃に関する正ルートの全体を表す．

Σ+ = Σ ∩ Σ̃+,W+ = W ∩ Σ̃+とおくと，Σ = Σ+ ∪ (−Σ+),W = W+ ∪
(−W+)となる．Σの単純ルートの全体をΠと表す．

P0 =

H ∈ a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 < 〈λ,H〉 (λ ∈ Π),

〈λ,H〉 < π
2

(λ ∈ Σ+ ∩W+),

〈λ,H〉 < π (λ ∈ Σ+ −W+),

−π
2
< 〈α,H〉 < π

2
(α ∈ W+ − Σ+)

 ,

とおくと，P0はセルになる．

定理 3.4. ただ一つ α̃ ∈ W+が存在して

P0 =
{
H ∈ a | 〈α̃, H〉 < π

2
, 0 < 〈λ,H〉 (λ ∈ Π)

}
.

部分集合∆ ⊂ Π ∪ {α̃}に対して

P∆
0 =

H ∈ P0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈λ,H〉 > 0 (λ ∈ ∆ ∩ Π),

〈λ,H〉 = 0 (λ ∈ Π−∆),

〈α̃, H〉

{
< π

2
(α̃ ∈ ∆のとき),

= π
2

(α̃ 6∈ ∆のとき)

 ,
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とおくとセルの閉包 P0は次のように階層化される：

P0 =
∪

∆⊂Π∪{α̃}

P∆
0 (互いに素).

定義 3.5. (Σ̃,Σ,W )を aの対称三対とする．R+ = {x ∈ R | x ≥ 0}とお
く．写像m,n : Σ̃ → R+ で次の条件を満たすものを考える．

(1) m(λ) = m(−λ), n(α) = n(−α)であり

m(λ) > 0 ⇔ λ ∈ Σ, n(α) > 0 ⇔ α ∈ W.

(2) λ ∈ Σ, α ∈ W, s ∈ W (Σ)のとき，m(λ) = m(sλ), n(α) = n(sα)

(3) σ ∈ W (Σ̃), λ ∈ Σ̃のとき，n(λ) +m(λ) = n(σλ) +m(σλ)

(4) λ ∈ Σ ∩W,α ∈ W とする．

2〈α,λ〉
‖α‖2 が偶数のとき，m(λ) = m(sαλ),

2〈α,λ〉
‖α‖2 が奇数のとき，m(λ) = n(sαλ).

このとき，m(λ), n(α)をそれぞれ λ, αの重複度という．重複度が与えら

れた対称三対 (Σ̃,Σ,W )を重複度付き対称三対と言う．

H ∈ aに対して

mH = −
∑
λ∈Σ+

〈λ,H〉6∈π
2 Z

m(λ) cot(〈λ,H〉)λ+
∑

α∈W+

〈α,H〉6∈π
2 Z

n(α) tan(〈α,H〉)α.

とおき，mH をHの平均曲率ベクトルという．

F (H) = −
∑
λ∈Σ+

〈λ,H〉6∈π
2 Z

m(λ) log | sin(〈λ,H〉)| −
∑

α∈W+

〈α,H〉6∈π
2 Z

n(α) log | cos(〈α,H〉)|

とおく．Vol(H) = exp(−F (H))(> 0)をHの体積と呼ぶ．

命題 3.6. (Σ̃,Σ,W )を aの重複度付き対称三対とする．H ∈ a, σ = (s,X)

をAffine Weyl群の元としH ′ = σH ∈ aとおく．このとき，

Vol(H ′) = Vol(H), mH′ = smH

定義 3.7. (Σ̃,Σ,W )を aの重複度付き対称三対とする．H ∈ aが極小で

あるとはmH = 0となるときを言う．
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命題 3.8. (1) 任意のH ∈ P∆
0 に対して (grad F )(H) = mH．

(2) 任意のH,H1 ∈ P∆
0 (H 6= H1)に対して

d2

dt2
F (H + t

−−→
HH1)|t=0 > 0.

定理 3.9. 任意の∆ ⊂ Π ∪ {α̃}に対して，ただ一つ極小点H ∈ P∆
0 が存

在する．

定義 3.10. (Σ̃,Σ,W )をaの重複度付き対称三対とする．H ∈ aがaustere

点であるとは

{−λ cot(〈λ,H〉) (重複度 = m(λ)) | λ ∈ Σ+, 〈λ,H〉 6∈ π

2
Z}

∪{α tan(〈α,H〉) (重複度 = n(α)) | α ∈ W+, 〈α,H〉 6∈ π

2
Z}

によって定義される a内の部分集合が重複度も含めて−1倍に関して不変

になるときを言う．

命題 3.11. 次が成り立つ．

(1) 全測地点は任意に与えた重複度に関して austere点である．

(2) austere点は極小点である．

定理 3.12. H ∈ aが austere点となるための必要十分条件は

(1) 〈λ,H〉 ∈ π
2
Zが任意の λ ∈ (Σ−W ) ∪ (W − Σ)について成り立つ．

(2) 2H ∈ ΓΣ∩W．

(3) m(λ) = n(λ)が 〈λ,H〉 ∈ π
4
+ π

2
Z を満たす任意の λ ∈ Σ∩W につい

て成り立つ．

4 compact対称三対から対称三対の構成

(G,F1, F2)を compact対称三対とする．商多様体Mi = G/Fiは Gの

両側不変 Riemann計量 〈 , 〉から誘導されるMiのG-不変計量に関して

compact対称空間になる．F2のM1への自然な等長作用をHermann作

用という．特に F1 = F2の場合にはHermann作用はイソトロピー作用で

ある．
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Hermann作用は超極作用になることを説明しておこう．一般に，リー

マン多様体M1にリー群 F2が等長変換群として作用しているとする．こ

のとき，F2のM1への作用が超極であるとは，平坦な閉全測地的部分多

様体 Âが存在して，M1の任意の点のF2-軌道が Âと直交して交わる場合

をいう．Âをこの作用の切断という．

Hermann作用が超極であることを説明するために切断を構成しておこ

う．Fiを定めるGの対合を θiと表す．π1 : G → M1で自然な射影を表す．

θiの微分写像も θiと表し，Gの Lie環 gを二通に標準分解する．

g = f1 ⊕ p1 = f2 ⊕ p2

a ⊂ p1 ∩ p2を極大可換部分環とする．このとき，A = exp aはGのトー

ラスになり，Â = π1(A)がHermann作用の切断を与える ([6])．特に

G = F2AF1

が成り立つ．3したがって，M1へのF2-作用の軌道全体のなす空間F2\G/F1

は aをある同値関係∼ で割った空間と同一視される：

F2\G/F1
∼= a/ ∼

ここで

H1 ∼ H2 ⇔ F2π1(expH1) = F2π1(expH2)

以下，θ1θ2 = θ2θ1と仮定する．更に次の (A), (B), (C)のいずれか一つを

仮定する．

(A) Gは単純で θ1と θ2はGの内部自己同型写像で移り合わない．

(B) (小池 [14]) U が compact連結単純 Lie群, σが U 上の対合で G =

U × U，

θ1(g, h) = (h, g), θ2(g, h) = (σ(g), σ(h))

3形式的に類似の結果で次が知られている [12, Theorem 4.1]．Gを非 compact連結
Lie群で，その中心が有限位数とする．G上の任意の対合 τ に対して，Cartan対合 σを
τ と可換にとれる [13, Theorem 6.16]．Gの Lie環 gを σと τ により

g = h ∩ k+ q ∩ k+ h ∩ p+ p ∩ q

と分解する．a ⊂ p∩ qを極大可換部分環とする．K,H でそれぞれ k, hに対応するGの
解析的部分群を表す．A = exp aとおくと，

G = KAH
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(C) Uがcompact連結単純Lie群, σがU上の外部型の対合でG = U×U，

θ1(g, h) = (h, g), θ2(g, h) = (σ−1(h), σ(g)).

(B)のときには，F (θ2, G) = F (σ, U)× F (σ, U)であり，M1 = U と

自然に同一視すると

(a, b) · x = axb−1 (x ∈ U, a, b ∈ F (σ, U))

(C)のときには，Hermann作用は σ-作用と呼ばれる．F (θ2, U) =

{(g, σ(g)) | g ∈ U}であり，M1 = U と自然に同一視すると σ-作用

は U の U への作用

g · x = gxσ(x)−1

と同値になる．

(A),(B),(C)いずれかを満たす compact対称三対 (G,F1, F2)から aの対称

三対 (Σ̃,Σ,W )を構成しよう．θ1と θ2は可換だから

g = (f1 ∩ f2)⊕ (p1 ∩ p2)⊕ (f1 ∩ p2)⊕ (f2 ∩ p1).

α ∈ aに対して gCの部分空間 g(a, α)を

g(a, α) = {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1〈α,H〉X (H ∈ a)}

と定義し，Σ̃ = {α ∈ a − {0} | g(a, α) 6= {0}}とおく．ε = ±1に対して

g(a, α)の部分空間 g(a, α, ε)を

g(a, α, ε) = {X ∈ g(a, α) | θ1θ2X = εX}

と定める．g(a, α)は θ1θ2-不変だから

g(a, α) = g(a, α, 1)⊕ g(a, α,−1).

このとき，

Σ = {α ∈ Σ̃ | g(a, α, 1) 6= {0}}, W = {α ∈ Σ̃ | g(a, α,−1) 6= {0}}

とおく．λ ∈ Σと α ∈ W に対して

m(λ) = dimC g(a, λ, 1), n(α) = dimC g(a, α,−1)

とおく．
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定理 4.1. (Σ̃,Σ,W )は aの重複度付き対称三対になる.4

閉部分群G12と F12を

G12 = F (θ1θ2, G), F12 = {g ∈ G12 | θ1(g) = g}

と定義する．このとき，G12と F12の Lie環は

g12 = (f1 ∩ f2)⊕ (p1 ∩ p2), f12 = f1 ∩ f2

compact対称対 (G12, F12)の aに関する制限ルート系はΣに一致する．

5 Hermann作用への応用

(G,F1, F2)を前節の条件 (A),(B),(C)のいずれかを満たす compact対称

三対とする．構成される aの対称三対を (Σ̃,Σ,W )と表す．Hermann作

用の軌道を考えるためにはH ∈ aとして，軌道 F2π1(expH)を考えれば

十分である．Affine Weyl群 W̃ (Σ̃,Σ,W )で移り合う二点は同一の軌道を

定めるので軌道空間 F2\G/F1はセル P0の閉包 P0と同一視される
5：

F2\G/F1
∼= P0

このとき，F2π1(expH)が正則軌道，極小軌道，全測地的軌道になるため

の条件はHがそれぞれ正則点，極小点，全測地点になることである．

定理 5.1. 軌道F2π1(expH)が全測地的になるための必要十分条件は，そ

れが鏡映になることである．

定理 5.2. 各 P∆
0 に対してただ一つ極小部分多様体 F2π1(expH)が存在

する．特に P0の頂点Hに対して F2π1(expH)は極小部分多様体である．

極小点Hが P0の頂点でなければ極小部分多様体 F2π(expH)は不安定で

ある．

4具体的に与えられた (G,F1, F2)に対して，(Σ̃,Σ,W )の具体的な形も決定されてい
る．(A)または (B)を満たす (G,F1, F2)の全体から全ての対称三対 (Σ̃,Σ,W )が得られ
る．(C)を満たす具体的な (G,F1, F2)でGが例外型のとき，(Σ̃,Σ,W )の具体的な形を
決定するために Vogan図形 ([13])を用いた．

5この結果が田崎先生の多重ケーラー角度に関する定理の一般化である．
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注意 P0の頂点H に対して極小部分多様体 F2π1(expH)の安定性は，

この考察ではわからない．

イソトロピー群の軌道の場合とは異なり，Hermann作用の場合には豊

富に austere軌道を持つことが次の結果からわかる：

命題 5.3. 軌道 F2(expH)が austereであるための必要十分条件は H が

austere点になることである．

[10]では鏡映部分多様体の概念を拡張した弱鏡映部分多様体を定義し

た：M1をRiemann多様体，LをM1の部分多様体とする．各点 x ∈ Lに

おける法ベクトル ξ ∈ T⊥
x Lに対して，次の条件を満たすM1の等長変換

σξ が存在するとき，Lを弱鏡映部分多様体という．

σξ(x) = x, (dσξ)xξ = −ξ, σξ(L) = L

このとき，(dσξ)
−1
x Aξ(dσξ)x = −Aξ が成り立つので弱鏡映部分多様体は

austereである．一般に

鏡映⇒弱鏡映⇒ austere ⇒極小

が成り立つ．s-表現の軌道の場合には，austere軌道を分類し，その中か

ら弱鏡映軌道を分類することができたが，Hermann作用の軌道の場合に

は，austere軌道が分類されているにもかかわらず，弱鏡映軌道の分類は

完成していない．

6 実形の交叉への応用

gを compact単純 Lie環とし，J ∈ g − {0}を (adJ)3 = −adJ ととる．

G = Int(g)とし，M = G · J とおく．g上にG-不変内積 〈 , 〉を入れる．
Gの閉部分群KをK = {k ∈ G | k · J = J}とおく．Kの Lie環 kは

k = {X ∈ g | [J,X] = 0}

gの部分空間mをm = Im adJ と定めると

g = k⊕m (直交直和).
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g上の対合的自己同型写像 eπadJの (+1)-固有空間と (−1)-固有空間がそれ

ぞれ kとmになる．Jはm上のK-作用と可換な複素構造を定める．このよ

うにしてM ∼= G/Kは compact型既約Hermite対称空間になる．逆に全

ての compact型既約Hermite対称空間は，このようにして得られる．Lを

Mの実形とする．すなわち，LはMのある対合的反正則等長同型写像 τの

固定点集合である．実形LはM の全測地的 Lagrange部分多様体である．

正の正則断面曲率を持つ compactケーラー多様体 (compact型Hermite対

称空間はこの条件を満たす)の実形は連結になる ([22, Lemma 4.1])．この

ことから compact型Hermite対称空間の二つの実形は必ず交わることが

わかる．compact型既約エルミート対称空間の実形については [16], [18]

で分類されている．G上の対合的自己同型写像 Iτ を

Iτ : G 7→ G; g 7→ τgτ−1

と定める．Gにおける Iτ の固定点集合を F (Iτ )と表すと (G,F (Iτ ))は

compact対称対になる．この対称対による gの標準分解を g = l⊕ pと表

すと J ∈ k∩ p ([22, Theorem 4.3])．p内の極大可換部分空間 aを J ∈ aと

なるようにとり，aに関する (G,F (Iτ ))の制限ルート系をRと表す．

6.1 合同な二つの実形の交叉

交叉L∩aL (a ∈ G)について考察する．そのためにはa = expH (H ∈ a)

としてよい．

定理 6.1. [11] 交叉 L ∩ aL (a = expH)が離散的になるための必要十分

条件はHが正則元になることである．このとき，

L ∩ aL = M ∩ a = W (R)J

W (R)JはLの大対蹠集合であり，W (R)の作用に関して二点等質である．

M ∩ a = W (R)J となることは知られている ([1])．M ∩ aは Lの大対

蹠集合を表している．Lの大対蹠集合にW (R)が推移的に働くことも知

られている ([19])．用語の説明をしておこう．部分集合 S ⊂ Lが対蹠集

合であるとは，任意の x, y ∈ Sに対して sx(y) = yとなるときをいう．こ

こで，sxは xに関する点対称である．Lの対蹠集合の元の個数の上限を

2-numberといい，#2Lで表す．#2Lを与える対蹠集合を大対蹠集合と

いう．これらの概念はChen-長野が導入した ([3])．
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6.2 合同でない二つの実形の交叉

L1, L2をM の二つの実形とする．Lから決まる対象物に対する記号と

対応する Liから決まる対象物には同じ記号を用いる．ただし，添え字 i

をつける．

以下，gは単純で，L1 と L2 は互いに合同でないと仮定する．このと

き，M は compact型既約Hermite対称空間になる．合同でないという仮

定から Iτ1 6∼ Iτ2 (τ1と τ2はGの内部自己同型写像で移り合わない)が成

り立つ．compact対称三対の分類と実形の分類から Iτ1 と Iτ2 は可換にと

れる．p1 ∩ p2を極大可換部分空間 aを J ∈ aととり，compact対称三対

(G,F (Iτ1), F (Iτ2))の定める重複度付き対称三対を (Σ̃,Σ,W )と表す．aを

含む piの極大可換部分空間 piをとり，compact対称対 (G,F (Iτi))の aiに

関する制限ルート系をRiと表す．

交叉L1∩aL2 (a ∈ G)について考察する．そのためにはa = expH (H ∈
a)としてよい．

定理 6.2. 　交叉L1 ∩ aL2 (a = expH)が離散的になるための必要十分条

件はHが正則点になることである．このとき，

L1 ∩ aL2 = W (Σ̃)J = W (R1)J ∩ a = W (R2)J ∩ a

W (Σ̃)J はW (Σ̃)の作用に関して二点等質である．

系 6.3. 交叉 L1 ∩ aL2 (a = expH)が離散的であると仮定する．もし，

a = a1ならば，Σ̃ = R1であり，

L1 ∩ aL2 = W (R1)J

となる．これは L1の大対蹠集合である．
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