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1 コンパクト対称空間と対称対

M : Riemann多様体

∀x ∈ M ∃sx : 点対称

sx : 等長変換、s2
x = 1M

xはsxの孤立不動点

MをRiemann対称空間と呼ぶ

(dsx)x = −1となり、sxはxを通る測

地線を逆向きに変換。
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定理 1.1

連結Riemann対称空間は測地的
完備。
等長変換群全体は推移的に作用
し、Lie変換群になる。特に、
Riemann等質空間になる。
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以後

対称空間 : 連結Riemann対称空間

定理 1.2 M : 対称空間

G : Mの等長変換全体の単位連結成分

o ∈ M, K = {k ∈ G | ko = o}
σ : G → G ; g 7→ sogso

対合的自己同型 (σ2 = 1G)

F (σ, G) : σの不動点集合

F (σ, G)0 ⊂ K ⊂ F (σ, G)
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g : GのLie代数、 k : KのLie代数

k = {X ∈ g | dσ(X) = X}
dσの−1固有空間をpとおくと、

g = k + p : 直和分解

π : G → M ; g 7→ goとすると

dπe : p → ToM : 線形同型
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G : 連結コンパクトLie群、

H : Gの閉部分群

(G, H) : コンパクト対称対

∃σ : G → G : 対合的自己同型

F (σ, G)0 ⊂ H ⊂ F (σ, G)

(G, K), G/K : コンパクト型

⇔ G : コンパクト半単純
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定理 1.3 (G, K) : コンパクト対称対

π : G → G/K : 自然な射影、

o = π(e)

σ : G → G : 対合的自己同型

F (σ, G)0 ⊂ K ⊂ F (σ, G)

G不変Riemann計量に対してG/Kは

対称空間になり

so ◦π = π◦σ, τ (σ(g)) = soτ (g)so
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2 極大トーラスの共役性

定理 2.1 (G, K) : コンパクト対称対

g = k + p, p ∼= To(G/K)

N : G/Kの全測地的部分多様体 (TGS)

o ∈ N ⇒ ToN : Lie三対系 (⊂ p)

n : Lie三対系⊂ p ⇒ Expon : TGS

N : 平坦 ⇔ ToN : 可換 (⊂ p)

N : 極大平坦TGS

⇔ ToN : 極大可換部分空間 (⊂ p)
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定理 2.2 (G, K) : コンパクト対称対

g = k + p, p ∼= To(G/K)

a : pの極大可換部分空間

A = Expoa

p =
⋃

k∈K

AdG(k)a, G/K =
⋃

k∈K

kA.

rank(G/K) = dim a : G/Kの階数
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共役性の別の見方

∀X ∈ p ∃k ∈ K Ad(k)X ∈ a

∀x ∈ G/K ∃k ∈ K kx ∈ A

a, A : Kの作用に関する標準形のある場所

U(n)/O(n) p ∼= Sn(R) a : 対角行列全体

∀X ∈ Sn(R) ∃k ∈ O(n)

Ad(k)X = kXk−1 ∈ a

多くの行列の標準形 : コンパクト対称対の極大

可換部分空間、極大トーラスの共役性
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3 多重Kähler角度

定義 3.1 V : Cnの実2次元部分ベクトル空間

v1, v2 : V の正規直交基底

θ(V ) = cos−1 |〈√−1v1, v2〉| : Kähler角度

θ(V ) = 0 ⇔ V : 複素部分空間

θ(V ) = π/2 ⇔ V ⊥ √−1V

命題 3.2(完全不変量)

Kähler角度 θ(V ) : U(n)不変

θ(V1) = θ(V2) ⇔ ∃g ∈ U(n) : V2 = gV1
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定義 3.3 ω : Cnの標準的Kähler形式
k ≤ nのとき、
V : Cn内の実k次元部分空間
∃α1, . . . , αk : V ∗の正規直交基底

ω|V =

[k/2]∑

i=1

cos θiα
2i−1 ∧ α2i,

0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θ[k/2] ≤ π/2

θ(V ) = (θ1, . . . , θ[k/2]) : 多重Kähler角度

n < k < 2nのとき、θ(V ) := θ(V ⊥)

k = 2のKähler角度の拡張になっている
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(1) 多重Kähler角度 : U(n)不変

(2) θ(V ) = (0, . . . , 0)

⇔ ∃W : 複素 [k/2]次元部分空間 ⊂ V

(3) θ(V ) = (π/2, . . . , π/2)

⇔ V ⊥ √−1V

命題 3.4(完全不変量)

V , W : Cn内の実k次元部分空間

θ(V ) = θ(W ) ⇔ ∃g ∈ U(n) : W = gV
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4 ユニタリ群の実Grassmann多様体への作用

(G, K1), (G, K2) : コンパクト対称対

K2のG/K1への自然な作用 : Hermann作用

∃ 平坦トーラスT ⊂ G/K1 :

任意のK2軌道はT に直交する
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Cn = R2n

Cn内の実k次元部分空間全体

GR
k(Cn) : 実Grassmann多様体

対応するコンパクト対称対

(SO(2n), S(O(k) × O(2n − k)))

他方、(SO(2n), U(n))もコンパクト対称対

U(n)のGC
k(Cn)への作用はHermann作用
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k ≤ nのとき、

V k
θ

=

[k/2]∑

i=1

spanR{e2i−1, cos θi

√−1e2i−1 + sin θie2i}

kが奇数のときはRekを加える。

n < kのとき、

V k
θ = (V 2n−k

θ )⊥.

V k
θ の多重Kähler角度はθ
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T = {V k
θ | θ ∈ R[k/2]}

: GR
k(Cn)内の平坦トーラス

U(n)のGR
k(Cn)への作用の軌道はT と交わる

多重Kähler角度 : T の座標
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