
4. 実形の交叉
CP 1内の二つのRP 1
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M̄ : Hermite対称空間
(点対称が正則等長的)
M : M̄の実形
∃対合的反正則等長変換

σ : M̄ → M̄
M = {x ∈ M̄ | σ(x) = x}

実形 : 全測地的Lagrange部分多様体

ω|M = 0 (ω : M̄のKähler形式)

dimR M = dimC M̄
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実形の例

Rn ⊂ Cn,

RP n ⊂ CP n,

Gr(Rr+n) ⊂ Gr(Cr+n)
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コンパクト型Hermite対称空間

正則等長変換で写る : 合同

実形の分類 : Leung, 竹内

Gr(Cr+n) : Gr(Rr+n),

Gq(Hq+m) (r = 2q, n = 2m),

U(n) (r = n)
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定理 4.1(田中-T.)

M : コンパクト型
Hermite対称空間

L1, L2 : Mの実形、
横断的に交わる

⇒
L1 ∩ L2 : L1とL2の対蹠集合
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定理 4.2(田中-T.)

M : コンパクト型
Hermite対称空間

L1, L2 : Mの合同な実形、
横断的に交わる

⇒
L1 ∩ L2 : L1とL2の大対蹠集合
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定理 4.3(田中-T.)
M : 既約コンパクト

Hermite対称空間
L1, L2 : Mの実形、
横断的に交わり、#2L1 ≤ #2L2

(1) (M, L1, L2) 6∼=
(G2m(C4m), Gm(H2m), U(2m))

(m ≥ 2)

⇒ L1 ∩ L2 : L1の大対蹠集合
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(2) (M, L1, L2) ∼=
(G2m(C4m), Gm(H2m), U(2m))

(m ≥ 2)

⇒

#(L1 ∩ L2) = 2m

<

(
2m

m

)
= #2Gm(H2m)

< 22m = #2U(2m)
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Cn内のLagrange部分空間全体
U(n)/O(n) = U(n)Rn ⊂ GR

n(Cn)

σ : U(n) → U(n) ; g 7→ ḡ

(U(n), O(n)) : Riemann対称対

u(n) = o(n) +
√

−1s(n)

D(θi) =
√

−1diag(θ1, . . . , θn)

a = {D(θi) | θi ∈ R}
√

−1s(n)の極大可換部分空間
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θ1, . . . , θn ∈ Rに対して
V (θ1, . . . , θn)

=
{

e
√

−1θ1e1, . . . , e
√

−1θnen

}
R

⊂ Cn

A = Expa

= {V (θ1, . . . , θn) | θi ∈ R}

U(n)/O(n) =
∪

k∈O(n)

kA

Lagrange部分空間の標準形
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V : CnのLagrange部分空間
∃k ∈ O(n) V ∈ kA

∃θi ∈ R V = kV (θ1, . . . , θn)

kV (θ1, . . . , θn)

=k
{

e
√

−1θ1e1, . . . , e
√

−1θnen

}
R

=
{

e
√

−1θ1ke1, . . . , e
√

−1θnken

}
R
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V : CnのLagrange部分空間
∃θi ∈ R
∃{vi} : Rnの正規直交基底
V ={

e
√

−1θ1v1, . . . , e
√

−1θnvn

}
R
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CP n内のRP nの交叉
RP n, uRP n : 横断的
(u ∈ U(1 + n))

∃{vi} : R1+nの正規直交基底
∃θi ∈ R
uR1+n = {e

√
−1θivi}R

RP n ∩ uRP n = {Cv1, . . . , Cv1+n}
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証明の概要
補題 4.4

M : コンパクトKähler多様体、

正則断面曲率> 0

L1, L2 : Mの全測地的コンパクト

Lagrange部分多様体

⇒ L1 ∩ L2 6= ∅

Frankelの定理と同様の証明法
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補題 4.5

M : コンパクト対称空間
A : 極大トーラス、o ∈ A

S : 基本胞体 S̄ = ∪iSi

A1 : 極大トーラス、o ∈ A1

A1 ∩ A ∩ ExpSi 6= ∅
⇒ ExpSi ⊂ A1 ∩ A
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実形の極大トーラス
補題 4.5

⇒
実形の極大トーラスの交叉
: 基本胞体の頂点
⇒ 定理4.1
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M : コンパクト型
Hermite対称空間

⇒ 各極地M+
j : 同上

L : Mの実形
L ∩ M+

j 6= ∅
⇒ L ∩ M+

j : M+
j の実形
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M, L1, L2 : 定理4.2, 4.3

F (so, M) =
∪r

j=0 M+
j

o ∈ L1 ∩ L2としてよい
L1 ∩ L2 ⊂ F (so, M)

L1 ∩ L2 =∪r
j=0{(L1∩M+

j )∩(L2∩M+
j )}

極地による数学的帰納法
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