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§0 問題

M : コンパクト型既約エルミート対称空間

L = F (τ,M): 実形 (τ :反正則対合的等長変換)

L1, L2 ⊂ M : 二つの実形

問題 L1 ∩ L2 が離散的になるための条件と，このときの

L1 ∩ L2．

答えの一部 L1 ∩ L2 は Li の対蹠集合．
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(Chen-Nagano) S ⊂ L: 対蹠集合⇔ 任意の x, y ∈ S

に対して sx(y) = y

L の対蹠集合の元の個数の最大値を 2-number といい，

#2L で表す．

大対蹠集合: #2L を与える対蹠集合
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コンパクト型既約エルミート対称空間M

実形 L = F (τ) ⊂ M = G · J ⊂ g

Iτ : G → G; g 7→ τgτ−1 (対合)

(G,F (Iτ )): コンパクト対称対

L1, L2 ⊂ M  (G,F (Iτ1 ), F (Iτ2 ))：コンパクト対称三対

 (Σ̃,Σ,W )：対称三対  実形の交叉の研究
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§1 対称三対

(復習) a：内積 〈 , 〉 を持つ有限次元線形空間

有限部分集合 Σ ⊂ a− {0} が a のルート系

(1) a = span(Σ)

(2) α, β ∈ Σ に対して sαβ := β − 2
〈α,β〉
‖α‖2 α ∈ Σ

(3) α, β ∈ Σ に対して

2
〈α, β〉
‖α‖2

∈ Z

既約, ワイル群 W (R) の定義，分類

6



対称三対

(Σ̃,Σ,W ) : (a, 〈 , 〉) の対称三対 (symmetric triad)

(1) Σ̃ : a の既約ルート系

(2) Σ(⊂ a) : span(Σ) のルート系

(3) W 6= ∅:−1 倍不変, Σ̃ = Σ ∪W

(4) Σ ∩W 6= ∅, l := max{‖α‖ | α ∈ Σ ∩W},
Σ ∩W = {α ∈ Σ̃ | ‖α‖ ≤ l}.

(5) α ∈ W,λ ∈ Σ−W に対して

2
〈α, λ〉
‖α‖2

が奇数⇔ sαλ ∈ W − Σ
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(6) α ∈ W,λ ∈ W − Σ に対して

2
〈α, λ〉
‖α‖2

が奇数⇔ sαλ ∈ Σ−W

注意 Σ : a のルート系

H ∈ a: 正則点⇔

〈λ,H〉 6∈ πZ for λ ∈ Σ , 〈α,H〉 6∈ π
2
+ πZ for α ∈ W
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§ 2 コンパクト対称三対

(G,F1, F2): compact 対称三対

g = f1 ⊕ p1 = f2 ⊕ p2

a ⊂ p1 ∩ p2:極大可換部分空間

以下，θ1θ2 = θ2θ1, G:単純，θ1 と θ2 は G の内部自己同

型写像で移り合わないと仮定．
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(G,F1, F2) a の対称三対 (Σ̃,Σ,W )

θ1 と θ2 は可換だから

g = (f1 ∩ f2)⊕ (p1 ∩ p2)⊕ (f1 ∩ p2)⊕ (f2 ∩ p1).

α ∈ a に対して

g(a, α) := {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1〈α,H〉X (H ∈ a)}

Σ̃ := {α ∈ a− {0} | g(a, α) 6= {0}}

ε = ±1 に対して

g(a, α, ε) = {X ∈ g(a, α) | θ1θ2X = εX}
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Σ := {α ∈ Σ̃ | g(a, α, 1) 6= {0}}

W := {α ∈ Σ̃ | g(a, α,−1) 6= {0}}

定理 (Σ̃,Σ,W ) は a の対称三対
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§ 3 実形の交叉への応用

コンパクト型既約エルミート対称空間M

実形 L = F (τ) ⊂ M = G · J ⊂ g

Iτ : G → G; g 7→ τgτ−1 (対合)

(G,F (Iτ )) g = l⊕ p (標準分解)

極大可換 a ⊂ p 制限ルート系 R ⊂ a

H ∈ a : 正則元⇔ 〈λ,H〉 6∈ πZ (λ ∈ R)
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§3.1 　合同な二つの実形の交叉

定理

(M,J) : compact 型既約 Hermite 対称空間

M ⊃ L : 実形

L∩aL : 離散的⇔ H : 正則元 (a = expH, H ∈ a)

このとき，

L ∩ aL = M ∩ a = W (R)J =「L の大対蹠集合」
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§ 3.2 　合同でない二つの実形の交叉

二つの実形 Li = F (τi) ⊂ M = G · J

τ1τ2 = τ2τ1 とできる．

compact 対称三対 (G,F (Iτ1 ), F (Iτ2 ))

 g = l1 ⊕ p1 = l2 ⊕ p2

= (l1 ∩ l2)⊕ (p1 ∩ p2)⊕ (l1 ∩ p2)⊕ (l2 ∩ p1)

極大 a = a1 ∩ a2 ⊂ p1 ∩ p2  対称三対 (Σ̃,Σ,W )

H ∈ a : 正則元 ⇔

 〈λ,H〉 6∈ πZ (λ ∈ Σ),

〈α,H〉 6∈ π
2
+ πZ (α ∈ W )
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定理

(M,J) : compact 型既約 Hermite 対称空間

M ⊃ L1, L2 : 実形 (L1 6= L2)

L1 ∩ aL2 : 離散的⇔ H : 正則元

(a = expH, H ∈ a)

このとき，

L1 ∩ aL2 = W (Σ̃)J = W (R1)J ∩ a = W (R2)J ∩ a
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系 交叉 L1 ∩ aL2 (a = expH) が離散的であると仮定する．

もし，a = a1 ならば，Σ̃ = R1 であり，

L1 ∩ aL2 = W (R1)J

となる．これは L1 の大対蹠集合である．
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系の条件を満たす (M,L1, L2)

(1) (Gn(C2n), U(n), Gn(R2n)). このとき，

#(L1 ∩ aL2) = 2n．

(2) (Sp(2m)/U(2m), Sp(m), U(2m)/O(2m))．

このとき，#(L1 ∩ aL2) = 2m．

(3) (SO(4m)/U(2m), U(2m)/Sp(m), SO(2m))．

このとき，#(L1 ∩ aL2) = 2m．
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(4) (E7/T · E6, T · E6/F4, (SU(8)/Sp(4))/Z2)．

このとき，#(L1 ∩ aL2) = 8．

(5) (E6/T · Spin(10), F4/Spin(9), G2(H4)/Z2)．

このとき，#(L1 ∩ aL2) = 3．

(6) (G2q(C2(m+q)), Gq(Hm+q), G2q(R2(m+q)))．

このとき，#(L1 ∩ aL2) =

m+ q

q

．
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a1 = a のとき Σ̃ = R1, L1 ∩ aL2 = W (Σ̃)J = W (R1)J

(7)

(M,L1, L2) = (Qr+s+t−1(C), Sr−1,s+t−1, Sr+s−1,t−1)

(s > 0, r < t) について L1 ∩ aL2 = W (Σ̃)J = W (R1)J

#(L1 ∩ aL2) = 2r．

Σ̃ 6= R1, R2 となる場合：

(8) 　 (M,L1, L2) = (G2m(C4m), Gm(H2m), U(2m)) の

とき，L1 ∩ aL2 = W (Σ̃)J, #(L1 ∩ aL2) = 2m

#2(L1) =

2m

m

 , #2(L2) = 22m

Σ̃ = Cm, R1 = A2m−1, R2 = C2m
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