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球面内の二つの大円の交叉

対蹠点の対
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球面 大円 対蹠点の対

↓ ↓ ↓
複素二次超曲面 実形 対蹠集合

↓ ↓ ↓
コンパクト型 実形 対蹠集合

Hermite対称空間

↓ ↓ ↓
複素旗多様体 実形 対蹠集合

(実旗多様体)
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複素旗多様体

: コンパクト半単純Lie群の

随伴表現の軌道

単連結コンパクト等質Kähler多様体

実旗多様体

: コンパクト型対称対の

線形イソトロピー表現の軌道
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Kähler多様体内

τ : 対合的反正則等長変換

Fix(τ )の連結成分 : 実形

全測地的Lagrange部分多様体

実旗多様体 : 複素旗多様体の実形

5



M : 複素旗多様体

L0, L1 : M内の二つの実形

L0 ∩ L1 : 離散的

⇒ L0 ∩ L1 はよい形になる

FloerホモロジーHF (L0, L1)の計算

に利用できるかもしれない
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定義 (Chen-長野)

M : Riemann対称空間

sx : x ∈ Mにおける点対称

S ⊂ M : 対蹠集合

⇔ ∀x, y ∈ S sx(y) = y

2-number #2M

#2M = max{|S| | S : Mの対蹠集合}

S : 大対蹠集合 ⇔ |S| = #2M
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K = R,C,H
Gk(Kn) : Grassmann多様体

{vi} : KnのK正規直交基底

⇒ {⟨vi1, . . . , vik⟩K | 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}

: Gk(Kn)の大対蹠集合

#2Gk(Kn) =

(
n

k

)
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M : 複素旗多様体

∃ Mの等質Kähler構造

G : M の正則等長変換群の単位連結成分

x ∈ M Gx = {g ∈ G | gx = x}
Z(Gx) : Gxの中心

S ⊂ M : 対蹠集合

⇔ ∀x, y ∈ S Z(Gx)(y) = y

#2Mと大対蹠集合を定義できる
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n1 + · · · + nr < nに対して

Fn1,...,nr(Kn)

=

(V1, . . . , Vr)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Vi : Kn内のK部分空間

dimVi = n1 + · · · + ni

V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vr ⊂ Kn


K = C, G = SU(n)

g : GのLie環
∃ Z ∈ g Fn1,...,nr(Cn) ∼= Ad(G)Z ⊂ g

{(V1, . . . , Vr) ∈ Fn1,...,nr(Cn) | Vi : vjが生成する }
: Fn1,...,nr(Cn)の大対蹠集合
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定理 1(T. 2010) M : 複素二次超曲面

L0, L1 : Mの実形

L0 ∩ L1 : 離散的

⇒ L0 ∩ L1 : 対蹠集合

定理 2(田中-T. 2012)

M : コンパクト型Hermite対称空間

L0, L1 : Mの実形

L0 ∩ L1 : 離散的

⇒ L0 ∩ L1 : 対蹠集合
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定理 3(入江-酒井-T. 2013)

M : コンパクト型Hermite対称空間

L0, L1 : Mの実形

L0 ∩ L1 : 離散的

⇒ HF (L0, L1) ∼=
⊕

p∈L0∩L1

Z2p

(L0, L1が合同な場合：Oh)

この結果には応用がある
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応用 (コンパクト型Hermite対称空間)

• 合同とは限らない二つの実形に対す
る一般化されたArnold-Givental

不等式

(かなり一般的な設定でのHamilton

変形ϕに対する |L ∩ ϕL|の下から
の評価 (深谷-Oh-太田-小野))

• Hamilton体積最小性
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定理 4(井川-田中-T.)

M : 既約コンパクトHerm.対称空間

L0, L1 : Mの実形

L0 ∩ L1 : 離散的

⇔ 対称三対による条件

この場合

L0 ∩ L1 : Mの対蹠集合、

ある種のWeyl群の軌道、二点等質
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井川、入江、奥田、酒井との共同研究

G : コンパクト半単純Lie群

g : GのLie環、 Z ∈ g − {0}
M = Ad(G)Z ⊂ g

: 複素旗多様体

t : 極大可換部分環

M ∩ t : 大対蹠集合
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(G,K) : 対称対

g = k + p, Z ∈ p − {0}
L = Ad(K)Z ⊂ M : 実旗多様体

実旗多様体の例

Fn1,...,nr(Rn) ⊂ Fn1,...,nr(Cn),

Fn1,...,nr(Hn) ⊂ F2n1,...,2nr(C2n)
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(G,K) : 対称対

a : p内の極大可換部分空間

A = exp a

極大トーラスの共役性

⇒ G/K =
∪
k∈K

kA · o

G = KAK

17



L = Ad(K)Z : M内の実旗多様体

∀k ∈ K Ad(k)L = L

g ∈ G L ∩ Ad(g)L

∃ki ∈ K, ∃a ∈ A g = k0ak1

L ∩ Ad(g)L = L ∩ Ad(k0ak1)L

= Ad(k0)(L ∩ Ad(a)L)

L ∩ Ad(g)L → L ∩ Ad(a)L
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定理 5(IIOST)

L ∩ Ad(a)L : 離散的

⇔ 対称対 (G,K)の制限ルート系によ

るaのある条件

この場合

L ∩ Ad(a)L : Mの対蹠集合、

対称対 (G,K)のWeyl群W (G,K)の

軌道
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(G,Ki) : 対称対、 (i = 0, 1)

g = ki + pi, Z ∈ p0 ∩ p1

a : p0 ∩ p1内の極大可換部分空間

A = exp a

Hermannの結果

G/K1 =
∪

k∈K0

kA · o

G = K0AK1
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Li = Ad(Ki)Z : M内の実旗多様体

∀ki ∈ Ki Ad(ki)Li = Li

g ∈ G L0 ∩ Ad(g)L1

∃ki ∈ Ki, ∃a ∈ A g = k0ak1

L0 ∩ Ad(g)L1 = L0 ∩ Ad(k0ak1)L1

= Ad(k0)(L0 ∩ Ad(a)L1)

L0 ∩ Ad(g)L1 → L0 ∩ Ad(a)L1
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σi : (G,Ki)の対合

σ0σ1 = σ1σ0を仮定する。

定理 6(IIOST)

L0 ∩ Ad(a)L1 : 離散的

⇔ 対称三対によるaのある条件

この場合

L0 ∩ Ad(a)L1 : Mの対蹠集合、

ある種のWeyl群の軌道
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今後の課題

• σ0σ1 ̸= σ1σ0の場合

• 複素旗多様体内の二つの実旗多様体
のFloerホモロジー

• 実旗多様体の交叉積分公式

• 実旗多様体のHamilton体積最小性
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