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1 対蹠集合
M : Riemann対称空間
sx : x ∈ Mにおける点対称
S ⊂ M : 対蹠集合
⇔ ∀x, y ∈ S sxy = y

|S| : Sの濃度
#2M : 2-number of M

= sup{|S| | S : 対蹠集合}
S : 大対蹠集合⇔ #2M = |S|
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{x,−x} : Snの大対蹠集合
#2S

n = 2

K = R,C,H

e1, . . . , en : KnのK正規直交基底
{spanK{ei1, . . . , eir} ∈ Gr(K

n) |
1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n}
: Gr(K

n)の大対蹠集合

#2Gr(K
n) =

(

n

r

)
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: SO(3)の大対蹠集合
#2SO(3) = 4 = 22

部分群 ∼= Z2 × Z2
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2 対称R空間
Riemann対称対の線形イソトロピー作用の軌
道になるRiemann対称空間: 対称R空間
等長変換全体の単位連結成分の元で写り合う

: 合同

定理 2.1(田中-T.) 対称R空間において
(A) ∀対蹠集合 ⊂ ∃大対蹠集合
(B) 大対蹠集合同士は合同
大対蹠集合は対称R空間を線形イソトロピー作
用が定める対称対のWeyl群の軌道になる。
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3 有向実Grassmann多様体

G̃k(R
n) : Rn内の有向k次元部分空間全体

rankG̃k(R
n) = min{k, n − k} ≥ 3

⇒ G̃k(R
n) : 対称R空間ではない

G̃k(R
n)の極大対蹠集合

↔ {1, . . . , n}のある部分集合族
⇒ 組合せ論の問題に帰着
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[n] = {1, . . . , n}, 1 ≤ k ≤ nに対して
(

[n]

k

)

= {α ⊂ [n] | |α| = k}

α, β ∈
([n]

k

)

に対して、α, β : 対蹠的
⇔ α\β = {i ∈ α | i /∈ β} の個数が偶数
⇔ |α ∩ β| ≡ k (mod2)

部分集合A ⊂
([n]

k

)

: 対蹠的
⇔ Aの任意の二元が対蹠的
部分集合A,B ⊂

([n]
k

)

: が合同
⇔ [n]の置換で写り合う
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定理 3.1(T.) e1, . . . , en : Rnの正規直交基底
極大対蹠集合A ⊂

([n]
k

)

に対して

{±spanR{ei | i ∈ α} | α ∈ A}

は G̃k(R
n)の極大対蹠集合である。

この対応は
([n]

k

)

の極大対蹠集合の合同類全体と
G̃k(R

n)の極大対蹠集合の合同類全体の間の一
対一対応を与える。
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k = 1の場合{{1}} :
([n]

1

)

の極大対蹠集合
↔ {±x} : G̃1(R

n) = Sn−1の極大対蹠集合
⌊r⌋ : 実数 rを越えない最大の整数
k = 2の場合
([2l]

2

)

の部分集合

A(2, 2l) = {{1, 2}, {3, 4}, . . . , {2l − 1, 2l}}

A
(

2, 2
⌊

n
2

⌋)

:
([n]

2

)

の極大対蹠集合

Kähler形式 : θ1 ∧ θ2 + · · · + θ2l−1 ∧ θ2l

U(l)の作用で不変な2次交代形式
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k = 3の場合
([n]

3

)

の対蹠集合

A(3, 2l + 1) = {α ∪ {2l + 1} | α ∈ A(2, 2l)}
B(3, 6) = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {2, 4, 6}, {3, 5, 6}}
B(3, 7) = B(3, 6) ∪ {{1, 6, 7}, {2, 5, 7}, {3, 4, 7}}
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定理 3.2(T.)
([n]

3

)

の極大対蹠集合 :

n 3, 4 5 6 7, 8

A(3, 3) A(3, 5) B(3, 6) B(3, 7)

n 9以上

A
(

3, 2⌊n−1
2

⌋ + 1
)

, B(3, 7)
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B(3, 6)は次と合同
{{2, 4, 5}, {1, 4, 6}, {2, 3, 6}, {1, 3, 5}}
Re(dz1∧dz2∧dz3), dzj = θ2j−1+

√
−1θ2j

: SU(3)不変3次交代形式
special Lagrangian 3-form

B(3, 7)から定まるR7上の3次交代形式
: G2の ImO ∼= R7への作用で不変

(G2 = Aut(O) : 例外型コンパクトLie群)

Harvey-Lawsonが calibrationとして構成
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k = 4の場合
([n]

4

)

の対蹠集合

A(4, 2l) = {α ∪ β | α, β ∈ A(2, 2l), α 6= β}
B(4, 7) = {[7]\α | α ∈ B(3, 7)}
B(4, 8) = B(4, 7) ∪ {α ∪ {8} | α ∈ B(3, 7)}
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定理 3.3(T.)
([n]

4

)

の極大対蹠集合 :

A(4, 2l) (l ≥ 2, 6= 4), B(4, 7), B(4, 8)

と合同なもののしかるべき合併

注意 3.4 A(4, 8) ( B(4, 8)より、A(4, 8)は
極大ではない

14



A(4, 2l)はClのKähler形式の二乗に対応
: U(l)不変4次交代形式

B(4, 7)はR7のG2不変3次交代形式のHodge

starに対応 : G2不変

B(4, 8)はH2 ∼= R8の

ω2
I + ω2

J + ω2
K

に対応 : Sp(2)Sp(1)不変、 Krainsが構成
ωI, ωJ , ωKは I, J,Kから定まるKähler形式
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4 コンパクトLie群
コンパクトLie群 : 両側不変Riemann計量
⇒ コンパクトRiemann対称空間
単位元を含む極大対蹠集合 ⇒ 部分群
∼= Z2 × · · · × Z2

多くの古典型コンパクトLie群 : 対称R空間
古典型コンパクトLie群の商群 : 一般には対称
R空間ではない
古典型コンパクトLie群の商群、G2およびそれ
らのLie環の自己同型群の極大対蹠部分群の分
類結果を述べる。
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⊂ O(n),

∆±
n = {g ∈ ∆n | det g = ±1}

∆nと∆+
n はそれぞれU(n), O(n), Sp(n)と

SU(n), SO(n)の共役を除いて一意的な極大対
蹠部分群である。
これらは大対蹠集合になり、定理 2.1と同じ主
張が成り立つ。
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⊂ O(2),

D±[4] = {g ∈ D[4] | det g = ±1}.

D[4] : 二面体群、正四角形を不変にする
自然数nをn = 2k · l (l : 奇数)と分解し、
0 ≤ s ≤ kに対して s個のD[4]と∆n/2sのテ
ンソル積D(s, n)を定める。

D(s, n) = D[4]⊗· · ·⊗D[4]⊗∆n/2s ⊂ O(n)
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定理 4.1(田中-T.) µ : 自然数、
Zµ : U(n)の中心内のµ次巡回群、
θ : 1の原始2µ乗根、
πn : U(n) → U(n)/Zµ 自然な射影
U(n)/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに
共役
(1) nまたはµが奇数の場合、

πn({1, θ}D(0, n)) = πn({1, θ}∆n)

(2) nかつµが偶数の場合、
πn({1, θ}D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。
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注意 4.2 ∆2 ( D[4]より

D[4] ⊗ · · · ⊗ D[4] ⊗ ∆2

( D[4] ⊗ · · · ⊗ D[4] ⊗ D[4]

すなわちD(k − 1, 2k) ( D(k, 2k)が成り立
ち、D(k − 1, 2k)は極大ではない。
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定理4.1の証明の概要
A : U(n)/Zµの極大対蹠部分群
B = π−1

n (A)が可換の場合
Aはπn({1, θ}∆n)に共役

Bが非可換の場合
n = 2n′ BはD[4]⊗U(n′)の部分群に共役

この議論を続けて定理を得る。

SU(n)/Zµの場合はU(n)/Zµの結果を利用、
G/{±1n} (G = O(n), SO(n), Sp(n))の場
合は同様の議論 ⇒ 極大対蹠部分群の分類
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定理 4.3(田中-T.)

τ : su(n) → su(n);X 7→ X̄

Aut(su(n))の極大対蹠部分群は次のいずれか
に共役

{e, τ}Ad(D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く

定理4.3の証明の概略
Aut(su(n)) = {e, τ}Ad(U(n))

: 二つの連結成分
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G : コンパクトLie群
G0 : Gの単位連結成分
T : G0の極大トーラス

G0 =
⋃

g∈G0

gTg−1

g1 ∈ G\G0 ιg1(x) = g1xg
−1
1

T1 : F (ιg1, G0)の極大トーラス

g1G0 =
⋃

g∈G0

g(g1T1)g
−1

Ad(U(n)) ∼= SU(n)/Znの結果と上記を利用
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Aut(g) (g = o(n), sp(n))の場合は、
G/{±1n} (G = O(n), SO(n), Sp(n))の結
果を利用 ⇒ 極大対蹠部分群の分類

Aut(o(8))/Ad(SO(8)) ∼= S3

位数3の元は極大対蹠部分群に影響しない

24



5. G2とG2/SO(4)

F (se, G2) = {e} ∪ M+
1 , M+

1
∼= G2/SO(4)

o ∈ M+
1 , F (so,M

+
1 ) = {o} ∪ M+

1,1

M+
1,1

∼= (S2 × S2)/Z2 これの極大対蹠集合
A = {[e1,±f1], [e2,±f2], [e3,±f3]}
A1,1 : Aに対応するM+

1,1の極大対蹠集合

定理 5.1(田中-T.)

{o} ∪ A1,1 : M+
1 の極大対蹠集合

{e, o} ∪ A1,1 : G2の極大対蹠部分群
いずれも合同、共役を除いて一意的
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