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G:連結コンパクトLie群
(G,K1), (G,K2) : コンパクト対称対
θ1, θ2 : 対応する対合
K2のG/K1への左からの積作用 : Hermann作用
g = ki +mi : Lie環の標準分解 (θiの±1固有空間分解)

a : m1 ∩ m2内の極大可換部分空間

⇒ G/K1 =
∪

k∈K2

kExpa

R. Hermann, Nerderl. Akad. Wetensch. Proc. Ser. A (1962)

K1 = K2とすると、G/K1 =
∪

k∈K1

kExpa

Lie環ではm1 =
∪

k∈K1

Ad(k)a
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さらに、連結コンパクトLie群の共役作用
t : g内の極大可換部分環

G =
∪
g∈G

g(exp t)g−1

Lie環では g =
∪
g∈G

Ad(g)t

多くの行列の標準形 : Hermann作用の結果の帰結
ユニタリ行列の対角化は典型例
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Hermann作用の具体例
(SO(2n), S(O(k) × O(2n − k)), (SO(2n), U(n))

SO(2n)/S(O(k) × O(2n − k)) : 実Grass.多様体
同一視R2n = CnによりSO(2n) ⊃ U(n)とみなせる
U(n)の自然なGk(R2n)への作用 : Hermann作用
作用による標準形 l = ⌊k

2
⌋

span{e1, cos θ1ie1 + sin θ1e2, . . . ,

e2l−1, cos θlie2l−1 + sin θle2l, (ek)}
θ1, . . . , θl : 多重Kähler角度
複素空間形の部分多様体の交叉積分公式を次元に関する
ある制限のもとで多重Kähler角度 θiの関数 sj(cos

2 θi)

で記述 (sjは基本対称式)

H. Tasaki, Proc. Colloq. Diff. Geom., Debrecen (2001), . . .
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交叉積分公式
G/K ⊃ M1,M2∫

G

(M1 ∩ gM2)の量 dµ(g) = M1,M2の量

Bernig-Fuは複素空間形の交叉積分公式を sj(cos
2 θi)を

使って一般的に記述、sj(cos
2 θi)をTasaki valuation

と命名
Bernig and Fu, Ann. Math., (2011)

複素空間形の積分幾何学においてTasaki valuationは基
本的役割を果たしている
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コンパクト対称空間のイソトロピー作用の軌道
(G,K) : コンパクト対称対
g = k + m : Lie環の標準分解
a : m内の極大可換部分空間

m =
∪
k∈K

Ad(k)a, G/K =
∪
k∈K

kExpa

Kのmへの作用の軌道の基点は a内でとれる
KのG/Kへの作用の軌道の基点はExpa内でとれる
これらの軌道のなかで特によい性質を持つものに注目し、
弱鏡映部分多様体の概念にいたった
Ikawa, Sakai and Tasaki, J. Math. Soc. Japan (2009)

弱鏡映軌道や austere軌道等の分類
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X : Riemann多様体
M : Xの対合的等長変換σの固定点集合の連結成分
M を鏡映部分多様体と呼ぶ。
鏡映部分多様体は全測地的になる。
x ∈ M と ξ ∈ T⊥x M に対して

σ(x) = x, dσxξ = −ξ, σ(M) = M

これを少し弱めた条件を考える
x ∈ M と ξ ∈ T⊥x M に対して ∃σ : M の等長変換

σ(x) = x, dσxξ = −ξ, σ(M) = M

M を弱鏡映部分多様体と呼ぶ。
弱鏡映部分多様体は全測地的になるとは限らない。
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M : コンパクト対称空間
so : o ∈ M における点対称
soの固定点集合の連結成分を極地と呼ぶ。
Chen and Nagano, Duke Math. J. (1978)

極地はコンパクト対称空間の幾何学的性質を調べる上で
重要な役割を演じている。
極地 : 全測地的部分多様体
極地 : oにおけるイソトロピー群の軌道
極地 : 極大トーラス内の soの固定点を基点に持つ

例 U(n)内ではU(1)nは極大トーラスになる。
U(1)n内の s1nの固定点 : ±1を成分に持つ対角行列
U(n)の極地 : 複素Grassmann多様体
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M : コンパクト対称空間
M ⊃ S : 対蹠集合⇔ sx(y) = y (x, y ∈ S)

{|S| | M ⊃ S : 対蹠集合 } : 有界
最大値 : 2-number #2M

2-numberを与える対蹠集合 : 大対蹠集合
Chen and Nagano, Duke Math. J. (1988)

例 #2S
n = 2, #2KP n = n + 1 (K = R,C,H)

上記の例は対称R空間であり、一般に対称R空間M に
対して次が成り立つ。
M の 2-number=M の Z2係数Betti数の総和
F (so,M) = ∪iMi 各Miは極地
⇒ Mi : 対称R空間 #2M =

∑
i #2Mi

Takeuchi, Nagoya Math. J. (1989)
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大対蹠集合、2-numberの決定 : Chen-Nagano

極大対蹠集合の分類 : 未完成 (多くの系列で完成)

コンパクトLie群の場合
両側不変Riemann計量が存在し、コンパクト対称空間
単位元を出発する測地線 : 一径数部分群 se(y) = y−1

単位連結成分において sx(y) = x(x−1y)−1 = xy−1x

非連結でも点対称を sx(y) = xy−1xと定められる

A : 単位元を含む極大対蹠集合
x ∈ A ⇒ x = se(x) = x−1 よって x2 = e

x, y ∈ A ⇒ y = sx(y) = xy−1x よって xy = yx

x, y, z ∈ A ⇒ sz(xy) = zy−1zzx−1z = xy

Aの極大性より xy ∈ Aとなり、Aは部分群
A ∼= Z2 × · · · × Z2
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古典型コンパクトLie群、その商群
線形代数、極地を利用した議論
⇒ 極大対蹠部分群の分類
Tanaka and Tasaki, J. Lie Theory (2017)

古典型コンパクト対称空間、その商空間
1. 古典型コンパクトLie群、その商群の極地になる
2. そうならない

1. 極地になる場合
Gk(Kn) ⊂ U(n,K),

Gm(K2m)/{±12m} ⊂ U(2m,K)/{±12m}
極大対蹠部分群の分類⇒極大対蹠集合の分類

CI(n) ∼= Sp(n)/U(n), DIII(n) ∼= SO(2n)/U(n)

Tanaka and Tasaki, Diff. Geom. App. (2020)
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2. そうならない場合
非連結コンパクトLie群の極地として実現
G : コンパクトLie群、π0(G) ∼= Z2

g1 ∈ G : 対合的、G = G0 ∪ G0g1 : 連結成分の和
T0 : G0の極大トーラス

G0 =
∪

g∈G0

gT0g
−1

連結成分G0g1において共役類の標準形はあるか？
G0g1において g ∈ Gの共役作用 xg1 7→ g(xg1)g

−1は
Hermann作用
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g(xg1)g
−1 = gxg1g

−1g−1
1 g1 = (gx(g1gg

−1
1 )−1)g1

σ(g) = g1gg
−1
1 , ρσ(g)(x) = gxσ(g)−1とおくと

Ig(xg1) = g(xg1)g
−1 = ρσ(g)(x)g1

ρσ : 自己同型写像σによる捩れた共役作用

G0

Rg1 //

捩れた共役作用→ρσ(g)

��

G0g1

Ig←共役作用
��

G0

Rg1 // G0g1

一般の自己同型写像σによる捩れた共役作用は
Hermann作用になる。
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G : 連結コンパクトLie群、 σ : Gの自己同型写像

θ1(g, h) = (σ−1(h), σ(g)), θ2(g, h) = (h, g)

θ1, θ2はG × Gの対合的自己同型写像

K1 = {(g, σ(g)) | g ∈ G}, K2 = {(g, g) | g ∈ G}

(G × G)/K2はGと同一視できる。

(G×G)/K2 ∋ (g, h)K2 = (gh−1, e)K2 ↔ gh−1 ∈ G

K1の (G × G)/K2 = GへのHermann作用

(g, σ(g))(x, e)K2 = (gx, σ(g))K2 ↔ gxσ(g)−1 = ρσ(g)(x)

σによる捩れた共役作用
Ikawa, Tohoku Math. J. (2018)
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k1 = {(X,σ(X)) | X ∈ g}, m1 = {(X,−σ(X)) | X ∈ g},
k2 = {(X,X) | X ∈ g}, m2 = {(X,−X) | X ∈ g}

kσ = {X ∈ g | σ(X) = X}とおくと、

m1 ∩ m2 = {(X,−X) | X ∈ kσ}

kσの極大可換部分環 tをとると、

a = {(X,−X) | X ∈ t}

はm1 ∩ m2の極大可換部分空間になる。

(G × G)/K2 =
∪
g∈G

(g, σ(g)) exp a

15



(G × G)/K2とGの同一視に基づいた記述

G =
∪
g∈G

ρσ(g) exp t

設定は以下の通り
G : 連結コンパクトLie群、σ : Gの自己同型写像
ρσ(g)(x) = gxσ(g)−1 (g, x ∈ G)

t : {X ∈ g | σ(X) = X}の極大可換部分環

σによる捩れた共役作用に関する標準形は、σの固定点
部分群の極大トーラス

SO(2)

1 0

0 −1

 =
∪

g∈SO(2)

g

1 0

0 −1

 g−1
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元の設定に戻る
G : コンパクトLie群、π0(G) ∼= Z2

g1 ∈ G : 対合的、G = G0 ∪ G0g1 : 連結成分の和
T1 : {g ∈ G | Ig1(g) = g}の極大トーラス

G0g1 =
∪

g∈G0

g(T1g1)g
−1

Gの極地でG0g1に含まれるものを求めるには、T1g1内
の対合的元を決定し、どの元が共役になるか明らかにす
ればよい。
Tanaka and Tasaki, Contemporary Math. (2022)
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G : 連結コンパクトLie群
σ : Gの対合的外部自己同型写像
⟨σ⟩ = {1, σ} ⊂ Aut(G), G o ⟨σ⟩ : 半直積
(g1, ϵ1)(g2, ϵ2) = (g1ϵ1(g2), ϵ1ϵ2) (gi ∈ G, ϵi ∈ ⟨σ⟩)

(g, σ) : 対合的 ⇔ σ(g) = g−1

そこで、Mσ = {g ∈ G | σ(g) = g−1}とおく。
(Mσ, σ)の各連結成分 : (G,σ)内のG o ⟨σ⟩の極地
ρσ(G)e = {gσ(g)−1 | g ∈ G} ⊂ Mσ : 連結成分
Kσ = {g ∈ G | σ(g) = g}とおくと、
{g ∈ G | ρσ(g)e = e} = Kσ, ρσ(G)e ∼= G/Kσ

(ρσ(g)e, σ) = (gσ(g)−1, σ) = (g, 1)(e, σ)(g, 1)−1

(ρσ(G)e, σ) = I(G,1)(e, σ)

ρσの eの軌道と半直積内の (e, σ)の共役軌道が対応
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G o ⟨σ⟩の極大対蹠部分群の分類
B0, B1 . . . , Bk : G共役類の代表元
M1 := ρσ(G)eとおくと (M1, σ)は (G,σ)内の極地
B0 ∩ (M1, σ), B1 ∩ (M1, σ) . . . , Bk ∩ (M1, σ) :

(M1, σ)の極大対蹠集合の候補
極大性を確認することでM1の極大対蹠集合の分類を得
る。
(M1, σ) = (ρσ(G)e, σ) = I(G,1)(e, σ)

g ∈ Gに対して
I(G,1)(Bi) ∩ (M1, σ) = I(G,1)(Bi ∩ (M1, σ))

19



以下は現在進行中の田中真紀子さんとの共同研究

U(n)の対合的自己同型写像σI(g) = ḡ (g ∈ U(n))

{g ∈ U(n) | σI(g) = g−1}は連結 : UI(n)と書く
UI(n) = ρσI

(U(n))1n
∼= U(n)/O(n)

U(n) o ⟨σI⟩の極地は (複素Grass.,1)(⊂ (U(n), 1))

と (UI(n), σI)(⊂ (U(n), σI))

(U(n)/Zµ) o ⟨σI⟩の極大対蹠部分群の分類
B0, . . . , Bk : 共役類の代表元
B0 ∩ (UI(n)/Zµ, σI), . . . , Bk ∩ (UI(n)/Zµ, σI)

: (UI(n)/Zµ, σI)の極大対蹠集合の候補
極大性を確認することでUI(n)/Zµの極大対蹠集合の分
類を得る。
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σI はSU(n)の対合的自己同型写像にもなる
{g ∈ SU(n) | σI(g) = g−1}は連結 : AI(n)と書く
AI(n) = ρσI

(SU(n))1n
∼= SU(n)/SO(n)

U(n)の場合と同様の手順で
(SU(n)/Zµ) o ⟨σI⟩の極大対蹠部分群の分類
AI(n)/Zµの極大対蹠集合の分類を得る。
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Jn :=

 0 −1n

1n 0

 ∈ SO(2n)

U(2n)の対合的自己同型写像σII = IJn ◦ σI

{g ∈ U(2n) | σII(g) = g−1}は連結 : UII(n)と書く
UII(n) = ρσII

(U(2n))12n
∼= U(2n)/Sp(n)

U(2n) o ⟨σII⟩の極地は (複素Grass.,1)

(⊂ (U(2n), 1)) と (UII(n), σII)(⊂ (U(2n), σII))

U(n)の場合と同様の手順で
(U(2n)/Zµ) o ⟨σII⟩の極大対蹠部分群の分類
UII(n)/Zµの極大対蹠集合の分類を得る。
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σII はSU(2n)の対合的自己同型写像にもなる
{g ∈ SU(2n) | σII(g) = g−1}の連結成分は二つ
12nを含む連結成分をAII(n)と書く
AII(n) = ρσII

(SU(2n))12n
∼= SU(2n)/Sp(n)

U(n)の場合と同様の手順で以下を進めている
(SU(2n)/Zµ) o ⟨σII⟩の極大対蹠部分群の分類
AII(n)/Zµの極大対蹠集合の分類
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