
複素旗多様体内の実旗多様体の交叉の構造

入江　博 (東京電機大学未来科学部)∗1

酒井　高司 (首都大学東京理工学研究科)∗2

田崎　博之 (筑波大学数理物質系)∗3

Kähler多様体において対合的反正則等長変換の不動点集合として与えられる部分多
様体を実形と呼ぶ．定義から実形は全測地的Lagrange部分多様体になる．コンパクト
型Hermite対称空間の二つの実形の交叉は対蹠集合になることが田崎 [5], 田中-田崎 [4]

により示されている．コンパクトRiemann対称空間の対蹠集合の概念はChen-Nagano

[2]によって導入された．Sánchez [3]は複素旗多様体に対してk対称空間の構造を用い
て対蹠集合を定義し，Berndt-Console-Fino [1]は複素旗多様体の対蹠集合の性質とそ
の個数について調べている．本講演ではまず複素旗多様体の対蹠集合の構造について
述べる．さらに，複素ベクトル空間内の複素部分空間の列のなす複素旗多様体におい
て，二つの実旗多様体の交叉を決定し，横断的に交わるならば交叉は極大対蹠集合に
なることを報告する．
Gを連結コンパクトLie群とし，そのLie環をgとする．H( ̸= 0) ∈ gをとり，Hを通

るGの随伴表現の軌道Ad(G)Hを考える．Ad(G)HはG不変な複素構造をもち，複素
旗多様体と呼ばれる．複素旗多様体Ad(G)Hに対してある自然数k0が定まり，k ≥ k0
なる任意の kに対してAd(G)Hには k対称空間の構造が入る．Ad(G)Hの点 xにおけ
る次数kの点対称を sxと表す．部分集合A ⊂ Ad(G)Hに対して，任意のx, y ∈ Aにつ
いてsx(y) = yが成り立つとき，Aを対蹠集合と呼ぶ．この定義はAd(G)Hがコンパク
ト型Hermite対称空間の場合には，[2]の定義と一致している．

定理 1. Ad(G)Hの任意の点xに対して，sxによる不動点集合F (sx,Ad(G)H)は

F (sx,Ad(G)H) = {y ∈ Ad(G)H | [x, y] = 0}

となる．特に，F (sx,Ad(G)H)はk ≥ k0なるkに依らない．

定理 2. Ad(G)Hの対蹠集合Aに対し，gの極大可換部分空間 tが存在し，A ⊂ Ad(G)H∩
t となる．特に，Ad(G)H ∩ tは極大対蹠集合になる．さらに，この集合は tに関するg

のWeyl群の軌道になり，有限集合である．特に，Ad(G)Hのすべての極大対蹠集合は
Gの作用によって互いに共役である．

K = R,Cとする．n1 + · · · + nr < nをみたす自然数n1, . . . , nr, nに対して，旗多様
体Fn1,...,nr(Kn)を

Fn1,...,nr(Kn) =

(V1, . . . , Vr)

∣∣∣∣∣
ViはKnのK部分空間
dimVi = n1 + · · ·+ ni

V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vr ⊂ Kn


によって定義する．実部分空間を複素化して埋め込みFn1,...,nr(Rn) ⊂ Fn1,...,nr(Cn) を定
める．Cnの複素共役はFn1,...,nr(Cn)上に対合的反正則写像σを誘導し，σによる不動点
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集合がFn1,...,nr(Rn)になる．Fn1,...,nr(Cn)にはU(n)が推移的に作用し，(Cn1 ,Cn1+n2 , . . . ,

Cn1+···+nr) における固定部分群はU(n1)× · · · × U(nr+1)となる．ここで，nr+1 = n−
(n1 + · · · + nr)である．したがって，Fn1,...,nr(Cn)はU(n)/(U(n1)× · · · × U(nr+1)) と
微分同型になる．

定理 3. u ∈ U(n)に対して，

uwi = zivi (1 ≤ i ≤ n)

をみたすzi ∈ U(1) (1 ≤ i ≤ n)とRnの正の向きの正規直交基底v1, . . . , vnとw1, . . . , wn

が存在する．zi = ±zjのとき i ∼ jと定義し，この同値関係∼によって{1, . . . , n}を

{1, . . . , n} = N1 ∪ · · · ∪Ns

と類別する．このとき，Fk(Cn)において

Fk(Rn) ∩ Fk(uRn) =
∪

k1+···+ks=k
0≤ka≤#Na(1≤a≤s)

Fk1

(⊕
i1∈N1

⟨vi1⟩R

)
× · · · × Fks

(⊕
is∈Ns

⟨vis⟩R

)

が成り立つ．さらに，Fn1,...,nr(Cn)において

Fn1,...,nr(Rn) ∩ Fn1,...,nr(uRn)

= {(V1, . . . , Vr) ∈ Fn1,...,nr(Cn) | Vi ∈ Fn1+···+ni
(Rn) ∩ Fn1+···+ni

(uRn) (1 ≤ i ≤ r)}

が成り立つ．特に，Fn1,...,nr(Rn)とFn1,...,nr(uRn) が横断的に交わる必要十分条件は，

i ̸= j =⇒ zi ̸= ±zj

である．このとき

Fn1,...,nr(Rn) ∩ Fn1,...,nr(uRn)

= {(⟨vi1 , . . . , vin1
⟩C, ⟨vi1 , . . . , vin1+n2

⟩C, . . . , ⟨vi1 , . . . , vin1+···+nr
⟩C)

| 1 ≤ i1 < · · · < in1 ≤ n, 1 ≤ in1+1 < · · · < in1+n2 ≤ n, . . . ,

1 ≤ in1+···+nr−1+1 < · · · < in1+···+nr ≤ n,

#{i1, . . . , in1+···+nr} = n1 + · · ·+ nr}

となり，交叉はFn1,...,nr(Cn)の極大対蹠集合になる．
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