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定義 (Chen-長野)

M : Riemann対称空間
sx : x ∈ Mにおける点対称
S ⊂ M : 対蹠集合

⇔ ∀x, y ∈ S sx(y) = y

Mの2-number #2M

#2M = max{#S | SはMの対蹠集合}

S : 大対蹠集合 ⇔ #S = #2M
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G̃k(R
n) : 有向実Grassmann多様体

Pk(n) := {A ⊂ {1, . . . , n} | #A = k}

R
nの正規直交基底v = {vi}, A ⊂ Pk(n)

Av(A) = {±vα(1) ∧ · · · ∧ vα(k) | α ∈ A}

定義 A ⊂ Pk(n) : 対蹠的
⇔ #(β − α) : 偶数 (α, β ∈ A)

定理 G̃k(R
n)の極大対蹠集合は次の形

∃A : Pk(n)の極大対蹠的部分集合
∃v : R

nの正規直交基底 Av(A)
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G̃k(R
n)の極大対蹠集合

↔ Pk(n)の極大対蹠的部分集合

k = 1の場合
{{1}} : P1(n)の極大対蹠的部分集合
k = 2の場合
A(2, 2l) = {{1, 2}, . . . , {2l− 1, 2l}}

: P2(2l), P2(2l + 1)の極大対蹠的部分集合
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∑

α∈A(2,2l)

~v∗
α

= v∗
1 ∧ v∗

2 + · · · + v∗
2l−1 ∧ v∗

2l

: C
lのKähler形式
U(l)不変2次交代形式
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k = 3の場合
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Figure 1: A(3, 2l + 1), B(3, 6) and B(3, 7)

A(3, 5) ⊂ B(3, 6) ⊂ B(3, 7),

A(3, 5) ⊂ A(3, 7) ⊂ B(3, 7).
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定理 l = [(n − 1)/2]

P3(n)の極大対蹠的部分集合 :

n 3, 4 5 6 7, 8

A(3, 3) A(3, 5) B(3, 6) B(3, 7)

n 9以上

A(3, 2l + 1), B(3, 7)
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∑

α∈B(3,6)

ǫα~v
∗
α (ǫα = ±1)

: C
3上の特殊Lagrange 3次交代形式

: SU(3)不変
∑

α∈B(3,7)

~v∗
α

: ImO上のG2不変 3次交代形式
(Harvey-Lawsonが発見)

G2は八元数体Oの自己同型群であり、1を固定
するので ImOに働く
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k = 4の場合

A(4, 2l) = {α ∪ β ∈ P4(2l) | α, β

∈ {{1, 2}, {3, 4}, . . . , {2l − 1, 2l}}},

B(4, 7) = {αc | α ∈ B(3, 7)},

B(4, 8) = B(4, 7) ∪ B(3, 7) × {{8}}.

これらはP4(n)の対蹠的部分集合。
ただし

B(3, 7)× {{8}} = {α ∪ {8} | α ∈ B(3, 7)}
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定理 A(4, 2l) (l ≥ 2, 6= 4), B(4, 7),

B(4, 8)と合同なもののしかるべき合併
でP4(n)の極大対蹠的部分集合はつき
る。
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∑

α∈A(4,2l)

~v∗
α =

1

2
ω2

ここでωはC
l上のKähler形式

∑

α∈B(4,8)

ǫα~v
∗
α (ǫα = ±1)

: H
2上のSp(2)Sp(1)不変4次交代形式

11


