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M：コンパクトRiemann対称空間

sx：x ∈ Mにおける点対称

S ⊂ M：対蹠集合 (antipodal set)　
∀x, ∀y ∈ Sに対してsx(y) = yが成立　

対蹠集合Sが大対蹠集合 (great antipodal set)

|S| = max{|A| | A ⊂ M 対蹠集合}
M = Sn {x,−x} 大対蹠集合
M = RPn {Re1, . . . ,Ren+1} 大対蹠集合
大対蹠集合は極大対蹠集合

逆は対称R空間では成立するが一般には成立しない



定理 (田中-田崎 2013)

対称R空間において

・大対蹠集合同士は等長変換全体の単位連結成分の元の

作用で写り合う

・任意の対蹠集合はある大対蹠集合に含まれる

・大対蹠集合はWeyl群の軌道になる

対称R空間ではないコンパクトRiemann対称空間の対

蹠集合についてはあまり知られていない

(田崎 2013)　

階数の低い有向実Grassmann多様体の極大対蹠集合

の分類 (階数≥ 3ならば対称R空間ではない)



コンパクトLie群の商群は一般には対称R空間ではない

コンパクトLie群G 両側不変Riemann計量　

⇒ コンパクトRiemann対称空間　

x ∈ Gにおける点対称 sx(y) = xy−1x (y ∈ G)

1：Gの単位元

s1(y) = y ⇔ y2 = 1

x2 = 1, y2 = 1のとき sx(y) = y ⇔ xy = yx

1 ∈ S ⊂ G：極大対蹠集合 ⇒ 部分群

S ∼= Z2 × · · · × Z2 (r個の積) |S| = 2r



∆n :=




±1

. . .

±1




⊂ O(n)

∆±
n := {g ∈ ∆n | det g = ±1}

∆nはU(n)の共役を除いて一意的な大対蹠部分群

∆+
n はSU(n)の共役を除いて一意的な大対蹠部分群

U(n)は対称R空間

SU(n)はn ≥ 3のとき対称R空間ではない



D[4] :=


±1 0
0 ±1

 ,
 0 ±1
±1 0


 ⊂ O(2)

D±[4] := {g ∈ D[4] | det g = ±1}

D[4]：二面体群 正四角形を不変にする

n：自然数 n = 2k · l, l：奇数

0 ≤ s ≤ kに対して

C(s, n) := D[4]⊗ · · · ⊗D[4]⊗∆n/2s ⊂ O(n)



行列のテンソル積

 x y

z w

 ⊗
 a b

c d

 =



xa xb ya yb

xc xd yc yd

za zb wa wb

zc zd wc wd


定理 1 µ：自然数

Zµ：U(n)の中心内のµ次巡回群　

θ：1の原始2µ乗根　

πn : U(n) → U(n)/Zµ：自然な射影

U(n)/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに共役



(1) nまたはµが奇数の場合

πn({1, θ}C(0, n)) = πn({1, θ}∆n)

(2) nかつµが偶数の場合

πn({1, θ}C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合を除く

注意 ∆2 ⊊ D[4]より

C(k − 1,2k) = D[4]⊗ · · · ⊗D[4]⊗∆2

⊊ D[4]⊗· · ·⊗D[4]⊗D[4] = C(k,2k)

C(k − 1,2k)は極大ではない



定理 2 µ：nの約数　

Zµ：SU(n)の中心内のµ次巡回群　

θ：1の原始2µ乗根

SU(n)/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに共役

(1) nまたはµが奇数の場合

πn(∆+
n )

(2) nかつµが偶数の場合

(a) k = 1のとき

πn(∆+
n ∪ θ∆−

n ), πn((D+[4] ∪ θD−[4])⊗∆l)

ただし、n = µ = 2のときはπ2(∆
+
2 ∪ θ∆−

2 )を除く

(b) k ≥ 2のとき µ = 2k
′ · l′



(b1) k′ = kならば

πn(∆+
n ∪ θ∆−

n ), πn(C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合を除く

(b2) 1 ≤ k′ < kならば

πn({1, θ}∆+
n ), πn({1, θ}C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k−1,2k)の場合を除き、n = 4

の場合はさらにπ4({1, θ}∆+
4 )を除く

注意 ∆+
4 = ∆2 ⊗∆2 ⊊ D[4]⊗D[4] = C(2,4)

π4({1, θ}∆+
4 )は極大ではない

最近、O(n)/{±1n}, SO(n)/{±1n}, Sp(n)/{±1n}
の極大対蹠部分群の分類結果も得られた


