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2013年秋と 2014年秋の学会の講演で、Rn内の向きの付いた k次元部分空間全体の
成す有向実Grassmann多様体 G̃k(Rn)の極大対蹠集合が、[n] = {1, 2, . . . , n}のある条
件を満たす部分集合の族と対応すること、k ≤ 4の場合の極大対蹠集合の分類、この分
類に現れた系列の一般化、それらを利用した対蹠集合の元の個数の評価などについて
発表した。これらの結果は論文 [3]、[4]、[5]で発表した。今回は、これまでに得られた
極大対蹠集合の系列をさらに一般化した系列に関する結果を発表する。この結果は [6]

の内容に基づいている。Riemann対称空間内の対蹠集合の概念はChen-Nagano [1]が
導入した概念である。

集合Xのk個の元からなる部分集合の全体を
(
X
k

)
で表す。

定義1
(
X
k

)
の元α, βに対して差集合α − β = {i ∈ α | i /∈ β} の元の個数 |α − β|が偶

数になるとき、α, βは対蹠的であるという。部分集合A ⊂
(
X
k

)
の任意の二元が対蹠的

であるとき、Aを対蹠集合という。
(
X
k

)
の二つの部分集合がXの置換によって写り合

うとき、それら二つの部分集合を合同という。

これまでの学会講演では、G̃k(Rn)の極大対蹠集合の合同類全体と
(
[n]
k

)
の極大対蹠集

合 (MAS)の合同類全体が対応することを示し、
(
[n]
k

)
(k ≤ 4)の極大対蹠集合の合同類

を分類した。さらに、その分類に現れる系列を一般化して次の対蹠集合の系列を得た。

A(2k, 2l) = {α1 ∪ · · · ∪ αk | αi ∈ {{1, 2}, . . . , {2l − 1, 2l}}, αi ̸= αj(i ̸= j)} ⊂
(
[2l]

2k

)
A(2k + 1, 2l + 1) = {α ∪ {2l + 1} | α ∈ A(2k, 2l)} ⊂

(
[2l + 1]

2k + 1

)
Ev2m = {{α(1), . . . , α(m)} | α(i) ∈ {2i− 1, 2i} (1 ≤ i ≤ m),偶数のα(i)は偶数個}

⊂
(
[2m]

m

)
これらが極大対蹠集合であるかどうかについては、以下の結果を得ている。

定理2([4]) l ≥ 3k + 1のとき、
(1) A(2k, 2l)は

(
[2l]
2k

)
,
(
[2l+1]
2k

)
のMASである。

(2) A(2k + 1, 2l + 1)は
(
[2l+1]
2k+1

)
,
(
[2l+2]
2k+1

)
のMASである。

定理3([4]) (1) 2m ≡ 2, 4, 6(mod8)のとき、Ev2mは
(
[2m]
m

)
のMASである。

(2) Ev8mは
(
[8m]
4m

)
のMASではなく、Ev8m ∪ A(4m, 8m)は

(
[8m]
4m

)
のMASである。

k ≥ 5のときの
(
[n]
k

)
のMASの全貌はわかっていないが、kに対してnが十分大きいとき

の対蹠集合の元の個数の最大値を与えるMASはA(2k, 2⌊n
2
⌋)またはA(2k+1, 2⌊n−1

2
⌋+1)
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であることが、[3]と [5]の結果を経て、一般の場合に [2]で明らかになった。そこで、k

に対してnがあまり大きくないときの
(
[n]
k

)
のMASに興味が持たれる。定理 3のMAS

はそのような例である。これを一般化して次の対蹠集合の系列を得た。

Ev+8m = Ev8m ∪ A(4m, 8m),

Ev+8m+2 = Ev8m+2 ∪ A(4m− 2, 8m+ 2)× {{8m+ 3, 8m+ 4, 8m+ 5}},
Ev+8m+4 = Ev8m+4 ∪ A(4m, 8m+ 4)× {{8m+ 5, 8m+ 6}},
Ev+8m+6 = Ev8m+6 ∪ A(4m+ 2, 8m+ 6)× {{8m+ 7}}.

定理4 以下は
(
[n]
k

)
のMASである。

HHHHHHHk

n
8m 8m+ 1 8m+ 2 8m+ 3 8m+ 4 8m+ 5 8m+ 6 8m+ 7

4m Ev+8m Ev+8m Ev+8m Ev+8m
4m+ 1 Ev8m+2 Ev8m+2 Ev8m+2 Ev+8m+2

4m+ 2 Ev8m+4 Ev8m+4 Ev+8m+4

4m+ 3 Ev8m+6 Ev+8m+6

例5 Ev6とEv+6 はそれぞれ
(
[6]
3

)
と

(
[7]
3

)
のMASの分類に現れたものであり、次のよう

に表示できる。定理4のMASはこれらの一般化になっている。
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