
複素旗多様体内の二つの実形の Floerホモロジー

井川　治　（京都工芸繊維大学）
入江　博　（茨城大学）　　　　
奥田　隆幸（広島大学）　　　　
酒井　高司（首都大学東京）　　
田崎　博之（筑波大学）　　　　

2018年 3月 20日
日本数学会 2018年度年会

於　東京大学

井川，入江，奥田，酒井，田崎 複素旗多様体内の二つの実形の Floer ホモロジー



概要

M : Kähler多様体
L0, L1 : M の実形　（全測地的 Lagrange部分多様体）

i.e. ∃τi : M の対合的反正則等長変換 (i = 0, 1)

s.t. Li = Fix(τi,M)0

2015年度年会

複素旗多様体M の二つの実形 L0, L1の交叉の構造
対蹠集合

⇓
主結果

複素旗多様体M の二つの実形 (L0, L1)について，
Z2係数の FloerホモロジーHF (L0, L1 : Z2)を計算
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複素旗多様体と実旗多様体

(G,K) : コンパクト型対称対
θ : Gの対合 s.t. Fix(θ,G)0 ⊂ K ⊂ Fix(θ,G)

g = k⊕ p
x0(̸= 0) ∈ p

L := AdG(K)x0 ⊂ p 実旗多様体，R空間

∩ ∩ ∩
M := AdG(G)x0 ⊂ g 複素旗多様体，C空間

∼= G/Gx0

(J, ω) : M 上のG不変Kähler構造
（Kirillov-Kostant-Souriauシンプレクティック形式）

τ = −dθ :M →M : 対合的反正則等長変換

L =M ∩ p = Fix(τ,M) M の実形
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複素旗多様体の対蹠集合

定義

x, y ∈M について，yは xの対蹠点
def⇐⇒ すべての g ∈ Z(Gx)0についてAd(g)y = y

A ⊂M : 対蹠集合
def⇐⇒ 任意の x, y ∈ Aについて yは xの対蹠点

命題
1 x, y ∈M について，

yは xの対蹠点 ⇐⇒ [x, y] = 0

2 A ⊂M : 極大対蹠集合
=⇒ ∃t ⊂ g : 極大可換部分環 s.t. A =M ∩ t.

したがって，Aは tに関する gのWeyl群の軌道．
特に，M のすべての極大対蹠集合は互いにG合同．
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二つの実旗多様体の交叉

(G,K0), (G,K1) : コンパクト型対称対
θ0, θ1 : Gの対合，θ0θ1 = θ1θ0と仮定⇝ (Σ̃,Σ,W ):対称三対

g = k0 + p0 = k1 + p1,
x0(̸= 0) ∈ p0 ∩ p1

L0 := Ad(K0)x0, L1 := Ad(K1)x0 ⊂ M := Ad(G)x0

g ∈ Gに対して，交叉 L0 ∩ Ad(g)L1を考える．

a : x0を含む p0 ∩ p1の極大可換部分空間

定理（2015年度年会）

a = expH (H ∈ a)に対して，
L0 ∩ Ad(a)L1が離散的 ⇐⇒ H ∈ areg

このとき，L0 ∩ Ad(a)L1はM の対蹠集合になり，

L0 ∩ Ad(a)L1 =M ∩ a = W (Σ̃)x0.
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Lagrangian Floerホモロジー

(M,ω) : 閉シンプレクティック多様体
J = {Jt}0≤t≤1 : ωと適合したM 上の概複素構造の族
L0, L1 : 閉 Lagrange部分多様体, L0 ⋔ L1

CF (L0, L1) :=
⊕

p∈L0∩L1

Z2 p

∂ : CF (L0, L1) −→ CF (L0, L1)

∂(p) =
∑

q∈L0∩L1

n(p, q) · q

n(p, q) := #{isolated J-holomorphic strips from p to q} (mod 2)

∂ ◦ ∂ = 0 =⇒ HF (L0, L1 : Z2) := ker ∂/im∂

HF (ϕL0, ψL1 : Z2) ∼= HF (L0, L1 : Z2) ∀ϕ, ψ ∈ Ham(M,ω)
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複素旗多様体の二つの実形の Floerホモロジー

主定理

M : G不変なKähler-Einstein計量をもつ複素旗多様体
L0, L1 ⊂M : 実旗多様体，θ0θ1 = θ1θ0

最小Maslov数ΣL0 ,ΣL1 ≥ 3

=⇒ L1と合同な L′
1で L0と横断的に交わるものが存在し，

HF (L0, L
′
1 : Z2) ∼=

⊕
p∈L0∩L′

1

Z2[p]

（証明のポイント）J-holomorphic stripのモジュライ空
間に自由な Z2作用があることを示す．
M がHermite対称空間の場合は，入江-S.-田崎 2013．
定理から，Hamilton変形の下での交点数の下からの評
価が得られる．
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Example

(G,K0, K1) = (SU(2n), SO(2n), Sp(n))

M = Ad(G)x0 ∼= FC
2n1,...,2nr

(C2n)

L0 = Ad(K0)x0 ∼= FR
2n1,...,2nr

(R2n)

L1 = Ad(K1)x0 ∼= FH
n1,...,nr

(Hn)

K = R,C or H
n, n1, . . . , nr ∈ N, nr+1 := n− (n1 + · · ·+ nr) > 0

FK
n1,...,nr

(Kn) =

{
(V1, . . . , Vr)

∣∣∣∣∣ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vr ⊂ Kn

dimK Vj = n1 + · · ·+ nj

}
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Example

dimHF (FR
2n1,...,2nr

(R2n), FH
n1,...,nr

(Hn) : Z2)

= #
(
FR
2n1,...,2nr

(R2n) ∩ gFH
n1,...,nr

(Hn)
)

= #I(F
H
n1,...,nr

(Hn)) = dimH∗(F
H
n1,...,nr

(Hn) : Z2)

=
n!

n1!n2! · · ·nr+1!

< #I(F
R
2n1,...,2nr

(R2n)) = dimH∗(F
R
2n1,...,2nr

(R2n) : Z2)

= #k(F
C
2n1,...,2nr

(C2n)) = dimH∗(F
C
2n1,...,2nr

(C2n) : Z2)

=
(2n)!

(2n1)!(2n2)! · · · (2nr+1)!

ここで，g = expH (H ∈ areg)
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