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2018年秋の学会で、「古典型コンパクト対称空間の極大対蹠集合 I」という題名で、
(1) CI(n) ∼= Sp(n)/U(n)が二重に被覆するCI(n)∗ = CI(n)/{±1n}
(2) Grassmann多様体が二重に被覆するGm(K2m)∗ = Gm(K2m)/Z2 (K = R,C,H)

(3) DIII(n) ∼= SO(2n)/U(n)が二重に被覆するDIII(n)∗ = DIII(n)/{±12n}
の極大対蹠集合の分類結果を発表した。(CI(n)、Grassmann多様体、DIII(n)の極大
対蹠集合の分類は比較的容易にできる。) この結果は論文 [3]で発表した。他の古典型
コンパクト対称空間の極大対蹠集合の分類を進めるためには、それを非連結コンパク
トLie群の極地として実現することが有効であり、そのために 2021年春の学会で「非
連結コンパクト Lie 群の極地」という題名で非連結コンパクト Lie 群の極地の記述の
求め方について発表した。この成果は論文 [4]にまとめて、現在投稿中である。今回は
これを適用して得られた
(4) UI(n) ∼= U(n)/O(n)が被覆するUI(n)/Zµ

の極大対蹠集合の分類結果を発表する。
まず、Chen-Nagano[1]が導入した基本的な用語の説明をしておく。Mをコンパクト

Riemann対称空間とし、x ∈ Mにおける点対称をsxで表す。sxの不動点集合の連結成
分をxの極地という。Mの部分集合Sのすべての点x, yに対してsx(y) = yが成り立つ
とき、Sを対蹠集合という。包含関係に関して極大な対蹠集合を極大対蹠集合という。
コンパクトLie群には両側不変Riemann計量が存在し、これに関してRiemann対称空
間になる。コンパクトLie群の場合、単位元を含む極大対蹠集合は部分群になることが
わかる。これを極大対蹠部分群と呼ぶ。
結果を記述するためにいくつかの記号を定めておく。n次単位行列を1nで表す。

∆n =


±1

. . .

±1


 ⊂ O(n)

とする。∆nはO(n), U(n), Sp(n)の極大対蹠部分群になる。

D[4] = {±12,±I1,±J1,±K1} ⊂ O(2), I1 =

[
−1 0

0 1

]
, J1 =

[
0 −1

1 0

]
, K1 =

[
0 1

1 0

]
によって二面体群D[4]を定める。自然数 nを 2の冪 2kと奇数 lの積 2k · lに分解し、
0 ≤ s ≤ kに対して s個のD[4]と∆n/2sのテンソル積を

D(s, n) = D[4]⊗ · · · ⊗D[4]⊗∆n/2s ⊂ O(n)

で表し、その部分集合PD(s, n)を次で定める。
PD(s, n) = {d ∈ D(s, n) | d2 = 1n}.
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U(n)の対合的自己同型写像σIを

σI : U(n) → U(n) ; g 7→ ḡ

によって定め、コンパクト対称空間UI(n)を

UI(n) = {g ∈ U(n) | σI(g) = g−1} ∼= U(n)/O(n)

によって定める。U(n)の自己同型群内の σI が生成する部分群 〈σI〉 と U(n)の半直積
をU(n) ⋊ 〈σI〉で表す。UI(n)はU(n)の極地にはならないが、半直積U(n) ⋊ 〈σI〉の
極地になることがわかる。任意の自然数 µについて Zµ = {z1n | z ∈ C, zµ = 1}は
U(n)の中心に含まれる。πn : U(n) ⋊ 〈σI〉 → (U(n) ⋊ 〈σI〉)/Zµを自然な射影とする。
(U(n)⋊ 〈σI〉)/Zµの極大対蹠部分群の分類はTanaka-Tasaki[2]ですでに得ている。この
論文のTheorem 5の主張を書き直すと以下のようになる。

定理 1 n = 2k · lと分解する。ただし、lは奇数である。θを 1の原始 2µ乗根とする。
このとき、(U(n)⋊ 〈σI〉)/Zµ の極大対蹠部分群は次のいずれかにπn(U(n), e)の元で共
役になる。
(1) µが奇数のとき、πn(∆n ⋊ 〈σI〉).
(2) µが偶数のとき、πn({1, θ}D(s, n) ⋊ 〈σI〉). ただし、0 ≤ s ≤ kであり、(s, n) =

(k − 1, 2k)の場合を除く。

この結果を利用して次の定理を得る。

定理 2 n = 2k · lと θは定理1と同様とする。このとき、UI(n)/Zµの極大対蹠集合は
次のいずれかにU(n)/Zµ合同になる。
(1) µが奇数のとき、πn(∆n).

(2) µが偶数のとき、πn({1, θ}PD(s, n)). ただし、0 ≤ s ≤ k であり、(s, n) =

(k − 1, 2k)の場合を除く。
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