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実形、複素二次超曲面
対蹠集合と2-number

主結果(実形の交叉は対蹠集合)

大域的タイト
主結果の証明の概略
コンパクト対称空間

点対称の不動点集合

最小軌跡
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1. 主結果と関連事項
M̄ : Hermite多様体

M : M̄の部分多様体

M : M̄の実形

∃対合的反正則等長変換σ : M̄ → M̄

M = {x ∈ M̄ | σ(x) = x}

複素二次超曲面 Qn(C)
{
[zi] ∈ CP n+1

∣∣z2
1 + · · · + z2

n+2 = 0
}
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Qn(C) = SO(n + 2)/SO(2) × SO(n)

= G̃2(Rn+2) ⊂ ∧2Rn+2

u1, u2, e1, . . . , en : Rn+2の正規直交基底
0 ≤ k ≤ nに対して、実形Sk,n−kを定める

Sk,n−k := Sk(Ru1 + Re1 + · · · + Rek)

∧ Sn−k(Ru2 + Rek+1 + · · · + Ren)

⊂ G̃2(Rn+2)

Sm(V ) ： m次元単位超球面
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Sk,n−k = (Sk × Sn−k)/Z2

M1, M2 ⊂ G̃2(Rn+2)

M1, M2 : 合同

⇔ SO(n + 2)の作用で写り合う

G̃2(Rn+2)の実形は

Sk,n−k (0 ≤ k ≤ [n/2])

のいずれかと合同
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M : Riemann対称空間

S ⊂ M : 対蹠集合

⇔ 任意のx, y ∈ Sに対して、sxy = y

#2M = sup{#S | Sは対蹠集合}
#2M : Mの2-number

Mが対称R空間

⇒ #2M = dim H∗(M, Z2)

コンパクト型Hermite対称空間の実形

: 対称R空間
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定理 1.1(主結果) 0 ≤ k ≤ l ≤ [n/2]

L1 : G̃2(Rn+2)のSk,n−kと合同な実形
L2 : G̃2(Rn+2)のSl,n−lと合同な実形
L1とL2は横断的に交わる
このとき、L1 ∩ L2は次と合同

{±u1 ∧ u2, ±e1 ∧ e2, . . . , ±e2k−1 ∧ e2k}

L1 ∩ L2はL1の極大な対蹠集合
#(L1 ∩ L2) = #2L1 = 2k + 2

k = l = [n/2]ならば、
#(L1 ∩ L2) = #2G̃2(Rn+2) = 2[n/2] + 2
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複素射影空間CP n

任意の実形は実射影空間RP nと合同

実形L1とL2が横断的に交わるならば、

∃u1, . . . , un+1 : Cn+1のユニタリ基底

L1 ∩ L2 = {Cu1, . . . , Cun+1}

L1 ∩ L2 : CP nの極大な対蹠集合

#(L1 ∩ L2) = #2RP n = #2CP n = n + 1

定理 1.1はこの結果の拡張になっている
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M : Hermite対称空間

L : MのLagrange部分多様体

L : 大域的タイト

⇔ Lが g · Lに横断的に交わる等長変換 g

#(L ∩ g · L) = dim H∗(L, Z2)

定理 1.1においてk = lの場合

Qn(C)の任意の実形は大域的タイト

S0,2, S1,1 ⊂ Q2(C), S0,n, S1,n−1 ⊂ Qn(C)

: 大域的タイト (入江、酒井)
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2. 主結果の証明の概要

補題 2.1

M : コンパクトKähler多様体、

正則断面曲率> 0

L1, L2 : Mの全測地的コンパクト

Lagrange部分多様体

⇒ L1 ∩ L2 6= ∅

Frankelの定理と同様の証明法
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o = u1 ∧ u2 : G̃2(Rn+2)の原点

z = x1 ∧ x2 ∈ G̃2(Rn+2)に対して

z̄ = −x1 ∧ x2と書く

G̃2(Rn+2)の点対称の不動点集合

F (G̃2(Rn+2), so)

= {o, ō} ∪ G̃2(Re1 + · · · + Ren)

= {o, ō} ∪ G̃2(Rn)
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補題 2.2

L : oを通る G̃2(Rn+2)の実形

L : S0,nと合同

⇒ L ∩ F (G̃2(Rn+2), so) = {o, ō}
L : Sk,n−k (1 ≤ k ≤ [n/2])と合同

⇒ L∩F (G̃2(Rn+2), so) = {o, ō}∪L′

L′ : G̃2(Rn)内でSk−1,n−k−1と合同
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X : コンパクトRiemann多様体
p ∈ X
Cp(X) : Xのpにおける最小軌跡
C̃p(X) : 接最小軌跡
補題 2.3
L : oを通る G̃2(Rn+2)の実形
⇒ C̃o(L) = ToL ∩ C̃o(G̃2(Rn+2))

L内の最短測地線は G̃2(Rn+2)でも最短

コンパクト対称空間の最小軌跡に関する酒井の

結果を利用

13



補題 2.4

L1, L2 : oを通る G̃2(Rn+2)の二つの

実形、横断的に交わる

⇒ L1 ∩ L2 ⊂ F (G̃2(Rn+2), so)

横断的に交わる、補題 2.3より

L1 ∩ L2 − {o} ⊂ Co(G̃2(Rn+2))

L1 ∩ L2 − {ō} ⊂ Cō(G̃2(Rn+2))

これよりL1 ∩ L2 − {o, ō} ⊂ G̃2(Rn)
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定理 1.1の証明の概略

補題 2.1より、L1 ∩ L2 6= ∅
o ∈ L1 ∩ L2とする

kに関する帰納法で証明

k = 0のとき、L1 ∩ L2 = {o, ō}
1 ≤ k ≤ [n/2]のとき、補題 2.2より

帰納的に前半の主張を証明できる

後半の主張は#2S
k,n−k = 2k + 2

#2G̃2(Rn+2) = 2[n/2] + 2 より
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