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1 対蹠集合

M : Riemann対称空間

sx : xに関する点対称 x ∈ M

S ⊂ M : 対蹠集合

⇔ ∀x, y ∈ S sxy = y

|S| : 集合Sの元の個数

#2M : Mの2-number

= sup{|S| | Sは対蹠集合}
S : 大対蹠集合⇔ #2M = |S|
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{x,−x} : Snの大対蹠集合

#2S
n = 213,


1

−1

−1

 ,


−1

1

−1

 ,


−1

−1

1




: SO(3)の大対蹠集合

#2SO(3) = 4 = 22

さらに上記大対蹠集合は部分群
∼= Z2 × Z2
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2 対称R空間

Riemann対称対の線形イソトロピー作用の軌

道になるRiemann対称空間: 対称R空間

等長変換全体の単位連結成分の元で写り合う

: 合同

定理 2.1(田中-T.) 対称R空間において

(A) ∀対蹠集合 ⊂ ∃大対蹠集合
(B) 大対蹠集合同士は合同

大対蹠集合は対称R空間を線形イソトロピー作

用が定める対称対のWeyl群の軌道になる。
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3 コンパクトLie群
コンパクトLie群 : 両側不変Riemann計量
⇒ コンパクトRiemann対称空間
単位元を含む極大対蹠集合 ⇒ 部分群
∼= Z2 × · · · × Z2

多くの古典型コンパクトLie群 : 対称R空間
古典型コンパクトLie群の商群 : 一般には対称
R空間ではない
U(n)/Zµ, SU(n)/Zµ, O(n)/{±1n},
SO(n)/{±1n}, Sp(n)/{±1n}
の極大対蹠部分群の分類結果を述べる。
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∆n =



±1

. . .

±1


 ⊂ O(n),

∆±
n = {g ∈ ∆n | det g = ±1}

∆nと∆+
n はそれぞれO(n), U(n), Sp(n)と

SO(n), SU(n)の共役を除いて一意的な極大
対蹠部分群である。
これらは大対蹠集合になり、定理 2.1と同じ主
張が成り立つ。
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D[4] =


±1 0

0 ±1

 ,

 0 ±1

±1 0

 ⊂ O(2),

D±[4] = {g ∈ D[4] | det g = ±1}.

D[4] : 二面体群、正四角形を不変にする

自然数nをn = 2k · l (l : 奇数)と分解し、

0 ≤ s ≤ kに対して s個のD[4]と∆n/2sのテ

ンソル積C(s, n)を定める。

C(s, n) = D[4]⊗· · ·⊗D[4]⊗∆n/2s ⊂ O(n)
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行列のテンソル積

A ⊗ B =


a11B · · · a1qB

...
...

ap1B · · · apqB


G1 ⊂ GL(Rn1), G2 ⊂ GL(Rn2) に対して

G1 ⊗ G2 = {g1 ⊗ g2 | g1 ∈ G1, g2 ∈ G2}

G1, G2 : 部分群

⇒ G1 ⊗ G2 : GL(Rn1n2)の部分群
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定理 3.1(田中-T.) µ : 自然数、
Zµ : U(n)の中心内のµ次巡回群、
θ : 1の原始2µ乗根、
πn : U(n) → U(n)/Zµ 自然な射影
U(n)/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに
共役
(1) nまたはµが奇数の場合、

πn({1, θ}C(0, n)) = πn({1, θ}∆n)

(2) nかつµが偶数の場合、
πn({1, θ}C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。
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注意 3.2 ∆2 ( D[4]より

D[4] ⊗ · · · ⊗ D[4] ⊗ ∆2

( D[4] ⊗ · · · ⊗ D[4] ⊗ D[4]

すなわちC(k − 1, 2k) ( C(k, 2k)が成り立

ち、C(k − 1, 2k)は極大ではない。
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定理 3.1の証明の概略

A : U(n)/Zµの極大対蹠部分群

B = π−1
n (A)を調べる

Bが可換の場合、同時対角化により

Aはπn({1, θ}∆n)と共役

Bが非可換の場合、nは偶数、n = 2n′とおく

Bの元a, bが存在しab = −baを満たす

In′ =

−1

1

 ⊗ 1n′とおく
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a, bは In′に共役、よってa, bは

M+ = {uIn′u−1 | u ∈ U(n)} ∼= Gn′(Cn)

に含まれる (a, bは極地M+に含まれる)

a = In′としても一般性は失われない

M+において−aは saの孤立不動点 (aの極)

bはaと−aを結ぶM+内の最短測地線の中点

(bはa,−aから定まる中心体の元)

bはKn′ =

 1

1

 ⊗ 1n′ に共役

b = Kn′としても一般性は失われない

12



⟨a, b⟩ = D[4] ⊗ 1n′ ⊂ B

さらにB ⊂ D[4] ⊗ U(n′)

∃B′ ⊂ U(n′) B = D[4] ⊗ B′

πn′(B′) : U(n′)/Zµの極大対蹠部分群

この操作を繰り返す + 若干の考察

⇒ 定理 3.1の証明
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定理 3.3(田中-T.) µ : nの約数、
Zµ : SU(n)の中心内のµ次巡回群、
θ : 1の原始2µ乗根、
SU(n)/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに
共役
(1) nまたはµが奇数の場合、

πn(∆
+
n )

(2) nかつµが偶数の場合、
(a) k = 1のとき、

πn(∆
+
n ∪ θ∆−

n ), πn((D
+[4]∪ θD−[4])⊗∆l)

ただし、n = µ = 2のときはπ2(∆
+
2 ∪ θ∆−

2 )
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を除く。
(b) k ≥ 2のとき、µ = 2k′ · l′

(b1) k′ = kならば、
πn(∆

+
n ∪ θ∆−

n ),

πn(C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。
(b2) 1 ≤ k′ < kならば、

πn({1, θ}∆+
n ),

πn({1, θ}C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除き、
n = 4の場合はさらにπ4({1, θ}∆+

4 )を除く。

15



注意 3.4

∆+
4 = ∆2 ⊗ ∆2 ( D[4] ⊗ D[4] = C(2, 4)が

成り立つので、∆+
4 の場合は除かれる。

定理 3.3の証明の概略

A : SU(n)/Zµの極大対蹠部分群

A′ : Aを含むU(n)/Zµの極大対蹠部分群

A′に定理 3.1を適用

SU(n)/Zµとの共通部分⇒ 定理 3.3の証明
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予稿集原稿提出後得られた結果 :

O(n)/{±1n}, SO(n)/{±1n}, Sp(n)/{±1n}
の極大対蹠部分群

四元数の標準的な基底の±1倍の全体を
Q[8] = {±1,±i,±j,±k}とおく。

定理 3.5(田中-T.) n = 2k · l, lは奇数
(I) O(n)/{±1n}の極大対蹠部分群は次のいず
れかに共役

πn(C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。
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(II) nが偶数のとき、SO(n)/{±1n}の極大対
蹠部分群は次のいずれかに共役

(1) k = 1の場合、

πn(∆
+
n ), πn(D

+[4] ⊗ ∆l)

ただし、n = 2の場合はπ2(∆
+
2 )を除く。

(2) k ≥ 2の場合、

πn(∆
+
n ), πn(C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除き、

n = 4の場合はさらにπ4(∆
+
4 )を除く。
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(III) Sp(n)/{±1n}の極大対蹠部分群は次の
いずれかに共役

πn(Q[8] · C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。
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