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1 導入

Kähler多様体において対合的反正則等長変換による固定点集合の一つの連結成分とし
て与えられる部分多様体を実形と呼ぶ．定義から，実形は全測地的な Lagrange部分多様
体になる．田崎 [12]および田中-田崎 [9, 10, 11]はコンパクト型Hermite対称空間M の二
つの実形 L1, L2の交叉の構造を調べ，離散的に交わるならば，その交叉 L1 ∩ L2は L1お
よび L2の対蹠集合になることを示した．さらに，L1と L2が互いに合同である場合，交
叉は L1および L2の大対蹠集合になる．ここで，対蹠集合とはコンパクト対称空間M の
部分集合 Aで，各点 x ∈ Aにおける点対称 sxによって Aのすべての点が固定されるも
のをいう．対蹠集合のとりうる最大基数をM の 2-numberと呼び，#2M と表す．特に，
基数が 2-numberを実現するようなM の対蹠集合を大対蹠集合と呼ぶ．これらの概念は
Chen-長野 [2]によって導入された．
連結コンパクト半単純 Lie群Gの随伴表現の軌道はG不変なKähler構造をもち，複素
旗多様体と呼ばれる．複素旗多様体M に対して，ある整数 k0 ≥ 2が存在し，k ≥ k0なる
任意の整数 kについてM に k対称空間の構造を定めることができる．この k対称空間と
しての点対称により定義されるM の極大対蹠集合はGのWeyl群の軌道になり，特にす
べての極大対蹠集合は互いに合同であることが示される（定理 2.2）．(G,K)をコンパク
ト型対称対とする．対称空間G/Kの線形イソトロピー表現の軌道は複素旗多様体に実形
として埋め込まれ，実旗多様体と呼ばれる．3節において，複素旗多様体M 内において合
同な二つの実形L1とL2 の交叉L1 ∩L2が離散的になるための条件を与え，離散的である
とき交叉は (G,K)のWeyl群の軌道となり，M の対蹠集合になることを示す（定理 3.2）．
本稿の内容は入江博氏（東京電機大学），田崎博之氏（筑波大学）との共同研究による．
さらに最近，井川治氏（京都工芸繊維大学），奥田隆幸氏（広島大学）を加えた共同研究
で，二つの実形が合同とは限らない場合に結果を拡張できた．

2 複素旗多様体の対蹠集合

Gを連結コンパクト半単純 Lie群とする．Gの Lie環を gと表し，g上に Ad(G)不変
内積 ⟨ , ⟩ を与える．0 でない Z ∈ g をとり，Z を起点とする G の随伴表現の軌道を
M := Ad(G)Z ⊂ g と表す．Z を固定する Gのイソトロピー部分群を GZ と表すと，M

はG/GZ と微分同型になる．このとき，GZ の Lie環は gZ = {X ∈ g | [Z,X] = 0} とな
る．また，Gの複素化GCの岩澤分解を用いると，M にはGCが推移的に作用し，そのイ
ソトロピー部分群 PCはGCの放物型複素 Lie部分群になる．したがって，M ∼= GC/PC

にはGC不変な複素構造が定まる．さらに，g上の内積 ⟨ , ⟩から誘導される Riemann計
量によりM はG不変なKähler多様体になり，複素旗多様体と呼ばれる．
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Zを含む gの極大可換部分環 tをとる．tの複素化 tCは gの複素化 gCのCartan部分環
になる．α ∈ tに対し

gα := {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1⟨α,H⟩X (H ∈ t)}

と定め，∆ := {α ∈ t− {0} | gα ̸= {0}} によって tCに関する gCのルート系を定める．こ
のとき，gCのルート空間分解

gC = tC +
∑
α∈∆

gα

が得られ，gZ は次のようになる．

gZ = t+ g ∩
∑
α∈∆

α(H)=0

gα.

gを単純イデアルの直和に分解すると，ルート系∆は∆ = ∆1 ∪ · · · ∪ ∆r と既約ルー
ト系の非交和に分解される．各 ∆i (1 ≤ i ≤ r)に対して，αi,j(Z) ≥ 0をみたす基本系
αi,j (1 ≤ j ≤ pi)をとる．これらを合わせた {αi,j | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ pi}は∆の基本系に
なる．ここで，αi,jの順序を適当に入れ換えることにより {αi,j | 1 ≤ i ≤ r, qi+1 ≤ j ≤ pi}
が {α ∈ ∆ | α(H) = 0}の基本系であるとしてよい．各∆iの最高ルートを δiとし，

δi =

pi∑
j=1

mi,jαi,j

と表す．このとき係数となる自然数mi,j により

k0 := max
1≤i≤r

1 +

qi∑
j=1

mi,j


と自然数 k0 ≥ 2 を定める．∆ の基本系 {αi,j | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ pi} に対して，
⟨αi,j ,Hk,l⟩ = δikδjlをみたす tの基底を {Hi,j | 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ pi} とし，

Y :=
r∑

i=1

qi∑
j=1

Hi,j ∈ t

と定める．さらに，自然数 k ≥ k0に対して

gk := exp

(
2π

k
Y

)
∈ exp t ⊂ GZ

と定め，M の微分同型写像 θkを

θk(x) = Ad(gk)x (x ∈ M)

と定める．θkは (θk)
k = idM をみたし，Z ∈ M を孤立固定点にもつ．ゆえに，θkは Zに

おけるM の位数 kの点対称となり，M に k対称空間の構造を定める．特に，k0 = 2のと
きM はコンパクト型Hermite対称空間になる．ここで，Y の定義より [Y, gZ ] = {0}とな
り，gの線形変換Ad(gk) の固有値 1の固有空間は gZ と一致することが示される．よって，
θk によるM の固定点集合 F (θk,M)はM ∩ gZ と一致する．したがって，x ∈ M につい
て，θk(x) = xとなるための必要十分条件は [Z, x] = 0である．同様に，x ∈ M における
位数 kの点対称を sx と表すと，次の定理を得る．



定理 2.1 ([4]). 各点 x ∈ M において sxによる固定点集合は

F (sx,M) = {y ∈ M | [x, y] = 0}

となる．特に，F (sx,M)は k ≥ k0に依らない．

複素旗多様体M の部分集合Aが，任意の x, y ∈ Aについて sx(y) = yをみたすとき，
Aを対蹠集合と呼ぶ．定理 2.1より，M の対蹠集合Aによって生成される gの部分空間
は可換部分環になり，それを含む gの極大可換部分環 t′が存在する．よって，A ⊂ M ∩ t′

となる．以上の議論により次の定理を得る．

定理 2.2 ([4]). 複素旗多様体M の極大対蹠集合は gのある極大可換部分環 t′ との交叉
M ∩ t′になる．これは gの t′に関するWeyl群の軌道であり，したがってM のすべての
極大対蹠集合はGの随伴作用によって互いに合同になる．

3 複素旗多様体内の実形の交叉

Gを連結コンパクト半単純 Lie群とし，(G,K)をコンパクト型対称対とする．G,K の
Lie環をそれぞれ g, kと表すと，gは対称対 (G,K)の対合により

g = k+ p

と標準分解される．0でないZ ∈ pについて，Zを通るAd(K)軌道L := Ad(K)Zを実旗
多様体と呼ぶ．Zを固定するKのイソトロピー部分群をKZ と表すと，LはK/KZ と微
分同型になる．KはGの Lie部分群であるから，Lは複素旗多様体M = Ad(G)Zに部分
多様体として含まれる．

g′ = k+
√
−1p

とおくと，g′は gの複素化 gCの実形になる．g′を Lie環とするGCの解析的部分群をG′

とすると，(G′,K)は非コンパクト型Riemann対称対になる．G′の岩澤分解より，Lには
G′が推移的に作用する．G′に関する GCの複素共役を σと表すと，PCは σで不変であ
り，したがって σはM ∼= GC/PC に対合的反正則等長変換 σ̃を誘導する．σによるGCの
固定点集合の単位連結成分がG′であることから，σ̃によるM の固定点集合の原点を含む
連結成分は Lと一致する．よって，LはM の実形となる．
g ∈ Gに対して，M 内において実形 Lと合同な実形Ad(g)Lとの交叉 L∩Ad(g)Lを考
える．Zを含む pの極大可換部分空間 aをとる．A := exp aとおくと，Aはトーラスにな
り，G = KAK が成り立つ．これより g = g1ag2 (g1, g2 ∈ K, a ∈ A)と表すことができ
る．LはAd(K)軌道であるから，Ad(K)不変であり，

L ∩Ad(g)L = L ∩Ad(g1ag2)L = Ad(g1)(L ∩Ad(a)L)

となる．ゆえに，M の合同な部分集合を同一視する立場では，L ∩Ad(g)Lを調べること
は，L ∩Ad(a)Lを調べることに帰着する．
aを含む gの極大可換部分環 tをとる．tC に関する gC のルート系を ∆とする．一方，

γ ∈ aに対して
g̃γ := {X ∈ gC | [H,X] =

√
−1⟨γ,H⟩X (H ∈ a)}



と定め，R := {γ ∈ a− {0} | g̃γ ̸= {0}} によって制限ルート系を定める．tから aへの直
交射影をH 7→ H̄ で表すと

R = {ᾱ | α ∈ ∆, ᾱ ̸= 0}

が成り立つ．aに辞書式順序を定め，それを延長して tの辞書式順序を定める．このとき，
∆とRの正のルートの集合をそれぞれ∆+, R+と表す．γ ∈ R+に対して

kγ = k ∩ (g̃γ + g̃−γ), pγ = p ∩ (g̃γ + g̃−γ)

とおき，
k0 = {X ∈ k | [H,X] = 0 (H ∈ a)}

とおく．このとき次の補題が成り立つ．

補題 3.1 ([3], [8]). 次は直交直和分解である．

k = k0 +
∑
γ∈R+

kγ , p = a+
∑
γ∈R+

pγ .

ᾱ ̸= 0を満たす各 α ∈ ∆+に対して以下の条件を満たす Sα ∈ kと Tα ∈ pが存在する．

(1) 各 γ ∈ R+に対して {Sα | α ∈ ∆+, ᾱ = γ} と {Tα | α ∈ ∆+, ᾱ = γ} はそれぞれ kγ

と pγ の正規直交基底である．

(2) ᾱ = γ ∈ R+を満たす各 α ∈ ∆+と各H ∈ aに対して次が成り立つ．

[H,Sα] = ⟨γ,H⟩Tα, [H,Tα] = −⟨γ,H⟩Sα, [Sα, Tα] = γ,

Ad(expH)Sα = cos⟨γ,H⟩Sα + sin⟨γ,H⟩Tα,

Ad(expH)Tα = − sin⟨γ,H⟩Sα + cos⟨γ,H⟩Tα.

a ∈ Aを a = expH (H ∈ a)と表す．補題 3.1より，Ad(a)を p内の各制限ルート空間
に作用させると

p ∩Ad(a)p = a+
∑
λ∈R+

⟨λ,H⟩∈πZ

pλ (3.1)

が成り立つ．これより次の定理を得る．

定理 3.2. 上記設定のもとで，任意の λ ∈ Rについて ⟨λ,H⟩ /∈ πZが成り立つならば，L

と Ad(a)Lの交叉 L ∩ Ad(a)Lは離散的になる．このとき，対称対 (G,K)の aに関する
Weyl群をW (G,K)と表すと

L ∩Ad(a)L = M ∩ a = W (G,K)Z

が成り立つ．さらに，Gの tに関するWeyl群をW (G)とおくと，W (G)Z ⊃ W (G,K)Z

となり，W (G,K)Z はM の対蹠集合である．
(G,K)が既約コンパクト型対称対である場合，逆に交叉 L∩Ad(a)Lが離散的になるの
は，任意の λ ∈ Rについて ⟨λ,H⟩ /∈ πZが成り立つときに限られる．



証明. 任意の λ ∈ Rについて ⟨λ,H⟩ /∈ πZが成り立つと仮定すると，(3.1)より

p ∩Ad(a)p = a

となる．したがって，L = M ∩ pより，

L ∩Ad(a)L = (M ∩ p) ∩Ad(a)(M ∩ p) = M ∩ (p ∩Ad(a)p) = M ∩ a

を得る．ここで，M∩a ⊂ M∩tであり，M∩tはMの極大対蹠集合であるから，L∩Ad(a)L

もM の対蹠集合である．さらにWeyl群の性質より

M ∩ a = L ∩ a = W (G,K)Z

が成り立つ．
次に，ある λ ∈ R+に対して ⟨λ,H⟩ ∈ πZが成り立つとする．(G,K)は既約コンパクト
対称対であるとすると，W (G,K)Z は aを張るので，⟨λ,X⟩ ̸= 0となるX ∈ W (G,K)Z

が存在する．このとき，補題 3.1より，ᾱ = λを満たす α ∈ ∆と t ∈ Rに対して

Ad(exp tSα)X = X +
⟨λ,X⟩
|λ|2

(cos(t|λ|)− 1)λ− ⟨λ,X⟩
|λ|

sin(t|λ|)Tα (3.2)

が成り立つ．Sα ∈ kより

Ad(exp tSα)X ∈ Ad(K)W (G,K)Z = Ad(K)Z = L

である．一方，X ∈ W (G,K)Z ⊂ aよりAd(a)X = X，λ ∈ aよりAd(a)λ = λ，⟨λ,H⟩ ∈
πZよりAd(a)Tα = ±Tα であるから，(3.2)より

Ad(a)Tα = Tαのとき Ad(exp tSα)X = Ad(a)Ad(exp(tSα))X ∈ Ad(a)L,

Ad(a)Tα = −Tαのとき Ad(exp tSα)X = Ad(a)Ad(exp(−tSα))X ∈ Ad(a)L

が成り立つ．いずれの場合でも

Ad(exp tSα)X ∈ L ∩Ad(a)L (t ∈ R)

となり，L ∩Ad(a)Lは離散的ではない．

実旗多様体L = Ad(K)Zは複素旗多様体M = Ad(G)Zに実形として埋め込まれる．M

の k次の点対称に関する対蹠集合の最大基数をM の k-numberと呼び，#kM と表す．ま
た，M の対蹠集合であってLに含まれるものの最大基数を#I(L)と表す．これは Sánchez

[7]が定義した Lの index number #I(L)と一致する．定理 2.2により，これらの定義は
k ≥ k0の取り方に依存しないことを注意する．Sánchez [6, 7] とBerndt-Console-Fino [1]

は複素旗多様体M と実旗多様体 Lについて

#k(M) = dimH∗(M,Z2), #I(L) = dimH∗(L,Z2).

が成り立つことを示した．これと定理 3.2により次の系を得る．

系 3.3. (G,K)が既約コンパクト型対称対であるとする．g ∈ Gについて交叉L∩Ad(g)L

が離散的であるならば次が成り立つ．

#(L ∩Ad(g)L) = #I(L) = dimH∗(L,Z2).



3.1 (G,K) = (SU(n), SO(n))の場合

複素旗多様体内の実旗多様体の交叉の例を与える．K = R,C,Hとする．n1+· · ·+nr < n

をみたす正の整数 n1, . . . , nr, nに対して，旗多様体 FK
n1,...,nr

(Kn)を

FK
n1,...,nr

(Kn) =

(V1, . . . , Vr)

∣∣∣∣∣
ViはKnのK部分空間
dimVi = n1 + · · ·+ ni

V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vr ⊂ Kn


と定義する．
Rnの部分空間を複素化することにより，埋め込み FR

n1,...,nr
(Rn) ⊂ FC

n1,...,nr
(Cn) を定め

る．Cnの複素共役は FC
n1,...,nr

(Cn)に対合的反正則変換 σを誘導し，σによる固定点集合
が FR

n1,...,nr
(Rn)になる．FC

n1,...,nr
(Cn)には SU(n)が推移的に作用し，(Cn1 ,Cn1+n2 , . . . ,

Cn1+···+nr) におけるイソトロピー部分群は S(U(n1) × · · · × U(nr+1))となる．ここで，
nr+1 = n− (n1 + · · ·+ nr)である．したがって，Fn1,...,nr(Cn)は SU(n)/S(U(n1)× · · · ×
U(nr+1)) と微分同型になる．
対称対 (SU(n), SO(n))の極大トーラスの共役性により

SU(n) = SO(n)ASO(n)

と分解される．ここで

A =


 z1

. . .

zn

 ∣∣∣∣∣ z1, . . . , zn ∈ U(1)

z1 · · · zn = 1

 .

この分解により，g ∈ SU(n)を g = g1ag2 (g1, g2 ∈ SO(n), a ∈ A)と表す．このとき

FR
n1,...,nr

(Rn) ∩ gFR
n1,...,nr

(Rn) = g1(F
R
n1,...,nr

(Rn) ∩ aFR
n1,...,nr

(Rn))

となるので，交叉 FR
n1,...,nr

(Rn) ∩ aFR
n1,...,nr

(Rn) を調べれば十分である．
a ∈ Aに対して，a2による Cnの固有空間分解を

Cn = W1 ⊕ · · · ⊕Ws (3.3)

と表す．このとき，a2が対角行列であることから，各固有空間Wiは Cnの複素共役で不
変な部分空間であり，WR

i = Wi ∩ Rnとおくと

Rn = WR
1 ⊕ · · · ⊕WR

s (3.4)

と分解される．m = m1 + · · ·+msをみたす非負の整数m,m1, . . . ,msについて

FR
m1

(WR
1 )× · · · × FR

ms
(WR

s ) = {x1 ⊕ · · · ⊕ xs ∈ FR
m(Rn) | xi ∈ FR

mi
(WR

i ) (1 ≤ i ≤ s)}

と定め，これを FC
m(Cn)の部分集合とみなす．このとき次が成り立つ．



命題 3.4 ([4]). FC
m(Cn) (0 < m ≤ n)内において

FR
m(Rn) ∩ aFR

m(Rn) =
∪

m1+···+ms=m
0≤mi≤dimC Wi(1≤i≤s)

FR
m1

(WR
1 )× · · · × FR

ms
(WR

s )

となる．交叉が離散的になるための必要十分条件はすべての iについて dimCWi = 1とな
ることであり，このとき

FR
m(Rn) ∩ aFR

m(Rn) = {Wi1 ⊕ · · · ⊕Wim | 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n}

となる．これは対称対 (SU(n), SO(n))のWeyl群の軌道であり，SU(n)のWeyl群の軌道
でもある．さらに，FC

m(Cn)および FR
m(Rn)の大対蹠集合である．

命題 3.5 ([4]). FC
n1,...,nr

(Cn) (n1 + · · ·+ nr < n)内において

FR
n1,...,nr

(Rn) ∩ aFR
n1,...,nr

(Rn)

= {(V1, . . . , Vr) ∈ FC
n1,...,nr

(Cn) | Vj ∈ FR
n1+···+nj

(Rn) ∩ aFR
n1+···+nj

(Rn) (1 ≤ j ≤ r)}

となる．交叉が離散的になるための必要十分条件はすべての iについて dimCWi = 1とな
ることであり，このとき

FR
n1,...,nr

(Rn) ∩ aFR
n1,...,nr

(Rn)

= {(Wi1 ⊕ · · · ⊕Win1
,Wi1 ⊕ · · · ⊕Win1+n2

, . . . ,Wi1 ⊕ · · · ⊕Win1+···+nr
)

| 1 ≤ i1 < · · · < in1 ≤ n, 1 ≤ in1+1 < · · · < in1+n2 ≤ n, . . . ,

1 ≤ in1+···+nr−1+1 < · · · < in1+···+nr ≤ n,

#{i1, . . . , in1+···+nr} = n1 + · · ·+ nr}

となる．これは対称対 (SU(n), SO(n))のWeyl群の軌道であり，SU(n)のWeyl群の軌道
でもある．さらに，FC

n1,...,nr
(Cn)の極大対蹠集合である．

系 3.6. FR
n1,...,nr

(Rn)と gFR
n1,...,nr

(Rn)が離散的に交わるとき

#
(
FR
n1,...,nr

(Rn) ∩ gFR
n1,...,nr

(Rn)
)

= #k(F
C
n1,...,nr

(Cn)) = dimH∗(FC
n1,...,nr

(Cn),Z2)

= #I(F
R
n1,...,nr

(Rn)) = dimH∗(FR
n1,...,nr

(Rn),Z2)

=
n!

n1!n2! · · ·nr+1!
.

3.2 (G,K) = (SU(2n), Sp(n))の場合

C2nにおいて

iv =
√
−1v, jv = Jv̄, kv = ijv (v ∈ C2n)



によって i, j, kを定める．ここで，

J =

[
O 1n

−1n O

]
.

この i, j, k により C2n は四元数ベクトル空間 Hn と同一視される．j : C2n → C2n は
FC
2n1,...,2nr

(C2n)の対合的反正則変換を誘導し，これにより固定される部分集合はFH
n1,...,nr

(Hn)

と同一視できる．したがって，FH
n1,...,nr

(Hn)はFC
2n1,...,2nr

(C2n)に実形として埋め込まれる．
対称対 (SU(2n), Sp(n))の極大トーラスの共役性により

SU(2n) = Sp(n)ASp(n)

と分解される．ここで

A =


[

X O

O X

] ∣∣∣∣∣ X =

 z1
. . .

zn

 ,
z1, . . . , zn ∈ U(1)

z1 · · · zn = 1

 .

この分解により，g ∈ SU(2n)を g = g1ag2 (g1, g2 ∈ Sp(n), a ∈ A)と表す．このとき

FH
n1,...,nr

(Hn) ∩ gFH
n1,...,nr

(Hn) = g1(F
H
n1,...,nr

(Hn) ∩ aFH
n1,...,nr

(Hn))

となるので，交叉 FH
n1,...,nr

(Hn) ∩ aFH
n1,...,nr

(Hn) を調べれば十分である．
a ∈ Aに対して，a2による C2nの固有空間分解を

C2n = W1 ⊕ · · · ⊕Ws

と表す．このとき，各固有空間Wiは j で不変であり，Hn ∼= C2nの四元数部分空間にな
る．m = m1 + · · ·+msをみたす非負の整数m,m1, . . . ,msについて

FH
m1

(W1)× · · · × FH
ms

(Ws) = {x1 ⊕ · · · ⊕ xs ∈ FH
m(Hn) | xi ∈ FH

mi
(Wi) (1 ≤ i ≤ s)}

と定め，これを FC
2m(C2n)の部分集合とみなす．このとき次が成り立つ．

命題 3.7 ([5]). FC
2m(C2n) (0 < m ≤ n)内において

FH
m(Hn) ∩ aFH

m(Hn) =
∪

m1+···+ms=m
0≤mi≤dimH(Wi)(1≤i≤s)

FH
m1

(W1)× · · · × FH
ms

(Ws)

となる．交叉が離散的になるための必要十分条件はすべての iについて dimHWi = 1とな
ることであり，このとき

FH
m(Hn) ∩ aFH

m(Hn) = {Wi1 ⊕ · · · ⊕Wim | 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n}

となる．これは対称対 (SU(2n), Sp(n))のWeyl群の軌道である．さらに，FC
2m(C2n)の対

蹠集合であり，FH
m(Hn)の大対蹠集合である．



命題 3.8 ([5]). FC
2n1,...,2nr

(C2n) (n1 + · · ·+ nr < n)内において

FH
n1,...,nr

(Hn) ∩ aFH
n1,...,nr

(Hn)

= {(V1, . . . , Vr) ∈ FC
2n1,...,2nr

(C2n) | Vj ∈ FH
n1+···+nj

(Hn) ∩ aFH
n1+···+nj

(Hn) (1 ≤ j ≤ r)}

となる．交叉が離散的になるための必要十分条件はすべての iについて dimHWi = 1とな
ることであり，このとき

FH
n1,...,nr

(Hn) ∩ aFH
n1,...,nr

(Hn)

= {(Wi1 ⊕ · · · ⊕Win1
,Wi1 ⊕ · · · ⊕Win1+n2

, . . . ,Wi1 ⊕ · · · ⊕Win1+···+nr
)

| 1 ≤ i1 < · · · < in1 ≤ n, 1 ≤ in1+1 < · · · < in1+n2 ≤ n, . . . ,

1 ≤ in1+···+nr−1+1 < · · · < in1+···+nr ≤ n,

#{i1, . . . , in1+···+nr} = n1 + · · ·+ nr}

となる．これは対称対 (SU(2n), Sp(n))のWeyl群の軌道である．さらに，FC
2n1,...,2nr

(C2n)

の対蹠集合である．

系 3.9. FH
n1,...,nr

(Hn)と gFH
n1,...,nr

(Hn)が離散的に交わるとき

#
(
FH
n1,...,nr

(Hn) ∩ gFH
n1,...,nr

(Hn)
)

= #I(F
H
n1,...,nr

(Hn)) = dimH∗(FH
n1,...,nr

(Hn),Z2)

=
n!

n1!n2! · · ·nr+1!

< #k(F
C
2n1,...,2nr

(C2n)) = dimH∗(FC
2n1,...,2nr

(C2n),Z2)

=
(2n)!

(2n1)!(2n2)! · · · (2nr+1)!
.
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