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Chen-Nagano [1]はコンパクトRiemann対称空間の対蹠集合の概念を導入した。
コンパクトLie群の場合には極大対蹠部分群が特に重要になる。この講演では、古
典型コンパクト Lie群の商群、古典型コンパクト Lie環の自己同型群、例外型コン
パクトLie群G2の極大対蹠部分群について田中-T.[2]、田中-T.[3]、田中-保倉-T.[4]

で得られた結果を報告する。昨年度の幾何学シンポジウムでは、ユニタリ群と特
殊ユニタリ群の商群の極大対蹠部分群に関する結果を発表したが (これは [2]の一
部)、今回の講演は昨年度の講演の続きである。

1 対蹠集合
MをコンパクトRiemann対称空間とし、点 x ∈Mにおける点対称を sxで表す。

SをM の部分集合とする。Sのすべての点 x, yに対して sx(y) = yが成り立つと
き、Sを対蹠集合という。M の対蹠集合の元の個数の最大値を与える対蹠集合を
大対蹠集合と呼ぶ。M の大対蹠集合の元の個数を 2-numberと呼び、#2M で表
す。これらはChen-Nagano[1] が導入した概念である。等長変換全体の単位連結成
分の作用で写り合う部分集合を合同ということにする。対称 R空間の場合には、
包含関係に関して極大な対蹠集合は大対蹠集合になり、大対蹠集合同士は合同に
なる。さらに、大対蹠集合はあるWeyl群の軌道になるため、対蹠集合の全貌を把
握できる。それに比較して、対称R空間ではないコンパクトRiemann対称空間の
対蹠集合はそのような性質が成り立つとは限らず、よくわかっているとは言えな
い。論文 [1]の主な目的はコンパクトRiemann対称空間の 2-numberを決定するこ
とにあったが、対称 R空間ではない場合には 2-numberだけではなく極大対蹠集
合の全体を求めることが問題になる。今回の講演の対象の多くは対称R空間では
ない。例えば、古典型コンパクト Lie群の商群のほとんどは対称R空間ではない。
コンパクト Lie群には両側不変Riemann計量が存在し、これに関してコンパク
トRiemann対称空間になる。よって、コンパクト Lie群の対蹠集合を考えること
ができる。コンパクトLie群の極大対蹠集合が単位元を含むとき、部分群になるこ
とがわかる。対蹠的であることから可換部分群になり、単位元以外の各元の位数
は 2になる。したがって、有限Abel群の基本定理よりZ2のいくつかの積に同型
な可換部分群になることがわかる。Z2のいくつかの積に同型な可換部分群の範囲
で極大になる。逆にZ2のいくつかの積に同型な可換部分群は対蹠的になるので、
極大なものは極大対蹠部分群になる。したがって、コンパクト Lie群の場合には、
極大対蹠部分群が特に重要になる。大対蹠部分群の階数を 2-rankと呼ぶ。コンパ



クト Lie群Gの 2-rankを r2Gで表す。#2G = 2r2Gが成り立つ。r2GはGの通常
の階数以上になるが、一致するとは限らない。
コンパクト Lie環 gの自己同型群Aut(g)はコンパクト Lie群になる。Aut(g)の
極大対蹠部分群Aに対して、A\{e}は互いに可換な対合的な元の極大集合になる。
逆に互いに可換な対合的な元の極大集合に単位元を加えると極大対蹠部分群にな
る。したがって、極大対蹠部分群を求めることは、互いに可換な対合的な元の極
大集合を求めることと同じことである。

2 古典型コンパクトLie群の商群
古典型コンパクトLie群をその中心の部分群で割った商群の極大対蹠部分群の分
類結果を述べる。そのために行列群のいくつかの有限部分群を導入しておく。
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⊂ O(2). D±[4] = {g ∈ D[4] | det g = ±1}

によって二面体群D[4]とその部分集合D±[4]を定める。また、四元数の標準的な
基底の±1倍の全体をQ[8] = {±1,±i,±j,±k} とおく。
自然数 nを 2の冪 2kと奇数 lの積 2k · lに分解し、0 ≤ s ≤ kに対してD[4]の s

個のテンソル積と∆n/2sのテンソル積を

D(s, n) = D[4]⊗ · · · ⊗D[4]⊗∆n/2s ⊂ O(n)

によって定める。

定理 2.1 ([2]) µを自然数、Zµを U(n)の中心内の µ次巡回群、θを 1の原始 2µ

乗根とする。U(n)からU(n)/Zµへの自然な射影を πnで表す。U(n)/Zµの極大対
蹠部分群は次のいずれかに共役である。

(1) nまたは µが奇数の場合、πn({1, θ}C(0, n)) = πn({1, θ}∆n).

(2) nかつ µが偶数の場合、πn({1, θ}C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k). ただし、(s, n) =

(k − 1, 2k)の場合を除く。

定理 2.2 ([2]) µを nの約数、Zµを SU(n)の中心内の µ次巡回群、θを 1の原始
2µ乗根とする。SU(n)/Zµの極大対蹠部分群は次のいずれかに共役である。



(1) nまたは µが奇数の場合、πn(∆+
n ).

(2) nかつ µが偶数の場合、

(a) k = 1のとき、πn(∆+
n ∪ θ∆−

n ), πn((D
+[4] ∪ θD−[4]) ⊗ ∆l). ただし、

n = µ = 2のときは π2(∆
+
2 ∪ θ∆−

2 )を除く。

(b) k ≥ 2のとき、µ = 2k
′ · l′, 1 ≤ k′ ≤ kであり、l′は lの約数とする。

(b1) k′ = kならば、πn(∆+
n ∪ θ∆−

n ), πn(C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k). ただし、
(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。

(b2) 1 ≤ k′ < kならば、πn({1, θ}∆+
n ), πn({1, θ}C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k).

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。

定理 2.3 ([2]) 自然数 nを 2の冪 2kと奇数 lの積 2k · lに分解する。

(I) O(n)/{±1n} の極大対蹠部分群は次のいずれかに共役である。πn(C(s, n))
(0 ≤ s ≤ k). ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。

(II) nが偶数のとき、SO(n)/{±1n}の極大対蹠部分群は次のいずれかに共役で
ある。

(1) k = 1の場合、πn(∆+
n ), πn(D

+[4]⊗∆l). ただし、n = 2の場合はπ2(∆
+
2 )

を除く。

(2) k ≥ 2の場合、πn(∆+
n ), πn(C(s, n)) (1 ≤ s ≤ k). ただし、(s, n) =

(k − 1, 2k)の場合を除き、n = 4の場合はさらに π4(∆
+
4 )を除く。

(III) Sp(n)/{±1n}の極大対蹠部分群は次のいずれかに共役である。
πn(Q[8] · C(s, n)) (0 ≤ s ≤ k). ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。

3 古典型コンパクトLie環の自己同型群
古典型コンパクト Lie環の自己同型群の極大対蹠部分群の分類結果を述べる。

定理 3.1 ([3]) 自然数 nを 2の冪 2kと奇数 lの積 2k · lに分解する。

(I) Aut(su(n))の単位元を eで表し、τ : su(n) → su(n) ; X 7→ X̄ によって τ を
定める。Aut(su(n))の極大対蹠部分群は次のいずれかに共役である。

{e, τ}Ad(D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k).

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。



(II) Aut(o(n))の極大対蹠部分群は次のいずれかに共役である。

Ad(D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k).

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。

(III) Aut(sp(n))の極大対蹠部分群は次のいずれかに共役である。

Ad(Q[8] ·D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k).

ただし、(s, n) = (k − 1, 2k)の場合を除く。

この定理はおおむね前節の結果から得られるが、Aut(su(n))の場合は

Aut(su(n)) = Ad(U(n)) ∪ τAd(U(n))

が成り立ち、前節の結果はAd(U(n))にしか適用できない。そこで、Aut(su(n))に
Hermann作用を利用して得られる非連結コンパクトLie群の元の標準形を使って、
上記定理の (I)の分類結果を得る。

4 例外型コンパクトLie群G2

例外型コンパクト Lie群G2の極大対蹠部分群の分類結果を述べる。例外型コン
パクト Lie群G2はルート系の形から、同型類はただ一つであり単連結なものだけ
で中心は単位元だけである。
G2の単位元 eにおける点対称の不動点集合 F (se, G2)は

F (se, G2) = {e} ∪M+
1 , M+

1
∼= G2/SO(4)

となり、任意の点 o ∈M+
1 に対して

F (so,M
+
1 ) = {o} ∪M+

1,1, M+
1,1

∼= S2 × S2/Z2

が成り立つ。S2 ×S2/Z2の極大対蹠集合は、{[e1,±f1], [e2,±f2], [e3,±f3]} に合同
であり、大対蹠集合である。ここで、e1, e2, e3 ∈ S2は第一因子の S2の互いに直交
する元であり、f1, f2, f3 ∈ S2は第二因子のS2の互いに直交する元である。これら
より、次の定理を得る。

定理 4.1 ([4]) M+
1 の極大対蹠集合は {o, [e1,±f1], [e2,±f2], [e3,±f3]} に合同にな

り、大対蹠集合である。G2の極大対蹠部分群は {e, o, [e1,±f1], [e2,±f2], [e3,±f3]}
に共役になり、大対蹠部分群である。特に、r2G2 = 3が成り立つ。



G2を八元数Oの自己同型群として実現することにより、上記のG2の極大対蹠
部分群を具体的に表示する。四元数をHで表し、Cayley-Dickson processにより
OをO = H ×Hで定義して

(m, a)(n, b) = (mn− ba, an+ bm) ((m, a), (n, b) ∈ O)

によりOの積を定める。

Aut(O) = {α ∈ GLR(O) | α(xy) = (αx)(αy);x, y ∈ O}

によってAut(O)を定めると、Aut(O)はG2に同型であることがわかる。そこで
Aut(O)をG2と同一視する。(p, q) ∈ Sp(1)2 ⊂ Oに対して

ψ(p, q)(m, a) = (qmq, paq) ((m, a) ∈ O)

によってψ(p, q) ∈ GLR(O)を定める。するとψ(p, q) ∈ G2となり、ψは Sp(1)2か
らG2への準同型写像になる。さらに γ = ψ(1,−1)とおくと、γ ∈M+

1 が成り立ち、

M+
1 = {gγg−1 | g ∈ G2} ∼= G2/ψ(Sp(1)

2),

ψ(Sp(1)2) = {g ∈ G2 | gγg−1 = γ} ∼= SO(4)

を確認できる。定理 4.1の oを γとすると、

M+
1,1 = {ψ(p, q) | p2 = q2 = −1} ∼= S2 × S2/Z2

となり、M+
1,1の極大対蹠集合は {ψ(i,±i), ψ(j,±j), ψ(k,±k)}に合同になる。こ

れらより、次の定理を得る。

定理 4.2 ([4]) M+
1 の極大対蹠集合は {ψ(1,−1), ψ(i,±i), ψ(j,±j), ψ(k,±k)} に

合同になる。G2の極大対蹠部分群は {ψ(1,±1), ψ(i,±i), ψ(j,±j), ψ(k,±k)}に共
役になる。
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