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1. Introduction

M: コンパクトRiemann対称空間

sx: xにおける点対称

i.e., (i) sx はMの等長変換, (ii) sx2 = id, (iii) x

はsxの孤立不動点

S ⊂ M: 部分集合

S: 対蹠集合 def⇐⇒ ∀x, y ∈ S, sx(y) = y

Mの2-number #2M

#2M := max{|S| | S ⊂ M 対蹠集合}
S: 大対蹠集合 def⇐⇒ |S| = #2M

(Chen-Nagano 1988)



例 (1) M = Sn (⊂ Rn+1)

x ∈ Snに対して{x,−x}は大対蹠集合, #2S
n = 2　

(2) M = RPn

e1, . . . , en+1: Rn+1の正規直交基底

{⟨e1⟩R, . . . , ⟨en+1⟩R}: 大対蹠集合, #2RPn = n+1

(3) M = U(n) sx(y) = xy−1x

s1n(y) = y ⇔ y2 = 1n (1n: 単位行列)

x2 = y2 = 1n ⇒ sx(y) = y iff xy = yx
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: 大対蹠集合, #2U(n) = 2n



注意: 一般に極大対蹠集合は大対蹠集合とは限らない

(田崎-T. 2013) 対称R空間Mに対して次が成立

(i) Mの任意の対蹠集合はある大対蹠集合に含まれる

(ii) Mの任意の二つの大対蹠集合はI0(M)合同

(iii) Mの大対蹠集合は然るべきWeyl groupの軌道

注意: Sn,RPn, U(n)は対称R空間



対称R空間Lは、あるコンパクト型Hermite対称空間

Mの実形

i.e., ∃τ : Mの対合的反正則等長変換 s.t.

L = F (τ,M) := {x ∈ M | τ(x) = x} (連結)

(田崎-T. 2012)

M: コンパクト型Hermite対称空間

L1, L2: Mの実形, L1 ⋔ L2

⇒ L1 ∩ L2はLi (i = 1,2)の対蹠集合

さらに, L1, L2が合同ならばL1 ∩ L2は大対蹠集合



Chen-Nagano は殆ど全てのコンパクトRiemann

対称空間について#2Mを決定

証明では、一部、対蹠集合の構造を解析してはいるが、

対蹠集合の元の個数の評価が主

目標：コンパクトRiemann対称空間（特に、対称R空

間ではない場合)の極大対蹠集合の分類

対称R空間ではない場合の例: 有向実Grassmann多

様体G̃k(Rn), k ≥ 3 (k = 3,4の場合は田崎), Spin(n),

n ≥ 7, 古典型コンパクトLie群Gの商群G/Γ (Gが古

典型の場合は田崎-T.), 例外型コンパクトLie群 (G2

の場合は田崎-保倉-T.)など



2. 古典型コンパクトLie群の商群の極大対蹠部分群

G: 両側不変計量をもつコンパクトLie群

x ∈ G, sx(y) = xy−1x (y ∈ G)

e：Gの単位元

se(y) = y ⇔ y2 = e

x2 = y2 = eのとき、sx(y) = y ⇔ xy = yx

e ∈ S ⊂ G：極大対蹠集合 ⇒ Sは部分群

S ∼= Z2 × · · · × Z2︸ ︷︷ ︸
r

|S| = 2r

r ≥ rank(G) (r > rank(G) も起こり得る)



∆n :=




±1

. . .

±1




⊂ O(n)

∆±
n := {g ∈ ∆n | det g = ±1}

O(n), U(n), Sp(n)の極大対蹠部分群(MAS)は∆n

に共役であり、SO(n), SU(n)のMASは∆+
n に共役

#2O(n) = #2U(n) = #2Sp(n) = 2n

#2SO(n) = #2SU(n) = 2n−1



D[4] :=


±1 0
0 ±1

 ,
 0 ±1
±1 0


 (二面体群)

n = 2k · l, lは奇数

0 ≤ s ≤ kなるsに対して

D(s, n) := D[4]⊗ · · · ⊗D[4]︸ ︷︷ ︸
s

⊗∆n/2s ⊂ O(n)

= {d1 ⊗ · · · ⊗ ds ⊗ d0

| d1, . . . , ds ∈ D[4], d0 ∈ ∆n/2s}

Q[8] := {±1,±i,±j,±k}
i2 = j2 = k2 = −1,

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j



定理 1（田崎-T. 2017）

G̃ = U(n), O(n), Sp(n)

G = U(n)/{±1n}, O(n)/{±1n}, Sp(n)/{±1n}
πn : G̃ → G : 自然な射影

(I) G=O(n)/{±1n}のMASは次の何れかに共役

πn(D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合は除く

(II) G=U(n)/{±1n}のMASは次の何れかに共役

πn({1,
√
−1}D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合は除く



(III) G=Sp(n)/{±1n}のMASは次の何れかに共役

πn(Q[8] ·D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合は除く

注意: ∆2 ⊊ D[4]より

D(k − 1,2k) = D[4]⊗ · · · ⊗D[4]︸ ︷︷ ︸
s

⊗∆2

⊊ D[4]⊗ · · · ⊗D[4]︸ ︷︷ ︸
s

⊗D[4] = D(k,2k)

Griess (1991), Yu (2013) は代数群の基本アーベ

ルp部分群の共役類を代数的な手法で分類した。対蹠部

分群は基本アーベル2部分群に他ならない。



3. 基本方針

定理1を利用して、コンパクト型Riemann対称空間の

極大対蹠部分集合を分類するための基本方針を述べる。

G: コンパクトLie群 e: 単位元

M: F (se, G) = {g ∈ G | se(g) = g}の正次元の連結
成分の一つ （MはGのeに関する極地）

x ∈ Mに対してsx|MがMの点対称になりMはRie-

mann対称空間

M =
∪

g∈G
Ig(x)

ここで、Igはgが定めるGの内部自己同型写像

I0(M) = {Ig|M | g ∈ G}



A ⊂ Mを極大対蹠集合とする

A ∪ {e}はGの対蹠集合

Ã: A ∪ {e}を含むGの極大対蹠部分群

A = M ∩ Ã

B0, B1, . . . , Bk: Gの極大対蹠部部群の各共役類の代表

0 ≤ ∃s ≤ k, ∃g ∈ G s.t. Ã = Ig(Bs)

A = M ∩ Ig(Bs) = Ig(M ∩Bs)

AはM内でM ∩BsとI0(M)合同

Mの極大対蹠集合のI0(M)合同類の代表の候補は

M ∩B0,M ∩B1, . . . ,M ∩Bk



4. CI(n)及びCI(n)∗の極大対蹠集合

CI(n) := {x ∈ Sp(n) | x2 = −1n} ∼= Sp(n)/U(n)

コンパクト型Hermite対称空間

i∆n ⊂ CI(n)はSp(n)の極大対蹠集合、したがって、

CI(n)の極大対蹠集合（合同を除いて唯一）

Sp(n)∗ := Sp(n)/{±1n}, e := πn(1n)

−1nによる積はCI(n)を保つ

CI(n)∗ := πn(CI(n)) = CI(n)/{±1n}
CI(n)∗ ⊂ Sp(n)∗はeに関する極地　

πn : Sp(n) → Sp(n)∗ 自然な射影



CI(n)∗ ∩ πn(Q[8] ·D(s, n))

= πn(CI(n) ∩Q[8] ·D(s, n))

= πn({g ∈ Q[8] ·D(s, n) | g2 = −1n})
= πn(ND(s, n) ∪ {i, j, k}PD(s, n))

PD(s, n) := {d ∈ D(s, n) | d2 = 1n}
ND(s, n) := {d ∈ D(s, n) | d2 = −1n}

定理 2 (田崎-Yu-T.) CI(n)∗のMASは次の何れか

に合同

πn(ND(s, n) ∪ {i, j, k}PD(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合は除く



5. Gm(Kn)及びGm(K2m)∗の極大対蹠集合

K = R,C,H

O(n,K) :=



O(n) (K = R)
U(n) (K = C)
Sp(n) (K = H)

Gm(Kn): Kn内のm次元K部分空間からなるGrass-

mann多様体 (2m ≤ n) （これらは対称R空間）

Gm(Kn) = O(n,K)/O(m,K)×O(n−m,K)

埋め込みGm(Kn) ∋ x 7→ 1x − 1x⊥ ∈ O(n,K)の像M

は



F (se, O(n,K)) =
∪

0≤k≤n

∪
g∈O(n,K)

g

1k
−1n−k

 g−1

の連結成分(k = m)に一致しeに関する極地

O(n,K)の極大対蹠部分群は∆nに共役

M ∩∆n

=




ε1

. . .

εn

 ∈ ∆n

∣∣∣∣∣ |{i | εi = 1}| = m

|{j | εj = −1}| = n−m





以下では、n = 2mの場合を考える。

γ : Gm(K2m) → Gm(K2m), γ(x) = x⊥

Gm(K2m)∗ := Gm(K2m)/{id, γ}
Gm(K2m)∗ ⊂ O(2m,K)∗ := O(2m,K)/{±12m}は
eに関する極地

π2m : O(2m,K) → O(2m,K)∗ 自然な射影

2m = 2k · l, lは奇数

以下では、MASは極大対蹠集合を表す。



定理 3 (田崎-Yu-T.) (I) Gm(R2m)∗のMASは次

の何れかに合同

π2m({d1 ⊗ · · · ⊗ ds ⊗ d0 ∈ PD(s,2m) |
∃di(0 ≤ i ≤ s) Trdi = 0}) (0 ≤ s ≤ k)

だたし、(s,2m) = (k − 1,2k)の場合は除く

(II) Gm(C2m)∗のMASは次の何れかに合同

π2m({d1 ⊗ · · · ⊗ ds ⊗ d0 ∈ PD(s,2m) |
∃di(0 ≤ i ≤ s) Trdi = 0} ∪

√
−1ND(s,2m))

(0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s,2m) = (k − 1,2k)の場合は除く



(III) Gm(H2m)∗のMASは次の何れかに合同

π2m({d1 ⊗ · · · ⊗ ds ⊗ d0 ∈ PD(s,2m) |
∃di(0 ≤ i ≤ s) Trdi = 0}∪{i, j, k}ND(s,2m))

(0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s,2m) = (k − 1,2k)の場合は除く



6. DIII(n)及びDIII(n)∗の極大対蹠集合

C := {g ∈ SO(2n) | g2 = −12n}
SO(2n)の12n,−12nに関する中心体

C =
∪

g∈SO(2n)
g



J1
J1

. . .

J1


g−1

∪ ∪
g∈SO(2n)

g



−J1
J1

. . .

J1


g−1



J1 :=

0 −1
1 0



DIII(n) :=
∪

g∈SO(2n)
g



J1
J1

. . .

J1


g−1

∼= SO(2n)/U(n)

α: diag(−1,1, . . . ,1) ∈ O(2n)による共役

C = DIII(n) ∪ α(DIII(n))

Γn :=





ϵ1J1
ϵ2J1

. . .

ϵnJ1


∣∣∣∣∣ϵi = ±1, ϵ1 · · · ϵn = 1





Γn ⊂ DIII(n)はSO(2n)の対蹠集合

#2DIII(n) = 2n−1 = |Γn|よりΓnはDIII(n)の極

大対蹠集合（合同を除いて唯一）

SO(2n)∗ = SO(2n)/{±12n}
π2n : SO(2n) → SO(2n)∗ 自然な射影

nが奇数の場合

−12nによる積でDIII(n)とα(DIII(n))は写り合う

π2n(DIII(n)) ∼= DIII(n)

nが偶数の場合

−12nによる積はDIII(n), α(DIII(n))を各々保つ

π2n(DIII(n)) = DIII(n)/{±12n}



DIII(n)∗ := DIII(n)/{±12n}はSO(2n)∗のeに関

する極地

CI(n)のときと異なり中心体が連結でないため、SO(2n)∗

の極大対蹠部分群の分類結果を用いてDIII(n)∗のMAS

を求める際に、DIII(n)の元とα(DIII(n))の元を区

別する指標が必要になるが、Pfaffianが利用できる。

DIII(2)∗ ∼= RP2

DIII(4)∗ ∼= G2(R8)

nが6以上の偶数の場合を考える。



定理 4 (田崎-Yu-T.) (1) DIII(6)∗のMASは次

の何れかに合同

{π12(J1 ⊗ d) | d ∈ ∆−
6 },

{π12(J1 ⊗ d1 ⊗ d0) | d1 ∈ {I1,K1}, d0 ∈ ∆3}
∪{π12(12 ⊗ J1 ⊗ d0) | d0 ∈ ∆3}

ここで、I1 =

−1 0
0 1

 , K1 =

0 1
1 0



(2) DIII(8)∗のMASは次の何れかに合同

{π16(J1 ⊗ d) | d ∈ ∆+
8 },

π16(ND(2,16)),

π16(ND(4,16))



(3) n = 4m+2(m ≥ 2)のとき、DIII(n)∗のMAS

は次の何れかに合同

{π2n(J1 ⊗ d) | d ∈ ∆−
n }

{π2n(J1⊗d1⊗d0) | d1 ∈ {I1,K1}, d0 ∈ ∆2m+1}
∪{π2n(12 ⊗ J1 ⊗ d0) | d0 ∈ ∆2m+1}

(4) n = 4m (m ≥ 3)のとき、DIII(n)∗のMASは

次の何れかに合同

{π2n(J1 ⊗ d) | d ∈ ∆+
n },

π2n(ND(s,2n)) (2 ≤ s ≤ k),

ただし、(s,2n) = (k − 1,2k)の場合は除く


