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Kähler多様体において対合的反正則等長変換の不動点集合の連結成分として与えられる
全測地的 Lagrange部分多様体を実形と呼ぶ．田崎 [10]および田中-田崎 [7, 8, 9]はコンパ
クト型Hermite対称空間M の二つの実形L0, L1の交叉の構造を調べ，離散的に交わるなら
ば，その交叉L0 ∩L1はL0およびL1の対蹠集合になることを示した．ここで，対蹠集合と
はコンパクト対称空間M の部分集合Aで，各点 x ∈ Aにおける点対称 sxによってAのす
べての点が固定されるものであり，Chen-長野 [1]により導入された概念である．交叉の対
蹠性は，実形の Floerホモロジーの研究において本質的な役割を果たす．論文 [4]では，交
叉の対蹠性を応用し，Kähler-Einstein計量をもつコンパクト型Hermite対称空間内におい
て横断的に交わる二つの実形に対する Z2係数 Floerホモロジーを求めた．この研究を，よ
り一般の等質Kähler多様体内の実形の交叉と Floerホモロジーの研究へと発展させること
を目標とする．
連結コンパクト半単純 Lie群Gの随伴表現の軌道はG不変なKähler構造をもち，複素旗

多様体と呼ばれる．複素旗多様体M に対して，Gのイソトロピー部分群の中心として与え
られるトーラス部分群の作用を用いて対蹠集合の概念を定義する．このとき，M の極大対
蹠集合はGのWeyl群の軌道として特徴付けられ，特にすべての極大対蹠集合は互いに合同
になる（定理 1.2）．(G,K)をコンパクト型対称対とする．対称空間G/K の線形イソトロ
ピー表現の軌道は複素旗多様体に実形として埋め込まれ，実旗多様体と呼ばれる．定理 1.5

では，複素旗多様体M 内において二つの実旗多様体 L0と L1の交叉 L0 ∩L1が離散的にな
るための必要十分条件を与え，離散的であるとき交叉はあるWeyl群の軌道となり，M の対
蹠集合になることを述べる．さらに，実形の交叉の対蹠性の応用として，複素旗多様体内の
二つの実形に対して，横断的な交叉が Z2係数 Floerホモロジーを生成することが示される
（定理 2.1）．また，その系として，L0と L1のHamilton変形の下での交点数の下からの評
価を得る（系 2.2）．
本稿の内容は井川治氏（京都工芸繊維大学），入江博氏（茨城大学），奥田隆幸氏（広島

大学），田崎博之氏（筑波大学）との共同研究（[3]）に基づく．研究集会「部分多様体幾何
とリー群作用 2016」において，入江氏が共同研究に関して発表を行い，二つの実形が合同
な場合の交叉の対蹠性と Floerホモロジーへの応用について解説を行った．本稿ではその後
の共同研究の進展について，特に二つの実形が合同とは限らない場合について解説する．

∗e-mail: sakai-t@tmu.ac.jp
本研究は科学研究費 (基盤研究 (C)課題番号:17K05223)の助成を受けたものである．
本稿は 2018年 9月 3日–9月 4日に東京理科大学森戸記念館において開催された研究集会「部分多様体幾

何とリー群作用 2018」での講演の記録である．

1



1 複素旗多様体の実形の交叉

Gを連結コンパクト半単純 Lie群とする．Gの Lie環 g の元 x0(̸= 0)をとり，Gの随伴表
現による x0の軌道を

M = Ad(G)x0 ⊂ g

と表す．gにKilling形式の−1倍によってG不変内積 ⟨·, ·⟩を定めることにより，MをEuclid

空間 g内の等質部分多様体とみることができる．X ∈ gに対して，M 上のベクトル場X∗を

X∗
x :=

d

dt

∣∣∣
t=0

Ad(exp tX)x = [X,x] = −ad(x)X (x ∈M)

と定める．GはM に推移的に作用するので，M の点 xにおける接ベクトル空間 TxM は
X∗

x (X ∈ g)によって張られる．すなわち，TxM は gの部分空間として

TxM = [g, x] = Im(ad(x)) ⊂ g

と表される．さらに，直交直和分解

g = Im(ad(x))⊕Ker(ad(x)) (1.1)

によって，Ker(ad(x))は g内におけるM の法ベクトル空間 T⊥
x M となる．

x0を固定するGのイソトロピー部分群を

Gx0 := {g ∈ G | Ad(g)x0 = x0}

とおくと，M = Ad(G)x0は等質空間G/Gx0 と微分同型になる．Gx0 の Lie環 gx0 は

gx0 = {X ∈ g | [X,x0] = 0} = Ker(ad(x0)).

となり，gの直交直和分解 (1.1)により，G/Gx0 の原点 o := Gx0 における接ベクトル空間は
Im(ad(x0))と同一視される．
M 上において

ω(X∗
x, Y

∗
x ) := ⟨x, [X,Y ]⟩ (x ∈M, X, Y ∈ g)

によって定められるωはG不変なシンプレクティック形式となり，Kirillov-Kostant-Souriau

形式と呼ばれる．M 上には ω と適合する G不変な標準的複素構造 J0 が一意的に定まり，
ω(·, J0·) は M 上の G 不変な Kähler 計量になる．このように与えられたコンパクト等質
Kähler 多様体 (M,J0, ω) を複素旗多様体と呼ぶ．逆に，任意の単連結なコンパクト等質
Kähler多様体は複素旗多様体として得られることが知られている．

定義 1.1. x ∈ M に対して，xを固定するGのイソトロピー部分群Gxの中心を Z(Gx)と
表す．y ∈M がすべての g ∈ Z(Gx)についてAd(g)y = yを満たすとき，yは xの対蹠点で
あると言う．さらに，M の部分集合Aは任意の x, y ∈ Aについて yが xの対蹠点であると
き対蹠集合と呼ばれる．

次の定理により，複素旗多様体M の極大対蹠集合はGのWeyl群の軌道として特徴付け
られる．
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定理 1.2. x, y ∈ M に対して，yが xの対蹠点となるための必要十分条件は [x, y] = 0を満
たすことである．M の任意の極大対蹠集合Aに対して，gのある極大可換部分環 tが存在
して，A =M ∩ tが成り立つ．特に，M のすべての極大対蹠集合はGの随伴作用によって
互いに合同である．

注意 1.3. 一般に複素旗多様体には k対称空間の構造が入る．定理 1.2により，定義 1.1で与
えた対蹠集合は，k対称空間の点対称を用いて定めた対蹠集合と一致することが分かる（cf

[5]）．特に，M がコンパクト型Hermite対称空間の場合はChen-長野 [1]によって与えられ
たコンパクト対称空間の対蹠集合の概念と一致する．

複素旗多様体内において二つの実形を考える．(G,K0,K1)をコンパクト対称三対とする．
すなわち，Ki (i = 0, 1)はともに連結コンパクト半単純 Lie群 Gの対称部分群であるとす
る．Kiを定めるGの対合を θiとし，それらの微分として与えられる gの対合も同じ記号 θi

で表す．θiによりGの Lie環 gを

g = k0 ⊕ p0 = k1 ⊕ p1

と二通りに標準分解する．ここで，kiはKiの Lie環であり，pi = {X ∈ g | θi(X) = −X}で
ある．M = Ad(G)x0の基点 x0が p0 ∩ p1に含まれるとする．このとき，τi := −θi|M はM

の対合的反正則等長変換を定め，これらの固定点集合として与えられる実形 Li := M ∩ pi

を実旗多様体と呼ぶ．LiにはKiが推移的に作用し，Li = Ad(Ki)x0となる．
次に，g ∈ Gに対して二つの実形の交叉 L0 ∩ Ad(g)L1を考える．x0を含む p0 ∩ p1内の

極大可換部分空間 aをとり，Gのトーラス部分群AをA = exp aと定めると，G = K0AK1

が成り立つ．このとき，g = g0ag1 (g0 ∈ K0, a ∈ A, g1 ∈ K1)と表すと，

L0 ∩Ad(g)L1 = L0 ∩Ad(g0ag1)L1 = Ad(g0)(L0 ∩Ad(a)L1)

が成り立つ．したがって，a = expH (H ∈ a)の場合の交叉 L0 ∩ Ad(a)L1を考えれば十分
である．さらに，

L0 ∩Ad(a)L1 = (M ∩ p0) ∩Ad(a)(M ∩ p1) =M ∩ (p0 ∩Ad(a)p1)

であるから，p0 ∩Ad(a)p1 を調べることが本質的である．
以降では，二つの対合の可換性 θ0θ1 = θ1θ0を仮定する．多くの場合はこの条件を満たす．

このとき，gの二つの標準分解は同時に

g = (k1 ∩ k2)⊕ (p1 ∩ p2)⊕ (k1 ∩ p2)⊕ (k2 ∩ p1)

と分解される．α ∈ aに対して，gCの部分空間 g(a, α)を

g(a, α) = {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1⟨α,H⟩X (H ∈ a)}

によって定め，Σ̃ := {α ∈ a \ {0} | g(a, α) ̸= {0}}とおく．Σ̃は aのルート系になる．さら
に，ϵ = ±1に対して，g(a, α)の部分空間 g(a, α, ϵ)を

g(a, α, ϵ) = {X ∈ g(a, α) | θ0θ1X = ϵX}
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によって定め，Σ := {α ∈ Σ̃ | g(a, α, 1) ̸= {0}}, W := {α ∈ Σ̃ | g(a, α,−1) ̸= {0}} とおく．
g(a, α)は θ0θ1不変であるから，

g(a, α) = g(a, α, 1)⊕ g(a, α,−1)

と分解される．ここで定められた (Σ̃,Σ,W )を対称三対∗と呼ぶ（[2]）．aのルート系 Σ̃の基本
系を一つ取り，Σ̃の正のルート系全体の集合を Σ̃+と表す．また，これによりΣ+ := Σ̃+∩Σ,

W+ := Σ̃+ ∩W とおく
θ0θ1 = θ1θ0と仮定しているので，θ0θ1はG上の対合になり，これで固定されるGの閉部

分群をG01 = F (θ0θ1, G)とおく．また，G01上では θ0 = θ1となり，G01の対合 θ0で固定
される閉部分群をK01 = F (θ0, G01)とおく．このとき，G01とK01の Lie環はそれぞれ次
で与えられる．

g01 = (k0 ∩ k1)⊕ (p0 ∩ p1), k01 = k0 ∩ k1.

コンパクト対称対 (G01,K01)の aに関する制限ルート系は Σと一致する．λ ∈ Σに対して，
p0 ∩ p1の部分空間 pλ と k0 ∩ k1の部分空間 kλを次で定める．

pλ = {X ∈ p0 ∩ p1 | [H, [H,X]] = −⟨λ,H⟩2X (H ∈ a)},
kλ = {X ∈ k0 ∩ k1 | [H, [H,X]] = −⟨λ,H⟩2X (H ∈ a)}.

さらに，k0 ∩ k1の Lie部分環 k(0)を

k(0) = {X ∈ k0 ∩ k1 | [a, X] = {0}}

で定める．このとき，k0 ∩ k1と p0 ∩ p1はそれぞれ次のように直交直和分解される．

k0 ∩ k1 = k(0)⊕
∑
λ∈Σ+

kλ, p0 ∩ p1 = a⊕
∑
λ∈Σ+

pλ.

次に，k0∩p1の部分空間V (k0∩p1), V ⊥(k0∩p1)と p0∩k1の部分空間V (p0∩k1), V ⊥(p0∩k1)
を

V (k0 ∩ p1) = {X ∈ k0 ∩ p1 | [a, X] = {0}},
V (p0 ∩ k1) = {X ∈ p0 ∩ k1 | [a, X] = {0}},
V ⊥(k0 ∩ p1) = {X ∈ k0 ∩ p1 | X ⊥ V (k0 ∩ p1)},
V ⊥(p0 ∩ k1) = {X ∈ p0 ∩ k1 | X ⊥ V (p0 ∩ k1)}

で定め，α ∈ W に対して V ⊥(k0 ∩ p1)の部分空間 V ⊥
α (k0 ∩ p1)と V ⊥(p0 ∩ k1)の部分空間

V ⊥
α (p0 ∩ k1)を

V ⊥
α (k0 ∩ p1) = {X ∈ V ⊥(k0 ∩ p1) | [H, [H,X]] = −⟨α,H⟩2X (H ∈ a)},
V ⊥
α (p0 ∩ k1) = {X ∈ V ⊥(p0 ∩ k1) | [H, [H,X]] = −⟨α,H⟩2X (H ∈ a)}

∗ここで定めた (Σ̃,Σ,W )は正確には [2]によって与えられた対称三対の公理を満たすとは限らない．実際，
Σ̃は aの既約ルート系になるとは限らないし，θ0 = θ1 の場合はW = ∅となる．しかし，ここでは (G,K0,K1)

から定まる (Σ̃,Σ,W ) を対称三対と呼ぶことにする．
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で定める．このとき，k0 ∩ p1と p0 ∩ k1はそれぞれ次のように直交直和分解される．

k0 ∩ p1 = V (k0 ∩ p1)⊕
∑

α∈W+

V ⊥
α (k0 ∩ p1), p0 ∩ k1 = V (p0 ∩ k1)⊕

∑
α∈W+

V ⊥
α (p0 ∩ k1).

以上の準備の下で，a = expH (H ∈ a)に対して p0 ∩Ad(a)p1は次のように表される．

p0 ∩Ad(a)p1 = a⊕
∑
λ∈Σ+

⟨λ,H⟩∈πZ

pλ ⊕
∑

α∈W+

⟨α,H⟩∈π
2 +πZ

V ⊥
α (p0 ∩ k1). (1.2)

aの部分集合 aregを

areg :=
∩
λ∈Σ
α∈W

{
H ∈ a

∣∣∣⟨λ,H⟩ /∈ πZ, ⟨α,H⟩ /∈ π

2
+ πZ

}

で定め，aregに含まれる aの元を (Σ̃,Σ,W )に関する正則元と呼ぶ．

注意 1.4. コンパクト対称空間G/K0へのK1の等長作用およびG/K1へのK0作用をHer-

mann作用と呼ぶ．GからG/Kiへの自然な射影をπiと表す．このとき，a = expH (H ∈ a)

に対して，π0(a) ∈ G/K0を通るK1軌道（resp. π1(a) ∈ G/K1を通るK0軌道）が正則軌
道になるための必要十分条件はH が (Σ̃,Σ,W )に関する正則元になることである（[2]）．

(1.2)より，H ∈ aregであるとき，

L0 ∩Ad(a)L1 =M ∩ (p0 ∩Ad(a)p1) =M ∩ a

となる．これから下の定理 1.5を示すことができる．定理を述べるためにいくつか記号を準
備する．aのルート系 Σ̃のWeyl群をW (Σ̃)と表す．aを含む pi 内の極大可換部分空間 ai

をとり，(G,Ki)の aiに関する制限ルート系を Riと表し，RiのWeyl群をW (Ri)と表す．
θ0θ1 = θ1θ0の仮定から，[a0, a1] = {0}となる．ゆえに，a0と a1を含む gの極大可換部分
環 tを取り，Gの tに関するルート系を∆と表し，∆のWeyl群をW (∆)と表す．

定理 1.5 ([3]). 二つの実形の交叉 L0 ∩ Ad(a)L1 (a = expH,H ∈ a)が離散的になるため
の必要十分条件はH が (Σ̃,Σ,W )に関する正則元になることである．また，離散的な交叉
L0 ∩Ad(a)L1はM の対蹠集合になり，

L0 ∩Ad(a)L1 =M ∩ a =W (Σ̃)x0 =W (R0)x0 ∩ a =W (R1)x0 ∩ a =W (∆)x0 ∩ a

と表される．

2 実旗多様体のLagrange Floerホモロジー

シンプレクティック多様体内の二つの Lagrange部分多様体に対しては，これらを境界条
件とする holomorphic stripのモジュライ空間から定まる不変量として Floerホモロジーを
考えることができる．ここではまず，単調な Lagrange部分多様体の Floerホモロジーの構
成について説明する（cf. [6]）．(M,ω)を閉シンプレクティック多様体，L0と L1をM の
（必ずしもHamilton同位とは限らない）閉 Lagrange部分多様体とし，L0と L1は横断的に
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交わると仮定する．このとき，交叉L0 ∩L1の各元を生成系とする自由Z2加群をC(L0, L1)

と表す．
M 上のシンプレクティック形式 ωと適合した概複素構造の 1パラメータ族 J = {Jt}0≤t≤1

をとる．R × [0, 1] を s +
√
−1t を座標系とする C の部分集合とみなしたとき，写像 u :

R× [0, 1] →M で，方程式

∂̄Ju :=
∂u

∂s
+ Jt(u)

∂u

∂t
= 0

と境界条件

u(·, 0) ∈ L0, u(·, 1) ∈ L1,

u(−∞, ·), u(+∞, ·) ∈ L0 ∩ L1

を満たすものを J-holomorphic stripという．
交点 p ∈ L0∩L1を発し q ∈ L0∩L1に入る J-holomorphic strip全体の集合をM̃J(L0, L1 :

p, q)と表す．さらに，

M̃J(L0, L1) :=
∪

p,q∈L0∩L1

M̃J(L0, L1 : p, q)

と定める．概複素構造の 1パラメータ族Jは，∂̄Jの線形化Du∂̄Jがすべてのu ∈ M̃J(L0, L1)

について全射であるとき，regularであるという．J が regularであるとき，各 M̃J(L0, L1 :

p, q)の各連結成分は有限次元の滑らかな多様体になる．
J-holomorphic strip u ∈ M̃J(L0, L1 : p, q)に対しては，任意の s0 ∈ Rについてu(·+s0, ·)

も M̃J(L0, L1; p, q)の元になる．したがって，M̃J(L0, L1：p, q)は自由なR作用をもつ．そ
こで，この R作用で割ったモジュライ空間

MJ(L0, L1 : p, q) := M̃J(L0, L1 : p, q)/R,

MJ(L0, L1) := M̃J(L0, L1)/R

を定める．J-holomorphic strip u ∈ M̃J(L0, L1)でその同値類 [u]がMJ(L0, L1)の 0次元
連結成分の一つであるとき，uおよびその同値類 [u]孤立軌道と呼ぶ．
CF (L0, L1)上の境界作用素 ∂ : CF (L0, L1) → CF (L0, L1)を

∂(p) =
∑

q∈L0∩L1

n(p, q) · q

により定義する．ここで，n(p, q)はMJ(L0, L1 : p, q)内の孤立軌道の個数をmod 2で数え
たものである．このとき，∂ ◦ ∂ = 0が成り立てば，Floerチェイン複体 (CF (L0, L1), ∂)が
構成され，Lagrange部分多様体 L0, L1の Z2係数 Floerホモロジー群

HF (L0, L1 : Z2) := Ker(∂)/Im(∂)

が定義される．Floerホモロジー群 HF (L0, L1 : Z2)は L0, L1 の Hamilton変形で不変で
ある．

前節で述べた設定の下，複素旗多様体 (M,J0, ω)はKähler-Einstein計量 ω(·, J0·)をもつ
とする．これは随伴軌道の基点を取り替えることによって一般性を失うことなく仮定するこ
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とができる．M の二つの実形L0とL1を定めるGの対合 θ0, θ1が可換であるとき，定理 1.5

より，(Σ̃,Σ,W )の定める正則元H ∈ areg をとり，a := expH, L′
1 := Ad(a)L1 とおくと，

L0と L′
1は横断的に交わる．さらに，H ∈ aregを適切に選ぶことにより，M の標準的複素

構造 J0は regularであることが示される．また，M がKähler-Einsteinであることから，M
の実形 L0,L1は単調な Lagrange部分多様体になり，L0と L1の最小Maslov数 ΣL0 と ΣL1

がともに 3以上であると仮定すると，MJ(L0, L1 : p, q)の 0次元部分のコンパクト性，およ
び 1次元部分のコンパクト化が示される．これにより，∂J0 ◦ ∂J0 = 0となり，Z2係数 Floer

ホモロジーHF (L0, L1 : Z2)の定義が正当化される．さらに，交叉の対蹠性から次の結果を
得る．

定理 2.1. 複素旗多様体M はG不変なKähler-Einstein計量 ω(·, J0·)をもつとする．M の
二つの実形 L0, L1の最小Maslov数ΣL0 ,ΣL1 はともに 3以上であると仮定する．このとき，
L1と合同な実形 L′

1で L0と横断的に交わるものが存在し，

HF (L0, L
′
1 : Z2) ∼=

⊕
p∈L0∩L′

1

Z2[p]

が成り立つ．すなわち，離散的な交叉L0 ∩L′
1は Z2係数 FloerホモロジーHF (L0, L

′
1 : Z2)

を生成する．

定理 2.1の系として，二つの実形のHamilton変形の下での交点数に関する次の不等式を
得る．

系 2.2. 定理2.1の設定の下で，φ(L0)とψ(L1)が横断的に交わるようなMの任意のHamilton

イソトピー φ,ψ ∈ Ham(M,ω)に対して，次の不等式が成り立つ．

#
(
φ(L0) ∩ ψ(L1)

)
≥ #(L0 ∩ L′

1) = #
(
W (Σ̃)x0

)
.

定理 2.1の証明の概略
証明のアイデアは，[4]でコンパクト型 Hermite対称空間内の実形の交叉の Floerホモロ

ジーを求めたときと同様に，J-holomorphic stripのモジュライ空間MJ(L0, L1 : p, q) の孤
立軌道の偶数性を示すことである．孤立軌道の偶数性が示されれば，Floerチェイン複体の
境界作用素が ∂ = 0であることになり，実形の交叉が Floerホモロジーの生成系になるこ
とが示される．M がコンパクト型 Hermite対称空間の場合は点 pにおけるM の点対称が
MJ(L0, L1 : p, q)に自由なZ2作用を誘導するため，孤立軌道の偶数性が容易に導かれた．し
かし，複素旗多様体の場合は一般には点対称を考えることはできず，一度にMJ(L0, L1 : p, q)

に自由な Z2作用を定めることができない．そのため次の補題を用意する．

補題 2.3. 定理 2.1の設定の下で，次の条件をみたす gの対合 σが存在する．

(i) σ|gx0 = id.

(ii) σ|[g,x0] ̸= id.

(iii) gの対合 θが−θ(x0) = x0を満たすならば，σθ = θσが成り立つ．
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定理 2.1において，離散的な交叉L0∩L′
1はMの対蹠集合である．また，A = exp aの作用

は x0を固定するのでL0∩L′
1は x0を含む．したがって，定理 1.2より，任意の x1 ∈ L0∩L′

1

について [x0, x1] = 0となり，L0 ∩ L′
1 ⊂ gx0 である．補題 2.3で与えた gの対合 σ はM

の正則等長変換を定める．このとき，σによるM の固定点集合 F (σ,M)の x0を含む連結
成分 F0(σ,M) は再び複素旗多様体になり，L0 ∩ F0(σ,M)および L′

1 ∩ F0(σ,M)はともに
F0(σ,M)の実形になる．このとき，次の補題が示される．

補題 2.4. 任意の x1 ∈ L0 ∩ L′
1に対して次が成り立つ．

(i) u ∈ M̃J0(L0, L
′
1 : x0, x1)について，σ ◦ u ∈ M̃J0(L0, L

′
1 : x0, x1)となる．

(ii) {1, σ} ∼= Z2は

MJ0(L0, L
′
1 : x0, x1) \ {[u] ∈ MJ0(L0, L

′
1 : x0, x1) | u(R× [0, 1]) ⊂ F0(σ,M)}

に自由な Z2作用を定める．

補題 2.4により，

MJ0(L0, L
′
1 : x0, x1) \ {[u] ∈ MJ0(L0, L

′
1 : x0, x1) | u(R× [0, 1]) ⊂ F0(σ,M)}

の 0次元部分は偶数個であることが分かる．さらに残りの，像が F0(σ,M)に含まれる J-

holomorphic stripを調べる必要がある．そのためには，複素旗多様体M1 := F0(σ,M)の二
つの実形 L0 ∩ F0(σ,M)と L′

1 ∩ F0(σ,M) に対して，補題 2.3の σを取り，上と同様の議論
を行う．これを繰り返すと有限回でMkは有限点集合になり，操作が終了する．結論として，
MJ0(L0, L

′
1 : x0, x1)全体の 0次元部分の偶数性が示される．

2.1 例

G = SU(2n)の場合を考える．G上の対合 θ0, θ1を

θ0(g) = ḡ, θ1(g) = JnḡJ
−1
n (g ∈ G),

で定める．ここで，Jn :=

[
O In

−In O

]
であり，Inは n次単位行列を表す．このとき，K0 =

SO(2n), K1 = Sp(n)となる．θ0θ1 = θ1θ0を満たすので，Gの Lie環 g = su(2n)は

g = k0 ⊕ p0 = k1 ⊕ p1

= (k0 ∩ k1)⊕ (p0 ∩ p1)⊕ (k0 ∩ p1)⊕ (p0 ∩ k1)

と分解される．ここで，

p0 = {
√
−1X | X ∈M2n(R), tX = X, traceX = 0},

p1 =

{[
X Y

Ȳ −X̄

] ∣∣∣∣ X,Y ∈Mn(C),
tX̄ = −X, tY = −Y

}
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であり，

p0 ∩ p1 =

{[ √
−1X

√
−1Y

−
√
−1Y

√
−1X

] ∣∣∣∣ X,Y ∈Mn(R)
traceX = 0, tX = X, tY = −Y

}
となる．p0 ∩ p1内の極大可換部分空間 aを次のようにとる．

a =

{
H =

[ √
−1X O

O
√
−1X

] ∣∣∣∣ X = diag(t1, . . . , tn),

t1, . . . , tn ∈ R, t1 + · · ·+ tn = 0

}
.

このとき，コンパクト対称三対 (G,K0,K1)から定まる対称三対 (Σ̃,Σ,W )は次で与えられる．

Σ̃ = Σ =W = {±(ei − ej) | 1 ≤ i < j ≤ n}.

ここで，ei − ej ∈ a (i ̸= j)は ⟨ei − ej ,H⟩ = ti − tj (∀H ∈ a) で定められる．したがって，

areg =
{
H ∈ a

∣∣∣ ⟨ei − ej ,H⟩ ̸∈ π

2
Z (1 ≤ i < j ≤ n)

}
となる．
KはR, C, Hのいずれかであるとする．正の整数 n, n1, . . . , nrは nr+1 := n− (n1 + · · ·+

nr) > 0を満たすものとして，旗多様体 FK
n1,...,nr

(Kn)を

FK
n1,...,nr

(Kn) =

(V1, . . . , Vr)

∣∣∣∣∣
Vj はKnのK部分空間,
dimK Vj = n1 + · · ·+ nj ,

V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vr ⊂ Kn


によって定める．Gの随伴軌道の基点

x0 =

[ √
−1X O

O
√
−1X

]
∈ a

を X = diag(x1In1 , . . . , xr+1Inr+1) であり，xi (i = 1, . . . , r + 1) は互いに異なる実数で
n1x1 + · · ·+ nr+1xr+1 = 0を満たすようにとる．このとき，複素旗多様体

M = Ad(G)x0 ∼= SU(2n)/S(U(2n1)× · · · × U(2nr+1)) ∼= FC
2n1,...,2nr

(C2n)

に二つの実旗多様体

L0 =M ∩ p0 = Ad(K0)x0 ∼= SO(2n)/S(O(2n1)× · · · ×O(2nr+1)) ∼= FR
2n1,...,2nr

(R2n),

L1 =M ∩ p1 = Ad(K1)x0 ∼= Sp(n)/Sp(n1)× · · · × Sp(nr+1) ∼= FH
n1,...,nr

(Hn)

が実形として埋め込まれる．

a = expH, H =

[ √
−1Y O

O
√
−1Y

]
∈ a

とする．ここで，Y = diag(t1, . . . , tn)とし，t1, . . . , tn ∈ Rは t1 + · · ·+ tn = 0を満たすと
する．定理 1.5より，交叉 L0 ∩Ad(a)L1が離散的になるための必要十分条件はH ∈ aregで
あり，そのとき

L0 ∩Ad(a)L1 =W (Σ̃)x0 =W (R1)x0 ∩ a =W (R2)x0 ∩ a =W (∆)x0 ∩ a
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である．この場合は p0 ∩ p1 の極大可換部分空間 aは p1 の極大可換部分空間にもなってお
り，Σ̃ = R1となる．Σ̃およびR1はAn−1型のルート系であり，それらのWeyl群W (Σ̃)と
W (R1)の aへの作用はX = diag(t1, . . . , tn) の対角成分の置換となる．
交叉L0∩Ad(a)L1はFC

2n1,...,2nr
(C2n)の中では次のように表される．C2nにおいて，i, j, k

を
iv =

√
−1v, jv = Jnv̄, kv = ijv (v ∈ C2n)

によって定める．このとき，C2n は Hn と同一視される．この同一視は FH
n1,...,nr

(Hn) の
FC
2n1,...,2nr

(C2n)への埋め込みを与える．C2nの標準基底をv1, . . . , v2nとし，Wi := ⟨vi, vn+i⟩C =

⟨vi⟩H (1 ≤ i ≤ n)とおく．

命題 2.5. a = expH (H ∈ areg)に対して，FR
2n1,...,2nr

(R2n)とaFH
n1,...,nr

(Hn)のFC
2n1,...,2nr

(C2n)

内での交叉は

FR
2n1,...,2nr

(R2n) ∩ aFH
n1,...,nr

(Hn)

∼= {(Wi1 ⊕ · · · ⊕Win1
,Wi1 ⊕ · · · ⊕Win1+n2

, . . . ,Wi1 ⊕ · · · ⊕Win1+···+nr
)

| 1 ≤ i1 < · · · < in1 ≤ n, 1 ≤ in1+1 < · · · < in1+n2 ≤ n, . . . ,

1 ≤ in1+···+nr−1+1 < · · · < in1+···+nr ≤ n,

#{i1, . . . , in1+···+nr} = n1 + · · ·+ nr}

となる．これは FC
2n1,...,2nr

(C2n)の対蹠集合である．

定理 1.2により，

{(⟨vi1 , . . . , vi2n1
⟩C, ⟨vi1 , . . . , vi2n1+2n2

⟩C, . . . , ⟨vi1 , . . . , vi2n1+···+2nr
⟩C)

| 1 ≤ i1 < · · · < i2n1 ≤ 2n, 1 ≤ i2n1+1 < · · · < i2n1+2n2 ≤ 2n, . . . ,

1 ≤ i2n1+···+2nr−1+1 < · · · < i2n1+···+2nr ≤ 2n,

#{i1, . . . , i2n1+···+2nr} = 2n1 + · · ·+ 2nr}

は FC
2n1,...,2nr

(C2n)の極大対蹠集合である．
さらに，定理 2.1により次を得る．

命題 2.6. a = expH (H ∈ areg)に対して，

dimHF (FR
2n1,...,2nr

(R2n), aFH
n1,...,nr

(Hn) : Z2)

= #
(
FR
2n1,...,2nr

(R2n) ∩ aFH
n1,...,nr

(Hn)
)

= dimH∗(F
H
n1,...,nr

(Hn) : Z2)

=
n!

n1!n2! · · ·nr+1!

< dimH∗(F
R
2n1,...,2nr

(R2n) : Z2)

= dimH∗(F
C
2n1,...,2nr

(C2n) : Z2)

=
(2n)!

(2n1)!(2n2)! · · · (2nr+1)!

が成り立つ．
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