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.. Introduction

M : コンパクト Kähler多様体

L0, L1 ⊂M : 実形

i.e. ∃τi : M の対合的反正則等長変換 (i = 0, 1)

s.t. Li = Fix(τi,M)0

全測地的 Lagrange部分多様体
.
問題
..

......

...1 交叉 L0 ∩ L1はいつ離散的になるか？ 対称三対

...2 交叉が離散的であるとき，L0 ∩ L1の構造を明らかにせよ．

対蹠集合

...3 交叉が離散的であるとき，交点数#(L0 ∩ L1)を求めよ．

また，交点数#(L0 ∩L1)は幾何学的にどんな意味を持つか？

Floerホモロジー

...4 Lagrange交叉に関する Arnold-Givental型不等式への応用
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M = CP 1

L0
∼= L1

∼= RP 1

L0 ⋔ L1のとき

L0 ∩ L1 = {x,−x} 対蹠点
#(L0 ∩ L1) = 2

= dimH∗(RP 1,Z2)

#(L0 ∩ ϕL1) ≥ 2

for ∀ϕ ∈ Ham(M,ω)
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.. コンパクト対称空間の対蹠集合

M : コンパクト Riemann対称空間

sx : 点 x ∈M における点対称

.
定理 (Chen-Nagano,1988)
..

......

...1 A ⊂M : 対蹠集合
def⇐⇒ ∀x, y ∈ Aについて sx(y) = y

...2 #2M := max{#A | A ⊂M :対蹠集合 } 2-number

...3 A ⊂M : 大対蹠集合 def⇐⇒ #A = #2M

.
定理 (Takeuchi, 1989)
..
......M : 対称R空間 =⇒ #2M = dimH∗(M,Z2)
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.. 先行研究

.
定理 (Tanaka-Tasaki, 2012)
..

......

M : コンパクト型 Hermite対称空間

L0, L1 ⊂M : 実形， L0 ⋔ L1

=⇒ 交叉 L0 ∩ L1は L0と L1の対蹠集合になる．

さらに，L0
∼= L1のとき，

=⇒ 交叉 L0 ∩ L1は L0と L1の大対蹠集合になる．

.
定理 (Iriyeh-S.-Tasaki, 2013)
..

......

...1 Kähler-Einstein計量を持つコンパクト型 Hermite対称空間の

二つの実形に対する Z2係数 Floerホモロジーを求めた．

...2 複素二次超曲面Qn(C)内の実形 Snの Hamilton体積最小性

を示した．
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.
例
..

......

RPn ⊂ CPn

A := {Re1, . . . ,Ren+1} ⊂ RPn 大対蹠集合

g ∈ U(n+ 1), RPn ⋔ gRPn ⊂ CPn

RPn ∩ gRPn ∼= {Ce1, . . . ,Cen+1} ⊂ CPn

#(RPn ∩ gRPn) = n+ 1 = #2RPn = dimH∗(RPn,Z2)

.
目標
..

......

Hermite対称空間におけるこれらの結果を，複素旗多様体内の二

つの実形の交叉へ一般化する．
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.. 複素旗多様体

G : 連結コンパクト半単純 Lie群

⟨ , ⟩ : Killing形式の−1倍で与えられる g上のG不変内積

x0(̸= 0) ∈ g

M := Ad(G)x0 ⊂ g :複素旗多様体

∼= G/Gx0

ω : M 上の Kirillov-Kostant-Souriauシンプレクティック形式

ω(X∗
x, Y

∗
x ) := ⟨[X,Y ], x⟩ (x ∈M, X, Y ∈ g)

J0 : ωと適合したM 上のG不変な複素構造

(·, ·) := ω(·, J0·) : G不変な Kähler計量

単連結コンパクト等質 Kähler多様体は複素旗多様体である．

軌道の基点 x0を取り換えることにより，(M ∼= G/Gx0 , J0)

上に Kähler-Einstein計量が相似を除いて一意的に定まる．
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.. 複素旗多様体の対蹠集合 (1/2)

x ∈M に対して

Gx := {g ∈ G | Ad(g)x = x}

Z(Gx) := {g ∈ Gx | gh = hg (∀h ∈ Gx)}

.
定義
..

......

y ∈M は x ∈M に対して対蹠的
def⇐⇒ ∀g ∈ Z(Gx)0についてAd(g)y = y

A ⊂M : 対蹠集合
def⇐⇒ ∀x, y ∈ Aについて，yは xに対して対蹠的である．

※ この対蹠集合の定義は複素旗多様体の k対称空間の構造を用い

た対蹠集合の定義と一致する．特に，コンパクト型 Hermite対称

空間の場合は Chen-Naganoによる対蹠集合の定義と一致する．
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.. 複素旗多様体の対蹠集合 (2/2)

.
命題
..

......

...1 ∀x, y ∈M

yは xに対して対蹠的 ⇐⇒ [x, y] = 0

...2 A ⊂M : 極大対蹠集合

=⇒ ∃t ⊂ g : 極大可換部分環

s.t. A =M ∩ t

ゆえに，Aは gの tに関するWeyl群の軌道になる．特に，

M のすべての極大対蹠集合はG作用によって互いに合同に

なる．
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.. 複素旗多様体内の実旗多様体

(G,K) : コンパクト型対称対

θ̃ : Gの対合 s.t. Fix(θ̃, G)0 ⊂ K ⊂ Fix(θ̃, G)

θ : gの対合

g = k⊕ p

x0(̸= 0) ∈ p

L := Ad(K)x0 ⊂ p :実旗多様体，R空間

∩ ∩ ∩

M := Ad(G)x0 ⊂ g :複素旗多様体，C 空間

∼= G/Gx0

τ := −θ|M : M の対合的反正則等長変換

L =M ∩ p = Fix(τ,M) M の実形
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.. 二つの実旗多様体の交叉

(G,K0), (G,K1) : コンパクト型対称対

θ̃0, θ̃1 : Gの対合

g = k0 + p0 = k1 + p1,
x0(̸= 0) ∈ p0 ∩ p1

L0 := Ad(K0)x0, L1 := Ad(K1)x0 ⊂ M := Ad(G)x0

g ∈ Gに対して，M 内における交叉 L0 ∩Ad(g)L1を考える．

a : x0を含む p0 ∩ p1の極大可換部分空間

A := exp a ⊂ G

G = K0AK1より, g = g0ag1 (g0 ∈ K0, g1 ∈ K1, a ∈ A)と表すと

L0 ∩Ad(g)L1 = L0 ∩Ad(g0ag1)L1 = Ad(g0)(L0 ∩Ad(a)L1)

L0 ∩Ad(a)L1 = (M ∩ p0) ∩Ad(a)(M ∩ p1) =M ∩ (p0 ∩Ad(a)p1)
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.. 対称三対 (1/2)

以降ではGの二つの対合 θ̃0, θ̃1の可換性 θ̃0θ̃1 = θ̃1θ̃0を仮定する．
.

...... g = (k0 ∩ k1)⊕ (p0 ∩ p1)⊕ (k0 ∩ p1)⊕ (p0 ∩ k1).

pλ := {X ∈ p0 ∩ p1 | [H, [H,X]] = −⟨λ,H⟩2X (H ∈ a)} (λ ∈ a)

Σ := {λ ∈ a \ {0} | pλ ̸= {0}}
.

......

p0 ∩ p1 = a⊕
∑
α∈Σ+

pλ

Vα(p0∩k1) := {X ∈ p0∩k1 | [H, [H,X]] = −⟨α,H⟩2X (H ∈ a)} (α ∈ a)

W := {α ∈ a \ {0} | Vα(p0 ∩ k1) ̸= {0}}
.

......

p0 ∩ k1 = V0(p0 ∩ k1)⊕
∑

α∈W+

Vα(p0 ∩ k1)
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.. 対称三対 (2/2)

.

...... g = (k0 ∩ k1)⊕ (p0 ∩ p1)⊕ (k0 ∩ p1)⊕ (p0 ∩ k1).

Σ̃ := Σ ∪W

(Σ̃,Σ,W ) :対称三対(
(k0 ∩ k1) + (p0 ∩ p1), (k0 ∩ k1), θ0 = θ1

)
は直交対称 Lie環にな

り，Σはその制限ルート系になる．
.

......

a = expH (H ∈ a)について

p0 ∩Ad(a)p1 = a⊕
∑
λ∈Σ+

⟨λ,H⟩∈πZ

pλ ⊕
∑

α∈W+

⟨α,H⟩∈π
2 +πZ

Vα(p0 ∩ k1)

areg :=
∩
λ∈Σ
α∈W

{
H ∈ a

∣∣∣∣∣ ⟨λ,H⟩ ̸∈ πZ, ⟨α,H⟩ ̸∈ π

2
+ πZ

}
正則元
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.. 交叉の構造

.
定理 (Ikawa-Iriyeh-Okuda-S.-Tasaki)
..

......

a = expH (H ∈ a)に対して，

交叉 L0 ∩Ad(a)L1が離散的 ⇐⇒ H ∈ areg

さらに，交叉 L0 ∩Ad(a)L1が離散的であるとき，

L0 ∩Ad(a)L1 =M ∩ a =W (Σ̃)x0

=W (G,Ki)x0 ∩ a (i = 0, 1)

=W (G)x0 ∩ a

特に，離散的な交叉 L0 ∩Ad(a)L1はM の対蹠集合になる．

W (Σ̃) : aのルート系 Σ̃のWeyl群

W (G,Ki) : (G,Ki)の制限ルート系 (i = 0, 1)

W (G) : Gのルート系
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.. Hermann作用

areg :=
∩
λ∈Σ
α∈W

{
H ∈ a

∣∣∣∣∣ ⟨λ,H⟩ ̸∈ πZ, ⟨α,H⟩ ̸∈ π

2
+ πZ

}

P : cell, aregの連結成分

K2 ×K1 ↷ G

K2 ↷ G/K1

π1 π2

K2\G↶ K1

K2\G/K1
∼= P

�
�	

@
@R

@
@R

�
�	

Hermann作用

.
命題 (Ikawa, 2011)
..

......

a = expH (H ∈ a)に対して，

K2aK1 ⊂ G，K2π1(a) ⊂ G/K1，π2(a)K1 ⊂ K2\Gは正則軌道
⇐⇒ H ∈ areg
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.. Z2係数 Lagrange Floerホモロジー (1/2)

(M,ω) : 閉シンプレクティック多様体

J = {Jt}0≤t≤1 : ωと適合したM の概複素構造の 1パラメータ族

L0, L1 ⊂M : 閉 Lagrange部分多様体，L0 ⋔ L1

.
定義
..

......

p, q ∈ L0 ∩ L1に対して，

u : R× [0, 1] −→M : pから qへの J-holomorphic strip

def⇐⇒


∂̄Ju := ∂u

∂s + Jt(u)
∂u
∂t = 0

u(s, 0) ∈ L0, u(s, 1) ∈ L1

u(−∞, t) = p, u(+∞, t) = q

M̃J(L0, L1 : p, q) := {u : pから qへの J-holomorphic strips}

MJ(L0, L1 : p, q) := M̃J(L0, L1 : p, q)/R

Takashi Sakai 複素旗多様体の実形の交叉と Floer ホモロジーへの応用



. . . . . .

.. Z2係数 Lagrange Floerホモロジー (2/2)

CF (L0, L1) :=
⊕

p∈L0∩L1

Z2 p

∂ : CF (L0, L1) −→ CF (L0, L1)

∂(p) =
∑

q∈L0∩L1

n(p, q) · q

n(p, q) := #{p から qへの 孤立した J-holomorphic strips } (mod 2)

M(L0, L1 : p, q)内の孤立点
.

......

∂ ◦ ∂ = 0 =⇒ HF (L0, L1 : Z2) := ker ∂/im∂

Lagrange Floerホモロジー

HF (ϕL0, ψL1 : Z2) ∼= HF (L0, L1 : Z2)

for ∀ϕ, ψ ∈ Ham(M,ω) with ϕL0 ⋔ ψL1.
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.. 二つの実形のZ2係数 Lagrange Floerホモロジー
.
定理 (Ikawa-Iriyeh-Okuda-S.-Tasaki)
..

......

M : Kähler-Einstein計量を持つ複素旗多様体

L0, L1 ⊂M : 実旗多様体，θ0θ1 = θ1θ0

最小Maslov数 ΣL0 ,ΣL1 ≥ 3と仮定する．

=⇒ L1と合同な実旗多様体 L′
1で L0 ⋔ L′

1となるものが存在し，

HF (L0, L
′
1 : Z2) ∼=

⊕
p∈L0∩L′

1

Z2[p]

が成り立つ．

.
系（Arnold-Givental型不等式）
..

......

#(ϕL0∩ψL1) ≥ #(L0∩L′
1) = #

(
W (Σ̃)

)
x0 = dimHF (L0, L

′
1 : Z2)

for ∀ϕ, ψ ∈ Ham(M,ω) with ϕL0 ⋔ ψL1.
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.. Regularity (1/2)

.

......

任意の u ∈ M̃(L0, L1 : p, q)について，∂̄J の線形化Du∂̄(u)が全

射になるとき，概複素構造の族 J は regularであると言う．J が

regularであるとき，M̃(L0, L1 : p, q)の各連結成分は有限次元多

様体になる．

我々の設定の複素旗多様体M に対しては，標準的複素構造 J0が

regularであることが示される．さらに，M が Kähler-Einsteinで

あることから，M の実形 L0, L1は単調な Lagrange部分多様体に

なり，最小Maslov数 ΣL0 ,ΣL1 ≥ 3の仮定から，M(L0, L1 : p, q)

の 0次元部分がコンパクト性、1次元部分のコンパクト化が示さ

れる．これにより，FloerホモロジーHF (L0, L1 : Z2)の定義が正

当化される．
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.. Floerホモロジーの計算の概要 (1/2)

M = Ad(G)x0 ⊂ g

g = Im(ad(x0))⊕Ker(ad(x0)) = Tx0M ⊕ T⊥
x0
M

.
補題
..

......

gの対合的自己同型 σで次を満たすものが存在する．

...1 σ|Ker(ad(x0)) = id

...2 σ|Im(ad(x0)) ̸= id

...3 gの対合的自己同型 θで−θ(x0) = x0を満たすものに対して，

σθ = θσが成り立つ．

このとき，x0, x1 ∈ L0 ∩ L′
1に対して，{idg, σ} ∼= Z2は

MJ0(x0, x1) \ {[u] ∈ MJ0(x0, x1) | Im(u) ⊂ Fix(σ,M)0}

に自由な Z2作用を誘導する．
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.. Floerホモロジーの計算の概要 (2/2)

さらに，Fix(σ,M)の x0を含む連結成分M1 := Fix(σ,M)0は複

素旗多様体になり，L0 ∩M1と L′
1 ∩M1はM1の実形になる．

したがって，M1に対して再び適用することができる．

これを帰納的に繰り返すと，

M ⊃M1 ⊃ · · · ⊃Mk−1 ⊃Mk

と有限回のステップでMkは離散的になる．

結局，MJ0(L0, L
′
1 : x0, x1)全体に自由な Z2作用が定まり，

孤立した J-holomorphic stripは偶数個であると分かる．

すなわち，∂ : CF (L0, L
′
1) → CF (L0, L

′
1)は ∂ = 0である．
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.. 例

(G,K0,K1) = (SU(2n), SO(2n), Sp(n))

θ0(g) = ḡ, θ1(g) = JnḡJ
−1
n (g ∈ G) where Jn :=

[
O In

−In O

]

p0 ∩ p1 =


[ √

−1X
√
−1Y

−
√
−1Y

√
−1X

] ∣∣∣∣ X,Y ∈Mn(R)
traceX = 0
tX = X, tY = −Y


p0 ∩ p1の極大可換部分空間 aを次のようにとる．

a =

{[ √
−1X O

O
√
−1X

] ∣∣∣∣ X = diag(t1, . . . , tn),

t1, . . . , tn ∈ R, t1 + · · ·+ tn = 0

}

Σ̃ = Σ =W = {±(ei − ej) | 1 ≤ i < j ≤ n}

ここで，ei − ej ∈ a (i ̸= j)は ⟨ei − ej ,H⟩ = ti − tj で定められる．
Takashi Sakai 複素旗多様体の実形の交叉と Floer ホモロジーへの応用



. . . . . .

x0 =

[ √
−1X O

O
√
−1X

]
∈ a

を軌道の基点にとる．ここで，X = diag(t1In1 , . . . , tr+1Inr+1)で，

t1, . . . , tr+1 ∈ Rは n1t1 + · · ·+ nr+1tr+1 = 0を満たす相異なる

実数．

L0 = Ad(K0)x0 ∼= FR
2n1,...,2nr

(R2n)

L1 = Ad(K1)x0 ∼= FH
n1,...,nr

(Hn)

M = Ad(G)x0 ∼= FC
2n1,...,2nr

(C2n)

K = R,C or H
nr+1 := n− (n1 + · · ·+ nr) > 0を満たす n, n1, . . . , nrについて

FK
n1,...,nr

(Kn) =

(V1, . . . , Vr)

∣∣∣∣∣
Vj ⊂ Kn 部分空間

dimK Vj = n1 + · · ·+ nj

V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vr ⊂ Kn


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a = expH, H =

[ √
−1Y O

O
√
−1Y

]
∈ a

ここで，Y = diag(t1, . . . , tn)で t1, . . . , tn ∈ Rは t1 + · · ·+ tn = 0

を満たす実数．このとき，
.

......

L0 ∩Ad(a)L1 が離散的

⇐⇒ H ∈ areg =
{
H ∈ a

∣∣∣ ⟨ei − ej ,H⟩ ̸∈ π

2
Z (1 ≤ i < j ≤ n)

}
L0 ∩Ad(a)L1 =M ∩ a =W (Σ̃)x0 =W (SU(2n), Sp(n))x0

※ この例では，p0 ∩ p1の極大可換空間 aは p1の極大可換部分空

間になっている．
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FC
2n1,...,2nr

(C2n)の中で交叉は次のように表示される．

v1, . . . , v2n : C2nの標準基底

Wi := ⟨vi, vn+i⟩C = ⟨vi⟩H (1 ≤ i ≤ n)

.
命題
..

......

For a = expH (H ∈ areg),

FR
2n1,...,2nr

(R2n) ∩ aFH
n1,...,nr

(Hn)

= {(Wi1 ⊕ · · · ⊕Win1
,Wi1 ⊕ · · · ⊕Win1+n2

, . . .

· · · ,Wi1 ⊕ · · · ⊕Win1+···+nr
)

| 1 ≤ i1 < · · · < in1 ≤ n, 1 ≤ in1+1 < · · · < in1+n2 ≤ n, . . . ,

1 ≤ in1+···+nr−1+1 < · · · < in1+···+nr ≤ n,

#{i1, . . . , in1+···+nr} = n1 + · · ·+ nr},

は FC
2n1,...,2nr

(C2n)の対蹠集合である．
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. . . . . .

.. 例

dimHF (FR
2n1,...,2nr

(R2n), FH
n1,...,nr

(Hn) : Z2)

= #
(
FR
2n1,...,2nr

(R2n) ∩ aFH
n1,...,nr

(Hn)
)

= #I(F
H
n1,...,nr

(Hn)) = dimH∗(F
H
n1,...,nr

(Hn) : Z2)

=
n!

n1!n2! · · ·nr+1!

< #I(F
R
2n1,...,2nr

(R2n)) = dimH∗(F
R
2n1,...,2nr

(R2n) : Z2)

= #k(F
C
2n1,...,2nr

(C2n)) = dimH∗(F
C
2n1,...,2nr

(C2n) : Z2)

=
(2n)!

(2n1)!(2n2)! · · · (2nr+1)!

for a = expH (H ∈ areg)

Takashi Sakai 複素旗多様体の実形の交叉と Floer ホモロジーへの応用



. . . . . .

.. 今後の研究課題

...1 Gの二つの対合 θ0, θ1が非可換 θ0θ1 ̸= θ1θ0 な場合，複素旗

多様体内の実形の交叉と Floerホモロジーはどうなるか？

...2 既約なコンパクト型 Hermite対称空間内の実形の Hamilton

体積最小性を決定せよ．より一般に，複素旗多様体内の実形

についてはどうなるか？

ご清聴ありがとうございました．
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