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(G,K) : コンパクト対称対

G/K : コンパクト対称空間

G/KをG内に実現

Gの極大対蹠部分群の分類

⇒ G/Kの極大対蹠集合の分類

DIII(n) = SO(2n)/U(n)および

nは偶数のときDIII(n)/Z2

これらを例にして上記の分類方法を解

説する。
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定義 (Chen-長野)

M : コンパクトRiemann対称空間

sx : x ∈ Mにおける点対称

S ⊂ M : 対蹠集合

⇔ ∀x, y ∈ S sx(y) = y

S : 大対蹠集合 ⇔ |S| : 最大値
上記最大値 #2M : 2-number
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対称R空間の場合

2-number : Chen-長野、竹内

大対蹠集合の形 : Sánchez, 田中-T.

対称R空間ではない場合

2-number : Chen-長野

対蹠集合の全体 : わかりつつある

対蹠集合の全体がわかる

=極大対蹠集合の合同類の分類
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コンパクト型既約Hermite対称空間

DIII(n) = SO(2n)/U(n)の実現

D̃III(n) = {g ∈ SO(2n) | g2 = −12n}

を利用してSO(2n)内にDIII(n)を実現す

る。

SO(2n)の極大トーラスに関する議論により
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D̃III(n)

= {g diag(J1, . . . , J1)g
−1 | g ∈ SO(2n)}

∪ {g diag(−J1, J1, . . . , J1)g
−1 | g ∈ SO(2n)}

ただし、J1 =

 0 1

−1 0


これら二つの軌道は D̃III(n)の連結成分にな

り、Pfaffianの値によって識別できる。
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2n次交代行列のPfaffianは次のように定義さ
れる。S2nで{1, 2, . . . , 2n}の置換全体を表す。

F2n :=

σ ∈ S2n

∣∣∣∣∣∣ σ(2i − 1) < σ(2i) (1 ≤ i ≤ n),

σ(1) < σ(3) < · · · < σ(2n − 1)


2n次交代行列A = (aij)に対して

Pf(A) =
∑

σ∈F2n

sgn(σ)aσ(1)σ(2) · · · aσ(2n−1)σ(2n)

によってAのPfaffianの値Pf(A)を定める。
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D̃III(n) = {g ∈ SO(2n) | g2 = −12n}の
各元は2n次交代行列になり、g ∈ SO(2n)に
対して

Pf(g diag(J1, . . . , J1)g
−1) = 1,

Pf(g diag(−J1, J1, . . . , J1)g
−1) = −1.

そこで、次のようにDIII(n)を定義する。

DIII(n)

= {g ∈ SO(2n) | g2 = −12n, Pf(g) = 1}

= {g diag(J1, . . . , J1)g
−1 | g ∈ SO(2n)}
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SO(2n)内でのDIII(n)の元の特徴付け

g2 = −12nとPf(g) = 1は計算できる条件な

ので使いやすい。

J̃ = diag(J1, . . . , J1)におけるSO(2n)の

DIII(n)への作用のイソトロピー部分群は

{g ∈ SO(2n) | gJ̃g−1 = J̃} = U(n)

となり、DIII(n) ∼= SO(2n)/U(n)が成り

立つ。
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DIII(n)の極大対蹠集合は合同を除いて一意

に定まり、

Γn :=

{
diag(ϵ1J1, . . . , ϵnJ1)

∣∣∣∣ ϵi = ±1

ϵ1 · · · ϵn = 1

}
⊂ DIII(n)

に合同になる。
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nが偶数の場合、SO(2n)を{±12n}で割ると、

SO(2n)∗ =
SO(2n)

{±12n}
⊃

D̃III(n)

{±12n}

⊃
DIII(n)

{±12n}
= DIII(n)∗

が成り立つ。これとSO(2n)∗の極大対蹠部分

群の分類結果を利用すると、DIII(n)∗の極大

対蹠集合の分類を得られる。
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π2n : SO(2n) → SO(2n)∗ を自然な射影とす
る。二面体群D[4]を

D[4] =


±1 0

0 ±1

 ,

 0 ±1

±1 0


で定め、∆l = {diag(±1, . . . ,±1)}とする。
SO(2n)∗の極大対蹠部分群はいくつかのD[4]

と∆lのテンソル積のπ2nによる像に共役にな
ることがわかり、それらとDIII(n)の共通部
分を調べることにより、DIII(n)∗の極大対蹠
集合の分類が得られる。
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