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1. Introduction

M： コンパクトRiemann対称空間

sx： xにおける点対称

i.e., (i) sx はMの等長変換, (ii) sx2 = id, (iii) x

はsxの孤立不動点

S ⊂ M： 部分集合

S： 対蹠集合 def⇐⇒ ∀x, y ∈ S, sx(y) = y

Mの2-number #2M

#2M := max{|S| | S ⊂ M 対蹠集合}
S： 大対蹠集合 def⇐⇒ |S| = #2M

(Chen-Nagano 1988)



例 (1) M = Sn (⊂ Rn+1)

x ∈ Snに対して{x,−x}は大対蹠集合, #2S
n = 2　

(2) M = RPn

e1, . . . , en+1： Rn+1の正規直交基底

{⟨e1⟩R, . . . , ⟨en+1⟩R}：大対蹠集合, #2RPn = n+1

(3) M = U(n) sx(y) = xy−1x

s1n(y) = y ⇔ y2 = 1n (1n： 単位行列)

x2 = y2 = 1n ⇒ sx(y) = y iff xy = yx




±1

. . .

±1




： 大対蹠集合, #2U(n) = 2n



一般には極大対蹠集合は大対蹠集合とは限らない

(T.-田崎 2013) 対称R空間Mに対して次が成立

(i) Mの任意の対蹠集合はある大対蹠集合に含まれる

(ii) Mの任意の二つの大対蹠集合はI0(M)合同

(iii) Mの大対蹠集合はWeyl群の軌道

注意： Sn, RPn, U(n)は対称R空間

対称R空間Lは、あるコンパクト型Hermite対称空間

Mの実形

i.e., ∃τ： Mの対合的反正則等長変換 s.t.

L = F (τ,M) := {x ∈ M | τ(x) = x} (連結)



(T.-田崎 2012)

M： コンパクト型Hermite対称空間

L1, L2： Mの実形, 交叉が離散的

⇒ L1 ∩ L2はLi (i = 1,2) の対蹠集合

さらに, L1, L2が合同ならばL1 ∩ L2は大対蹠集合

Chen-Naganoは殆ど全てのコンパクト対称空間につ

いて#2Mを決定。例外は有向実Grassmann多様体

やスピン群。対蹠集合の元の個数の評価が主。対蹠集合

の構造を理解したい。



目標：コンパクト対称空間Mの極大対蹠集合の分類、す

なわち、Mの極大対蹠集合のI0(M)合同類を代表元の

具体的表示を与えることにより分類する。

既知の結果：古典型コンパクトLie群 G = U(n), SU(n),

O(n), SO(n), Sp(n)およびその商群G/Γ（ΓはGの中

心の部分群）、有向実Grassmann多様体G̃k(Rn), k ≤
4（k = 3,4の場合は田崎）、例外型コンパクトLie群

G2、G2/SO(4)（T.-田崎-保倉）

MがコンパクトLie群の場合はGriess, Yuによる研究、

Mがコンパクト既約対称空間の場合はYuによる研究が

ある。



2. 古典型コンパクトLie群の極大対蹠部分群

G：両側不変計量をもつコンパクトLie群

x ∈ G, sx(y) = xy−1x (y ∈ G)

e：Gの単位元

se(y) = y ⇔ y2 = e

x2 = y2 = eのとき、sx(y) = y ⇔ xy = yx

S：Gの極大対蹠集合, e ∈ S ⇒ Sは部分群

S ∼= Z2 × · · · × Z2︸ ︷︷ ︸
r

|S| = 2r

r ≥ rank(G)（r > rank(G) も起こり得る）



∆n :=




±1

. . .

±1




⊂ O(n)

∆±
n := {g ∈ ∆n | det g = ±1}

O(n), U(n), Sp(n)の極大対蹠部分群（MAS）は∆n

に共役であり、SO(n), SU(n)のMASは∆+
n に共役

D[4] :=


±1 0
0 ±1

 ,
 0 ±1
±1 0


 （二面体群）

D[4]+ :=

±
1 0
0 1

 ,±
0 −1
1 0






n = 2k · l, lは奇数

0 ≤ s ≤ kなるsに対して

D(s, n) := D[4]⊗ · · · ⊗D[4]︸ ︷︷ ︸
s

⊗∆n/2s ⊂ O(n)

= {d1 ⊗ · · · ⊗ ds ⊗ d0

| d1, . . . , ds ∈ D[4], d0 ∈ ∆n/2s}

Q[8] := {±1,±i,±j,±k}
i2 = j2 = k2 = −1,

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j



注意：∆2 ⊊ D[4],

∆+
4 = ∆2 ⊗∆2 ⊊ D[4]⊗D[4] = D(2,4),

D(k − 1,2k) = D[4]⊗ · · · ⊗D[4]︸ ︷︷ ︸
k−1

⊗∆2

⊊ D[4]⊗ · · · ⊗D[4]︸ ︷︷ ︸
k−1

⊗D[4] = D(k,2k)

定理 1（T.-田崎 2017）

Zµ := {α1n |αµ = 1n} ⊂ U(n)

θ：1の原始2µ乗根　

πn : U(n) → U(n)/Zµ：自然な射影

U(n)/ZµのMASは次の何れかに共役



（1）nまたはµが奇数の場合

πn(∆n ∪ θ∆n)

（2）nおよびµが偶数の場合

πn(D(s, n) ∪ θD(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合は除く

定理 2（T.-田崎 2017）

G̃ = O(n), SO(n), Sp(n)

ただし、G̃ = SO(n)のときnは偶数

G = G̃/{±1n}
πn : G̃ → G ： 自然な射影



(1) O(n)/{±1n}のMASは次の何れかに共役

πn(D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合は除く

(2) SO(n)/{±1n}のMASは次の何れかに共役

k = 1の場合 πn(∆+
n ), πn(D[4]+ ⊗∆l)

ただし、n = 2のときπ2(∆
+
2 )は除く

k ≥ 2の場合 πn(∆+
n ), πn(D(s, n)) (1 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合は除き、

n = 4のときπ4(∆
+
4 )も除く



(3) Sp(n)/{±1n}のMASは次の何れかに共役

πn(Q[8] ·D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合は除く

定理 1でµ = 2のとき、Zµ = {±1n}, θ =
√
−1で、

U(n)/{±1n}のMASは次の何れかに共役

πn({1,
√
−1}D(s, n)) (0 ≤ s ≤ k)

ただし、(s, n) = (k − 1,2k)の場合は除く



3. 分類の基本方針

G：コンパクトLie群 e：単位元

G0：Gの単位連結成分

MをF (se, G) := {g ∈ G | se(g) = g}の正次元の連
結成分とする

sx|M (x ∈ M)はMの点対称になりMはコンパクト対

称空間

M =
∪

g∈G0

gxg−1 =
∪

g∈G0

Ig(x)

I0(M) = {Ig|M | g ∈ G0}



A：Mの極大対蹠集合

A ∪ {e}はGの対蹠集合

Ã：A ∪ {e}を含むGの極大対蹠部分群

A = M ∩ Ã

B0, . . . , Bk：Gの極大対蹠部分群の各G0共役類の代表

0 ≤ ∃s ≤ k, ∃g ∈ G0 s.t. Ã = Ig(Bs)

A = M ∩ Ig(Bs) = Ig(M ∩Bs)

AはM内でM ∩BsとI0(M)合同

Mの極大対蹠集合のI0(M)合同類の代表の候補は

M ∩B0,M ∩B1, . . . ,M ∩Bk



4. DIII(n)とその商空間の極大対蹠集合

C := {g ∈ SO(2n) | g2 = −12n}

=


g



J1
J1

. . .

J1


g−1

∣∣∣∣∣ g ∈ SO(2n)



∪


g



−J1
J1

. . .

J1


g−1

∣∣∣∣∣ g ∈ SO(2n)


J1 :=

 0 1
−1 0





DIII(n) := {g diag(J1, . . . , J1) g−1 | g ∈ SO(2n)}
∼= SO(2n)/U(n)（コンパクト型Hermite対称空間）

α： diag(−1,1, . . . ,1) ∈ O(2n)による共役

C = DIII(n) ∪ α(DIII(n))

X：2n次交代行列　Pf(X)：XのPfaffian

Pf(X) = 1 (X ∈ DIII(n))

Pf(X) = −1 (X ∈ α(DIII(n)))

Γn := {diag(ϵ1J1, . . . , ϵnJ1) | ϵi = ±1, ϵ1 · · · ϵn = 1}
Γn ⊂ DIII(n)は対蹠集合

#2DIII(n) = 2n−1 = |Γn|よりΓnはDIII(n)の極

大対蹠集合、合同を除いて唯一



定理 3 (T.-田崎) DIII(n)の極大対蹠集合は次に合

同

{diag(ϵ1J1, . . . , ϵnJ1) | ϵi = ±1, ϵ1 · · · ϵn = 1}

SO(2n)∗ := SO(2n)/{±12n}
π2n : SO(2n) → SO(2n)∗ 自然な射影

nが奇数の場合

−12nによる積でDIII(n)とα(DIII(n))は写り合う

π2n(DIII(n)) ∼= DIII(n)



nが偶数の場合

−12nによる積はDIII(n), α(DIII(n))を各々保つ

π2n(DIII(n)) = DIII(n)/{±12n}

nが偶数のとき

DIII(n)∗ := DIII(n)/{±12n}
はF (s1∗2n, SO(2n)∗)の連結成分 (1∗2n := π2n(12n))

AをDIII(n)∗の極大対蹠集合とする

2n = 2k · l (lは奇数)とするとk ≥ 2

定理 2よりSO(2n)∗のMASの共役類の代表は

π2n(∆
+
2n), π2n(D(s,2n)) (1 ≤ s ≤ k) (除外あり)



Aは次のいずれかに合同

DIII(n)∗ ∩ π2n(∆
+
2n) (除外あり)

DIII(n)∗∩π2n(D(s,2n)) (1 ≤ s ≤ k) (除外あり)

DIII(n)∗ ∩ π2n(∆
+
2n) = ∅

DIII(n)∗∩π2n(D(s,2n)) = π2n(DIII(n)∩D(s,2n))

DIII(n) ∩D(s,2n)

= {d ∈ D(s,2n) | dは1n ⊗ J1に共役}
= {d ∈ D(s,2n) | d2 = −12n, Pf(d) = 1}
= {d ∈ ND(s,2n) | Pf(d) = 1}
ここでND(s,2n) := {d ∈ D(s,2n) | d2 = −12n}



I1 :=

−1 0
0 1

 , K1 :=

0 1
1 0



定理 4 (T.-田崎) DIII(n)∗（nは偶数）の極大対蹠

集合は次の何れかに合同

(1) n = 2の場合

{π4(J1 ⊗ I1), π4(J1 ⊗K1), π4(12 ⊗ J1)}
(2) n = 4の場合

{π8(J1 ⊗ J1 ⊗ J1)}∪
{π8(J1⊗d1⊗d2), π8(d1⊗J1⊗d2), π8(d1⊗d2⊗J1)

| d1, d2 ∈ {12, I1,K1}}



(3) n = 4m+2 (m ≥ 1)の場合

{π2n(J1 ⊗ d) | d ∈ ∆−
n },

{π2n(J1⊗d1⊗d0) | d1 ∈ {I1,K1}, d0 ∈ ∆2m+1}
∪{π2n(12 ⊗ J1 ⊗ d0) | d0 ∈ ∆2m+1}

(4) n = 4m (m ≥ 2)の場合

{π2n(J1 ⊗ d) | d ∈ ∆+
n },

π2n(ND(s,2n)) (2 ≤ s ≤ k)

ただし、(s,2n) = (k − 1,2k)の場合は除く

DIII(2)∗ ∼= RP2

DIII(4)∗ ∼= G2(R8)


