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1 導入

交叉積分公式 : 三段階の発展

前段階 : Steinerの公式 (19世紀中葉)

第一段階 : 交叉積分公式 (20世紀初頭)

第二段階 : 不変量 (20世紀中葉)

第三段階 : 代数構造 (21世紀)
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2 前段階 : Steinerの公式

平面の場合

K

r

∂K

A(K)

L(∂K) · r

πr2

Kr

A(Kr) = A(K) + L(∂K) · r + πr2
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凸体 : コンパクト凸集合

Kn : Rn内の凸体全体

x ∈ Rn, K ∈ Knに対して

d(x, K) = inf
y∈K

d(x, y)

ρ ≥ 0に対して

Kρ = {x ∈ Rn | d(x, K) ≤ ρ}

Kρの体積Vn(Kρ) : ρの多項式
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Steinerの公式

Vn(Kρ) =
n∑

i=0

ωiµn−i(K)ρi

µi : 内在的体積、ωi = Vi(B
i)

1840年のSteinerの論文

n = 2, 3の特別な場合

以後拡張されて現在の形
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GR(n, i) : Grassmann多様体

PV : Rn → V : 直交射影

(V ∈ GR(n, i))

内在的体積µiの定義

µi(K) =

∫
GR(n,i)

Vi(PV (K))dνn
i (V )

不変測度νn
i の正規化 :

νn
i (GR(n, i)) =

ωn

ωiωn−i

(
n

i

)
=:

[
n

i

]
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内在的体積の幾何学的意味

dim K = i ⇒ µi(K) : i次元体積

µn : n次元体積

µn−1 : 表面積/2

µn−2 : 表面の平均曲率の積分の定数倍

(滑らかな場合)

µ1 : 幅の積分の定数倍

µ0 : つねに1
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3 第一段階 : 交叉積分公式

M(Rn) = SO(n) n Rn

主交叉積分公式 K, L ∈ Knに対して∫
M(Rn)

µ0(K ∩ gL)dνn(g)

=
∑

i+j=n

[
n

i

]−1

µi(K)µj(L)

M(Rn)のHaar測度νnの正規化 (A ⊂ Rn) :

νn{g ∈ M(Rn) | g(0) ∈ A} = Vn(A)

8



交叉積分公式 K, L ∈ Knに対して∫
M(Rn)

µk(K ∩ gL)dµ(g)

=
∑

i+j=n+k

[
i

k

][
n

i − k

]−1

µi(K)µj(L)
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4 第二段階 : 不変量

Hausdorff距離 δの定義

δ(K, L) = max

{
sup
x∈K

d(x, L), sup
y∈L

d(y, K)

}
(K, L ∈ Kn)

µ : Kn → R : 付値

K, L, K ∪ L ∈ Kn

⇒µ(K ∪ L) = µ(K) + µ(L) − µ(K ∩ L)
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付値µの次数 i

µ(rK) = riµ(K) (r ≥ 0)

例 内在的体積µi : 次数 iの連続付値

M(Rn)のKnへの作用

⇒ 付値への作用

ValSO(n) : M(Rn)不変連続付値全体

定理 (Hadwiger 1957)

µ0, µ1, . . . , µnはValSO(n)の基底
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∫
M(Rn)

µ0(K ∩ gL)dνn(g)

K, L ∈ Knに対してValSO(n)の元

Hadwigerの定理より、∃ci,j∫
M(Rn)

µ0(K ∩ gL)dνn(g)

=
∑
i,j

ci,jµi(K)µj(L)

K = Bn(r), L = Bn(s)両辺計算 ⇒ ci,j決定
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5 第三段階 : 代数構造

G ⊂ SO(n) : コンパクト部分群

Ḡ = G n Rn ⊂ M(Rn)

ValG : Ḡ不変連続付値全体

定理(Alesker) G : Sn−1に推移的作用

⇒ ValG : 有限次元ベクトル空間

ValGに可換階数付き実代数の構造

単位元はEuler標数χ (= µ0)
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φ1, . . . , φN : ValGの基底

φ ∈ ValGに対して、∃cφ
ij∫

Ḡ

φ(K ∩ ḡL)dµ(ḡ)

=
N∑

i,j=1

cφ
ijφi(K)φj(L)
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さらにψ ∈ ValGに対して∫
Ḡ

(ψ · φ)(K ∩ ḡL)dµ(ḡ)

=
N∑

i,j=1

cφ
ij(ψ · φi)(K)φj(L)

主交叉積分公式の係数cχ
ij、φk · φi

⇒ すべての交叉積分公式

SO(n)の場合でも理解が深まる
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φ : 偶付値

φ(−K) = φ(K) (K ∈ Kn)

定理 (Klain) φ : 次数 iの偶付値

∀E ∈ GR(n, i) ∃cE φ|E = cEVi

さらにKlφ(E) = cEはGR(n, i)上の

連続関数

{次数 iの偶付値} Kl→ C(GR(n, i))

は単射
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定理 (T.) Cn = R2n : 同一視

1 ≤ k ≤ n, p = [k/2]

E ∈ GR(2n, k)の多重Kähler角度

Θ(E) = (θ1(E), . . . , θp(E))

: U(n)完全不変量

n < kの場合は直交補空間を考える

曲面論のKähler角度の拡張
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定理 (T.) k ≤ n ∃T k
ij : 対称行列

Ak, B2n−k ⊂ Cn : 部分多様体∫
U(n)

#(A ∩ ḡB) dḡ

=
∑
ij

T k
ij

∫
A

σi(cos2 Θ(TxA)) dx

·
∫

B

σj(cos2 Θ(TyB)) dy

σi 第 i次基本対称式
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Bernig-Fuは

τk,q

(
0 ≤ q ≤ p :=

[
k

2

])
を次の条件式で定義

Klτk,q
(E) = σq(cos2 θi(E))

定理 (Bernig-Fu)

τk,qの全体はValU(n)の基底

τk,qによりU(n)交叉積分公式を記述
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