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1 序
Croftonの公式 L(R2) : R2内の直線全体

c
l

L(R2) 3 l 7→ #(c ∩ l)

: L(R2)上の可測関数

∫

L(R2)
#(c ∩ l)dµ(l) = 2L(c)
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θ

r

x

y dµ(l) = drdθ

l : x cos θ + y sin θ = r
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G : Rnの等長変換全体の群の単位連結成分
B : Rn内の l次元平面

R(B) = {gB | g ∈ G}

R(B)は対称空間の構造とG不変測度を持つ。
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k + l ≥ nに対してある定数σが存在し、
∫

R(B)
vol(N ∩ C)dµ(C) = σvol(N)

がRn内のk次元部分多様体Nに対して成り立つ。

Riemann対称空間内の鏡映部分多様体による
拡張されたCroftonの公式
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2 鏡映部分多様体
鏡映部分多様体 (Leung)

: Riemann多様体の対合的等長変換の
不動点集合の連結成分

鏡映部分多様体 ⇒ 全測地的部分多様体
Riemann対称空間内の鏡映部分多様体
: 分類 (Leung)
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多様体M : 対称空間
⇔ 各x ∈ Mに対して微分同型sxが存在し

(1) xはsxの孤立不動点
(2) sxは対合的、すなわちs2x = 1

(3) sx(sy(z)) = ssx(y)(sx(z)) (y, z ∈ M)

M : (擬)Riemann対称空間
⇔ M : (擬)Riemann多様体、各sxは等長変換
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定理 2.1 M : Riemann対称空間
G : Mの等長変換群の単位連結成分
B : Mの鏡映部分多様体
R(B) = {gB | g ∈ G}
⇒ R(B)は対称空間の構造を持つ
M : コンパクト型
⇒ R(B) : コンパクト型Riemann対称空間
M : 非コンパクト型
⇒ R(B) : 擬Riemann対称空間
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3 擬Riemann多様体上の積分
V : 有限次元ベクトル空間、〈 , 〉 : 内積
e1, . . . en : 正規直交基底⇔ 〈ei, ej〉 = ±δij

V の内積 → ∧pV の内積
ei1 ∧ · · · ∧ eip : ∧pV の正規直交基底

ui, vj ∈ V に対して
〈u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vp〉 = det[〈ui, vj〉]
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補題 3.1 m ≥ n
V, W : m, n次元実ベクトル空間、内積を持つ
F : V → W : 線形写像
F : 全射ではない ⇒ JF = 0と定める
F : 全射、〈 , 〉 : ker F上で非退化
v1, . . . , vn : (ker F )⊥の基底

⇒ JF =
|F (v1) ∧ · · · ∧ F (vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
: viの選び方に

依存しない
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M : 擬Riemann多様体
(x1, . . . , xn) : Mの局所座標系
dµ = |∂/∂x1 ∧ · · · ∧ ∂/∂xn|dx1 · · · dxn

= |det[〈∂/∂xi, ∂/∂xj〉]|1/2dx1 · · · dxn

局所座標系のとり方によらない
M上の測度µが定まる
Mの等長変換は体積を保存する
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定理 3.2(余面積公式) m ≥ n
M, N : m, n次元擬Riemann多様体
f : M → N : C∞級写像
f−1(y)の誘導計量は非退化(a. a. y ∈ N)
φ : M上の可測関数 φ ≥ 0

⇒
∫

N

(∫

f−1(y)
φ(x)dµ(x)

)
dµN(y)

=
∫

M
φ(x)JdfxdµM(x)
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4 鏡映部分多様体によるCroftonの公式
M : Riemann対称空間 (= G/K)

B : Mの鏡映部分多様体
R0(B) = {kToB | k ∈ K}
部分ベクトル空間V ⊂ ToMに対して

σB(V ) =
∫

R0(B)
|~V ⊥ ∧~c⊥|dµ(c).
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定理 4.1
M : Riemann対称空間

コンパクト型または非コンパクト型
B : Mの鏡映部分多様体
Mの部分多様体NがdimN + dimB ≥ dimMを
満たすとき
∫

R(B)
vol(N ∩ C)dµ(C) =

∫

N
σB(TxN)dµ(x).
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証明の概略
I(N) = {(x, C) ∈ N ×R(B) | x ∈ C}
: 擬Riemann多様体の構造を持つ
f : I(N) → R(B) ; (x, C) 7→ C

は余面積公式の前提条件を満たし、余面積公式を
適用するとCroftonの公式を得る
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系 4.2
M = G/SO(n) : n次元実空間形
B : l次元全測地的部分多様体
k+ l ≥ nとするとMのk次元部分多様体Nに対して

∫

R(B)
vol(N ∩ C)dµ(C)

=
vol(Sk+l−n)

vol(Sk)
vol(R(Sl))vol(N).

18



5 複素空間形
定義 5.1 1 < k ≤ n
V : Cn内の実k次元部分ベクトル空間
∃α1, . . . , αk : V ∗の正規直交基底

ω|V =
[k/2]∑

i=1

cos θiα
2i−1 ∧ α2i, (θi ≤ θi+1)

θ(V ) =
(
θ1, . . . , θ[k/2]

)
: V の多重Kähler角度

19



定理 5.2

V, W : Cn内の実部分ベクトル空間、dimV = dimW

θ(V ) = θ(W ) ⇔ ∃u ∈ U(n) W = uV

多重Kähler角度 : ユニタリ群の作用に関する実部
分ベクトル空間の完全不変量

定理 5.3 (Leung) CPn内の鏡映部分多様体
: CP k (1 ≤ k < n), RPn.
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系 5.4

M = G/S(U(n)×U(1)) : 複素n次元複素空間形
k,2l < 2n ≤ k + 2l ∃σn

k,l(θ
(k))

Bl : M内の複素 l次元全測地的部分多様体
N : M内の実k次元部分多様体
∫

R(Bl)
vol(N∩C)dµ(C) =

∫

N
σn

k,l(θ(TxN))dµ(x).
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k < 2n ≤ k + n ∃τn
k (θ(k))

L : M内の全測地的Lagrange部分多様体
N : M内の実k次元部分多様体
∫

R(L)
vol(N∩C)dµ(C) =

∫

N
τn
k (θ(TxN))dµ(x).
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系 5.5 k + l ≥ n

M = G/S(U(n)×U(1)) : 複素n次元複素空間形
B : M内の複素 l次元全測地的部分多様体
N : Mの複素k次元部分多様体

∫

R(B)
vol(N ∩ C)dµ(C)

=
vol(CP k+l−n)

vol(CP k)
vol(R(CP l))vol(N).
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系 5.6
M = G/S(U(n)×U(1)) : 複素n次元複素空間形
B : M内の複素n − 1次元全測地的部分多様体
N : Mの実2次元部分多様体、θx : Kähler角度

∫

R(B)
#(N ∩ C)dµ(C)

=
vol(R(CPn−1))

2vol(CP1)

∫

N
(1 + cos2 θx)dµ(x).
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