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2006年春の学会でRiemann多様体の鏡映部分多様体と austere部分多様体
の中間概念になる弱鏡映部分多様体の概念を提起し、これら部分多様体の基
本的性質について発表した。今回はRiemann対称対の線形イソトロピー表現
の軌道のうちで、超球面内で弱鏡映になるものと austereになるものの分類結
果を発表する。

Xを完備Riemann多様体とする。Xの対合的等長変換の固定点集合の連結
成分を鏡映部分多様体という。この概念は Leung [2]が導入した。この鏡映部
分多様体の概念を少し弱めて、次の定義を与える。

定義 1 X をRiemann多様体、M をX の部分多様体とする。各点 x ∈ M に
おける法ベクトル ξ ∈ T⊥

x M に対して次の条件を満たすXの等長変換 σξが存
在するとき、M を弱鏡映部分多様体という。

σξ(x) = x, (dσξ)xξ = −ξ, σξ(M) = M.

XをRiemann多様体、M をXの部分多様体とし、M のシェイプ作用素を
Aで表わす。M の任意の点の任意の法ベクトル ξに対してAξの固有値が−1
倍に関して不変であり、−1倍で対応する固有値の重複度が等しいとき、M を
austere部分多様体という。この概念はHarvey-Lawson [1]が導入した。
鏡映部分多様体、弱鏡映部分多様体、austere部分多様体、極小部分多様体

の間には次の関係がある。

鏡映⇒弱鏡映⇒ austere ⇒極小

命題 2 Riemann多様体の余等質性 1の等長変換群の特異軌道は弱鏡映部分多
様体になる。

命題 2は Podestà[3]の論法より得られる。

命題 3 完備連結 Riemann多様体の余等質性 1の連結等長変換群が二つの特
異軌道を持っていると仮定する。もし弱鏡映主軌道が存在すれば、それは二つ
の特異軌道から等しい距離にあり、二つの特異軌道は等長的になる。



弱鏡映部分多様体と austere部分多様体の関係を見るために、既約Riemann
対称対の線形イソトロピー表現の軌道について調べ、これらを分類した。

定理 4 既約 Riemann対称対の線形イソトロピー表現の軌道であって、超球
面内の austere部分多様体となるものは次の制限ルート系における指定したベ
クトルを通る軌道に限られる。

(1) 制限ルート

(2) 制限ルート系A2型 {±(ei − ej)}のベクトル 2e1 − e2 − e3, e1 + e2 − 2e3

(3) 制限ルート系A3型 {±(ei − ej)}のベクトル e1 + e2 − e3 − e4

(4) 制限ルート系D型 {±ei ± ej}のベクトル e1

(5) 制限ルート系D4型 {±ei ± ej}のベクトル e1 + e2 + e3 ± e4

(6) 重複度一定の制限ルート系B2型 {±ei,±ei ± ej} のベクトル
e1 + e1+e2√
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(主軌道)

(7) 制限ルート系G2型のベクトル α1 + α2√
3

(主軌道)

定理 5 既約 Riemann対称対の線形イソトロピー表現の軌道であって、超球
面内の弱鏡映部分多様体となるものは定理 4の分類結果から (6)と (7)を除い
たものに限られる。

軌道が弱鏡映になることは、Weyl群の作用や命題 2を利用して得られる。
(6)と (7)が除外されることは命題 3を利用してわかる。
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