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第二基本形式が対称性を持つということで定義される Harvey-Lawson[2]の提
起した austere部分多様体が超球面内にどの程度存在するのか見るために、既約
Riemann対称対の線形イソトロピー作用の軌道が球面内で austere部分多様体にな
るための条件を制限ルート系に関する条件で記述し、この条件を満たす軌道をすべ
て求めて詳しく調べてみると、austere軌道のいくつかは法ベクトルの方向に裏返
す等長変換に関して不変になるという大域的な性質を持つことに気付いた。この性
質はLeung[7]の提起した鏡映部分多様体の条件を弱くした条件になっていて、余等
質性 1の等長変換群の作用の特異軌道が austereになることを示したPodestà[8]の
論法とも関係がある。そこで、この性質を持つ部分多様体を弱鏡映部分多様体と名
付け、その基本的性質を調べ始めた。既約Riemann対称対の線形イソトロピー作
用の軌道のうちで、超球面内で弱鏡映になるものと austereになるものの分類結果
を論文 [4]で発表した。今回はこれまでのこのような結果に加えて、さらにGauss

写像の退化する軌道の分類結果と弱鏡映軌道との関係について発表する。

定義 1 XをRiemann多様体、M をXの部分多様体とする。各点 x ∈ M におけ
る法ベクトル ξ ∈ T⊥

x M に対して次の条件を満たすXの等長変換 σξが存在すると
き、M を弱鏡映部分多様体という。

σξ(x) = x, (dσξ)xξ = −ξ, σξ(M) = M.

弱鏡映部分多様体の定義の元になった鏡映部分多様体は次のように定義される。
Xを完備Riemann多様体とする。Xの対合的等長変換の固定点集合の連結成分を
鏡映部分多様体という。この概念は Leung [7]が導入した。鏡映部分多様体は完備
全測地的部分多様体になることがわかる。鏡映部分多様体を定める対合的等長変換
は鏡映部分多様体に対して一意的に定まる。そこでこの一意的に定まる対合的等
長変換をその鏡映部分多様体の鏡映と呼ぶことにする。MをXの鏡映部分多様体
とし、σM をM の鏡映とする。各点 x ∈ M における法ベクトル ξ ∈ T⊥

x M 対して

σM(x) = x, (dσM)xξ = −ξ, σM(M) = M

が成り立つ。この性質を利用して弱鏡映部分多様体の定義を与えた。鏡映部分多
様体の場合は任意の y ∈ M に対して σM(y) = yが成り立っているが、弱鏡映部分
多様体の場合にはそのような等長変換があるとは限らない。
次に Harvey-Lawson [2]が導入した austere部分多様体の概念を紹介しておく。

XをRiemann多様体、M をXの部分多様体とし、Mのシェイプ作用素をAで表
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す。M の任意の点の任意の法ベクトル ξに対してAξの固有値の全体が−1倍に関
して不変であり、−1倍で対応する固有値の重複度が等しいとき、Mを austere部
分多様体という。
鏡映部分多様体、弱鏡映部分多様体、austere部分多様体、極小部分多様体の間
には次の関係があることがわかる。

鏡映⇒弱鏡映⇒ austere ⇒極小

鏡映部分多様体が弱鏡映部分多様体になることは、定義からわかる。弱鏡映部分
多様体が austere部分多様体になることは、法ベクトルに対して定まる鏡映の微分
写像がシェイプ作用素の固有空間を−1倍した固有値の固有空間に写すことからわ
かる。Austere部分多様体が極小部分多様体になることは、各法ベクトルのシェイ
プ作用素の正の固有値と負の固有値が重複度を込めて対応しているので、固有値
をすべて加えると 0になることからわかる。
弱鏡映部分多様体の例を示しておく。

M = Sn−1(1) × Sn−1(1) = {(x, y) | x, y ∈ Sn−1(1)}

とおくと、M はR2n内の半径
√

2の 2n− 1次元球面 S2n−1(
√

2)の弱鏡映部分多様
体になる。M は S2n−1(

√
2)の等質部分多様体なので、弱鏡映部分多様体の条件を

M の一点で確かめればよい。

x = (1, 0, . . . , 0,
n+1
^

1 , 0, . . . , 0) ∈ M

に対して、

σ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = (y1, . . . , yn, x1, . . . , xn)

((x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ S2n−1(
√

2))

によって S2n−1(
√

2)の等長変換 σを定める。σ(x) = xとなり、σの xにおける微
分写像 dσxはM の S2n−1(

√
2)内の法ベクトル空間

T⊥
x (M) = R(−1, 0, . . . , 0,

n+1
^

1 , 0, . . . , 0)

では−1倍になり、σ(M) = Mが成り立つことがわかる。これより、MはS2n−1(
√

2)

内の弱鏡映部分多様体になる。n = 2の場合はClifford torusと呼ばれている 3次
元球面内の極小曲面に一致している。上の計算では第二基本形式を計算する必要
がないので、簡単にClifford torusが極小曲面であることを確認できる。
弱鏡映部分多様体と austere部分多様体の関係を見るために、既約 Riemann対
称対の線形イソトロピー表現の軌道について調べ、これらを分類した。その結果
を述べるために、この表現の軌道に関する基本的事項を簡単に復習しておく。

2



(G,K)を既約Riemann対称対とし、(G,K)の定めるGの対合的自己同型写像
を θで表す。G,Kの Lie代数をそれぞれ g, kで表す。g = k + m をRiemann対称
対 (G,K)に対応する gの標準分解とする。gの内積 〈 , 〉を θとGの随伴群の作用
に関して不変になるようにとる。
対称対が既約であることから、Kのmへの作用は既約になる。m内の極大可換
部分空間 aをとり固定する。λ ∈ aに対して，m, kそれぞれの部分空間mλ, kλを

mλ = {X ∈ m | [H, [H, X]] = −〈λ,H〉2X (X ∈ a)},
kλ = {X ∈ k | [H, [H, X]] = −〈λ,H〉2X (X ∈ a)}

と定める。このとき、mλと kλは線形同型になる。R = {λ ∈ a | mλ 6= {0}} によっ
て (g, k)の制限ルート系Rを定める。Rの基本系を F とし、F に関する正の制限
ルート全体の集合をR+と表す。このとき、直交直和分解

k = k0 +
∑

α∈R+

kα, m = a +
∑

α∈R+

mα　 ただし k0 = {X ∈ k | [X, a] = 0}

が得られる ([3])。任意の部分集合∆ ⊂ F に対して

C∆ = {H ∈ a | 〈α, H〉 > 0 (α ∈ ∆), 〈β,H〉 = 0 (β ∈ F − ∆)},
R∆ = R ∩ (F − ∆)Z, R∆

+ = R∆ ∩ R+

とおく。H ∈ C∆に対してR∆ = {α ∈ R | 〈α,H〉 = 0}となる。さらに、

C̄F =
⋃

∆⊂F

C∆

となり、右辺の和は直和になる。K の作用による任意の軌道は C̄F を必ず通るこ
とがわかっているので、軌道の基点Hは C̄F からとることができる。

定理 2 ([4]) 既約Riemann対称対の線形イソトロピー表現の軌道であって、超球
面内の austere部分多様体となるものは次の制限ルート系における指定したベクト
ルを通る軌道に限られる。

(1) 制限ルート

(2) 制限ルート系A2型 {±(ei − ej)}のベクトル 2e1 − e2 − e3, e1 + e2 − 2e3

(3) 制限ルート系A3型 {±(ei − ej)}のベクトル e1 + e2 − e3 − e4

(4) 制限ルート系D型 {±ei ± ej}のベクトル e1

(5) 制限ルート系D4型 {±ei ± ej}のベクトル e1 + e2 + e3 ± e4

(6) 重複度一定の制限ルート系B2型 {±ei,±ei ± ej} のベクトル
e1 + e1+e2√

2
(主軌道)
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(7) 制限ルート系G2型のベクトル α1 + α2√
3

(主軌道)

この定理の (1)と (4)に現れる軌道の例を挙げておく。単位球面

Sm−1(1) ⊂ Rm, Sn−1(1) ⊂ Rn

のテンソル積

Sm−1(1) ⊗ Sn−1(1) = {x ⊗ y ∈ Rmn | x ∈ Sm−1(1), y ∈ Sn−1(1)} ⊂ Smn−1(1)

をM とおくと、M は (m + n − 2)次元部分多様体になることがわかり、

Tx⊗y(M) = TxS
m−1(1) ⊗ y + x ⊗ TyS

n−1(1).

これより、M の x ⊗ yにおける Smn−1(1)内の法ベクトル空間は

T⊥
x⊗y(M) = TxS

m−1(1) ⊗ TyS
n−1(1).

Sm−1(1)のxにおける点対称をσm = 1x−1x⊥で表し、σ = σm⊗1とおく。すると、

σ(x ⊗ y) = x ⊗ y, σ(M) = M,

(dσ)x⊗yξ = −ξ (ξ ∈ T⊥
x⊗y(M))

となり、M は Smn−1(1)内の弱鏡映部分多様体になることが直接わかる。
以前、筑波大学の微分幾何セミナーで講演したときに、

S1(1/
√

2) × S1(1/
√

2) ⊂ S3(1), S1(1) ⊗ S1(1) ⊂ S3(1)

は合同になるのかという質問を守屋さんから受けた。

S1

(
1√
2

)
× S1

(
1√
2

)
=

{
1√
2
(cos s, sin s, cos t, sin t)

∣∣∣∣ s, t ∈ R

}
,

S1(1) ⊗ S1(1) = {(cos s cos t, cos s sin t, sin s cos t, sin s sin t) | s, t ∈ R}

となっているので、等長変換

φ : (x1, x2, x3, x4) 7→
1√
2
(x1 + x4, x2 − x3, x1 − x4, x2 + x3)

によって、S1(1) ⊗ S1(1)は S1(1/
√

2) × S1(1/
√

2)に写ることがわかる。よって、
これらは合同になる。

定理 3 ([4]) 既約Riemann対称対の線形イソトロピー表現の軌道であって、超球
面内の弱鏡映部分多様体となるものは定理 2の分類結果から (6)と (7)を除いたも
のに限られる。
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Lie群の多様体への作用があるとき、最大次元の軌道の余次元をこの作用の余等
質性という。完備連結Riemann多様体の余等質性 1の連結等長変換群が二つの特
異軌道を持っていると仮定する。もし弱鏡映正則軌道が存在すれば、それは二つ
の特異軌道から等しい距離にあり、二つの特異軌道は等長的になる。この弱鏡映
軌道の性質を利用すると定理 2の分類結果の (6)と (7)は弱鏡映軌道にならないこ
とがわかる。他の軌道が弱鏡映になることは個別に鏡映を構成することでわかる。

球面内の部分多様体のGauss写像を定義し、Gauss写像の退化する軌道について
得られた結果を述べる。l次元多様体M lのn次元球面Snへのはめ込みf : M → Sn

に対して、f の Gauss写像 γをM から Rn+1内の l + 1次元部分空間全体のなす
Grassmann多様体Gl+1(Rn+1)への写像として次で定義する．

γ : M → Gl+1(Rn+1)

x 7→ Rf(x) ⊕ Tf(x)(f(M))

γが一定になることは f が全測地的であることと同値になる。
M lを l次元連結コンパクト多様体とし、はめ込み f : M → Snの Gauss写像

γが退化しているとする。M の次元 lだけに依存する自然数 F (l)が存在して、も
し γの階数が F (l)より小さいならば、M = Slで f(M)は Sn内の l次元の great

sphereになることをFerus [1]は示した。この結果に関連して石川-木村-宮岡 [6]は
次の問題を提起した。上記結論を導く F (l)は best possibleか？もしこれが正しけ
れば、階数がF (l)に一致しGauss写像が退化するはめ込みM l → Sn を分類せよ。
これらの背景のもとに、既約Riemann対称対の線形イソトロピー作用の軌道を
超球面の部分多様体とみたときのGauss写像が退化しているものを調べると、必
ず制限ルートの軌道になることがわかった。特に定理 3より、Gauss写像の退化す
る軌道はすべて弱鏡映軌道になることがわかる。さらにこれらの軌道を詳しく調
べることで次の結果を得た。

定理 4 ([5]) 既約Riemann対称対の線形イソトロピー表現の軌道であって、超球
面内のGauss写像の退化する部分多様体となるものは、長い制限ルート (制限ルー
トの長さがすべて等しいときはどの制限ルートでもよい)の軌道と制限ルート系が
G2型のときの短い制限ルートの軌道に限られる。さらに、これらの軌道のGauss

写像の退化次元は制限ルートの重複度に一致する。

長い制限ルートとG2型の短い制限ルートは、直交するルートをたしてもひいて
もルートにならないという共通の性質を持っている。この性質を使うとその軌道
のGauss写像が一定値になる部分多様体を持つことがわかり、この部分多様体の
次元が退化次元に一致することもわかる。上の定理を証明するためには他の軌道
のGauss写像が退化しないことを確かめる必要がある。これは軌道をいくつかの
クラスに分けて個別に調べた。
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