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Harvey-Lawson[2]の提起した austere部分多様体が超球面内にどの程度存在する
のか見るために、既約Riemann対称対の線形イソトロピー作用の軌道が球面内で
austere部分多様体になるための条件を制限ルート系に関する条件で記述し、この
条件を満たす軌道をすべて求めて詳しく調べてみると、austere軌道のいくつかは
法ベクトルの方向に裏返す等長変換に関して不変になることに気付いた。この性
質は Leung[5]の提起した鏡映部分多様体の条件を弱くした条件になっていて、余
等質性 1の等長変換群の作用の特異軌道が austereになることを示したPodestà[6]

の論法とも関係がある。そこで、この性質を持つ部分多様体を弱鏡映部分多様体と
名付け、その基本的性質を調べ始めた。既約Riemann対称対の線形イソトロピー
作用の軌道のうちで、超球面内で弱鏡映になるものと austereになるものの分類結
果を論文 [3]で発表した。今回はさらにGauss写像の退化する軌道の分類結果と弱
鏡映軌道との関係について発表する。

定義 1 XをRiemann多様体、M をXの部分多様体とする。各点 x ∈ M におけ
る法ベクトル ξ ∈ T⊥

x M に対して次の条件を満たすXの等長変換 σξが存在すると
き、M を弱鏡映部分多様体という。

σξ(x) = x, (dσξ)xξ = −ξ, σξ(M) = M.

XをRiemann多様体、MをXの部分多様体とし、Mのシェイプ作用素をAで
表わす。M の任意の点の任意の法ベクトル ξに対してAξの固有値が−1倍に関し
て不変であり、−1倍で対応する固有値の重複度が等しいとき、M を austere部
分多様体という。
弱鏡映部分多様体、austere部分多様体、極小部分多様体の間には次の関係が
ある。

弱鏡映⇒ austere ⇒極小

弱鏡映部分多様体と austere部分多様体の関係を見るために、既約 Riemann対
称対の線形イソトロピー表現の軌道について調べ、これらを分類した。

定理 2 既約 Riemann対称対の線形イソトロピー表現の軌道であって、超球面内
の austere部分多様体となるものは次の制限ルート系における指定したベクトルを
通る軌道に限られる。

(1) 制限ルート
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(2) 制限ルート系A2型 {±(ei − ej)}のベクトル 2e1 − e2 − e3, e1 + e2 − 2e3

(3) 制限ルート系A3型 {±(ei − ej)}のベクトル e1 + e2 − e3 − e4

(4) 制限ルート系D型 {±ei ± ej}のベクトル e1

(5) 制限ルート系D4型 {±ei ± ej}のベクトル e1 + e2 + e3 ± e4

(6) 重複度一定の制限ルート系B2型 {±ei,±ei ± ej} のベクトル
e1 + e1+e2√

2
(主軌道)

(7) 制限ルート系G2型のベクトル α1 + α2√
3

(主軌道)

定理 3 既約 Riemann対称対の線形イソトロピー表現の軌道であって、超球面内
の弱鏡映部分多様体となるものは定理 2の分類結果から (6)と (7)を除いたものに
限られる。

l次元多様体M l の n次元球面 Sn へのはめ込み f : M → Sn に対して、f の
Gauss写像 γをM からRn+1内の l + 1次元部分空間全体のなすGrassmann多様
体Gl+1(Rn+1)への写像として次で定義する．

γ : M → Gl+1(Rn+1)

x 7→ Rf(x) ⊕ Tf(x)(f(M))

γが一定になることは f が全測地的であることと同値になる。
M lを l次元連結コンパクト多様体とし、はめ込み f : M → SnのGauss写像 γ

が退化しているとする。Ferus [1]はMの次元 lだけに依存する自然数F (l)が存在
して、もし γの階数が F (l)より小さいならば、M = Slで f(M)は Sn内の l次元
の great sphereになることを示した。この結果に関連して石川-木村-宮岡 [4]は次
の問題を提起した。上記結論を導く F (l)は best possibleか？もしこれが正しけれ
ば、階数が F (l)に一致しGauss写像が退化するはめ込みM l → Sn を分類せよ。
これらの背景をもとに、既約Riemann対称対の線形イソトロピー作用の軌道を
超球面の部分多様体とみたときのGauss写像が退化しているものを調べると、必
ず制限ルートの軌道になることがわかった。特に定理 3より、Gauss写像の退化す
る軌道はすべて弱鏡映軌道になることがわかる。さらにこれらの軌道を詳しく調
べることで次の結果を得た。

定理 4 既約 Riemann対称対の線形イソトロピー表現の軌道であって、超球面内
のGauss写像の退化する部分多様体となるものは、長い制限ルート (制限ルートの
長さがすべて等しいときはどの制限ルートでもよい)の軌道と制限ルート系がG2

型のときの短い制限ルートの軌道に限られる。さらに、これらの軌道のGauss写
像の退化次元は制限ルートの重複度に一致する。
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