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導入

Riemann対称対の線形イソトロピー表現は s表現とも呼ばれ，その軌道は Euclid空間
の超球面内の重要な等質部分多様体の例を与える．広橋-Song-高木-田崎 [4]は s表現の超
球面内の軌道全体の層分解の各層にただ一つの極小部分多様体になる軌道が存在すること
を示した (定理 2.1)．しかし，各層にただ一つ存在する極小部分多様体になる軌道を一般
には明示的に表わせるとは限らない．
他方，Harvey-Lawson [3]は第二基本形式がある種の対称性を持つ極小部分多様体を提
起し，austere部分多様体と呼んだ (定義 1.3)．彼らは球面内の austere部分多様体から複
素 Euclid空間内の特殊 Lagrange錐の構成法を与えた．上で述べたように s表現の軌道で
あって超球面内の極小部分多様体になるものをすべて明示的に表わすことはできていない．
そこで，軌道が超球面内で austere部分多様体になるための必要十分条件をRiemann対称
対の制限ルート系を利用して書き下し，austere部分多様体になる軌道をすべて決定した
(定理 2.2)．Austere部分多様体の定義は第二基本形式の対称性に注目しているので，部
分多様体の局所的なまたは無限小の対称性を表わしていると考えることができる．ところ
が，すべてではないが分類した austere軌道の多くは大域的なある種の対称性を持ってい
ることがわかる．この対称性は austere部分多様体の定義を大域化した性質になっており，
鏡映部分多様体の定義 (定義 1.2) を弱めたものにもなっている．そこで，我々はこの性質
を持つ部分多様体を弱鏡映部分多様体 (定義 1.1)と名付け，弱鏡映部分多様体の基本的性
質を調べた (命題 1.4，1.5，1.7)．さらに，s表現の軌道であって超球面内の弱鏡映部分多
様体になるものもすべて決定した (定理 2.2)．

Ferus [2]は球面内の部分多様体のGauss写像の退化次数に関する不等式を与え，Gauss
写像がある次数以上退化すると部分多様体は全測地的な球面になることを示した．論文
[6, 7]において石川-木村-宮岡は球面内の等質等径超曲面の理論を使って Gauss写像が退
化する部分多様体の研究を行い，等質超曲面とそれらの焦点部分多様体のいくつかについ
て実際にGauss写像が退化することを示した．さらに，これらの例から Ferusの不等式の
等号を満たす例を見つけた．球面内の等質超曲面は階数 2の Riemann対称対の s表現の
軌道として得られることが知られている．そこで，3章では石川-木村-宮岡による結果を
拡張し，既約 Riemann対称対の s表現の軌道の中でGauss写像が退化するものを分類す
る (定理 3.5)．これにより Ferusの不等式の等号を満たす部分多様体の新しい例が数多く
得られる．
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1 弱鏡映部分多様体の定義と基本的な性質

定義 1.1 ([5]) M̃ を Riemann多様体，M を M̃ の部分多様体とする．各点 x ∈ M にお
ける各法ベクトル ξ ∈ T⊥x M に対して次の条件を満たす M̃ の等長変換 σξが存在するとき，
M を弱鏡映部分多様体という．

σξ(x) = x, (dσξ)xξ = −ξ, σξ(M) = M. (1.1)

σξ を法ベクトル ξに関するM の鏡映と呼ぶ．

定義 1.2 (Leung [8]) M̃ を完備Riemann多様体とする．M̃ の対合的等長変換 σM の固
定点集合の連結成分M を鏡映部分多様体という．σM をM の鏡映と呼ぶ．

M が M̃ の鏡映部分多様体であるとき，M の鏡映 σM は任意の点 x ∈ M における任意
の法ベクトル ξ ∈ T⊥x M に対して条件 (1.1)をみたす．したがって，鏡映部分多様体は弱
鏡映部分多様体である．

定義 1.3 (Harvey-Lawson [3]) M̃ を Riemann多様体，M を M̃ の部分多様体とする．
M の各点の各法ベクトル ξに対してM のシェイプ作用素 Aξ の固有値全体のなす集合が
−1倍に関して不変であり，−1倍で対応する固有値の重複度が等しいとき，M を austere
部分多様体という．

これらの部分多様体のクラスについて次の包含関係が成り立つ．

命題 1.4 鏡映 ⊂弱鏡映 ⊂ austere ⊂極小

証明の概略 弱鏡映部分多様体が austere部分多様体になることを示す．M をRiemann
多様体 M̃ の弱鏡映部分多様体とすると，各点 x ∈ M における法ベクトル ξ ∈ T⊥x M に
対して鏡映 σξ が存在する．このとき，(dσξ)−1

x Aξ(dσξ)x = −Aξ が成り立つ．これより，
(dσξ)xはAξ の固有値 λの固有空間と固有値−λの固有空間の間の同型対応を与える．特
に，M は austere部分多様体になる．

次の命題は本質的には Podestà [9]による．

命題 1.5 Riemann多様体の余等質性 1の等長変換群の特異軌道は弱鏡映部分多様体に
なる．

この命題の証明を述べる前に等長変換群の軌道に関する基本事項を簡単に復習しておく．
Lie群 Gが Riemann多様体 M̃ に等長変換群として作用しているとする．x ∈ M̃ をとり
イソトロピー部分群をGx = {h ∈ G | h(x) = x} とおくと，軌道G(x)はG/Gxと微分同
型になる．任意の y ∈ M̃ に対してGx ⊂ gGyg

−1となる g ∈ Gが存在するとき，G(x)は
主軌道と呼ばれる．さらに，主軌道の余次元をGのX への作用の余等質性という．イソ
トロピー部分群Gxは微分写像によって TxM̃ に直交表現を持つ．Gxは Tx(G(x))を不変
に保つので T⊥x (G(x))も Gx不変になる．この Gxの T⊥x (G(x))への直交表現をスライス
表現と呼ぶ．
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定理 1.6 (スライス表現定理) Lie群GがRiemann多様体 M̃ に等長変換群として作用し
ているとする．このとき，Gの M̃ への作用の余等質性はスライス表現の余等質性に一致
する．さらに，G(x)が主軌道になることとGxのスライス表現が自明になることは同値で
ある．

命題 1.5の証明 Lie群 Gの Riemann多様体 M̃ への等長作用の余等質性が 1である
とする．G(x)が特異軌道であるとすると，スライス表現定理より Gx は T⊥x (G(x))の超
球面に推移的に作用する．特に，任意の ξ ∈ T⊥x (G(x))に対してある h ∈ Gx が存在し
dhx(ξ) = −ξが成り立つ．したがって，hはG(x)の ξ ∈ T⊥x (G(x))に関する鏡映になる．

命題 1.7 完備連結 Riemann多様体の余等質性 1の連結等長変換群が二つの特異軌道を
持っていると仮定する．もし弱鏡映な主軌道が存在すれば，それは二つの特異軌道から等
しい距離にあり，二つの特異軌道は等長的になる．

証明の概略 もし弱鏡映な主軌道が存在したとすると，その鏡映はその超曲面を保存し，
同時にその超曲面からから等距離にある 2つの平行超曲面を互いに移り合わせる．特に，
焦点部分多様体である特異軌道は鏡映によって互いに移りあわなければならない．

2 s表現の弱鏡映軌道と austere軌道

(G,K)を既約コンパクト対称対とし，(G,K)の定めるGの対合的自己同型写像を θと
表す．G,K の Lie環をそれぞれ g, kで表し，g = k + m を gの標準分解とする．gの内積
〈 , 〉を θとGの随伴群の作用に関して不変になるようにとる．

m内の極大可換部分空間 aをとり固定する．λ ∈ aに対して，mの部分空間mλを

mλ = {X ∈ m | [H, [H, X]] = −〈λ,H〉2X (X ∈ a)}

と定める．R = {λ ∈ a | mλ 6= {0}} によって (g, k)の制限ルート系Rを定める．Rの基本
系 F をとり，F に関する正の制限ルート全体の集合をR+と表す．このとき，制限ルート
空間分解

m = a +
∑

α∈R+

mα

が得られる．任意の部分集合∆ ⊂ F に対して

C∆ = {H ∈ a | 〈α, H〉 > 0 (α ∈ ∆), 〈β, H〉 = 0 (β ∈ F −∆)},
R∆ = R ∩ (F −∆)Z, R∆

+ = R∆ ∩R+

とおく．このとき，H ∈ C∆に対してR∆ = {α ∈ R | 〈α, H〉 = 0}となる.
以下，H ∈ mに対して，軌道Ad(K)H を考える．Ad(K)H はm内の半径 ‖H‖の超球
面 Sの部分多様体である．対称空間の理論から，ある∆ ⊂ F が存在してH ∈ C∆と仮定
してよい．このとき，軌道Ad(K)H のH における接ベクトル空間 TH(Ad(K)H)と超球
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面内の法ベクトル空間 T⊥H (Ad(K)H)は次の等式で与えられる．

TH(Ad(K)H) =
∑

α∈R+−R∆
+

mα, (2.1)

T⊥H (Ad(K)H) = H⊥ ∩ a +
∑

α∈R∆
+

mα = Ad((ZH
K )0)(H⊥ ∩ a). (2.2)

ただし，(ZH
K )0 はK の閉部分群 ZH

K = {k ∈ K | Ad(k)H = H} の単位元の連結成分で
ある．
超球面内の極小部分多様体になる軌道については次が知られている．

定理 2.1 ([4]) 部分集合∆ ⊂ F に対して，H ∈ C∆が唯一つ存在して Ad(K)H は S の
極小部分多様体となる．

次に s表現の軌道であって，超球面の austere部分多様体になるものと弱鏡映部分多様
体になるものの分類を与える．超球面のこれらの部分多様体の性質はベクトル空間のスカ
ラー倍で変らないので，超球面の半径を特定の値に限定はしない．また，ルートに関する
記号は [1]に従う．

定理 2.2 既約コンパクト対称対の s表現の軌道であって，超球面内の austere部分多様体
になるものは次のものに限られる．

(1) 制限ルートに対応するベクトルの軌道

(2) A2型 {±(ei − ej)}の既約コンパクト対称対の 2e1 − e2 − e3, e1 + e2 − 2e3に対応す
るベクトルの (特異)軌道

(3) A3型 {±(ei − ej)}の既約コンパクト対称対の e1 + e2 − e3 − e4に対応するベクトル
の軌道

(4) D型 {±ei ± ej}の既約コンパクト対称対の e1に対応するベクトルの軌道

(5) D4型 {±ei ± ej}の既約コンパクト対称対の e1 + e2 + e3 ± e4に対応するベクトル
の軌道

(6) B2 型 {±ei,±ei ± ej}であり重複度が一定値な既約コンパクト対称対の e1 + e1+e2√
2

に対応するベクトルの軌道 (正則軌道)

(7) G2型の既約コンパクト対称対の α1 + α2√
3
に対応するベクトルの軌道 (正則軌道)

さらに，(1)∼(5)は超球面内の弱鏡映部分多様体になる．(6), (7)は弱鏡映にならないaustere
軌道である．

証明の概略 まず，制限ルート α ∈ Rに対応するベクトルHを通る軌道Ad(K)H が弱
鏡映になることを示す．(2.2)より軌道の法空間は a∩H⊥に帰着され，任意の ξ ∈ a∩H⊥

に対して鏡映を構成すれば十分である．αに関する aの鏡映を sαで表すと，−sαはH を
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保存し a ∩H⊥に−idで作用する．さらに，sαはWeyl群の作用であるから軌道を保存す
る．よって，−sαは任意の ξ ∈ a ∩H⊥に関するAd(K)H の鏡映になる．
次に，制限ルートの軌道以外で austereになる軌道を分類する．上と同様に，法空間は

a ∩ H⊥ に帰着されるので，任意の ξ ∈ a ∩ H⊥ に対するシェイプ作用素の固有値が重複
度を含めて −1倍で不変であることを示せば十分である．s表現の軌道の接空間は (2.1)
で表され，各制限ルート空間がシェイプ作用素の固有空間になる．さらに，その固有値
は制限ルートを使って表せる．このとき，austereの条件であるシェイプ作用素の対称性
は，R+−R∆

+ に含まれる制限ルートを a∩H⊥に直交射影したときの像の対称性で述べる
ことができる．この対称性を持つH の可能性を各ルート型について決定することにより，
(2)∼(7)の austere軌道の分類を得る．
さらに，分類した austere軌道の中で弱鏡映になるものについてはそれぞれ鏡映を具体
的に構成する．多くはWeyl群の作用を使って鏡映を構成することができる．

(6), (7)の場合，特異軌道は二つになり，イソトロピー部分群を比較するとこれらの特
異軌道は等長的ではないことがわかる．よって，命題 1.7よりこれらの正則軌道は弱鏡映
部分多様体にならないことが示される．

3 Gauss写像の退化する軌道

l次元多様体M lの n次元球面 Snへのはめ込み f : M −→ Snに対して，f のGauss写
像 γをM からRn+1内の l +1次元部分空間全体のなすGrassmann多様体Gl+1(Rn+1)へ
の写像として次で定義する．

γ : M −→ Gl+1(Rn+1)

x 7−→ Rf(x)⊕ Tf(x)(f(M))

f のGauss写像 γの最大階数を rで表す．Gauss写像 γが退化しているとき，つまり r < l

となるとき，はめ込まれた部分多様体 f(M) ⊂ Snは tangentially degenerateもしく
は developableと呼ばれる．γ が一定になること，つまり r = 0となることは f が全測
地的であることと同値である．
はめ込み f の第二基本形式を hで表し，x ∈ M における相対零化空間を

{X ∈ Tx(M) | h(X, Y ) = 0, ∀Y ∈ Tx(M)}
によって定める．

ker(dγ)x = {X ∈ Tx(M) | h(X, Y ) = 0, ∀Y ∈ Tx(M)} (3.1)

となることから，相対零化空間の次元はGauss写像の退化次元に一致する．
また，相対零化空間をシェイプ作用素Aを使って書き直すと

{X ∈ Tx(M) | h(X, Y ) = 0, ∀Y ∈ Tx(M)}
= {X ∈ Tx(M) | 〈AξX, Y 〉 = 0, ∀Y ∈ Tx(M),∀ ξ ∈ T⊥x (M)}
= {X ∈ Tx(M) | AξX = 0, ∀ξ ∈ T⊥x (M)}
=

⋂

ξ∈T⊥x (M)

ker(Aξ) (3.2)
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となる．
M lを l次元連結コンパクト多様体とし，はめ込み f : M −→ Snが tangentially degen-

erateであるとする．Ferus [2]はM の次元 lだけに依存する自然数 F (l)が存在して，も
し r < F (l)ならば r = 0，つまり f(M)は Sn内の l次元の great sphereになることを示
した．自然数 F (l)は Ferus数と呼ばれ

F (l) = min{k | A(k) + k ≥ l}

によって与えられる．ここで，A(k)は球面 Sk−1上の線形独立なベクトル場の最大数を表
し，Adams数と呼ばれる．

Gauss写像の退化性に関する Ferusの不等式について石川-木村-宮岡は次のような問題
を提出した．

問題 3.1 ([7]) (1) 不等式 r < F (l)は best possibleか? つまり，r = F (l)をみたす
tangentially degenerateなはめ込みM l −→ Snが存在するか?

(2) もし (1)が正しければ，r = F (l)をみたす tangentially degenerateなはめ込みM l −→
Sn を分類せよ．

さらに，この問題に関連して次のような結果を与えた．

定理 3.2 (石川 [6]) 実射影空間RPn内の tangentially degenerateな等質コンパクト超曲
面は超平面か Cartan超曲面に射影同値である．

定理 3.3 (宮岡) 球面内の 6つの異なる主曲率を持つ等質等径超曲面の焦点部分多様体は
tangentially degenerateである．さらに，これらは Ferusの不等式の等号をみたす．

定理 3.4 (石川-木村-宮岡 [7]) M±を球面内の 4つの異なる主曲率を持つ等質等径超曲面
の焦点部分多様体とする．このときM±の一方は tangentially degenerateであり，もう一
方は tangentially degenerateでない．さらに，これらの中に Ferusの不等式の等号を満た
す例が無限個存在する．

これらの研究では球面内の等質等径超曲面の理論を用いてGauss写像が退化する部分多
様体を調べている．球面内の等質超曲面は階数 2の Riemann対称対の s表現の軌道とし
て捉えることができる．そこで，こらの結果を踏まえて s表現の軌道のGauss写像の退化
性を調べ，次の定理を得た．

定理 3.5 既約Riemann対称対の線形イソトロピー表現の軌道であって，超球面内のGauss
写像の退化する部分多様体となるものは，長い制限ルートの軌道と制限ルート系がG2型
のときの短い制限ルートの軌道に限られる．さらに，これらの軌道のGauss写像の退化次
元は制限ルートの重複度に一致する．

注意 3.6 定理 2.2から，これらの Gauss写像が退化する軌道は球面内の弱鏡映部分多様
体になることを注意しておく．
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注意 3.7 Riemann対称対の分類にしたがって，定理 3.5で得られた軌道のGauss写像の退
化次元を調べると，Ferusの不等式の等号を満たす例が数多く含まれていることがわかる．

定理 3.5を証明するために次の命題で s表現の軌道のGauss写像の退化性の判定条件を
与える．Gauss写像の退化性を判定するためには軌道の相対零化空間を決定すればよい．

命題 3.8 (G,K)をコンパクト対称対とする．H ∈ aの軌道 Ad(K)H が tangentially de-
generateならばH は制限ルート λの定数倍である．制限ルート λの軌道Ad(K)λが tan-
gentially degenerateになるための必要十分条件は

∑
µ//λ mµが {0}以外の ad(zλ

K)不変部
分空間を持つことである．このとき

ker(dγ)λ =
⋂

k∈(Zλ
K)0

Ad(k)
∑

µ//λ

mµ (3.3)

が成り立つ．

命題 3.8の証明の概略 H ∈ aとして軌道Ad(K)Hを考える．ある∆ ⊂ F が存在して
H ∈ C∆としてよい．このとき，軌道Ad(K)HのHにおける法ベクトル空間T⊥H (Ad(K)H)
は (2.2)与えられる．ここで，ξ ∈ a ∩H⊥と k ∈ (ZH

K )0について

Aξ = Ad(k)−1AAd(k)ξAd(k)

となることから次を得る．
⋂

ξ∈T⊥H (Ad(K)H)

kerAξ =
⋂

k∈(ZH
K )0

Ad(k)
⋂

ξ∈a

kerAξ.

次に，ξ ∈ a ∩H⊥についてAξ の固有値の集合は
{
− 〈α, ξ〉
〈α, H〉

∣∣∣∣∣ α ∈ R+ −R∆
+

}

となり，固有値− 〈α,ξ〉
〈α,H〉 に対応する固有空間は

∑
n

µ∈R+−R∆
+ | − 〈µ,ξ〉

〈µ,H〉=−
〈α,ξ〉
〈α,H〉

o
mλ

となる．したがって
⋂

ξ∈a∩H⊥
kerAξ =

⋂

ξ∈a∩H⊥

∑

{λ∈R+−R∆
+ | 〈λ,ξ〉=0}

mλ =
∑

µ//H

mµ.

ゆえに

ker(dγ)H =
⋂

ξ∈T⊥H (Ad(K)H)

kerAξ =
⋂

k∈(ZH
K )0

Ad(k)
∑

µ//H

mµ ⊂
∑

µ//H

mµ.
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よって，(3.3)が得られ，これにより Ad(K)H が tangentially degenerate ならばH は制
限ルートの定数倍になることがわかる．
以下，H = λ (制限ルート)とする．(3.3)より，Ad(K)λが tangentially degenerateに
なることは

∑
µ//λ mµ内に 0以外の (Zλ

K)0不変な部分空間が存在することと同値である．
したがって，連結 Lie群 (Zλ

K)0の Lie環が zλ
K となることから命題の主張が従う．

命題 3.8より次の命題が得られる．

命題 3.9 λ ∈ R+ が，2λ /∈ R+ を満たし，任意の µ ∈ R∆
+ に対して λ + µ /∈ R かつ

λ− µ /∈ Rを満たすと仮定すると，Ad(K)λは tangentially degenerateになる．

命題 3.9の仮定を満たすルートは長い制限ルート (制限ルートの長さがすべて等しいとき
はどの制限ルートでもよい)と制限ルート系がG2型のときの短い制限ルートに限られる．
したがって，これらの制限ルートを通る軌道は tangentially degenerateである．その他の
制限ルートを通る軌道が tangentially degenerateでないことは個別に調べる必要がある．
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