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1 序
M ⊂ X : Riemann多様体内Xの部分多様体
Mの第二基本形式
x ∈ M hx : TxM × TxM → T⊥

x M
M : 極小部分多様体⇔ trhx = 0 (∀x ∈ M)
M : austere部分多様体

⇔ 〈hx, ξ〉の固有値 : −1倍に関して対称
(∀x ∈ M, ∀ξ ∈ T⊥

x M)
austere部分多様体 ⇒ 極小部分多様体
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ξ : 法ベクトル

正の固有値の方向

負の固有値の方向
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いい性質を持つ部分多様体の構成法
(G, K) : Riemann対称対

AdG(K) : コンパクト
∃θ : G → G : 対合的自己同型
(Gθ)0 ⊂ K ⊂ Gθ

g = k + m : dθの±1固有空間分解
H ∈ m ( 6= 0)

AdG(K)H : m内の超球面の部分多様体
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AdG(K)Hが超球面のaustere部分多様体になる
⇔ Hと(G, K)の制限ルート系に関するある条件
上記austere軌道は分類可能 : 第4節の内容

austereの定義 : 無限小の対称性
多くの上記austere軌道は大域的対称性を持つ
=⇒ 弱鏡映部分多様体の定義
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2 定義と基本的性質
M ⊂ X : Riemann多様体内Xの部分多様体
M : 弱鏡映部分多様体
⇔ ∀x ∈ M, ∀ξ ∈ T⊥

x M ∃σξ : X → X等長変換
σξ(x) = x, dσξ(ξ) = −ξ, σξ(M) = M

M : 鏡映部分多様体
⇔ M : 対合的等長変換の固定点集合の連結成分

σ : X → X 対合的等長変換
σ(x) = x, dσ(ξ) = −ξ, σ(M) = M
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鏡映部分多様体 : 全測地的
鏡映 ⇒ 弱鏡映 ⇒ austere ⇒ 極小

G : 余等質性1のXの等長変換群
⇒ Gの特異軌道は弱鏡映部分多様体

G : 余等質性1のXの等長変換群
二つの特異軌道O1, O2 弱鏡映主軌道W
⇒ d(W, O1) = d(W, O2), O1

∼= O2
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3 弱鏡映部分多様体の例
M = S1(1) × S1(1) = {(x, y) | x, y ∈ S1(1)}
S3(

√
2)の弱鏡映部分多様体

x = (1,0,1,0)に対して
T⊥

x M = R(1,0,−1,0)

σ(x1, x2, y1, y2) = (y1, y2, x1, x2)

σによってMはS3(
√

2)の弱鏡映部分多様体
M : Clifford torus
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SU(n)のLie代数su(n)の元
H = diag(

√
−1,−

√
−1,0, . . . ,0)の随伴軌道

Ad(SU(n))H : 超球面の弱鏡映部分多様体
Weyl群の作用を利用して鏡映を構成

他のコンパクト単純Lie群についても同様
他のコンパクト既約対称空間についても同様
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4 軌道の分類
(G, K)が既約の場合
AdG(K)Hがaustere部分多様体になるH
(1) 制限ルート
(2) A2型{±(ei − ej)}の2e1 − e2 − e3, e1 + e2 − 2e3

(3) A3型{±(ei − ej)}のe1 + e2 − e3 − e4

(4) D型{±ei ± ej}のe1

(5) D4型{±ei ± ej}のe1 + e2 + e3 ± e4

(6) B2型{±ei,±ei ± ej}のe1 + e1+e2√
2

(7) G2型のα1 + α2√
3
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