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Riemann多様体の鏡映部分多様体と austere部分多様体の中間概念になる弱鏡
映部分多様体の概念を提起し、等質な弱鏡映部分多様体と austere部分多様体の例
を構成した。さらにこれら部分多様体の幾何学的性質を調べる研究を進めている。
この研究については作成中の論文 [2]で発表する予定である。

Xを完備Riemann多様体とする。Xの対合的等長変換の固定点集合の連結成分
を鏡映部分多様体という。この概念は Leung [3]が導入した。鏡映部分多様体は完
備全測地的部分多様体になる。鏡映部分多様体を定める対合的等長変換は鏡映部
分多様体に対して一意的に定まる。そこでこの一意的に定まる対合的等長変換を
その鏡映部分多様体の鏡映と呼ぶことにする。M をXの鏡映部分多様体とする。
σM をM の鏡映とする。各点 x ∈ M における法ベクトル ξ ∈ T⊥

x M 対して

σM(x) = x, (dσM)xξ = −ξ, σM(M) = M

が成り立つ。そこで、部分多様体の各点における各法ベクトルに対してこのよう
な条件を満たす等長変換が存在するという性質に注目して次の定義を与える。
定義 XをRiemann多様体、M をXの部分多様体とする。各点 x ∈ M におけ
る法ベクトル ξ ∈ T⊥

x M に対して次の条件を満たすXの等長変換 σξが存在すると
き、M を弱鏡映部分多様体という。

σξ(x) = x, (dσξ)xξ = −ξ, σξ(M) = M.

この定義を与えるにあたって、Podestà [4]の議論も参考になった。
XをRiemann多様体、MをXの部分多様体とし、Mのシェイプ作用素をAで
表わす。M の任意の点の任意の法ベクトル ξに対してAξの固有値が−1倍に関し
て不変であり、−1倍で対応する固有値の重複度が等しいとき、M を austere部
分多様体という。この概念はHarvey-Lawson [1]が導入した。
鏡映部分多様体、弱鏡映部分多様体、austere部分多様体、極小部分多様体の間
には次の関係がある。

鏡映⇒弱鏡映⇒ austere ⇒極小
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弱鏡映部分多様体が austereになることを示しておく。M がXの弱鏡映部分多様
体のとき、各点 x ∈ M の各法ベクトル ξ ∈ T⊥

x M に対して、(dσξ)xはM のシェイ
プ作用素Aξの固有値 λの固有ベクトル空間を固有値−λの固有ベクトル空間に写
す。したがって、M は austere部分多様体になる。
弱鏡映部分多様体の例を示しておく。

Sn−1(1) × Sn−1(1) = {(x, y) | x, y ∈ Sn−1(1)}

は半径
√

2の 2n − 1次元球面 S2n−1(
√

2)の弱鏡映部分多様体になる。Sn−1(1) ×
Sn−1(1)はS2n−1(

√
2)の等質部分多様体なので、弱鏡映部分多様体の条件をSn−1(1)×

Sn−1(1)の一点で確かめればよい。

x = (1, 0, . . . , 0,
n+1
^

1 , 0, . . . , 0) ∈ Sn−1(1) × Sn−1(1)

に対して、

σ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = (y1, . . . , yn, x1, . . . , xn)

((x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ S2n−1(
√

2))

によってS2n−1(
√

2)の等長変換σを定める。σ(x) = xとなり、dσxはT⊥
x (Sn−1(1)×

Sn−1(1))では−1倍になり、σ(Sn−1(1) × Sn−1(1)) = Sn−1(1) × Sn−1(1) が成り立
つことがわかる。これより、Sn−1(1) × Sn−1(1)は S2n−1(

√
2)内の弱鏡映部分多様

体になる。
弱鏡映部分多様体と austere部分多様体の関係を見るために、既約対称対の線
形イソトロピー群の軌道について調べ、球面内で弱鏡映部分多様体になる軌道と
austere部分多様体になる軌道をすべてを分類した。たとえば、制限ルートに対応
する元の軌道は球面内の弱鏡映部分多様体になる。球面内の austere部分多様体で
あって弱鏡映にはならないものもいくつか存在することもわかった。
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