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2 測度論からの準備

2.1 定義. 集合 Xの部分集合全体のつくる集合を 2Xで表す。関数φ : 2X −→ [0,∞]
が次の条件を満たすとき、φを X上の測度と呼ぶ。Fは高々可算な 2Xの部分集合で
A ⊂ ∪Fならば、

φ(A) ≤
∑

B∈F

φ(B).

2.2 定義. φを集合 X上の測度とし、A ∈ 2Xとする。任意の T ∈ 2Xに対して

φ(T ) = φ(T ∩ A) + φ(T ∼ A).

が成り立つとき、Aをφ可測集合と呼ぶ。

2.3 定義. φを集合 X上の測度とし、A ⊂ Xで Pを A の各元に対する命題とする。
φ(A ∼ {x ∈ A|P (x)}) = 0 が成り立つとき、P (x) がφに関してほとんどすべての
x ∈ Aに対して成り立つという。

2.4 定義. φを集合X上の測度とし、Yを位相空間とする。fがXのφに関してほとん
どすべての点で定義された Yへの写像であり、Yの任意の開集合 Eに対して f−1(E)
が Xのφ可測集合になるとき、fを Xから Yへのφ可測写像と呼ぶ。

2.5 定義. φを集合 X上の測度とし、fを Xのφに関してほとんどすべての点で定義
されていてR̄に値を持つ関数とすると、fのφ上積分

∫ ∗
fdφ, φ下積分

∫
∗ fdφを定義す

ることができる。φ可測関数 fに対して、

∫ ∗
fdφ =

∫

∗
fdφ

のとき、fをφ積分確定と呼び、この値を
∫

fdφで表す。さらに、
∫

fdφ ∈ Rのとき、
fをφ積分可能またはφ可積分と呼ぶ。

2.6 定理 (Rieszの表現定理). Xを局所コンパクト Hausdorff空間とし、

K(X) = {f : X −→ R|f :連続, spt f :コンパクト }

とおく。
µ : K(X) −→ R

は線形写像で、f ∈ K(X)+ = {f ∈ K(X)|f(x) ≥ 0(x ∈ X)}に対して 0 ≤ µ(f)とす
る。このとき X上の測度ψが存在し、X上の実数値連続関数はすべてψ可測になり

µ(f) =
∫

fdψ (f ∈ K(X))

が成り立つ。
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2.7 定理. Xを局所コンパクト Hausdorff空間とし、Eをノルム pを持つ有限次元実
ベクトル空間とする。K(X, E)で Xから Eへのコンパクトな台を持つ連続写像全体
のつくる実ベクトル空間を表す。

|e| = sup
x∈X

p(e(x)) (e ∈ K(X, E))

とおくと | |は K(X, E)のノルムになる。よって命題 1.5の方法で K(X, E)は位相ベ
クトル空間になる。このとき連続線形写像

T : K(X, E) −→ R

に対して

λ(f) = sup{T (e)|e ∈ K(X,E), p(e(x)) ≤ f(x)(x ∈ X)} (f ∈ K(X)+)

とおいてλを線形に K(X)上に拡張すると、λは定理 2.6の仮定を満たす。λに対応す
る測度をµとすると Xから E∗へのµ可測写像~Tが存在し

∫

X

p∗(~T )dµ < ∞, p∗(~T ) = 1 for µa.a.x ∈ X

T (e) =
∫

X

〈e, ~T 〉dµ for ∀e ∈ K(X, E).
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