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19 ウェイトの性質
この節では以下の設定条件のもとで議論する。Gを両側不変 Riemann計量を持って
いるコンパクト連結 Lie群とし TをGの 1つの極大トーラスとする。これらの Lie環
をそれぞれ gと tで表す。t ∗に定義 11.2のように順序を入れておく。(ρ, V )を Gの
有限次元複素表現とする。

19.1 補題. α ∈ ∆(G)とλ ∈ W (ρ, V )に対して

ρ∗(g α)Vλ ⊂ Vλ+α

が成り立つ。

証明. X ∈ g α, v ∈ Vλ,H ∈ tに対して

ρ∗(H)ρ∗(X)v = ρ∗(X)ρ∗(H)v + ρ∗([H, X])v

= ρ∗(X)
√
−1λ(H)v +

√
−1α(H)ρ∗(X)v

=
√
−1(λ + α)(H)ρ∗(X)v

となるのでρ∗(X)v ∈ Vλ+αとなり、

ρ∗(g α)Vλ ⊂ Vλ+α

が成り立つ。

19.2 補題. α ∈ ∆(G)とλ ∈ W (ρ, V )に対して

(λ + Zα) ∩ W (ρ, V ) = {λ + nα | p ≤ n ≤ q}

を満たす整数 p, qが存在し、

−2λ(Hα)
α(Hα)

= p + q

が成り立つ。特に 2λ(Hα)
α(Hα) は整数になる。

証明. まず

H = − 2
√
−1

α(Hα)
Hα

とおく。次に定理 10.3より [g α, g −α] = CHαだから、

[X, Y ] = − 2
√
−1

α(Hα)
Hα = H

が成り立つように、X ∈ g αと Y ∈ g −αをとることができる。すると

[H, X] =
√
−1α(H)X = 2X

[H, Y ] = −
√
−1α(H)Y = −2Y
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が成り立つ。したがって
h = CX + CY + CH

とおくと hは g Cの複素 Lie部分環になり、しかも sl (2, C)と同型になる。
p′ = min{n ∈ Z | λ + nα ∈ W (ρ, V )}
q′ = max{n ∈ Z | λ + nα ∈ W (ρ, V )}

とおく。λ + q′α ∈ W (ρ, V )だから Vλ+q′α 6= {0}となり、0ではない v0を Vλ+q′αか
らとることができる。そこで

vi = ρ∗(Y )iv0 (i = 0, 1, 2, . . . )
とおくと、補題 18.3 より各 viは 0 でない限りρ∗(H) の相異なる固有値の固有ベク
トルになるので一次独立になる。Vは有限次元だからある i0が存在して vi0 = 0 と
vi0−1 6= 0を満たす。さらに補題 18.3より各 iについて

ρ∗(X)vi = i(
√
−1(λ − q′α)(H) − i + 1)vi−1

となるので、 √
−1(λ − q′α)(H) = i0 − 1.

ここで √
−1(λ − q′α)(H) =

√
−1λ(H) + 2q′

=
2λ(Hα)
α(Hα)

+ 2q′

となるので、0 ≤ i ≤ 2λ(Hα)
α(Hα) + 2q′に対して

0 6= vi ∈ Vλ+(q′−i)α.

したがって− 2λ(Hα)
α(Hα) − q′ ≤ n ≤ q′に対して

λ + nα ∈ W (ρ, V )
となる。これより

p′ ≤ −2λ(Hα)
α(Hα)

− q′

となり

p′ + q′ ≤ −2λ(Hα)
α(Hα)

.

−α ∈ ∆(G)について同様の議論をすると

−p′ − q′ ≤ −−2λ(Hα)
α(Hα)

となり

p′ + q′ ≥ −2λ(Hα)
α(Hα)

.

したがって

p′ + q′ = −2λ(Hα)
α(Hα)

.

が成り立つ。さらに上で示したことより

(λ + Zα) ∩ W (ρ, V ) = {λ + nα | p′ ≤ n ≤ q′}
となる。
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19.3 定理. (ρ, V )を Gの有限次元複素既約表現としλ ∈ W (ρ, V )の最高ウェイトと
する。

(1) dimVλ = 1.
(2) 0以上の整数全体を Z+で表し、∆+(G) = {β1, . . . , βl}とする。Vλの 0では
ない元 vに対して

V = {ρ∗(X−β1)
n1 · · · ρ∗(X−βl

)nlv | n1, . . . , nl ∈ Z+}C

が成り立つ。
(3) ∆(G)の単純ルート系を {α1, . . . , αr}とする。このとき各µ ∈ W (ρ, V )に対
してあるmi ∈ Z+が存在し

µ = λ −
r∑

i=1

miαi

となる。

証明. Gは連結だから (ρ, V )がGの表現として既約であることと、(ρ∗, V )が gの表
現として既約であることは同値になる。さらにこれは (ρ∗, V )が g Cの表現として既
約であることと同値になる。tの基底を {H1, . . . , Hr}とすると、

W = {ρ∗(X1) · · · ρ∗(Xk)v | Xiは X±βaまたは Hb}C

は g Cの作用で不変な複素部分空間になる。したがって既約性よりWは Vに一致す
る。Lie環の普遍包絡環に関する Poincaré-Birkhoff-Wittの定理より、Wの生成元の
全体は

ρ∗(X−β1)
n1 · · · ρ∗(X−βl

)nlρ∗(Xβ1)
m1 · · · ρ∗(Xβl

)mlρ∗(H1)a1 · · · ρ∗(Hr)arv

という形に変形できる。
ρ∗(Hi)v =

√
−1λ(Hi)v

だから、生成元の全体は

ρ∗(X−β1)
n1 · · · ρ∗(X−βl

)nlρ∗(Xβ1)
m1 · · · ρ∗(Xβl

)mlv

に一致する。さらに補題 19.1とλが最高ウェイトであることから

ρ∗(Xβj )v ∈ Vλ+βj = {0}

となるので、生成元の全体は

ρ∗(X−β1)
n1 · · · ρ∗(X−βl

)nlv

に一致する。以上で (2)を示すことができた。
補題 19.1より

ρ∗(X−β1)
n1 · · · ρ∗(X−βl

)nlv

はλ−
∑l

i=1 niβiのウェイト空間に含まれる。定理 11.4を使うと各µ ∈ W (ρ, V )に対
してあるmi ∈ Z+が存在し

µ = λ −
r∑

i=1

miαi

となることがわかる。
Vの生成元の形と補題 19.1より Vλに含まれる元は vの定数倍のみになる。したがっ

てdimVλ = 1が成り立つ。


