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第 1章 積分多様体

1.1 分布と積分多様体

定義 1.1.1 Mを n次元多様体とし、kを 1 ≤ k ≤ nを満たす自然数とする。Mの各点 xに
対して、Tx(M)の k次元部分ベクトル空間Bxを対応させる対応Bが次の (∗)を満たすと
き、BをM上の k次元分布と呼ぶ。
(∗) Mの任意の点 xに対して、xの開近傍 Uと U上のベクトル場 X1, . . . , Xkが存在し各点
z ∈ Uにおいて (X1)z, . . . , (Xk)zはBzの基底になる。
M上のベクトル場Xと分布Bが任意の点 x ∈ Mに対してXx ∈ Bxを満たすとき、XはB

に属するという。M上の分布Bに属する任意のベクトル場X, Yに対して [X,Y ]もまたB

に属するとき、Bは完全積分可能であるという。NをMの部分多様体としι : N −→ Mを
包含写像とする。M上の分布Bに対して

dιx(Tx(N)) = Bx (x ∈ N)

が成り立つとき、NをBの積分多様体と呼ぶ。

逆関数定理より次の補題を証明することができる。

補題 1.1.2 Nを n次元多様体Mの k次元部分多様体とする。このとき各 x ∈ Nに対して、
xを含むMの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)で xi(x) = 0, (1 ≤ i ≤ n)を満たすものが存在し

V = {z ∈ U |xα(z) = 0 (k + 1 ≤ α ≤ n)}

は Nにおける xの開近傍になり、x1, . . . , xkの Vへの制限は Nの局所座標系になる。

命題 1.1.3 Mを多様体とし、BをM上の分布とする。Mの各点 xに対して、xを含むB

の積分多様体が存在するならばBは完全積分可能である。

証明 XとYをBに属するM上のベクトル場とする。Mの各点xに対して、[X, Y ]x ∈ Bx

を示せばよい。Nを x を含む B の積分多様体とする。各 z ∈ Nに対して Xz ∈ Bz =

dιz(Tz(N))であり dιz : Tz(N) −→ Tz(M)は単射だからただ 1つ X ′
z ∈ Tz(N)が存在して

dιz(X
′
z) = Xzを満たす。dim M = n, dim N = kとすると補題 1.1.2より xを含むMの局

所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)が存在し

V = {z ∈ U |xα(z) = 0 (k + 1 ≤ α ≤ n)}

1



2 第 1 章 積分多様体

は Nにおける x の開近傍になり x1, . . . , xkの Vへの制限 y1, . . . , ykは Nの局所座標系にな
る。VもBの積分多様体になる。Xの Uにおける局所表示を

Xz =
n∑

i=1

ai(z)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
z

(z ∈ U)

とすると各 aiは U上の C∞級関数である。z ∈ Vに対して

dιz

(
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
z

)
=

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
z

だから aα(z) = 0 (k + 1 ≤ α ≤ n)で

X ′
z =

k∑

i=1

ai ◦ ι(z)
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
z

(z ∈ V )

が成り立つ。よって対応 z 7−→ X ′
zは V上のベクトル場になり

dιz(X
′
z) = Xz (z ∈ V )

を満たす。同様に Y ′も V上のベクトル場になり

dιz(Y
′
z ) = Yz (z ∈ V )

を満たす。したがって微分写像と Lieブラケット積の関係から

[X, Y ]z = dιz([X
′, Y ′]z) ∈ dιz(Tz(V )) = Bz (z ∈ V )

となる。x ∈ Vだから [X, Y ]x ∈ Bxが成り立つ。

補題 1.1.4 F : M −→ Nを連結な多様体Mから多様体 Nへの C∞級写像とする。任意の
x ∈ Mに対して dFx = 0が成り立つならば、Fは定値写像である。

証明 p ∈ F (M)をとる。このときM = F−1(p)となることを示そう。まず F−1(p)は 1

点の逆像だから閉集合である。次に F−1(p)が開集合になることを示す。x ∈ F−1(p)をと
る。x ∈ U, F (U) ⊂ VとなるMとNの局所座標系 (U ; x1, . . . , xm)と (V ; y1, . . . , yn)をとる
ことができる。さらに Uは連結になるようにとっておく。各 z ∈ Uに対して dFz = 0だか
ら、各 i, jについて

∂yj ◦ F

∂xi

(z) = 0

となって、Fは Uにおいて一定値をとる。よって F (x) = p だから任意の z ∈ Uに対し
て F(z) = p となり U ⊂ F−1(p)。以上で F−1(p) は開かつ閉集合になり Mは連結だから
M = F−1(p)が成り立つ。したがって Fは定値写像である。
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1.2 Frobeniusの定理

定理 1.2.1 (Frobenius) Mを n次元多様体としBをM上の完全積分可能な k次元分布と
する。このとき、Mの各点 xに対して xを含む局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)が存在し、U

は各座標軸の開区間の積になり

{z ∈ U |xi(z) = ci (k + 1 ≤ i ≤ n)} (各 ciは定数)

はBの積分多様体になる。さらにBの連結な積分多様体NがN ⊂ Uを満たせば上の形の
積分多様体のうちの 1つに含まれる。

証明 まず上のような局所座標近傍の存在を分布の次元 kに関する数学的帰納法で証明
しよう。k = 1の場合 xの開近傍 Vと V上のベクトル場Xが存在し各点 z ∈ VにおいてXz

は Bzの基底になる。特に Xz 6= 0である。xを含む Mの局所座標近傍 (V1; y1, . . . , yn)を
V1 ⊂ Vとなるようにとる。V1におけるXの局所表示を

Xz =
n∑

i=1

ai(z)
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
z

(z ∈ V1)

とする。y1, . . . , ynを線形変換によってとりかえてXx = ∂
∂y1

|xとなるようにできる。常微分
方程式

d(yi ◦ c(t))

dt
= ai(c(t)) (1 ≤ i ≤ n)

の係数 aiは C∞級関数だから、あるε > 0 と Rn−1における 0 の開近傍 Wが存在し各
(b2, . . . , bn) ∈ Wに対して初期条件 (y1(c(0)), . . . , yn(c(0))) = (0, b2, . . . , bn) を満たす上
の常微分方程式の解 c(t)が−ε < t < εにおいて存在する。

dc(t)

dt
=

n∑

i=1

d(yi ◦ c(t))

dt

∂

∂yi

∣∣∣∣∣
c(t)

=
n∑

i=1

ai(c(t))
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
c(t)

= Xc(t)

となっている。この解を c(t) = c(t; b2, . . . , bn)と書く。初期条件に対する常微分方程式の解
の可微分性より

τ : (−ε, ε) × W −→ V1 ; (x1, x2, . . . , xn) 7−→ c(x1; x2, . . . , xn)

は C∞級写像である。τの定義より

dτ0

(
∂

∂x1

∣∣∣∣∣
0

)
=

dc

dt
(0) = Xx =

∂

∂y1

∣∣∣∣∣
x

dτ0

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
0

)
=

∂

∂yi

∣∣∣∣∣
x

(2 ≤ i ≤ n)

となるので逆関数定理より xの開近傍 U ⊂ V1が存在し x1, . . . , xnは Uにおける局所座標系
になる。さらに局所座標系によって Uが各座標軸の開区間の積になるように、Uを取り直
すができる。このとき

{z ∈ U |xi(z) = ci (2 ≤ i ≤ n)} (各 ciは定数)
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は適当な開区間 Iと微分同型なMの 1次元部分多様体である。これらの微分同型な 2つの
多様体を同一視しておく。ι : I −→ Mを包含写像とすると

ι(t) = c(t; c2, . . . , cn) (t ∈ I)

だから

dιt

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t

)
=

dc(t)

dt
= Xc(t) ∈ Bc(t).

したがって
dιz(Tz(I)) = Bz (z ∈ I)

となって IはBの積分多様体である。さらに

∂

∂x1

∣∣∣∣∣
z

= Xz (z ∈ U)

が成り立っていることに注意しておく。
k − 1次元分布に対して定理で述べた局所座標近傍が存在すると仮定して k次元分布の場
合を証明しよう。xの開近傍 Vと V上のベクトル場 X1, . . . , Xkが存在し各 z ∈ Vにおいて
(X1)z, . . . , (Xk)zは Bzの基底になる。特に (X1)z 6= 0である。1次元の場合ですでに示し
たように、xを含む局所座標近傍 (V1; y1, . . . , yn)が存在し V1 ⊂ Vで局所座標系によって V1

は各座標軸の開区間の積になり

∂

∂y1

∣∣∣∣∣
z

= (X1)z (z ∈ V1)

を満たす。X1, . . . , Xkを V1上のベクトル場とみなし

Y1 = X1

Yi = Xi − Xi(y1)X1 (2 ≤ i ≤ k)

によって V1上のベクトル場 Y1, . . . , Ykを定める。ここで、Xi(y1)は関数 y1に微分作用素と
みなしたXiを作用して得られる関数である。

[Y1 . . . Yk] = [X1 . . . Xk]




1 −X2(y1) . . . −Xk(y1)

1
. . .

1




だから各 z ∈ V1において (Y1)z, . . . , (Yk)zはBzの基底になる。Yi (2 ≤ i ≤ k)の V1における
局所表示を

(Yi)z =
n∑

j=1

aj
i (z)

∂

∂yj

∣∣∣∣∣
z

(z ∈ V1)
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とすると
a1

i = Yi(y1) = Xi(y1) − Xi(y1)X1(y1) = 0.

したがって Yi (2 ≤ i ≤ k)の V1における局所表示は

(Yi)z =
n∑

j=2

aj
i (z)

∂

∂yj

∣∣∣∣∣
z

(z ∈ V1)

となっている。そこで
S = {z ∈ V1|y1(z) = y1(x)}

とおくと Sは n − 1次元部分多様体になり y2, . . . , ynの Sへの制限 y′
2, . . . , y

′
nは Sの局所座

標系になる。2 ≤ i ≤ kに対して

(Y ′
i )z =

n∑

j=2

aj
i (z)

∂

∂y′
j

∣∣∣∣∣
z

(z ∈ S)

は S上のベクトル場になり、包含写像ι : S −→ V1に対して

dιz((Y
′
i )z) = (Yi)z (z ∈ S)

が成り立つ。また各 z ∈ Sに対して (Y ′
2)z, . . . , (Y

′
k)zは線形独立になる。よって

B′
z = R(Y ′

2)z + . . . + R(Y ′
k)z (z ∈ S)

とおくとB′は S上の k − 1次元分布である。
B′が完全積分可能であることを以下で示そう。Bは完全積分可能だから各 z ∈ V1に対し
て [Yi, Yj]z ∈ Bzとなる。したがって V1上の C∞級関数 cp

ijが存在して

[Yi, Yj] =
k∑

p=1

cp
ijYp

とできる。2 ≤ i, j ≤ kのとき Yi(y1) = Yj(y1) = 0より

0 = [Yi, Yj](y1) =
k∑

p=1

cp
ijYp(y1) = c1

ij

だから

[Yi, Yj] =
k∑

p=2

cp
ijYp

となる。2 ≤ i, j ≤ kのとき、z ∈ Sに対して

dιz([Y
′
i , Y

′
j ]z) = [Yi, Yj]z =

k∑

p=2

cp
ij(z)(Yp)z = dιz




k∑

p=2

cp
ij ◦ ι(z)(Y ′

p)z


 .
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したがって

[Y ′
i , Y

′
j ]z =

k∑

p=2

cp
ij ◦ ι(z)(Y ′

p)z ∈ B′
z.

S上のB′に属する任意のベクトル場 Z1, Z2をとる。定義より

Z1 =
k∑

p=2

dp
1Y

′
p , Z2 =

k∑

q=2

dq
2Y

′
q

となる V1上の C∞級関数 dp
1, d

q
2が存在する。f ∈ C∞(S)に対して

[Z1, Z2](f)

= Z1(Z2(f)) − Z2(Z1(f))

=
k∑

p=2

dp
1Y

′
p(

k∑

q=2

dq
2Y

′
q (f)) −

k∑

q=2

dq
2Y

′
q (

k∑

p=2

dp
1Y

′
p(f))

=
k∑

p,q=2

{dp
1Y

′
p(d

q
2)Y

′
q − dq

2Y
′
q (d

p
1)Y

′
p + dp

1d
q
2[Y

′
p , Y

′
q ]}(f)

したがって

[Z1, Z2] =
k∑

p,q=2

{dp
1Y

′
p(d

q
2)Y

′
q − dq

2Y
′
q (d

p
1)Y

′
p + dp

1d
q
2[Y

′
p , Y

′
q ]}

となり [Z1, Z2]もB′に属する。以上でB′が完全積分可能であることがわかった。
B′は完全積分可能な k − 1次元分布だから帰納法の仮定から xを含む Sの局所座標近傍

(W ; w2, . . . , wn)が存在し局所座標系によってWは各座標軸の開区間の積になり

{z ∈ W |wi(z) = ci (k + 1 ≤ i ≤ n)} (各 ciは定数)

はB′の積分多様体になる。z ∈ V1に対して

y1(z
′) = y1(x), y2(z

′) = y2(z), . . . , yn(z′) = yn(z)

を満たす z′ ∈ Sがただ 1つ存在する。この対応をπと書く。

π : V1 −→ S ; z 7−→ z′

は C∞級写像になり

U = {z ∈ V1|π(z) ∈ W},
x1 = y1

xi = wi ◦ π (2 ≤ i ≤ n)

とおくと (U ; x1, . . . xn)はMの xを含む局所座標近傍になり局所座標系によって Uは各座
標軸の開区間の積になる。
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以下では Yiを U上のベクトル場とみなし

Yi(xα) = 0 (1 ≤ i ≤ k, k + 1 ≤ α ≤ n)

となることを証明しよう。xjの定義から

∂xj

∂y1

(z) = δj1 (z ∈ U)

が成り立つ。したがって

(Y1)z = (X1)z =
∂

∂y1

∣∣∣∣∣
z

=
∂

∂x1

∣∣∣∣∣
z

(z ∈ U)

だから Y1(xα) = 0はわかる。2 ≤ i ≤ kとする。

∂

∂x1

(Yi(xα)) = Y1(Yi(xα)) = [Y1, Yi](xα).

Bは完全積分可能だから U上の C∞級関数 ep
iが存在して

[Y1, Yi] =
k∑

p=1

ep
i Yp

が成立する。したがって

∂

∂x1

(Yi(xα)) =
k∑

p=1

ep
i Yp(xα) =

k∑

p=2

ep
i Yp(xα)

これを I = {z ∈ U |x2(z) = c2, . . . , xn(z) = cn} (各 ciは定数)で考えると Yi(xα) (2 ≤ i ≤
k, k + 1 ≤ α ≤ n)は x1の関数になるので上の等式はこれらに関する線形常微分方程式に
なっている。IはW = S ∩ Uと 1点で交わり z ∈ Wにおいて

(Yi(xα))(z) = (Y ′
i )z(xα) = dιz((Y

′
i )z)(xα) = (Y ′

i )z(wα).

他方
{z ∈ W |wk+1(z) = ck+1, . . . , wn(z) = cn}

はB′の積分多様体だから (Y ′
i )z(wα) = 0となり (Yi(xα))(z) = 0。上の線形常微分方程式は

恒等的に 0になる解を持つので解の一意性より

(Yi(xα))(z) = 0 (z ∈ I, 2 ≤ i ≤ k, k + 1 ≤ α ≤ n)

が成り立つ。Iを定める定数 c2, . . . , cnを動かすことによって

Yi(xα) = 0 (2 ≤ i ≤ k, k + 1 ≤ α ≤ n)
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が U上で成立する。
U上で

Yi(xα) = 0 (1 ≤ i ≤ k, k + 1 ≤ α ≤ n)

が成り立つので Yiの Uにおける局所表示は

(Yi)z =
k∑

j=1

bj
i (z)

∂

∂xj

∣∣∣∣∣
z

(z ∈ U)

となり

Bz = R
∂

∂x1

∣∣∣∣∣
z

+ · · · + R
∂

∂xk

∣∣∣∣∣
z

(z ∈ U)

と表せる。したがって

{z ∈ U |xα(z) = cα (k + 1 ≤ α ≤ n)} (各 cαは定数)

はBの積分多様体である。
最後にBの連結な積分多様体 Nが N ⊂ Uを満たせば上の形の積分多様体のうちの 1つ
に含まれることを証明しよう。ι : N −→ Uを包含写像とする。z ∈ N, k + 1 ≤ α ≤ nに対
して

dιz(Tz(N)) = Bz = R
∂

∂x1

∣∣∣∣∣
z

+ · · · + R
∂

∂xk

∣∣∣∣∣
z

(dxα)z

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
z

)
= 0 (1 ≤ i ≤ k)

だから
0 = (dxα)z ◦ dιz = d(xα ◦ ι)z.

したがって補題 1.1.4より xα ◦ ιは一定値 cαをとり

N ⊂ {z ∈ U |xα(z) = cα (k + 1 ≤ α ≤ n)}

が成り立つ。

1.3 極大連結積分多様体

定義 1.3.1 Mを多様体とし実数の閉区間 Iから Mへの写像 c : I −→ Mが Mの曲線c̄ :

J −→ Mの Iへの制限になっているとき cをMの曲線分と呼ぶ。写像γ : [a, b] −→ Mに対
して a = t0 < t1 < . . . < tk = bが存在し各γ|[ti−1,ti]がMの曲線分になるとき、γをMの区
分的曲線分と呼ぶ。

補題 1.3.2 連結多様体の任意の 2点は区分的曲線分で結べる。
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証明 x ∈ MをとりMの任意の点が xと区分的曲線分で結べることを示す。xと区分的
曲線分で結べるMの点の全体を O1で表し、xと区分的曲線分で結べないMの点の全体を
O2で表す。任意の y ∈ O1に対して yを含む局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn) を局所座標系に
よって Uと同一視する Rnの開集合が中心 (x1(y), . . . , xn(y)) の開球体になるようにとる。
すると Uの任意の点 zは yと曲線分で結ぶことができ、したがって zは xと区分的曲線分で
結べることになり U ⊂ O1が成り立つ。よってO1はMの開集合である。次に任意の y ∈ O2

に対して yを含む上と同様な局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとる。すると Uの任意の点 z

は yと曲線分で結ぶことができ、したがって zは xと区分的曲線分で結べないことになり
U ⊂ O2が成り立つ。よって O2はMの開集合である。M = O1 ∪ O2, O1 ∩ O2 = ∅, O1 6= ∅
でMは連結だから O1 = Mとなる。これよりMの任意の点が xと区分的曲線分で結べる。

定義 1.3.3 Mを多様体とし、BをM上の分布とする。Bの連結積分多様体 Nが Bのど
んな連結積分多様体にも真に含まれないとき、NをBの極大連結積分多様体と呼ぶ。

定理 1.3.4 Mを多様体とし、BをM上の完全積分可能な分布とする。各 p ∈ Mに対して
pを含むBの極大連結積分多様体 Nがただ 1つ存在する。さらに pを含むBの連結積分
多様体は Nに含まれる。

証明 dim M = n, dim B = kとしておく。Mの曲線 c : I −→ Mの速度ベクトルが各
t ∈ Iに対して Bc(t)に含まれるとき c を B の積分曲線と呼ぶ。さらに Mの曲線分 d が
Bのある積分曲線の制限になっているとき dを Bの積分曲線分と呼ぶことにする。写像
γ : [a, b] −→ Mに対して a = t0 < t1 < . . . < tk = bが存在し各γ|[ti−1,ti]がBの積分曲線分
になるとき、γをBの区分的積分曲線分と呼ぶことにする。

N = {γ(b)|γ : [a, b] −→ MはBの区分的積分曲線分, γ(a) = p}

とおいて Nが p を含む B の連結積分多様体になることを示す。各 x ∈ Nに対し定理
1.2.1(Frobeniusの定理)より xを含む局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)が存在し、Uは各座標軸
の開区間の積になり

Ux = {z ∈ U |xi(z) = xi(x) (k + 1 ≤ i ≤ n)}

は xを含むBの積分多様体になる。Uxは開区間の積と微分同型なBの積分多様体なのでUx

の各点と xをBの積分曲線分で結ぶことができる。したがって Ux ⊂ Nとなる。x1, . . . , xn

は Uxの局所座標系になっている。すべての x ∈ Nに対する (Ux; x1, . . . , xk)の全体は Nに
多様体構造を与え、この多様体構造に関して Nは Bの積分多様体になる。Nに含まれる
Bの区分的積分曲線分は Nの位相に関しても連続だから Nは弧状連結になる。特に Nは
連結である。

NがBの極大連結積分多様体であることを示す。N ′を pを含むBの連結積分多様体と
する。補題 10.2より N ′の任意の点は pと N ′の区分的曲線分で結べる。N ′はBの積分多
様体だから N ′の区分的曲線分は Bの区分的積分曲線分になり N ′ ⊂ Nが成り立つ。この
ことから Nは Bのどんな連結積分多様体にも真に含まれないことがわかる。したがって
NはBの極大連結積分多様体である。
極大連結積分多様体の一意性は極大性からわかる。
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1.4 可算開基

注意 1.4.1 高々可算を簡単のため単に可算ということにする。

定理 1.4.2 多様体が可算開基を持つこととコンパクト部分集合の可算族の合併になること
は同値である。

証明 多様体 Mが可算開基 {Oi}i∈Nを持つと仮定する。Mの各点 x はコンパクト近傍
Uxを持つ。x ∈ Oi(x) ⊂ Uxとなる Oi(x)をとり N′ = {i(x)|x ∈ M}とおくと {Oi}i∈N′はM

の開被覆になる。Oi(x) ⊂ Uxだから i ∈ N′に対してOiはコンパクト。よってMはコンパク
ト部分集合の可算族 {Oi}i∈N′の合併になる。
逆にMがコンパクト部分集合の可算族 {Ki}i∈Nの合併になると仮定する。各 Kiの任意
の点はRn (n = dim M)の開集合と位相同型な開近傍を持つ。これらの開近傍は可算開基
を持つ。Kiはコンパクトだからこれらの開近傍の有限族の合併に含まれる。Mは可算開基
を持つ開集合の可算族の合併になる。したがってMは可算開基を持つ。

補題 1.4.3 Mを連結多様体としMのある開被覆 {Uα}α∈A が存在し

(1) 各 Uαは可算開基を持つ、

(2) 各α ∈ Aに対して、{β ∈ A|Uα ∩ Uβ 6= ∅} は可算

を満たすとする。このとき、Mは可算開基を持つ。

証明 Uα0 6= ∅となるα0 ∈ Aを１つとり固定しておく。

A0 = {α0},
Ai+1 = {α ∈ A|∃β ∈ Ai : Uβ ∩ Uα 6= ∅} (i ≥ 0)

として Aの部分集合の列 Aiを帰納的に定める。仮定 (2)より A1は可算になり、帰納的に
すべての Aiも可算になることがわかる。そこで A′ = ∪{Ai|i ∈ N}とおくと A′も可算であ
る。U = ∪{Uα|α ∈ A′}とおくと、UはMの開集合になる。また各 Uαは可算開基を持つの
で Uも可算開基を持つ。

M = Uを示すために Uが閉集合になることを示す。x ∈ Uとする。{Uα}α∈AはMの開被
覆だから、ある Uα があって x ∈ Uαとなる。Uαは xの開近傍だから、U ∩Uα 6= ∅。Uの定義
より、あるβ ∈ Aiがあって Uβ ∪Uα 6= ∅。したがって、α ∈ Ai+1 ⊂ A′となり、x ∈ Uα ⊂ U。
U ⊂ Uとなり、UはMの閉集合。Mは連結だからM = U。よってMは可算開基を持つ。

補題 1.4.4 多様体の各連結成分は開集合になる。(一般に位相空間の連結成分は閉集合に
なる。)

証明 Mを n次元多様体とし、CをMの 1つの連結成分とする。Cの各点 xはRnの開
集合と位相同型になる開近傍を持つので、特に連結な開近傍 Vを持つ。したがって V ⊂ C

となり CはMの開集合である。
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補題 1.4.5 Mを連結多様体としMのある開被覆 {Ui}i∈Nが存在し各 Uiの任意の連結成分
が可算開基を持つとする。このとき、Mは可算開基を持つ。

証明 各 Uiを連結成分に分解し Ui = ∪{Ui,α|α ∈ Ai} とする。UiはMの開集合だから補
題 1.4.4より Ui,αもMの開集合である。{Ui,α|i ∈ N, α ∈ Ai}はMの開被覆で各 Ui,αは仮定
より可算開基を持つ。i, j ∈ N, α ∈ Aiに対して

Ai,j,α = {β ∈ Aj|Ui,α ∩ Uj,β 6= ∅}

が可算であることを示せば {(j, β)|Ui,α ∩Uj,β 6= ∅} も可算になり補題 1.4.3を適用するとM

は可算開基を持つことがわかる。
以下で Ai,j,αが可算になることを示す。Ui,α ∩ Ujは Ui,αの開集合で Ui,αは可算開基を持つ
ので Ui,α ∩ Ujの連結成分は可算である。そこで、Ui,α ∩ Uj = ∪{Vk|k ∈ N}を連結成分へ
の分解とする。Vk ⊂ Ujで Vkは連結だからただ 1つβ(k) ∈ Ajが定まり Vk ⊂ Uj,β(k)となる。
Vk ⊂ Ui,α∩Uj,β(k)だからβ(k) ∈ Ai,j,αとなる。β ∈ Ai,j,αとすると、∅ 6= Ui,α∩Uj,β ⊂ Ui,α∩Uj

だからある k ∈ Nが存在し (Ui,α ∩ Uj,β) ∩ Vk 6= ∅。よって Uj,β ∩ Vk 6= ∅となり Vk ⊂ Uj,β。
したがってβ = β(k)で Ai,j,α = {β(k)|k ∈ N}が成り立ち Ai,j,αは可算である。

定理 1.4.6 可算開基を持つ多様体の連結な部分多様体は可算開基を持つ。

証明 M ′を可算開基 {O′
i}i∈Nを持つ多様体とし Mを M ′の連結な部分多様体とする。

dim M ′ = n, dim M = kとおく。M ′の各点 xは局所座標近傍 U ′
xを持つ。x ∈ O′

i(x) ⊂ U ′
xと

なるO′
i(x)をとりN′ = {i(x)|x ∈ M ′}とおくと各 i ∈ N′に対してO′

iもMの局所座標近傍で
{O′

i}i∈N′はM ′の開被覆になる。ι : M −→ M ′を包含写像としMi = ι−1(O′
i) = M ∩O′

iとお
くと {Mi}i∈N′はMの開被覆になる。各Miの任意の連結成分 Oが可算開基を持つことを示
せば、補題 1.4.5を適用することができMは可算開基を持つ。
以下で Oが可算開基を持つことを示そう。O ⊂ Mi ⊂ O′

iとなっている。O′
iの局所座標系

を x1, . . . , xnで表す。yj = xj|O (1 ≤ j ≤ n)とおく。i = (i1, . . . , ik) (1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n)

に対して

Oi = {x ∈ O|xのある開近傍 Uが存在し、(U ; yi1 , . . . , yik)は Oの局所座標近傍 }

とおくと、各OiはOの開集合である。Oは部分多様体だからO = ∪{Oi|1 ≤ i1 < . . . < ik ≤
n}となる。Oiの任意の連結成分 Vに対して

ϕ : V −→ Rk; x 7−→ (yi1(x), . . . , yik(x))

とおくと、ϕは挿入になる。Rkは各 Piが連結になるような可算開基 {Pi}i∈N を持つ。

Ui = {U |Uは Vの開集合、ϕ|U : U −→ Piは微分同型 }
Vi = ∪{U |U ∈ U i}

とおく。各 Viは Vの開集合になり、ϕ は挿入だから V = ∪{Vi|i ∈ N}。ここで U,U ′ ∈
U i, U ∩U ′ 6= ∅ならば U = U ′になることを示そう。U ∩U ′ 6= Uとする。U ∩U ′は Uの開集
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合でUは連結だから、U ∩U ′はUの閉集合にはならない。よってUにおけるU ∩U ′の境界は
空集合ではない。そこで Uにおける U ∩U ′の境界点 p ∈ Uをとる。すると点列 qn ∈ U ∩U ′

が存在し p = lim
n→∞

qn となる。よってϕ(p) = lim
n→∞

ϕ(qn)。ϕ|U ′ : U ′ −→ Piは微分同型だか
ら、ある q ∈ U ′が存在しϕ(q) = ϕ(p)。よってϕ(q) = lim

n→∞
ϕ(qn)となり q = lim

n→∞
qn = p。

よって p ∈ U ∩ U ′となり pのとり方に矛盾する。したがって U ∩ U ′ = Uである。同様に
U ∩ U ′ = U ′となり U = U ′。
各 U ∈ U iは Piと微分同型だから特に連結。したがって、Vi = ∪{U |U ∈ U i}は Viの連結
成分への分解になる。さらに Piは可算開基を持つので Viの連結成分も可算開基を持つ。し
たがって Vの開被覆 {Vi}i∈Nに補題 1.4.5を適用することができ、Vは可算開基を持つ。さら
に Oの開被覆 {Oi|1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n}に補題 1.4.5を適用すると、Oは可算開基を持つ。

系 1.4.7 Rnの連結な部分多様体は可算開基を持つ。

証明 Rnは可算開基を持つので定理 1.4.6よりRnの連結な部分多様体は可算開基を持つ。

命題 1.4.8 Mを多様体とし、BをM上の完全積分可能な分布とする。NはBの積分多様
体であって可算開基を持つとする。多様体 LからMへの C∞級写像 fが f(L) ⊂ Nを満た
せば fを Nへの写像とみなしても f : L −→ Nは C∞級写像になる。

証明 dim M = n, dim N = kとしておく。x ∈ Lと Nにおける y = f(x)の開近傍 Vを
とる。定理 1.2.1(Frobeniusの定理)より yを含むMの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)が存在
し、Uは各座標軸の開区間の積になり

{z ∈ U |xi(z) = ci (k + 1 ≤ i ≤ n)} (各 ciは定数)

はBの積分多様体になる。p : U −→ Rn−k ; z 7−→ (xk+1(z), . . . , xn(z)) とおくと pは C∞

級写像になる。V ′ = p−1(p(y))はNにおける yの開近傍になり x1, . . . , xkは V ′上の局所座標
系である。Uを取り直して V ′ ⊂ Vとできる。f−1(U)は Lの開集合になり xを含む f−1(U)

の連結成分を Cとすると補題 1.4.4より Cは xの開近傍になる。以下で f(C) ⊂ V ′となるこ
とを示す。Nの包含写像をι : N −→ Mで表すと N ∩ U = ι−1(U)となり N ∩ Uは Nの開
集合である。N ∩ Uの各連結成分は補題 1.4.4より Nの開集合だから Uに含まれるBの連
結積分多様体になり、定理 1.2.1より pによる 1点の逆像に含まれる。仮定より Nは可算
開基を持つので N ∩ Uも可算開基を持ちN ∩ Uの連結成分の個数は可算になる。したがっ
て p(N ∩ U)は可算である。f(C) ⊂ N ∩ Uだから p(f(C))を考えることができ p(f(C))は
Rn−kの連結可算部分集合になる。よって p(f(C))は 1点だけになる。p(y) ∈ p(f(C))だか
ら f(C) ⊂ p−1(p(y)) = V ′。f(C) ⊂ Uで f : L −→ Mは C∞級写像だから x1 ◦ f, . . . , xk ◦ f

は C上の C∞級関数である。f(C) ⊂ p−1(p(y)) = V ′で x1, . . . , xkは V ′上の局所座標系だか
ら f : C −→ Nは C∞級写像である。
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2.1 Lie群と Lie環

定義 2.1.1 可算開基を持つと仮定していない多様体 Gが群構造を持ち、その群演算

G × G → G; (x, y) 7→ xy, G → G; x 7→ x−1

が C∞級写像になるとき、Gを Lie群と呼ぶ。(特にことわらないかぎり、群の単位元は e

で表す。)

注意 2.1.2 定義 2.1.1では、Lie群は可算開基を持つと仮定しなかったが、連結 Lie群は可
算開基を持つことを後で示す (系 2.2.2）。

例 2.1.3 Vを有限次元実ベクトル空間とすると、Vの正則線形変換の全体GL(V )は Lie群
になる。GL(Rn)は GL(n,R)とも書く。GL(V )を一般線形群と呼ぶ。

証明 dim V = nとする。End(V ) = {f : V → V |fは線形写像 }とおく。Vの基底をとり、
End(V )の元を行列で表現したときの行列の成分を考えれば、End(V )と n2次元Euclid空間
の間の微分同型写像になる。表現行列の成分が End(V )の座標になる。det : End(V ) → R

は End(V )の座標の多項式で表されるので連続であり、

GL(V ) = {f ∈ End(V )|detf 6= 0}

だから、GL(V )は End(V )の開集合である。特に、GL(V )は n2次元多様体になる。群演算

GL(V ) × GL(V ) → GL(V ); (x, y) 7→ xy

は、End(V )の座標の二次式で表されるので C∞級写像であり、

GL(V ) → GL(V ); x 7→ x−1

は、End(V )の座標の分数式で表されるので C∞級写像である (Cramerの公式)。

定義 2.1.4 Lie群 Gの元 gに対して微分同型写像 Lg, Rgを

Lg : G → G; x 7→ gx, Rg : G → G; x 7→ xg

13
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によって定め、それぞれ gによる左移動、右移動と呼ぶ。G上のベクトル場Xは、Gの任
意の元 gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (x ∈ G)

を満たすとき左不変ベクトル場と呼ばれ、

(dRg)x(Xx) = Xxg (x ∈ G)

を満たすとき右不変ベクトル場と呼ばれる。

注意 2.1.5 Lie 群 G の単位元 e を含む局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn) をとっておけば、各
g ∈ Gに対して (Lg(U); x1 ◦ L−1

g , . . . , xn ◦ L−1
g )は gを含む局所座標近傍になる。右移動を

使っても同様にできる。

定義 2.1.6 実ベクトル空間 gに双線形写像 [ , ] : g×g → gがあり、すべての元X, Y, Z ∈ g

に対して
[X,Y ] = −[Y, X], [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y ] = 0

を満たすとき、gを Lie環と呼ぶ。Lie環 gの部分ベクトル空間 hが、演算 [ , ]に関して
閉じているとき、hを gの Lie部分環と呼ぶ。

例 2.1.7 多様体M上のベクトル場の全体 X(M)は Lieブラケット [ , ]に関して Lie環に
なる。

例 2.1.8 Vをベクトル空間とする。End(V )の元X,Yに対して [X, Y ] = XY − Y Xと定め
ると End(V )は Lie環になる。この Lie環を gl(V )で表す。gl(Rn)は gl(n,R)とも書く。

証明 定め方より [ , ] : End(V ) × End(V ) → End(V ) は双線形写像である。End(V )の
元X, Y, Zに対して

[X, Y ] = XY − Y X = −[Y, X],

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ]

= [XY − Y X,Z] + [Y Z − ZY, X] + [ZX − XZ, Y ]

= XY Z − Y XZ − ZXY + ZY X + Y ZX − ZY X − XY Z + XZY

+ZXY − XZY − Y ZX + Y XZ

= 0.

したがって End(V )は [ , ]に関して Lie環になる。

定理 2.1.9 Gを Lie群とし、Gの左不変ベクトル場の全体を gで表す。すると、gは Lie

環 X(G)の Lie部分環になり、写像

α : g → Te(G); X 7→ Xe

は線形同型写像になる。特に dim g = dim Te(G) = dim Gが成り立つ。
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証明 gが X(G)の部分ベクトル空間になることは定義からわかる。X,Y ∈ gとすると
任意の g ∈ Gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (dLg)x(Yx) = Ygx (x ∈ G)

が成り立つので Lieブラケット積と微分写像の関係より

(dLg)x([X, Y ]x) = [X,Y ]gx (x ∈ G)

となり、[X, Y ] ∈ g。よって gは X(G)の Lie部分環である。
αが線形写像になることは定義からわかる。X ∈ g, α(X) = 0とすると、任意の g ∈ Gに
対し

Xg = (dLg)e(Xe) = 0

だから、X = 0。よって Kerα = 0 となり、αは単射。他方 X ∈ Te(G) に対してX̃g =

(dLg)e(X)とおき、X̃が左不変ベクトル場になることを示せば、αが全射になることがわか
る。(U ; x1, . . . , xn)を Gの単位元 eを含む局所座標近傍とする。G × G → G; (x, y) 7→ xy

は連続だから、eを含む開近傍 Vで V V = {xy|x, y ∈ V } ⊂ Uを満たすものをとることがで
きる。

X =
n∑

i=1

ξi ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
e

とおく。注意 2.1.5より任意の g ∈ Gに対して、(Lg(V ); x1 ◦ L−1
g , . . . , xn ◦ L−1

g )は gを含む
局所座標近傍になる。そこで yi = xi ◦ L−1

g とおくと gx ∈ Lg(V ) (x ∈ V )に対して、

X̃gx = (dLgx)e(X) = d(Lg ◦ Lx)e(X) = (dLg)x(dLx)e(X)

= (dLg)x




n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x




=
n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)(dLg)x
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

.

ここで (
(dLg)x

∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

)
([Lg(U), yk]) =

(
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

)
([U, yk ◦ Lg]) = δjk

だから

(dLg)x
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

=
∂

∂yj

∣∣∣∣∣
gx

となり

X̃gx =
n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)
∂

∂yj

∣∣∣∣∣
gx

.

G × G → G; (x, y) 7→ xy = Lx(y) は C∞級写像だから、各 i, jに対して

V → R; x 7→ ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)
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は C∞級写像になる。よって、各 jについて

Lg(V ) → R; gx 7→
n∑

i=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)

は C∞級写像である。したがってX̃は G 上のベクトル場である。X̃は定め方より左不変。
したがってαは線形同型写像である。

定義 2.1.10 Lie群 Gの左不変ベクトル場の全体からなる Lie環 gを Lie群 Gの Lie環と
呼ぶ。

定義 2.1.11 Lie群の間の C∞級写像 f : G → Hが群の準同型写像でもあるとき、fを Lie

群の準同型写像と呼ぶ。さらに fが逆写像 f−1を持ち、f−1も Lie群の準同型写像であると
き、fを Lie群の同型写像と呼び Lie群 Gと Hは同型であるという。Lie環の間の線形写
像 f : g → hが

[f(X), f(Y )] = f([X, Y ]) (X,Y ∈ g)

を満たすとき、fを Lie環の準同型写像と呼ぶ。さらに fが逆写像 f−1を持つとき、fを Lie

環の同型写像と呼び、Lie環 gと hは同型であるという。

2.2 連結 Lie群

定理 2.2.1 Gを連結 Lie群とし、UをGの単位元 eの近傍とする。このときG = ∪{Un|n ∈
N}が成り立つ。ただし、Un = {g1 . . . gn|gi ∈ U}。

証明 U−1 = {g−1|g ∈ U} も e の近傍になるので、V = U ∩ U−1は e の近傍である。
H = ∪{V n|n ∈ N}とおく。V ⊂ Uだから、G = Hを示せばよい。g, h ∈ Hに対してある自
然数m,nがあって g ∈ V m, h ∈ V nとなる。よって gh ∈ V m+n ⊂ H。g = g1 . . . gm, gi ∈ V

とすると、g−1 = g−1
m . . . g−1

1 で g−1
i ∈ Vだから g−1 ∈ V m ⊂ H。したがって Hは Gの部分

群である。Vは eの近傍で V ⊂ Hだから、任意の h ∈ Hに対して Lh(V )は hの近傍にな
り Lh(V ) ⊂ H。したがってHはGの開集合である。GをHの剰余類によって分解すると、

G = H ∪ (∪{Lg(H)|g ∈ G, g /∈ H})

となり各 Lg(H)はGの開集合だから、HはGの閉集合である。Gは連結だからG = Hが
成り立つ。

系 2.2.2 連結 Lie群は可算開基を持つ。

証明 Gを連結 Lie群とし単位元 eのコンパクト近傍 Uをとる。群演算の連続性より各
Unはコンパクトになり、定理 2.2.1より G = ∪{Un|n ∈ N}。したがって定理 1.4.2より G

は可算開基を持つ。
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命題 2.2.3 Gを Lie群としGの単位元を含む連結成分をG0とすると、G0はGの正規部分
群であり、さらに Lie部分群である。

証明 τ : G × G → G; (g, h) 7→ gh−1とすると、τは連続写像だからτ(G0) は連結にな
る。e = τ(e, e) ∈ τ(G0) よりτ(G0) ⊂ G0が成り立つ。したがって、G0は G の部分群に
なる。任意の g ∈ G に対して Lg ◦ Rg−1は連続写像だから Lg ◦ Rg−1(G0) は連結になり、
e = Lg ◦ Rg−1(e) ∈ Lg ◦ Rg−1(G0)より Lg ◦ Rg−1(G0) ⊂ G0が成り立つ。したがって、G0は
Gの正規部分群になる。また補題 1.4.4より G0は Gの開集合になるので、特に部分多様体
になっている。τ : G × G −→ Gは C∞級写像だから G0への制限τG0 : G0 × G0 −→ G0も
C∞級写像になり G0は Lie群である。よって G0は Gの Lie部分群である。

補題 2.2.4 Lie群が可算開基を持つための必要十分条件は、連結成分の個数が高々可算に
なることである。

証明 Lie群が可算開基を持てば連結成分の個数は高々可算になる。逆に Lie群 Gの連
結成分の個数が高々可算だとする。Gの単位元の連結成分 G0は命題 2.2.3より連結 Lie群
になるので、系 2.2.2より可算開基を持つ。Gの連結成分はG0の剰余類に一致しG0の各剰
余類は G0に微分同型だから可算開基を持つ。したがって Gも可算開基を持つ。

2.3 一般線形群

命題 2.3.1 Vを n次元ベクトル空間とすると、Lie群 GL(V )と GL(n,R)は同型になり、
Lie環 gl(V )と gl(n,R)は同型になる。

証明 v1, . . . , vnを Vの基底とし、f ∈ End(V )に対して fの v1, . . . , vnに関する表現行列
を R(f)で表す。つまり、

f [v1, . . . , vn] = [v1, . . . , vn]R(f)

となる。このとき、
R : End(V ) → End(Rn)

は代数の同型写像になる。Rは線形同型写像だから特に微分同型写像である。
以上のことから、Rは Lie環の同型写像

R : gl(V ) → gl(n,R)

を与え、Rの GL(V )への制限は Lie群の同型写像

R|GL(V ) : GL(V ) → GL(n,R)

を与える。
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補題 2.3.2 多様体M上のベクトル場 X,Yの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)における局所表
示を

Xx =
n∑

i=1

ξi(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

, Yx =
n∑

i=1

ηi(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

(x ∈ U)

としたとき、ベクトル場 [X, Y ]の Uにおける局所表示は

[X,Y ]x =
n∑

i,j=1

{
ξi(x)

∂ηj

∂xi

(x) − ηi(x)
∂ξj

∂xi

(x)

}
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

(x ∈ U)

である。

証明 x ∈ Uに対して、

(X(xj))(x) = Xx(xj) =
n∑

i=1

ξi(x)
∂xj

∂xi

(x) = ξj(x),

(Y (xj))(x) = ηj(x).

したがって、

Xx([U, Y (xj)]) =
n∑

i=1

ξi(x)
∂ηj

∂xi

(x),

Yx([U,X(xj)]) =
n∑

i=1

ηi(x)
∂ξj

∂xi

(x).

これらより、

Zx([U, xj]) =
∑

i=1

{
ξi(x)

∂ηj

∂xi

(x) − ηi(x)
∂ξj

∂xi

(x)

}
.

よってベクトル場 [X,Y ]の局所表示は、

[X,Y ]x =
n∑

i,j=1

{
ξi(x)

∂ηj

∂xi

(x) − ηi(x)
∂ξj

∂xi

(x)

}
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

, (x ∈ U)

になる。

定理 2.3.3 GL(n,R)は例2.1.3の証明よりgl(n,R)の開集合だから、接ベクトル空間Te(GL(n,R))

を gl(n,R)と同一視できる。Lie群 GL(n,R)の Lie環を gとし、X ∈ gl(n,R)に対して
X̃ ∈ gをX̃g = (dLg)e(X) (g ∈ GL(n,R))によって定めると、写像

˜: gl(n,R) → g; X 7→ X̃

は Lie環の同型写像である。
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証明 定理 2.1.9を GL(n,R)に適用すると˜ = α−1となるので、˜は線形同型写像であ
る。あとは ˜が Lie 環の準同型写像になることを示せばよい。(i, j)-成分のみが 1 で他の
成分は 0 になる n次正方行列を Eijで表すと、{Eij|1 ≤ i, j ≤ n}は gl(n,R)の基底にな
る。その双対基底を {xij|1 ≤ i, j ≤ n}で表すと、xijは gl(n,R)の座標になる。GL(n,R)

は gl(n,R)の開集合で e ∈ GL(n,R)だから、X ∈ gl(n,R)と十分小さい t ∈ Rに対して
e + tX ∈ GL(n,R)となることに注意しておく。g ∈ GL(n,R)に対して、

X̃g = (dLg)e(X) = (dLg)e

(
d

dt
(e + tX)

∣∣∣∣∣
t=0

)

=
d

dt
Lg(e + tX)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(g + tgX)

∣∣∣∣∣
t=0

=
n∑

i,j=1

xij(gX)
∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

n∑

k=1

xik(g)xkj(X)
∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

.

したがって補題 2.3.2を使うとX, Y ∈ gl(n,R), g ∈ GL(n,R)に対して、

[X̃, Ỹ ]g

=
n∑

i,j,p,q=1





n∑

r=1

xpr(g)xrq(X)
∂

(
n∑

k=1
xik(g)xkj(Y )

)

∂xpq

−
n∑

r=1

xpr(g)xrq(Y )
∂

(
n∑

k=1
xik(g)xkj(X)

)

∂xpq





∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1





n∑

k,r=1

xir(g)xrk(X)xkj(Y ) −
n∑

k,r=1

xir(g)xrk(Y )xkj(X)





∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

xij(gXY − gY X)
∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

xij(g[X, Y ])
∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

= ˜[X,Y ]g.

よって、
[X̃, Ỹ ] = ˜[X,Y ]

となり、˜は Lie環の準同型である。

注意 2.3.4 定理 2.3.3の Lie環の同型写像˜: gl(n,R) → g によって Lie環 gl(n,R)と Lie群
GL(n,R)の Lie環 gを同一視し、今後は gl(n,R)を GL(n,R)の Lie環とみなすことにす
る。命題 2.3.1の同型より、有限次元ベクトル空間 Vに対しても gl(V )を GL(V )の Lie環
とみなすことにする。
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2.4 一径数部分群

定義 2.4.1 Mを多様体とし、XをM上のベクトル場とする。Iを実数の開区間とし、M上
の曲線 c : I → Mが

dc

dt
(t) = Xc(t) (t ∈ I)

を満たすとき、cをXの積分曲線と呼ぶ。

補題 2.4.2 Mを多様体とし、Xを M上のベクトル場とする。実数 t0と Mの各点 x ∈ M

に対して、Xの積分曲線 c : I → Mで t0 ∈ I, c(t0) = x を満たすものが存在する。また
c1, c2 : I → Mが c1(t0) = c2(t0) = xを満たすXの積分曲線ならば c1 = c2が成り立つ。

証明 xを含むMの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとる。Xの Uにおける局所表示を

Xx =
n∑

i=1

ai(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

(x ∈ U)

とする。Uにおいて問題になっている等式

dc

dt
(t) = Xc(t) (t ∈ I)

の局所表示は
n∑

i=1

d(xi ◦ c(t))

dt

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
c(t)

=
n∑

i=1

ai(c(t))
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
c(t)

となる。したがって cは

d(xi ◦ c(t))

dt
= ai(c(t)), xi ◦ c(t0) = xi(x) (1 ≤ i ≤ n)

を満たせばよい。これは Euclid空間の開集合における常微分方程式であり aiは C∞級関数
だから t0を含む開区間 Iと c : I → Uが存在し上の常微分方程式を満たす。この曲線 cが求
めるものである。
次に積分曲線の一意性を示そう。Mの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)で c1(I), c2(I) ⊂ Uを
満たすものが存在する場合は、局所座標 x1, . . . , xnを使うと

dc1

dt
(t) = Xc1(t),

dc2

dt
(t) = Xc2(t) (t ∈ I)

はEuclid空間の開集合における常微分方程式になり、常微分方程式の解の一意性から c1 = c2

となる。c1(I), c2(I)がMの 1つの局所座標近傍に含まれない場合を考えよう。t0 < s, s ∈ I

に対して 0 < εと t0 < t1 < . . . < tk = sを次の条件を満たすようにとる。Ii = (ti−1 − ε, ti +

ε) (1 ≤ i ≤ k) とおくと各 iについて c1(Ii), c2(Ii)はMの 1つの局所座標近傍に含まれる。
先に示したことを使うと c1(t1) = c2(t1), . . . , c1(tk) = c2(tk)を帰納的に示すことができる。
特に c1(s) = c2(s)。t0 > s, s ∈ Iに対しても同様にして c1(s) = c2(s)となり、c1 = c2が成
り立つ。
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定義 2.4.3 実数全体 Rを加法に関して Lie群とみなしたとき、Rから Lie群 Gへの Lie

群の準同型写像を Gの一径数部分群と呼ぶ。

定理 2.4.4 G を Lie 群とし、その Lie 環を g とする。Lie 環 g の元全体と G の一径数部
分群の全体は次の対応で 1対 1に対応する。X ∈ gに対して Xの積分曲線 c : R → Gで
c(0) = eとなるものがただ 1つ存在し、cは Gの一径数部分群になり、X ∈ gにこの cを

対応させる。逆にGの一径数部分群 cに対して、定理 2.1.9によって
dc

dt
(0)に対応する gの

元Xを cに対応させる。

証明 次の (1),(2)のステップにわけて定理を証明する。

(1) X ∈ gに対して Xの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものが存在し、cは Gの
一径数部分群である。

(2) 定理で定めた 2つの対応はお互いの逆対応になる。

(1)補題 2.4.2より、δ > 0とXの積分曲線 a : (−δ, δ) → Gで a(0) = eを満たすものが存
在する。|s| < δ/2となる sを 1つ固定して

b1(t) = a(s + t), b2(t) = a(s)a(t) (|s| < δ/2)

とおく。すると、t 7→ b1(t)はXの積分曲線になり、

d

dt
b2(t) = (dLa(s))a(t)

(
d

dt
a(t)

)
= (dLa(s))a(t)(Xa(t)) = Xa(s)a(t)

だから t 7→ b2(t)もXの積分曲線になる。さらに、

b1(0) = a(s) = a(s)e = a(s)a(0) = b2(0)

だから補題 2.4.2の一意性より、

b1(t) = b2(t) (|t| < δ/2).

結局
a(s + t) = a(s)a(t) = a(t)a(s) (|s|, |t| < δ/2)

が成り立つ。任意の t ∈ Rに対して |t/k| < δ/2となるように自然数 kをとり

c(t) = a
(

t

k

)k

として写像 c : R → Gを定める。t ∈ Rに対して、|t/k| < δ/2, |t/l| < δ/2となる自然数
k, lをとったとき、

a
(

t

k

)k

= a
(

t

kl

)kl

= a
(

t

l

)l
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が成り立つので、上の cは kのとり方によらずに定まっている。c(0) = a(0) = eは明らか。
以下で、cが Gの一径数部分群であることを示そう。t ∈ Rに対して |t/k| < δ/2となる自
然数 kをとる。tを含む開集合 Iで s ∈ Iならば |s/k| < δ/2となるものをとる。すると s ∈ I

に対して c(s) = a(s/k)kとなるので、cは Iにおいて C∞級写像である。よって c : R → G

は C∞級写像になる。任意の s, t ∈ Rに対して |s/k|, |t/k| < δ/4となる自然数 kをとると、
|s/k|, |t/k|, |(s + t)/k| < δ/2となり、

c(s)c(t) = a
(

s

k

)k

a
(

t

k

)k

=
(
a
(

s

k

)
a
(

t

k

))k

= a
(

s + t

k

)k

= c(s + t).

したがって c : R → Gは Gの一径数部分群になる。
次に cが Xの積分曲線であることを示そう。s ∈ Rに対して、t ∈ (s − δ, s + δ)とする
と、c(t) = c(s)c(t − s) = Lc(s)(c(t − s))だから、

d

dt
c(t)

∣∣∣∣∣
t=s

= (dLc(s))e

(
d

dt
c(t)

∣∣∣∣∣
t=0

)
= (dLc(s))e(Xe) = Xc(s).

したがって cはXの積分曲線である。
(2) X ∈ gに対応する Gの一径数部分群 cはdc

dt
(0) = Xe を満たすので、cに対応する g

の元は Xになる。逆に Gの一径数部分群 cに対応する gの元 Xは Xe = dc
dt

(0) を満たす。
(1)の最後で示したことは gの元 Xと Gの一径数部分群 cがdc

dt
(0) = Xeを満たせば cは X

の積分曲線になることである。したがってXに対応する Gの一径数部分群は cになる。

例 2.4.5 GL(n,R)の一径数部分群を求めてみよう。GL(n,R)の接ベクトルを gl(n,R)の
元と同一視する。X ∈ gl(n,R) ∼= Te(GL(n,R))に対応する GL(n,R)上の左不変ベクトル
場をX̃で表すと、定理 2.1.9の証明中の計算よりX̃g = gX (g ∈ GL(n,R))となる。したがっ
て、Xに対応する GL(n,R)の一径数部分群 cは

dc(t)

dt
= c(t)X (t ∈ R), c(0) = e

を満たす。行列の指数関数: eA =
∞∑

n=0

1
n!

Anを使うと c(t) = etXとなる。

例 2.4.6 行列の指数関数の射影分解による計算法について述べる。n次複素正方行列Aの
固有多項式をγA(t)で表す。γA(t)を因数分解しγA(t) = (t − λ1)

p1 . . . (t − λk)
pk とする。次

に部分分数展開:
1

γA(t)
=

h1(t)

(t − λ1)p1
+ . . . +

hk(t)

(t − λk)pk

を行う。

1 = h1(t)
γA(t)

(t − λ1)p1
+ . . . + hk(t)

γA(t)

(t − λk)pk



2.5 指数写像 23

となり、γA(t)は (t − λi)
piを因子に持っているので

γA(t)

(t − λi)pi
は tの多項式である。そこで

πi(t) = hi(t)
γA(t)

(t − λi)pi
とおくとπi(t)も tの多項式になり

1 = π1(t) + . . . + πk(t), (t − λi)
piπi(t) = hi(t)γA(t)

が成り立つ。Pi = πi(A)とおくと

In = P1 + . . . + Pk.

これを射影分解と呼ぶ。Cayley-Hamiltonの定理より

(A − λiIn)piPi = hi(A)γA(A) = 0.

以上の結果を使うと

etA =
k∑

i=1

etAPi =
k∑

i=1

etλiIn+t(A−λiIn)Pi

=
k∑

i=1

eλitInet(A−λiIn)Pi =
k∑

i=1

eλit
∞∑

j=0

tj

j!
(A − λiIn)jPi

=
k∑

i=1

eλit
pi−1∑

j=0

tj

j!
(A − λiIn)jPi.

2.5 指数写像

定義 2.5.1 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 2.4.4で存在を示
した Xの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものをとり、exp X = c(1)とおくことに
よって写像 exp : g → Gを定義する。expを Lie群 Gの指数写像と呼ぶ。

例 2.5.2 例 2.4.5で示したようにGL(n,R)の Lie環 gl(n,R)の元Xに対応する一径数部分
群は etXになるので、GL(n,R)の指数写像は行列の指数関数に一致する。

命題 2.5.3 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 2.4.4の対応で対
応する Gの一径数部分群は t 7→ exp tXになる。

証明 X ∈ gに対して定理 2.4.4の対応で対応する Gの一径数部分群を t 7→ c(t,X)と書
くことにする。s ∈ Rに対して、

d

dt
c(st,X) = sXc(st,X) (t ∈ R)

となるので、t 7→ c(st,X)は sX ∈ gに対応する一径数部分群になる。よって c(st,X) =

c(t, sX)となり t = 1とおくと

c(s,X) = c(1, sX) = exp sX.

これよりX ∈ gに対応する Gの一径数部分群は t 7→ exp tXに一致する。
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命題 2.5.4 Gを Lie群とし、その Lie環を gとすると、Gの指数写像 exp : g → Gは C∞

級写像である。

証明 X1, . . . , Xnを gの基底とし u1, . . . , unをその双対基底とすると、u1, . . . , unは gの
座標になる。Gの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)で e ∈ U, x1(e) = . . . = xn(e) = 0を満た

すものをとっておく。
n∑

i=1
uiXi ∈ gに対応する一径数部分群を c(t; u1, . . . , un)と書くことに

する。
d

dt
c(t; u1, . . . , un) =

n∑

i=1

ui(Xi)c(t;u1,...,un)

だから、各Xiの Uにおける局所表示を

(Xi)x =
n∑

j=1

aji(x)
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

とすると c(t; u1, . . . , un)は

d

dt
xj(c(t; u1, . . . , un)) =

n∑

i=1

uiaji(c(t; u1, . . . , un))

を満たす。常微分方程式の解はパラメーターに関して滑らかだから、写像:

(t, u1, . . . , un) 7→ (x1(c(t; u1, . . . , un)), . . . , xn(c(t; u1, . . . , un)))

は 0の近傍で C∞級写像になる。

exp(
n∑

i=1

uiXi) = c(1; u1, . . . , un)

だから、exp : g → Gは 0のある開近傍 Nで C∞級写像である。任意の X ∈ gに対してあ
る自然数 pが存在し1

p
X ∈ Nとなる。そこでXの開近傍 Oを1

p
O ⊂ Nとなるようにとると

exp(Z) = exp

(
1

p
Z

)p

(Z ∈ O)

だから expはOにおいてC∞級写像である。したがって、exp : g → GはC∞級写像になる。

定理 2.5.5 Lie群Gとその Lie環 gに対して、Gの指数写像 expは gにおける 0のある開
近傍と Gにおける eのある開近傍の間の微分同型写像を与える。

証明 X ∈ g ∼= T0(g)に対して

d expe(X) =
d

dt
exp(tX)

∣∣∣∣∣
t=0

= Xe = α(X)

だから d expe = α : g → Te(G)。定理 2.1.9より d expeは線形同型写像になる。逆関数定理
を使うと、expは gにおける 0のある開近傍と Gにおける eのある開近傍の間の微分同型
写像を与えることがわかる。
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定義 2.5.6 G を Lie 群とし、その Lie 環を g とする。定理 2.5.5より exp は g における
0 のある開近傍と G における e のある開近傍 Uの間の微分同型写像になるので、g の

基底 X1, . . . , Xnをとると exp
(

n∑
i=1

uiXi

)
7→ (u1, . . . , un) は Uにおける局所座標系になり

u1(e) = . . . = un(e) = 0を満たす。(u1, . . . , un)を gの基底 X1, . . . , Xnに関する Gの標準
座標系と呼び、(U ; u1, . . . , un)を Gの標準座標近傍と呼ぶ。

命題 2.5.7 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X, Y ∈ g, f ∈ C∞(G), g ∈ Gに対
して

(Xf)(g) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣∣
t=0

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

が成り立つ。

証明 接ベクトル Xgは曲線 t 7→ g exp tXの t = 0における速度ベクトルになっている
ので

(Xf)(g) = Xg(f) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣∣
t=0

が成り立つ。

(XY f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY )

∣∣∣∣∣
s=t=0

(先に示したことより)

=
∂

∂t

(
∂

∂s
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1 exp sX)

∣∣∣∣∣
s=0

)∣∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂t

(
∂

∂s
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=0

+
∂

∂s
f(g exp tY exp sX)

∣∣∣∣∣
s=0

)∣∣∣∣∣
t=0

(Leibnizの法則より)

=
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

+(Y Xf)(g).

したがって

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

.

系 2.5.8 Lie群Gが可換ならばGの Lie環 gの任意の元X, Yに対して [X,Y ] = 0となる。



26 第 2 章 Lie群と Lie環

証明 f ∈ C∞(G), g ∈ Gに対して

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

=
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp tY )

∣∣∣∣∣
s=t=0

= 0.

したがって [X,Y ] = 0となる。

定義 2.5.9 Lie 環 g の任意の元 X, Yに対して [X, Y ] = 0 となるとき、g は可換であると
いう。この用語を使うと系 2.5.8は可換 Lie群の Lie環は可換になると言い換えることがで
きる。

2.6 準同型写像

命題 2.6.1 Lie群の準同型写像の合成は Lie群の準同型写像になる。Lie環の準同型写像の
合成は Lie環の準同型写像になる。

定理 2.6.2 G,Hを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g, hとおく。f : G → Hを Lie

群の準同型写像とする。定理 2.1.9の線形同型写像をαG : g → Te(G), αH : h → Te(H)とす
ると、df = α−1

H ◦ dfe ◦ αG : g → h は Lie環の準同型写像になる。

証明 X ∈ gに対して、dfe(Xe) ∈ Te(H)を H上の左不変ベクトル場に拡張したものが
df(X)になる。任意の g ∈ Gに対して、

dfg(Xg) = dfg ◦ (dLg)e(Xe) = d(f ◦ Lg)e(Xe).

ここで x ∈ Gに対して

(f ◦ Lg)(x) = f(gx) = f(g)f(x) = (Lf(g) ◦ f)(x)

だから、

dfg(Xg) = d(f ◦ Lg)e(Xe) = d(Lf(g) ◦ f)(Xe)

= (dLf(g))e ◦ dfe(Xe) = df(X)f(g).

よってX, Y ∈ gに対して

dfg(Xg) = df(X)f(g), dfg(Yg) = df(Y )f(g) (g ∈ G)

が成り立つので Lieブラケット積と微分写像の関係を使うと

dfg([X, Y ]g) = [df(X), df(Y )]f(g) (g ∈ G)
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となる。特に
dfe([X, Y ]e) = [df(X), df(Y )]e

が成立し、定理 2.1.9より [df(X), df(Y )]はH上の左不変ベクトル場だから、

df([X,Y ]) = [df(X), df(Y )].

したがって df : g → hは Lie環の準同型になる。

定義 2.6.3 Lie群の準同型写像 f : G → Hに対して、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → hを fの微

分と呼ぶ。この用語を使うと定理 2.6.2は Lie群の準同型写像の微分は Lie環の準同型写像
になると言い換えることができる。

命題 2.6.4 A,B,Cを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, b, cとおく。Aの恒等写像
の微分は aの恒等写像である。また f : A → B, g : B → C を Lie群の準同型写像とする
と、d(g ◦ f) = dg ◦ df : a → c が成り立つ。

証明

d(idA) = α−1
A ◦ d(idA)e ◦ αA = α−1

A ◦ idTe(A) ◦ αA = id

d(g ◦ f) = α−1
C ◦ d(g ◦ f)e ◦ αA = α−1

C ◦ dge ◦ dfe ◦ αA

= α−1
C ◦ dge ◦ αB ◦ α−1

B ◦ dfe ◦ αA = dg ◦ df

系 2.6.5 A,Bを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, bとおく。f : A → Bを Lie群
の同型写像とすると、df : a → bは Lie環の同型写像になる。

証明
df ◦ d(f−1) = d(f ◦ f−1) = d(idB) = id

同様にして d(f−1) ◦ df = idとなり d(f−1) = df−1。したがって dfは Lie環の同型写像に
なる。

命題 2.6.6 G,Hを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g , hとおく。f : G → Hを Lie

群の準同型写像とすると、

f(exp X) = exp(df(X)) (X ∈ g)

が成り立つ。ただし、左辺の expは Gの指数写像で右辺の expはHの指数写像である。

証明 Lie 群の準同型写像の合成は Lie 群の準同型写像になるので (命題 2.6.1)、t 7→
f(exp tX)はHの一径数部分群になる。定理 2.4.4よりある Y ∈ hが存在して、

f(exp tX) = exp tY (t ∈ R)
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となる。t = 0で両辺を微分すると、

(左辺) =
d

dt
f(exp tX)

∣∣∣∣∣
t=0

= dfe(Xe)

(右辺) =
d

dt
exp tY

∣∣∣∣∣
t=0

= Ye.

したがって、dfe(Xe) = Yeとなり df(X) = Y。これより、f(exp tX) = exp(tdf(X))が成り
立つ。特に t = 1とすると、f(exp X) = exp(df(X))。

定義 2.6.7 Lie群 Gと有限次元ベクトル空間 Vに対して、Gから GL(V )への Lie群の準
同型写像をGの表現と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 Vに対して、gから gl(V )への Lie環
の準同型写像を gの表現と呼ぶ。

命題 2.6.8 Lie環 gの元Xに対して ad(X)(Y ) = [X, Y ], Y ∈ gとして ad(X) ∈ gl(g)を定
めると ad : g → gl(g) は Lie環の表現になる。

証明 X, Y, Z ∈ gに対して

[ad(X), ad(Y )](Z) = ad(X)ad(Y )(Z) − ad(Y )ad(X)(Z) = [X, [Y, Z]] − [Y, [X, Z]]

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] = −[Z, [X,Y ]] (Jacobi律)

= ad([X, Y ])(Z)

となるので [ad(X), ad(Y )](Z) = ad([X,Y ])が成り立ち、adは Lie環の表現になる。

定義 2.6.9 Lie環 gに対して定まる表現 ad : g → gl(g) を gの随伴表現と呼ぶ。

定理 2.6.10 Lie群 Gの元 gに対して Ad(g) = d(Lg ◦ Rg−1)とおく。Gの Lie環を gとす
ると、Ad(g) ∈ GL(g)となり g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g) が成り立つ。
さらに、Ad : G → GL(g) は Lie群の表現になり Adの微分は gの随伴表現に一致する。

証明 Lg ◦ Rg−1は Gの自己同型写像だから、系 2.6.5より Ad(g)は gの自己同型写像に
なる。特に Ad(g) ∈ GL(g)となる。命題 2.6.6より

g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g)

が成り立つ。命題 2.6.4を使うと g, h ∈ Gに対して

Ad(gh) = d(Lgh ◦ R(gh)−1) = d(Lg ◦ Lh ◦ Rg−1 ◦ Rh−1)

= d(Lg ◦ Rg−1 ◦ Lh ◦ Rh−1) = d(Lg ◦ Rg−1) ◦ d(Lh ◦ Rh−1)

= Ad(g) ◦ Ad(h)

となるので Ad : G → GL(g)は群の準同型写像である。
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次に Adが C∞級写像になることを示そう。GL(g)における座標は gの基底 X1, . . . , Xn

とその双対基底θ1, . . . , θnを使って GL(g) → R; u 7→ θi(u(Xj)) と表すことができる。した
がってG → R; g 7→ θi(Ad(g)(Xj)) が C∞級関数になることを示せばよい。定理 2.1.9の証
明と同様、

θi(Ad(g)(Xj)) = θi(α
−1
G ◦ dLg ◦ dRg−1 ◦ αG(Xj))

は gに関する C∞級関数になる。
最後にAdの微分が gの随伴表現に一致することを示そう。命題 2.5.7より、X, Y ∈ g, f ∈

C∞(G), g ∈ Gに対して

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

=
∂

∂s

(
∂

∂t
f(g exp(Ad(exp sX)tY ))

∣∣∣∣∣
t=0

)∣∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂s
((Ad(exp sX)Y )f(g))

∣∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂s
((Ad(exp sX)Y ))

∣∣∣∣∣
s=0

f(g)

したがって
d

ds
Ad(exp sX)Y

∣∣∣∣∣
s=0

= [X, Y ] = ad(X)(Y )

となり
d

ds
Ad(exp sX)

∣∣∣∣∣
s=0

= ad(X)

が成り立つので、Adの微分は adになる。

定義 2.6.11 Lie群 Gに対して定まる表現 Ad : G → GL(V ) を Gの随伴表現と呼ぶ。

例 2.6.12 有限次元ベクトル空間 Vに対する一般線形群GL(V )の随伴表現を求めてみよう。
例 2.5.2より、GL(V )の指数写像は線形変換の指数関数に一致する。g ∈ GL(V ), X ∈ gl(V )

に対して

Ad(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.

2.7 接束 Lie群

定理 2.7.1 Gを Lie群とする。Gの群演算を

µ : G × G → G ; (g, h) 7→ gh
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で表すと、µは接ベクトル束の間の写像

dµ : T (G × G) → TG

を誘導する。ここで T (G × G)は自然に TG × TGと同型になるので、

dµ : TG × TG → TG

とみなすことができる。同様に逆元を対応させる写像を

ν : G → G ; g 7→ g−1

で表すことにすると、νは接ベクトル束の間の写像

dν : TG → TG

を誘導する。この dµと dνにより TGは Lie群になり、Gの単位元 eにおける接ベクトル
0eが TGの単位元になる。

証明 TGの元 u, v, wに対して Gの曲線 a, b, cを

u =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

a(t), v =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

b(t), w =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

c (t)

となるようにとる。

(u · v) · w = dµ(dµ(u, v), w)

= dµ

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

a(t)b(t),
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

c (t)

)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(a(t)b(t))c (t)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

a(t)(b(t)c (t))

= dµ(u, dµ(v, w))

= u · (v · w)

となるので、dµの定める演算は結合律を満たす。恒等的にGの単位元 eに値を持つ曲線の
速度ベクトル 0eは、この演算の単位元になる。
次に

u · dν(u) = dµ

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

a(t),
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

a(t)−1

)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

a(t)a(t)−1

= 0e

となるので、dν(u)は uの逆元になる。以上で TGが Lie群になることがわかった。



2.7 接束 Lie群 31

定義 2.7.2 Lie群 Gの接ベクトル束 TGに定理 2.7.1で定めた Lie群の構造を入れたもの
を、Gの接束 Lie群と呼ぶことにする。

Gの単位元 eにおける接ベクトル空間を Gの Lie環 gと同一視する。このとき、TGの
単位元 0eにおける接ベクトル空間は

T0e(TG) ∼= TeG × T0g ∼= g × g

となる。以後この同型によって TGの 0eにおける接ベクトル空間と g× gとを同一視する。
Gと TGの指数写像をそれぞれ expと expTで表す。

命題 2.7.3 (x, y) ∈ g × gに対して

expT (x, y) = (d exp)xy

が成り立つ。

証明 まず s 7→ (d exp)sxsyが TGの一径数部分群であることを示す。a, b ∈ Rに対して

((d exp)axay) · ((d exp)bxby)

=

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(ax + tay)

)
·
(

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(bx + tby)

)

= dµ

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(ax + tay),
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(bx + tby)

)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

µ(exp(ax + tay), exp(bx + tby))

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(ax + tay) exp(bx + tby)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp((a + b)x + t(a + b)y)

= (d exp)(a+b)x(a + b)y.

次に
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(d exp)txty = (x, 0) + (0, y) = (x, y)

となるので、expT s(x, y) = (d exp)sxsyがわかる。したがって expT (x, y) = (d exp)xyとなる。

補題 2.7.4 ug ∈ TgGと vh ∈ ThGに対して

ug · vh = (dRh)gug + (dLg)hvh

が成り立つ。
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証明

ug · vh = dµ(g,h)(ug, vh)

= dµ(g,h)(ug, 0) + dµ(g,h)(0, vh)

= (dRh)gug + (dLg)hvh

Lie群の接ベクトル束は自明になる。実際

ιR : G × g → TG ; (g, u) 7→ dRgu

によって写像ιRを定めると、ιRは微分同型写像になる。したがってιRから G × gに Lie群
構造が定まる。その Lie群を G ×R gで表し、元を (g, u)Rで表すことにする。

命題 2.7.5 (g, u)R, (h, v)R ∈ G ×R gに対して

(g, u)R · (h, v)R = (gh, u + Ad(g)v)R

が成り立つ。

証明 ιR通して補題 2.7.4を使って計算すればよい。

ιR((g, u)R · (h, v)R) = dRgu · dRhv

= (dRh)gdRgu + (dLg)hdRhv

= dRghu + (dRh)gdLgv

= dRghu + dRghAd(g)v

= dRgh(u + Ad(g)v)

= ιR(gh, u + Ad(g)v)R

となるので、
(g, u)R · (h, v)R = (gh, u + Ad(g)v)R

が成り立つ。

ιRと同様に
ιL : G × g → TG ; (g, u) 7→ dLgu

によって写像ιLを定めると、ιLは微分同型写像になる。したがってιLからG× gに Lie群構
造が定まる。その Lie群を G ×L gで表し、元を (g, u)Lで表すことにする。次の命題 2.7.6

は後で使うわけではないが、命題 2.7.5に対応している。

命題 2.7.6 (g, u)L, (h, v)L ∈ G ×L gに対して

(g, u)L · (h, v)L = (gh, Ad(h)−1u + v)L

が成り立つ。
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証明 ιL通して補題 2.7.4を使って計算すればよい。

ιL((g, u)L · (h, v)L) = dLgu · dLhv

= (dRh)gdLgu + (dLg)hdLhv

= (dLg)hdRhu + dLghv

= dLghAd(h)−1u + dLghv

= dLgh(Ad(h)−1u + v)

となるので、
(g, u)L · (h, v)L = (gh, Ad(h)−1u + v)L

が成り立つ。

G ×R gの指数写像を expRで表す。

p : G ×R g → G ; (g, u)R 7→ g

とおく。

補題 2.7.7 pは Lie群の準同型写像になり、p ◦ expR = exp ◦dpが成り立つ。

証明 命題 2.7.5より、pは Lie群の準同型写像になる。よって命題 2.6.6より p ◦ expR =

exp ◦dpが成り立つ。

G ×R gの指数写像 expRをさらに詳しく調べるためにアファイン変換群を導入する。有
限次元実ベクトル空間 Vに対して、V上のアファイン変換の全体を A(V )で表す。

A(V ) =

{[
P v

0 1

] ∣∣∣∣∣ P ∈ GL(V ), v ∈ V

}

とみなす。x ∈ Vに対して
[

P v

0 1

] [
x

1

]
=

[
Px + v

1

]

によって Vへの作用を定めることにより、A(V )を V上のアファイン変換の全体とみなすこ
とができる。A(V )の指数写像を expAとおき、これを求めてみよう。A(V )の Lie環 a(V )

は

a(V ) =

{[
X v

0 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ gl(V ), v ∈ V

}

となる。
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補題 2.7.8 A(V )の指数写像 expAは次の式で与えられる。

expA

[
X v

0 0

]
=




eX
∞∑

k=1

1

k!
Xk−1v

0 1




([
X v

0 0

]
∈ a(V )

)
.

証明 各自然数 kに対して

[
X v

0 0

]k

=

[
Xk Xk−1v

0 0

]

が成り立つことは [
X v

0 0

]k [
X v

0 0

]
=

[
Xk+1 Xkv

0 0

]

となることからわかる。したがって

expA

[
X v

0 0

]
=

∞∑

k=0

1

k!

[
X v

0 0

]k

=

[
1 0

0 1

]
+

∞∑

k=1

1

k!

[
Xk Xk−1v

0 0

]

=




eX
∞∑

k=1

1

k!
Xk−1v

0 1




となる。

補題 2.7.9 G ×R gから A(g)への写像ρRを

ρR(g, u)R =

[
Ad(g) u

0 1

]
((g, u)R ∈ G ×R g)

で定めると、ρRは Lie群の準同型写像になる。

証明 命題 2.7.5より

(g, u)R · (h, v)R = (gh, u + Ad(g)v)R.

他方 [
Ad(g) u

0 1

] [
Ad(h) v

0 1

]
=

[
Ad(gh) u + Ad(g)v

0 1

]

となるので、ρRは準同型写像になる。
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定理 2.7.10 G ×R gの指数写像 expRは次で与えられる。

expR(x, y) =

(
exp x,

∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

R

((x, y) ∈ g × g).

証明 補題 2.7.7より、expR(x, y)の第一成分は exp xになる。次に補題 2.7.8と補題 2.7.9

より

ρR expR(x, y) = expA dρA(x, y)

= expA

[
adx y

0 0

]

=




exp x
∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

0 1




となり、expR(x, y)の第二成分は
∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1yになる。したがって

expR(x, y) =

(
exp x,

∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

R

となる。

定理 2.7.11 x, y ∈ gに対して

(d exp)xy = dRexp x

( ∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

が成り立つ。

証明 命題 2.7.3と定理 2.7.10より

(d exp)xy = expT (x, y)

= expT dιR(x, y)

= ιR(expR(x, y))

= ιR

(
exp x,

∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

= dRexp x

( ∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

が成り立つ。
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補題 2.7.12 次の収束冪級数の等式が成り立つ。

e−t
∞∑

k=1

1

k!
tk−1 =

∞∑

k=1

1

k!
(−t)k−1 (t ∈ R).

証明 任意の t ∈ Rに対して

e−t
∞∑

k=1

1

k!
tk−1 = e−t e

t − 1

t
=

1 − e−t

t
=

∞∑

k=1

1

k!
(−t)k−1

が成り立つ。

定理 2.7.13 x, y ∈ gに対して

(d exp)xy = dLexp x

( ∞∑

k=1

1

k!
(−adx)k−1y

)

が成り立つ。

証明 定理 2.7.11と補題 2.7.12より

(d exp)xy = dRexp x

( ∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

= dLexp xAd(exp x)−1

( ∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

= dLexp x

(
e−adx

∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

= dLexp x

( ∞∑

k=1

1

k!
(−adx)k−1y

)
.

が成り立つ。

2.8 閉 Lie部分群

定義 2.8.1 Lie群 Hが Lie群 Gの Lie部分群であるとは、Hが Gの部分多様体であり同
時にHが Gの部分群であることをいう。

補題 2.8.2 G を Lie 群とし、その Lie 環を g とする。G の Lie 部分群 Hの包含写像を
ι : H → Gとすると dι : h → dι(h)は Lie環の同型写像になる。

証明 ιの微分 dι : h → gは定理 2.6.2より Lie環の準同型写像になり、Hが Gの部分多
様体であることから単射になる。したがって dι : h → dι(h)は Lie環の同型写像になる。
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定義 2.8.3 補題 2.8.2において、dι(h)を Lie部分群 Hに対応する Lie部分環 と呼ぶ。今
後、dιによって hと dι(h)を同一視する。

命題 2.8.4 Gを Lie群とし、HをGの Lie部分群とする。G,Hの Lie環をそれぞれ g, hと
し、指数写像を expG, expHとする。このときX ∈ hに対して expG(X) = expH(X)が成り
立つ。

証明 包含写像をι : H → G とするとιは Lie 群の準同型写像になる。命題 2.6.6より
X ∈ h に対してι(expH(X)) = expG(dι(X)) が成り立つ。ιと dιによる同一視をすると
expG(X) = expH(X)。

補題 2.8.5 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。g = a + bを gの直和分解とする。
ϕ(X, Y ) = exp(X) exp(Y )によって C∞級写像ϕ : a × b → G を定めると a, bにおける 0

の開近傍 U, Vと Gにおける eの開近傍Wが存在しϕは U × VとWの間の微分同型を与
える。

証明 (X,Y ) ∈ a × bに対して

dϕ0(X + Y ) =
d

dt
exp(tX) exp(tY )

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
exp(tX))

∣∣∣∣∣
t=0

+
d

dt
exp(tY )

∣∣∣∣∣
t=0

= Xe + Ye = α(X + Y )

となるので dϕ0 = α : g → Te(G) が成り立ち定理 2.1.9より dϕ0は線形同型写像である。逆
関数定理を使うと、a, bにおける 0の開近傍 U, Vと Gにおける eの開近傍Wが存在しϕ

は U × VとWの間の微分同型を与えることがわかる。

定理 2.8.6 Gを Lie群とし Hを Gの部分群とする。Hが Gの閉集合ならば、Hは相対位
相に関して Lie部分群になる。

証明 g上のノルム | |を 1つとっておく。

S =

{
X ∈ g

∣∣∣∣∣Xn ∈ g − {0}, exp Xn ∈ H, lim
n→∞

Xn = 0, lim
n→∞

Xn

|Xn|
= X

}

とおく。まず X ∈ Sに対して exp tX ∈ H (t ∈ R) が成り立つことを示そう。Xn ∈
g − {0}, exp Xn ∈ H, lim

n→∞
Xn = 0, lim

n→∞
Xn

|Xn| = X としておく。t ∈ R に対して t =

mn|Xn| + rn, 0 ≤ rn < |Xn|となる整数 mnと実数 rnをとる。すると lim
n→∞

Xn = 0だから
lim

n→∞
rn = 0となって lim

n→∞
mn|Xn| = t。したがって

tX = lim
n→∞

mn|Xn| lim
n→∞

Xn

|Xn|
= lim

n→∞
mnXn.
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expは連続だから

exp tX = lim
n→∞

exp mnXn = lim
n→∞

(exp Xn)mn ∈ H (Hは閉集合).

次に h = {tX|t ∈ R, X ∈ S} とおいて h が g の部分ベクトル空間になることを示す。
そのためには h が加法について閉じていることを示せば十分。X, Y ∈ h − {0} とすると
exp tX, exp tY ∈ H (t ∈ R)。曲線 t 7→ exp tX exp tYは t = 0で eを通り像は Hに含まれ
ている。定理 2.5.5より、expは gにおける 0のある開近傍とGにおける eのある開近傍の
間の微分同型写像を与えるので、0を含むある開区間 Iで定義された gの曲線 c : I → gが
存在し c(0) = 0, exp(c(t)) = exp tX exp tY (t ∈ I)となる。この両辺を t = 0で微分すると

α

(
dc

dt
(0)

)
= Xe + Ye = α(X + Y )

となる。定理 2.1.9よりdc
dt

(0) = X + Y。したがってlim
t→0

c(t)
t

= X + Y。十分大きい nに対し

ては 1
n
∈ Iとなるので Zn = c( 1

n
)とおくと Zn 6= 0で

exp Zn = exp
(
c

(
1

n

))
∈ H,

lim
n→∞

Zn = lim
n→∞

c
(

1

n

)
= c(0) = 0,

lim
n→∞

Zn

|Zn|
= lim

n→∞

c
(

1
n

)

∣∣∣c
(

1
n

)∣∣∣
= lim

n→∞

c
(

1
n

)

1
n

∣∣∣∣∣∣

1
n

c
(

1
n

)

∣∣∣∣∣∣
=

X + Y

|X + Y |

が成り立つ。したがって X+Y
|X+Y | ∈ SとなりX + Y ∈ h。これで hが gの部分ベクトル空間で

あることがわかった。
Hの位相は相対位相を考えることにし、Hに Gの部分多様体になるような多様体構造が
存在することを示そう。g における h の補空間 h′を 1 つとり直和分解: g = h + h′をつく
ると、補題 2.8.5より、h, h′における 0の開近傍 U, Vと Gにおける eの開近傍Wが存在
しϕ : h × h′ → G; (X,Y ) 7→ exp(X) exp(Y ) は U × VとWの間の微分同型を与える。hに
おける 0の近傍 Nをとると exp(N)は Hにおける eの近傍になることを示す。exp(N)が
Hにおける eの近傍にならないと仮定して矛盾を導こう。系 2.2.2と命題 2.2.3より、Gの
単位元の連結成分は可算開基を持つので、特に e は可算基本近傍系を持つ。したがって、
e に収束する点列 gnが存在し gn ∈ H, gn /∈ exp(N) を満たす。U ⊂ N, gn ∈ Wとなる
ように Uと gnをとりなおすと、Xn ∈ U, Yn ∈ Vが存在し gn = exp Xn exp Ynを満たす。
gn /∈ exp(N)だから Yn 6= 0。 Yn

|Yn|のノルムは 1だから部分列をとりなおすことにより Yn

|Yn|は
収束列になる。X = lim

n→∞
Yn

|Yn| ∈ h′とおく。exp Yn = (exp Xn)−1gn ∈ H, lim
n→∞

Yn = 0 が成り
立つので X ∈ S ⊂ hとなり矛盾。特に exp(U)は Hにおける eの開近傍になる。hの基底

X1, . . . , Xkをとり x ∈ exp(U)に対して exp−1(x) =
k∑

i=1
xi(x)Xiとおく。Hは Gの部分群だ

から各 h ∈ Hに対して Lh(exp(U)) ⊂ Hとなり {(Lh(exp(U)); x1 ◦ L−1
h , . . . , xk ◦ L−1

h )}h∈H
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はHに多様体の構造を与える。さらにこの多様体構造に関してHはGの部分多様体になっ
ている。
上で定めた多様体構造に関して Hが Lie群であることを示す。τ : G × G → G; (g, h) 7→

gh−1とすると、τは連続写像でHの位相は相対位相だからτのHへの制限τH : H ×H → H

も連続になる。(h1, h2) ∈ H × Hに対して、逆関数定理を使うと、τH(h1, h2) = h1h
−1
2 を含

む Gの局所座標近傍 (W ; x1, . . . , xn)が存在し

V = {z ∈ W |xi(z) = 0 (k + 1 ≤ i ≤ n)}

はHにおける h1h
−1
2 の開近傍になり、x1, . . . , xkのそこへの制限はHの局所座標系になるこ

とがわかる。τHはHの位相に関して連続だから (h1, h2)のH ×Hにおける開近傍 Uが存在
しτH(U) ⊂ Vとなる。U → W ; (x, y) 7→ xy−1は C∞級写像になるので (x, y) 7→ xi(xy−1)は
U上の C∞級関数になる。したがってτH : U → Vは C∞級写像である。これでτHが C∞級
写像になることがわかり、Hは Lie群である。以上よりHは Gの Lie部分群である。

定義 2.8.7 定理 2.8.6より、Lie群の閉部分群は相対位相に関して Lie部分群になるので、
この Lie部分群の構造を持っている閉部分群を閉 Lie部分群と呼ぶことにする。

命題 2.8.8 Lie群 Gとその Lie部分群Hの Lie環をそれぞれ g, hとおくと

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7→ exp tXはHの位相に関して連続 }

が成り立つ。Hが閉 Lie部分群の場合は

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)}

が成り立つ。

証明

h′ = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7→ exp tXはHの位相に関して連続 }

とおいておく。h ⊂ h′は補題 2.8.2と定義 2.8.3よりわかる。X ∈ h′, s ∈ Rに対して、exp sX

を含む Gの局所座標近傍 (W ; x1, . . . , xn)が存在し

V = {z ∈ W |xi(z) = 0 (k + 1 ≤ i ≤ n)}

はHにおける exp sXの開近傍になり、x1, . . . , xkのそこへの制限はHの局所座標系になる。
t 7→ exp tXは Hの位相に関して連続だから sを含む開区間 Iが存在し exp tX ∈ V (t ∈ I)

となる。I → W ; t 7→ exp tXは C∞級写像になるので t 7→ xi(exp tX)は I上の C∞級関数に
なる。したがって t 7→ exp tXはHの多様体構造に関して C∞級写像である。これでX ∈ h

がわかり、h′ ⊂ hである。以上より h = h′である。さらにHが閉 Lie部分群の場合はHの
位相は相対位相だから X ∈ gが exp tX ∈ H(t ∈ R)を満たせば t 7→ exp tXは Hの位相に
関して連続になり h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)} が成り立つ。
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系 2.8.9 Lie群 Gの閉 Lie部分群 H, Kの Lie環をそれぞれ h, kとおくと H ∩ Kは Gの閉
Lie部分群になりその Lie環は h ∩ kである。

定義 2.8.10 一般線形群の閉 Lie部分群を線形 Lie群と呼ぶ。

例 2.8.11 Gを一般線形群GL(V )の閉 Lie部分群とし、Gの Lie環を gとおく。例 2.5.2よ
り GL(V )の指数写像は指数関数になるので、X ∈ gに対して expG(X) = eXが成り立つ。
さらに g ∈ G, X ∈ gに対して

AdG(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.

2.9 線形 Lie群

補題 2.9.1 Lie環 gの表現ρ : g → gl(V )と v ∈ Vに対して h = {X ∈ g|ρ(X)v = 0} とお
くと hは gの Lie部分環になる。

証明 a, b ∈ R, X, Y ∈ hに対して

ρ(aX + bY )v = aρ(X)v + bρ(Y )v = 0,

ρ([X,Y ])v = ρ(X)ρ(Y )v − ρ(Y )ρ(X)v = 0

だから aX + bY, [X, Y ] ∈ hとなり hは gの Lie部分環である。

補題 2.9.2 Lie群 Gの表現ρ : G → GL(V )と v ∈ Vに対して

H = {g ∈ G|ρ(g)v = v}

とおくとHは Gの閉 Lie部分群になる。hをHの Lie環とすると

h = {X ∈ g|dρ(X)v = 0}

が成り立つ。

証明 g, h ∈ Hに対してρ(gh−1)v = ρ(g)ρ(h−1)v = vだから gh−1 ∈ Hとなり Hは Gの
部分群である。次にρ : G → GL(V )は C∞級写像だからρv : G → V ; g 7→ ρ(g)v とおくと
ρvも C∞級写像になる。よってH = ρ−1

v (v)は Gの閉集合である。したがってHは Gの閉
Lie部分群である (定理 2.8.6と定義 2.8.7)。
命題 2.8.8より、X ∈ h をとると、任意の t ∈ R に対して exp tX ∈ Hとなるので

ρ(exp tX)v = v。両辺を t = 0で微分し命題 2.6.6を使うと

0 =
d

dt
ρ(exp tX)v

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etdρ(X)v

∣∣∣∣∣
t=0

= dρ(X)v.
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逆に dρ(X)v = 0となるX ∈ gをとると任意の t ∈ Rに対して

ρ(exp tX)v = exp(tdρ(X))v =
∞∑

n=0

1

n!
(tdρ(X))nv = v

だから exp tX ∈ Hとなり命題 2.8.8よりX ∈ h。

補題 2.9.3 有限次元実ベクトル空間 Vに対して det : GL(V ) → GL(R) = R − {0} は
GL(V )の表現になり、detの微分は tr : gl(V ) → gl(R) = R である。

証明 行列式の性質より det : GL(V ) → GL(R) = R − {0} は GL(V ) の表現になる。
X ∈ gl(V )に対して X : V → Vの固有値をλi (1 ≤ i ≤ k)とし、各固有値の重複度を piと
すると、例 2.4.6より、

det(etX) =
k∏

i=1

(eλit)pi =
k∏

i=1

epiλit.

したがって、
d

dt
det(etX)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

k∏

i=1

epiλit

∣∣∣∣∣
t=0

=
k∑

i=1

piλi = tr(X)

となり、detの微分は trになる。

定義 2.9.4 Vを有限次元実ベクトル空間とし、SL(V ) = {g ∈ GL(V )|detg = 1} と表す
と、補題 2.9.2と補題 2.9.3より SL(V )は線形 Lie群になる。SL(V )を特殊線形群と呼ぶ。
SL(V )の Lie環を sl(V )で表すと、補題 2.9.2と補題 2.9.3より

sl(V ) = {X ∈ gl(V )|trX = 0}

となる。Rnにおける特殊線形群とその Lie環を SL(n,R), sl(n,R)とも書く。

命題 2.9.5 Vを有限次元ベクトル空間とし A : V × V → R を双線形写像とする。

G = {g ∈ GL(V )|A(gu, gv) = A(u, v) (u, v ∈ V )}

とおくと Gは線形 Lie群になる。gを Gの Lie環とすると

g = {X ∈ gl(V )|A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

が成り立つ。

証明 V × Vから R への双線形写像の全体を M2(V,R) で表す。b, c ∈ R, B, C ∈
M2(V,R)に対して (bB + cC)(u, v) = bB(u, v) + cC(u, v) (u, v ∈ V ) によって bB + cC ∈
M2(V,R)を定めるとこの演算によってM2(V,R)はベクトル空間になる。g ∈ GL(V ), B ∈
M2(V,R)に対して

(ρ(g)B)(u, v) = B(g−1u, g−1v) (u, v ∈ V )
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としてρ(g)B ∈ M2(V,R)を定めるとρ(g) ∈ GL(M2(V,R))。g, h ∈ GL(V ), u, v ∈ Vにつ
いて

(ρ(gh)B)(u, v) = B((gh)−1u, (gh)−1v) = B(h−1g−1u, h−1g−1v)

= (ρ(h)B)(g−1u, g−1v) = (ρ(g)(ρ(h)B))(u, v)

だからρ(gh) = ρ(g)ρ(h)となりρ : GL(V ) → GL(M2(V,R))は群の準同型写像である。各
u, v ∈ V, B ∈ M2(V,R)について g 7→ (ρ(g)B)(u, v)はC∞級関数だからρはC∞級写像にな
る。したがってρは Lie群の準同型写像である。ρの定義よりG = {g ∈ GL(V )|ρ(g)A = A}。
補題 2.9.2を適用すると Gは線形 Lie群になる。

Gの Lie環を求めるためにρの微分を計算する。X ∈ gl(V ), B ∈ M2(V,R), u, v ∈ Vに
ついて

(dρ(X)B)(u, v) =
d

dt
(ρ(etX)B)(u, v)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
B(e−tXu, e−tXv)

∣∣∣∣∣
t=0

= −B(Xu, v) − B(u,Xv)

だから補題 2.9.2より

g = {X ∈ gl(V )|dρ(X)A = 0}
= {X ∈ gl(V )|A(Xu, v) + A(u, Xv) = 0 (u, v ∈ V )}.

定義 2.9.6 Vを有限次元ベクトル空間とし Aを V上の正定値内積とする。Vの Aに関す
る直交変換の全体を O(V ) = O(V ; A)で表すと命題 2.9.5より O(V )は線形 Lie群になる。
O(V )を直交群と呼ぶ。O(V )の Lie環を o(V ) = o(V ; A)で表すと命題 2.9.5より

o(V ) = {X ∈ gl(V )|A(Xu, v) + A(u, Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

となる。Rnの標準内積に関する直交群とその Lie環を O(n), o(n)とも書く。

注意 2.9.7 O(n)は n次直交行列の全体であり o(n)は n次交代行列の全体である。

定義 2.9.8 Vを有限次元ベクトル空間とし Aを V上の正定値内積とする。

SO(V ) = SO(V ; A) = SL(V ) ∩ O(V ; A)

と表すと、系 2.8.9より SO(V )は線形 Lie群になる。SO(V )を回転群または特殊直交群と呼
ぶ。SO(V )のLie環を so(V ) = so(V ; A)で表すと系 2.8.9より so(V ) = sl(V )∩o(V ) = o(V )

となる。Rnの標準内積に関する回転群とその Lie環を SO(n), so(n)とも書く。

定義 2.9.9 Vを有限次元複素ベクトル空間とし、I : V → V ; v 7→
√
−1vとする。Vの実正

則線形変換の全体をGLR(V )、その Lie環を glR(V )で表す。例 2.6.12より g ∈ GLR(V )に
対して Ad(g)I = gIg−1だから Vの複素正則線形変換の全体 GLC(V )は

{g ∈ GLR(V )|Ad(g)I = I}
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に一致し、系 2.8.9より線形 Lie群になる。GLC(V )を複素一般線形群と呼ぶ。GLC(V )の
Lie環を glC(V )で表す。定理 2.6.10より

dAd(X)T = ad(X)(T ) = XT − TX (X, T ∈ glR(V ))

だから、

GLC(V ) = {g ∈ GLR(V )|gI = Ig},
glC(V ) = {X ∈ glR(V )|XI = IX}

となっている。glC(V )は Vの複素線形変換の全体である。GLC(Cn), glC(Cn)はGL(n,C),

gl(n,C)とも書く。

定義 2.9.10 Lie群Gと複素有限次元ベクトル空間 Vに対して、GからGLC(V )への Lie群
の準同型写像をGの複素表現 と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 Vに対して、gから glC(V )

への Lie環の準同型写像を gの複素表現と呼ぶ。

命題 2.9.11 Lie群 Gの複素表現の微分は、Gの Lie環 gの複素表現になる。

証明 ρ : G → GLC(V )をGの複素表現とし、Iを Vの複素構造とする。命題 2.6.6より、
X ∈ gに対して

I exp(tdρ(X))I−1 = Iρ(exp tX)I−1 = ρ(exp tX) = exp(tdρ(X))

が成り立つ。両辺を t = 0で微分すると

Idρ(X)I−1 = dρ(X)

となり、dρ(X) ∈ glC(V )。したがって、dρ : g → glC(V )は gの複素表現になる。

補題 2.9.12 複素有限次元実ベクトル空間 Vに対して detC : GLC(V ) → GLC(C) = C −
{0} は GLC(V )の複素表現になり、detCの微分は trC : glC(V ) → glC(C) = C である。

証明 補題 2.9.3と同様に証明することができる。

定義 2.9.13 Vを有限次元複素ベクトル空間としdetCで複素行列式を表す。SLC(V ) = {g ∈
GLC(V )|detCg = 1}と表すと補題 2.9.2と補題 2.9.3より、SLC(V )は線形 Lie群になる。
SLC(V )を複素特殊線形群と呼ぶ。SLC(V )の Lie環を slC(V )で表すと補題 2.9.2と補題
2.9.3より、

slC(V ) = {X ∈ glC(V )|trCX = 0}

となる。Cnにおける複素特殊線形群とその Lie環を SL(n,C), sl(n,C)とも書く。
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定義 2.9.14 Vを有限次元複素ベクトル空間とし Aを V上の正定値 Hermite内積とする。
Vの Aに関するユニタリ変換の全体を U(V ) = U(V ; A)で表すと命題 2.9.5より U(V )は線
形 Lie群になる。U(V )をユニタリ群と呼ぶ。U(V )の Lie環を u(V ) = u(V ; A)で表すと命
題 2.9.5より

u(V ) = {X ∈ glC(V )|A(Xu, v) + A(u, Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

となる。Cnの標準 Hermite内積に関するユニタリ群とその Lie環を U(n), u(n)とも書く。

注意 2.9.15 U(n)は n次ユニタリ行列の全体であり u(n)は n次交代 Hermite行列の全体
である。

定義 2.9.16 Vを有限次元複素ベクトル空間とし Aを V上の正定値 Hermite内積とする。
SU(V ) = SU(V ; A) = SLC(V ) ∩ U(V ; A) と表すと系 2.8.9より SU(V ) は線形 Lie 群に
なる。SU(V )を特殊ユニタリ群と呼ぶ。SU(V )の Lie環を su(V ) = su(V ; A)で表すと系
2.8.9より su(V ) = slC(V )∩ u(V ) となる。Cnの標準Hermite内積に関する特殊ユニタリ群
とその Lie環を SU(n), su(n)とも書く。

2.10 Lie部分群と Lie部分環

定理 2.10.1 Lie群 Gの Lie環を gとする。gの Lie部分環 hに対して Gの連結な Lie部
分群で対応する Lie部分環が hになるものが一意に存在する。

証明 dimh = kとしておく。各 g ∈ Gに対してHg = d(Lg)e(α(h))とおくと、Hgは Tg(G)

の k次元部分ベクトル空間になる。g ∈ Gに対して Hgを対応させる対応 HがG上の k次元
分布になることを示す。gの基底X1, . . . , XnをX1, . . . , Xk ∈ hとなるようにとる。各Xiは
G上の左不変ベクトル場だから 1 ≤ i ≤ kに対して (Xi)g ∈ Hg(g ∈ G)が成り立ち、Hは
G上の k次元分布である。X, Yを Hに属するベクトル場とすると、fi, gi ∈ C∞(G)が存在

しX =
k∑

i=1
fiXi, Y =

k∑
i=1

giXi と書ける。f ∈ C∞(G)に対して、

[X,Y ](f) =
k∑

i,j=1

[fiXi, gjXj](f) =
k∑

i,j=1

{fiXi(gjXj(f)) − gjXj(fiXi(f))}

=
k∑

i,j=1

{fi(Xigj)(Xjf) + figjXiXjf − gj(Xjfi)(Xif) − gjfiXjXif}

=
k∑

i,j=1

{fi(Xigj)Xj − gj(Xjfi)Xi + figj[Xi, Xj]}(f)

となるので、

[X, Y ] =
k∑

i,j=1

{fi(Xigj)Xj − gj(Xjfi)Xi + figj[Xi, Xj]}.
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hは gの Lie部分環だから [Xi, Xj] ∈ hとなり、[X, Y ]は Hに属する。よって Hは G上の
完全積分可能な k次元分布である。定理 1.3.4より Gの単位元 eを含む Hの極大連結積分
多様体Hが存在する。g ∈ Gに対して Lg(H)は Gの部分多様体になり各 x ∈ Hについて

Tgx(Lg(H)) = d(Lg)xTx(H) = d(Lg)xHx = d(Lg)xd(Lx)e(α(h))

= d(Lgx)e(α(h)) = Hgx

が成り立つので Lg(H)は Hの連結積分多様体である。そこで g ∈ Hに対して Lg−1(H)を
考えると Lg−1(H)は Hの連結積分多様体になり Lg−1(H) 3 Lg−1(g) = e。したがって Hの
極大性より Lg−1(H) ⊂ H。よってHは Gの部分群である。

HがGのLie部分群であることを証明しよう。Hは連結だからGの単位元の連結成分G0に
含まれる。命題 2.2.3よりG0は連結Lie群になるので、系 2.2.2より可算開基を持つ。HはG0

の連結部分多様体だから、定理 1.4.6より可算開基を持つ。τH : H×H −→ G; (g, h) 7−→ gh−1

は C∞級写像で、Hは Gの部分群だからτH(H × H) ⊂ H。Hは可算開基を持つ Hの積分
多様体なので、命題 1.4.8よりτH : H ×H −→ Hは C∞級写像である。したがってHは Lie

群になり Gの Lie部分群である。Hの構成法よりHに対応する Lie部分環は hである。
最後に一意性を証明する。H ′もGの連結な Lie部分群で対応する Lie部分環が hになると
する。命題 2.8.4よりH,H ′の指数写像はGの指数写像の制限になる。定理 2.5.5よりHとH ′

は恒等写像によって微分同型になる単位元の開近傍 Uを持つ。したがって H = ∪{Un|n ∈
N} = H ′となり (定理 2.2.1)、HとH ′は集合として一致する。恒等写像ι : H −→ H ′は群の同
型写像で単位元の開近傍Uにおいて微分同型を与える。各 h ∈ Hに対してLh−1 ◦ι = ι◦Lh−1

となるのでιは Lh(U)において微分同型を与える。したがってι : H −→ H ′は Lie群の同型
写像になる。

系 2.10.2 Lie群 Gとその Lie部分群 Hの Lie環をそれぞれ g, hとする。各 g ∈ Gに対し
て Hg = d(Lg)e(α(h))とおくと、対応 HはG上の完全積分可能な分布になる。さらにHは
Hの積分多様体になっている。

定義 2.10.3 gを Lie環とする。gの部分ベクトル空間 hが任意の X ∈ g, Y ∈ hに対して
[X, Y ] ∈ hを満たすとき、hを gのイデアルと呼ぶ。

命題 2.10.4 f : g −→ hを Lie環の準同型写像とすると、kerfは gのイデアルになる。

証明 X ∈ g, Y ∈ kerfに対して、f([X,Y ]) = [f(X), f(Y )] = 0。したがって [X, Y ] ∈
kerfとなり、kerfは gのイデアルである。

命題 2.10.5 f : G −→ Hを Lie群の準同型写像とすると、kerfは Gの正規閉 Lie部分群
(正規部分群でかつ閉 Lie部分群)になる。Gの Lie環を gとすると kerfに対応する gの Lie

部分環は kerdfで gのイデアルになる。さらにGが連結の場合は f(G)はHの Lie環の Lie

部分環 df(g)に対応するHの連結 Lie部分群に一致する。
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証明 fは群の準同型写像だから kerfは Gの正規部分群である。kerfは 1点の逆像だか
ら、定理 2.8.6より閉 Lie部分群になる。kerfに対応する gの Lie部分環を hとおくと、命
題 2.8.8より X ∈ gが hの元になるための必要十分条件は exp tX ∈ kerf (t ∈ R)である。
命題 2.6.6より f(exp tX) = exp(tdf(X))だから、f(exp tX) = e (t ∈ R)の必要十分条件は
df(X) = 0となり X ∈ kerdf。したがって h = kerdf。定理 2.6.2より dfは Lie環の準同型
になり、命題 2.10.4より kerdfは gのイデアルになる。

Gが連結の場合を考えよう。定理 2.5.5より、exp(g)はGにおける単位元の近傍になる。
また定理 2.2.1より G = ∪{exp(g)n|n ∈ N}だから

f(G) = f(∪{(exp g)n|n ∈ N})
= ∪{(f(exp g))n|n ∈ N}
= ∪{(exp(df(g)))n|n ∈ N} (命題 2.6.2より)

となり f(G)は df(g)に対応する連結 Lie部分群に一致する。

例 2.10.6 有限次元実ベクトル空間 Vに対して detR : GLR(V ) −→ GLR(R) は Lie群の
準同型写像だから (補題 2.9.3)、SLR(V ) = ker(detR) は GLR(V ) の正規閉 Lie 部分群に
なる。SLR(V )に対応する Lie部分環 slR(V )は glR(V )のイデアルになる。また有限次元
複素ベクトル空間Wに対しても detC : GLC(W ) −→ GLC(C) は Lie群の準同型写像だか
ら、SLC(W ) = ker(detC)は GLC(W )の正規閉 Lie部分群になる。SLC(W )に対応する
Lie部分環 slC(W )は glC(W )のイデアルになる。

命題 2.10.7 Lie群 Gの Lie部分群 Hが可算個の連結成分を持つとする。Gと Hの Lie環
をそれぞれ g, hとおくと h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)}が成り立つ。

証明 命題 2.8.8より

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7−→ exp tXはHの位相に関して連続 }

が成り立つので exp tX ∈ H(t ∈ R)となる X ∈ gに対して t 7−→ exp tXが Hの位相に関
して連続になることを示せばよい。f : R −→ G; t 7−→ exp tXは C∞級写像で f(R) ⊂ H。
Hは可算個の連結成分を持つので、補題 2.2.4よりHは可算開基を持つ。また系 2.10.2より
Hは G上の完全積分可能な分布の積分多様体になっている。したがって命題 1.4.8を適用
することができ、fを Hへの写像とみなしても f : R −→ Hは C∞級写像になる。特に H

の位相に関して連続になる。

定理 2.10.8 Gを Lie群とし Hをその Lie部分群とする。Hの連結成分の個数は可算であ
るか、またはHは閉 Lie部分群であると仮定する。G,Hの Lie環をそれぞれ g, hとしてお
く。このとき、Hが Gの正規部分群ならば hは gのイデアルである。

証明 X ∈ g, Y ∈ hとすると、Hは Gの正規部分群だから定理 2.6.10を使うと

exp(Ad(exp sX)(tY )) = exp(sX) exp(tY ) exp(sX)−1 ∈ H (s, t ∈ R)



2.10 Lie部分群と Lie部分環 47

が成り立ち、命題 2.8.8または 2.10.7より Ad(exp sX)Y ∈ hとなる。

d

ds
Ad(exp sX)Y

∣∣∣∣∣
s=0

= [X,Y ] (定理 2.6.10)

だから [X,Y ] ∈ hとなり、hは gのイデアルになる。

定理 2.10.9 Gを連結 Lie群とし Hをその連結 Lie部分群とする。G,Hの Lie環をそれぞ
れ g, hとしておく。このとき、HがGの正規部分群になるための必要十分条件は hが gの
イデアルになることである。

証明 定理 2.10.8よりHがGの正規部分群ならば hは gのイデアルになる。逆に hが g

のイデアルとする。定理 2.5.5より Gにおける単位元の開近傍 Uと gにおける 0の開近傍
Vが存在し exp : V −→ Uは微分同型写像になる。さらに exp(V ∩ h)は Hにおける単位元
の開近傍になる。X ∈ g, Y ∈ hに対して

(exp X)(exp Y )(exp X)−1 = exp(Ad(exp X)Y )

ここで命題 2.6.6を Adに適用すると定理 2.6.10より

Ad(exp X)Y = eadXY =
∞∑

n=0

1

n!
(adX)nY ∈ h

だから (exp X) exp(V ∩ h)(exp X)−1 ⊂ H。したがって定理 2.2.1より

(exp X)H(exp X)−1 =
∞⋃

n=1

(exp X) exp(V ∩ h)n(exp X)−1

=
∞⋃

n=1

((exp X) exp(V ∩ h)(exp X)−1)n ⊂ H

であり G = ∪{Un|n ∈ N}だから任意の g ∈ Gに対して gHg−1 ⊂ Hが成り立つ。よって
Hは Gの正規部分群である。

定義 2.10.10 gを Lie環とする。ker(ad) = {X ∈ g |任意の Y ∈ gに対して [X, Y ] = 0}
を gの中心と呼ぶ。(命題 2.10.4より中心はイデアルになる。)

補題 2.10.11 f, gを連結 Lie群から Lie群への Lie群の準同型写像とする。もし df = dgな
らば f = gが成り立つ。

証明 f, gを連結 Lie群 Gから Lie群 Hへの Lie群の準同型写像とする。X ∈ gに対し
て命題 2.6.6より

f(exp X) = exp(df(X)) = exp(dg(X)) = g(exp X)

となるのでfと gは exp(g)において一致する。定理2.5.5と定理2.2.1を使うとG = ∪{exp(g)n|n ∈
N} となるので fと gは G全体で一致する。
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定理 2.10.12 連結 Lie群 Gの Lie環を gとする。Gの中心は随伴表現 Adの核に一致す
る。特に Gの中心は正規閉 Lie部分群になり対応する Lie部分環は gの中心である。

証明 Gの中心をZで表す。随伴表現の定義 (定理 2.6.10,定義 2.6.11)よりZ ⊂ kerAdは
すぐにわかる。g ∈ kerAdとすると d(Lg ◦R−1

g )は gの恒等写像になるので、補題 2.10.11よ
り Lg ◦R−1

g はGの恒等写像になる。したがって g ∈ Zとなり Z = kerAdがわかった。命題
2.10.5よりZはGの正規閉 Lie部分群になりZに対応する gの Lie部分環は kerdAd = kerad

で (定理 2.6.10)、gの中心である。

系 2.10.13 連結 Lie群が可換になるための必要十分条件はその Lie環が可換になることで
ある。

証明 Gを連結 Lie群としその Lie環を gとする。Gが可換ならば gも可換になること
は系 2.5.8で示した。そこで gが可換であると仮定すると gの中心は gに一致する。定理
2.10.12より Gの中心は Gに一致し Gは可換になる。

2.11 線形 Lie群の連結性

定理 2.11.1 ユニタリ群 U(n)の指数写像 exp : u(n) −→ U(n) は全射である。特に U(n)

は連結である。

証明 U(n)の任意の元 uは正規行列だからユニタリ行列によって対角化可能である。つ
まり、ある g ∈ U(n)と a1, . . . , an ∈ Cが存在して

g−1ug =




a1

. . .

an




となる。g−1ug ∈ U(n) だから |a1| = . . . = |an| = 1。よってθ1, . . . , θn ∈ R が存在して
ai = e

√
−1θi (1 ≤ i ≤ n)となる。

u = g




a1

. . .

an


 g−1 = exp Ad(g)




√
−1θ1

. . . √
−1θn


 .

ここで注意 2.9.15より 


√
−1θ1

. . . √
−1θn


 ∈ u(n)
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で g ∈ U(n)だから

Ad(g)




√
−1θ1

. . . √
−1θn


 ∈ u(n)

となり U(n)の指数写像は全射になる。u(n)は連結だから U(n)も連結。

定理 2.11.2 特殊ユニタリ群 SU(n)の指数写像 exp : su(n) −→ SU(n) は全射である。特
に SU(n)は連結である。

証明 定理 2.11.1の証明と同様に SU(n) の任意の元 u に対して、ある g ∈ U(n) と
θ1, . . . , θn ∈ Rが存在して

(∗) u = g exp




√
−1θ1

. . . √
−1θn


 g−1.

ここで detu = 1だからθ1 +. . .+ θn = 2πk (k ∈ Z)。e
√
−1θ1 = e

√
−1(θ1−2πk)よりθ1をθ1 − 2πk

に置き換えても上の (∗)は成立しθ1 + . . . + θn = 0となる。定義 2.9.16より




√
−1θ1

. . . √
−1θn


 ∈ su(n)

で g ∈ U(n)だから

Ad(g)




√
−1θ1

. . . √
−1θn


 ∈ su(n).

したがって SU(n)の指数写像は全射になる。su(n)は連結だから SU(n)も連結。

定理 2.11.3 回転群 SO(n)の指数写像 exp : so(n) −→ SO(n) は全射である。特に SO(n)

は連結である。

証明 SO(n) ⊂ U(n)だから定理 2.11.1の証明と同様に SO(n)の任意の元 uに対して、
ある g ∈ U(n)とθ1, . . . , θn ∈ Rが存在して

u = g




e
√
−1θ1

. . .

e
√
−1θn


 g−1.
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uの固有多項式は実係数だから uの固有値に共役な値も uの固有値になる。gの縦ベクトル
の順序を適当にかえて

(∗) u = g




e
√
−1θ1

e−
√
−1θ1

. . .

e
√
−1θk

e−
√
−1θk

ε2k+1

. . .

εn




g−1

とできる。ただしθi /∈ πZ (1 ≤ i ≤ k), εj = ±1 (2k + 1 ≤ j ≤ n)。g = [g1 . . . gn]と表すと
ug2i−1 = e

√
−1θig2i−1 (1 ≤ i ≤ k)。uは実行列だから uḡ2i−1 = e−

√
−1θi ḡ2i−1 (1 ≤ i ≤ k)。そ

こで g2iをḡ2i−1に置き換えても g ∈ U(n)となり (∗)は成り立つ。またεj ∈ Rだから gj ∈ Rn

とすることができる。さらに detu = 1だからεj = −1となるεjの個数は偶数。よって gの
縦ベクトルの順序を適当にかえてε2k+1 = . . . = ε2l = −1, ε2l+1 = . . . = εn = 1とできる。
1 ≤ i ≤ kに対して

h2i−1 =
1√
2
(g2i−1 + ḡ2i−1), h2i =

1√
−2

(g2i−1 − ḡ2i−1)

とおき hj = gj (2k + 1 ≤ j ≤ n)とすると h = [h1 . . . hn] ∈ U(n)で hは実行列になる。し
たがって h ∈ O(n)。1 ≤ i ≤ kに対して

uh2i−1 =
1√
2
(e

√
−1θig2i−1 + e−

√
−1θi ḡ2i−1) = cos θih2i−1 − sin θih2i

uh2i =
1√
−2

(e
√
−1θig2i−1 − e−

√
−1θi ḡ2i−1) = sin θih2i−1 + sin θih2i

となるので

θi = π (k + 1 ≤ i ≤ l)

Ri =

[
cos θi sin θi

− sin θi cos θi

]
(1 ≤ i ≤ l)

とおくと

u = h




R1

. . .

Rl

1
. . .

1




h−1.
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ところがXi =

[
0 θi

−θi 0

]
(1 ≤ i ≤ l) とおくと exp Xi = Ri となるので

u = exp Ad(h)




X1

. . .

Xl

0
. . .

0




.

ここで注意 2.9.7と定義 2.9.8より

Ad(h)




X1

. . .

Xl

0
. . .

0




∈ o(n) = so(n)

だから SO(n)の指数写像は全射になる。so(n)は連結だから SO(n)も連結。

系 2.11.4 直交群 O(n)は 2つの連結成分 SO(n)と {g ∈ O(n)|detg = −1}を持つ。

証明 det(O(n)) = {±1}だから SO(n)と {g ∈ O(n)|detg = −1}はどちらも O(n)の開
かつ閉集合。定理 2.11.3より SO(n)は連結で、deth = −1となる h ∈ O(n)をとると

{g ∈ O(n)|detg = −1} = Lh(SO(n))

となりこれも連結。したがって SO(n) と Lh(SO(n)) はどちらも O(n) の連結成分になり
O(n) = SO(n) ∪ Lh(SO(n))は O(n)の連結成分への分解になっている。

定理 2.11.5 GL(n,C)と SL(n,C)は連結である。

証明 X ∈ gl(n,C)の (i, j)成分をXijで表すことにする。

T (n,C) = {X ∈ gl(n,C)|Xii > 0(1 ≤ i ≤ n), Xij = 0(i > j)}

とおくと、T (n,C) は gl(n,C) の凸部分集合になる。特に T (n,C) は連結である。さら
に、X ∈ T (n,C) に対して detX =

∏n
i=1 Xii > 0 だから X ∈ GL(n,C)。したがって

T (n,C) ⊂ GL(n,C)。さらに T (n,C)は GL(n,C)の部分群になる。

P : U(n) × T (n,C) −→ GL(n,C); (a,X) 7−→ aX
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とおくとPは連続になる。さらにPが全射になることを示そう。任意の g ∈ GL(n,C)に対し
て g = [g1 . . . gn]と縦ベクトル gi ∈ Cnを使って表す。g1, . . . , gnはCnの基底になる。Cnの標
準的なHermite内積に関して g1, . . . gnにGram-Schmidtの直交化を行う。b1 = g1, a1 = 1

|b1|b1

とし、bk, ak(k ≥ 2)を次のように帰納的に定める。

bk = gk −
k−1∑

i=1

〈gk, ai〉ai, ak =
1

|bk|
bk.

すると a1, . . . , anはCnの正規直交基底になる。各 akは g1, . . . , gkの線形結合になっていて、
その線形結合の gkの係数は 1/|bk| > 0である。そこで基底の変換を

(∗) [a1 . . . an] = [g1 . . . gn]X

で表すと X ∈ T (n,C)となる。a = [a1 . . . an]とおくと a ∈ U(n)で a = gX。g = aX−1に
なり X−1 ∈ T (n,C)だから g = P (a,X−1)。したがって Pは全射である。定理 2.11.1より
U(n)は連結で T (n,C)も連結だから GL(n,C)は連結である。

S : GL(n,C) −→ SL(n,C); X 7−→ X




1
detX

0 · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 1




とおく。Sは連続になり S(X) = X (X ∈ SL(n,C))だから S(GL(n,C)) = SL(n,C)。よっ
て SL(n,C)も連結になる。

定理 2.11.6 GL(n,R)は 2つの連結成分

GL+(n,R) = {g ∈ GL(n,R)|detg > 0}, {g ∈ GL(n,R)|detg < 0}

を持つ。SL(n,R)は連結である。

証明 定理 2.11.5の証明で使った記号を使うことにする。det : GL(n,R) → GL(1,R) =

R − {0} は連続だから GL+(n,R) は GL(n,R) の開部分群になる。特に、GL+(n,R) は
GL(n,R)の Lie部分群である。T (n,R) = gl(n,R)∩T (n,C)とおくと、T (n,R)は gl(n,R)

の凸部分集合になる。特に T (n,R)は連結である。さらに T (n,R)はGL+(n,R)の部分群に
なる。以下で P (SO(n)×T (n,R)) = GL+(n,R)を示そう。定理 2.11.5の証明と同様にする
と、任意の g ∈ GL+(n,R)に対してある a ∈ O(n)とX ∈ T (n,R)が存在し a = gXとなる。
detg > 0, detX > 0だから deta = 1になり a ∈ SO(n)。g = aX−1になり X−1 ∈ T (n,R)。
したがって P (SO(n) × T (n,R)) = GL+(n,R) である。定理 12.3 より SO(n) は連結で
T (n,R)も連結だから GL+(n,R)は連結である。

det−1({t ∈ R|t > 0}) = GL+(n,R),

det−1({t ∈ R|t < 0}) = {g ∈ GL(n,R)|detg < 0}
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はどちらもGL(n,R)の開かつ閉の連結部分集合になる。したがってこれら 2つがGL(n,R)

の連結成分である。
次に ST (n,R) = T (n,R) ∩ ST (n,C)とおくと S(T (n,R)) = ST (n,R)となり T (n,R)

は連結だから ST (n,R) も連結になる。任意の g ∈ SL(n,R) に対して a = gX, a ∈
SO(n), X ∈ T (n,R)となり detg = 1より detX = 1。したがって P (SO(n)× ST (n,R)) =

SL(n,R)。SO(n)は連結だから SL(n,R)も連結になる。

系 2.11.7 Vを n次元実ベクトル空間とし、

BR(V ) = {(v1, . . . , vn) ∈ V n|v1, . . . , vnは Vの基底 }

として Vの基底の全体 BR(V )を定義すると BR(V )は V nの開集合でGLR(V )と微分同型
になる。特に BR(V )は 2つの連結成分を持つ。n次元複素ベクトル空間Wに対して同様
にWの基底全体 BC(W )を定義すると BC(W )は W nの開集合で GLC(W )と微分同型に
なる。特に BC(W )は連結になる。

証明 Vの基底 e1, . . . , enを 1つ固定しておく。

T : glR(V ) −→ V n; g 7−→ (g(e1), . . . , g(en))

とおくと、Tは線形同型写像になり T (GLR(V )) = BR(V )。したがって BR(V )は V nの開
集合になりGLR(V )と微分同型になる。定理 2.11.6よりBR(V )は 2つの連結成分を持つ。
複素ベクトル空間Wの場合も Tと同様の写像を定義することにより、BC(W )はW nの開
集合で GLC(W )と微分同型になることがわかる。定理 2.11.5より BC(W )は連結になる。

定義 2.11.8 有限次元実ベクトル空間 Vの基底の全体 BR(V )の 1つの連結成分を Vの向
きと呼ぶ。系 2.11.7より Vは 2つの向きを持っている。

系 2.11.9 n 次元実ベクトル空間 Vの 2 つの基底 u1, . . . , unと v1, . . . , vnが Vの同じ向き
に属するための必要十分条件は、基底の変換行列 X ∈ GL(n,R)(つまり (u1 . . . un) =

(v1 . . . vn)X)が GL+(n,R)に属することである。

系 2.11.10 内積を持つn次元実ベクトル空間Vの2つの正規直交基底u1, . . . , unと v1, . . . , vn

がVの同じ向きに属するための必要十分条件は、基底の変換行列X ∈ O(n)(つまり (u1 . . . un) =

(v1 . . . vn)X)が SO(n)に属することである。

2.12 自己同型群

定義 2.12.1 Lie環 gの線形変換 pが

p([X,Y ]) = [p(X), Y ] + [X, p(Y )] (X,Y ∈ g)

を満たすとき pを Lie環 gの微分と呼ぶ。gの微分の全体を d(g)で表す。
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補題 2.12.2 Lie環 gの微分の全体 d(g)は gl(g)の Lie部分環である。さらに ad(g)は d(g)

のイデアルになる。

証明 p, q ∈ d(g), a, b ∈ R, X, Y ∈ gに対して

(ap + bq)([X, Y ]) = ap([X, Y ]) + bq([X, Y ])

= a([p(X), Y ] + [X, p(Y )]) + b([q(X), Y ] + [X, q(Y )])

= [(ap + bq)(X), Y ] + [X, (ap + bq)(Y )],

[p, q] ([X, Y ]) = pq([X, Y ]) − qp([X, Y ])

= p([q(X), Y ] + [X, q(Y )]) − q([p(X), Y ] + [X, p(Y )])

= [pq(X), Y ] + [q(X), p(Y )] + [p(X), q(Y )] + [X, pq(Y )]

−[qp(X), Y ] − [p(X), q(Y )] − [q(X), p(Y )] − [X, qp(Y )]

= [[p, q](X), Y ] + [X, [p, q](Y )]

となるので d(g)は gl(g)の Lie部分環になる。
X,Y, Z ∈ gに対して

(ad(X))([Y, Z]) = [X, [Y, Z]] = −[Y, [Z, X]] − [Z, [X, Y ]]

= [Y, (ad(X))(Z)] + [(ad(X))(Y ), Z].

したがって ad(X)は gの微分になり ad(g) ⊂ d(g)。p ∈ d(g), X, Y ∈ gに対して

[p, ad(X)](Y ) = pad(X)(Y ) − ad(X)p(Y ) = p([X, Y ]) − [X, p(Y )]

= [p(X), Y ] = ad(p(X))(Y )

だから [p, ad(X)] = ad(p(X))。これより ad(g)は d(g)のイデアルになる。

定理 2.12.3 有限次元 Lie環 gの自己同型の全体 Aut(g)は線形 Lie群になり、その Lie環
は d(g)である。

証明 g × g から g への双線形写像の全体を M2(g, g) で表すと M2(g, g) は命題 2.9.5

の証明中の M2(V,R) と同様にベクトル空間になる。g ∈ GL(g), B ∈ M2(g, g) に対し
て (ρ(g)B)(X, Y ) = gB(g−1X, g−1Y ) (X, Y ∈ g) としてρ(g)B ∈ M2(g, g) を定めると
ρ(g) ∈ GL(M2(g, g))。g, h ∈ GL(g), X, Y ∈ gについて

(ρ(gh)B)(X,Y ) = ghB((gh)−1X, (gh)−1Y ) = g(hB(h−1g−1X, h−1g−1Y ))

= g((ρ(h)B)(g−1X, g−1Y )) = (ρ(g)(ρ(h)B))(X,Y )

だからρ(gh) = ρ(g)ρ(h)となりρ : GL(g) −→ GL(M2(g, g)) は群の準同型写像である。各
X, Y ∈ g, B ∈ M2(g, g)について g 7−→ (ρ(g)B)(X, Y ) は C∞級関数だからρは C∞級写像
になる。したがってρは Lie群の準同型写像である。[ , ] ∈ M2(g, g)とみなすとρの定義よ
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り Aut(g) = {g ∈ GL(g)|ρ(g)[ , ] = [ , ]}。補題 2.9.2を適用すると Aut(g)は線形 Lie群に
なる。

Aut(g)の Lie環を aとおいておく。aを求めるためにρの微分を計算する。p ∈ gl(g), B ∈
M2(g, g), X, Y ∈ gについて

(dρ(p)B)(X,Y ) =
d

dt
(ρ(etp)B)(X,Y )

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etpB(e−tpX, e−tpY )

∣∣∣∣∣
t=0

= pB(X,Y ) − B(pX, Y ) − B(X, pY )

だから補題 2.9.2より

a = {p ∈ gl(g)|dρ(p)[ , ] = 0}
= {p ∈ gl(g)|p([X,Y ]) = [pX, Y ] + [X, pY ] (X, Y ∈ g)}
= d(g).

定義 2.12.4 有限次元 Lie環 gの自己同型の全体 Aut(g)を gの自己同型群と呼ぶ。gl(g)

の Lie部分環 ad(g)に対応するGL(g)の連結 Lie部分群を gの随伴群と呼び Int(g)で表す。
(定理 2.10.1よりこのような連結 Lie部分群は一意的に存在する。)

命題 2.12.5 有限次元 Lie環 gの随伴群 Int(g)は gの自己同型群 Aut(g)の正規 Lie部分群
である。

証明 Int(g)は連結だから定理 2.5.5と 2.2.1より Int(g) = ∪{(exp(ad(g)))n|n ∈ N} とな
る。補題 2.12.2より ad(g) ⊂ d(g)だから Int(g) ⊂ Aut(g)となる。ι : Int(g) −→ GL(g)を包
含写像とする。定理 2.12.3よりAut(g)の位相はGL(g)の相対位相になるのでι : Int(g) −→
Aut(g)は連続になる。したがってC∞級写像になり、Int(g)はAut(g)の Lie部分群である。

Int(g) が Aut(g) の正規部分群になることを示すためには任意の a ∈ Aut(g) に対して
a(exp(ad(g)))a−1 ⊂ exp(ad(g)) を示せば十分。X ∈ gに対して aead(X)a−1 = eaad(X)a−1

。
任意の Y ∈ gについて

aad(X)a−1(Y ) = a[X, a−1(Y )] = [a(X), Y ] = ad(a(X))(Y )

となるので aad(X)a−1 = ad(a(X))となり aead(X)a−1 = ead(a(X))。したがって

a(exp(ad(g)))a−1 ⊂ exp(ad(g))

となり Int(g)は Aut(g)の正規部分群である。

定義 2.12.6 有限次元 Lie環 gに対して

B(X, Y ) = tr(ad(X)ad(Y )) (X,Y ∈ g)

とおくと Bは g上の対称 2次形式になる。Bを gのKilling形式と呼ぶ。
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命題 2.12.7 有限次元 Lie環 gの Killing形式を Bとし、

H = {g ∈ GL(g) | B(g(X), g(Y ) = B(X, Y ) (X, Y ∈ g)}

とおくとHは線形 Lie群になり、その Lie環 hは

h = {T ∈ gl(g) | B(T (X), Y ) + B(X, T (Y )) = 0 (X,Y ∈ g)}

で与えられる。さらに gの自己同型群 Aut(g)はHの Lie部分群になる。

証明 命題の前半の主張は Killing形式 Bに命題 2.9.5を適用すればよい。命題 2.12.5の
証明中示したように a ∈ Aut(g), X ∈ gに対して ad(a(X)) = aad(X)a−1が成り立つので、
Y ∈ gとすると、

B(a(X), a(Y )) = tr(ad(a(X))ad(a(Y ))) = tr(aad(X)a−1aad(Y )a−1)

= tr(ad(X)ad(Y )) = B(X, Y )

となり a ∈ H。したがって、Aut(g) ⊂ H。Hは線形 Lie群だから包含写像 Aut(g) −→ H

は C∞級写像になり、Aut(g)はHの Lie部分群である。

定義 2.12.8 Lie群 Gの自己同型の全体を Gの自己同型群と呼び Aut(G)で表す。Gの内
部自己同型の全体を Gの内部自己同型群と呼び Int(G)で表す。

命題 2.12.9 Gを連結 Lie群としその Lie環を gとする。

d : Aut(G) −→ Aut(g); a 7−→ da

は群の単射準同型写像になりd(Int(G)) = Ad(G) = Int(g)が成り立つ。特に Int(g) = Aut(g)

ならば Int(G) = Aut(G)となる。

証明 系 2.6.5より a ∈ Aut(G) に対して da ∈ Aut(g)。命題 2.6.4より a, b ∈ Aut(G)

に対して d(a ◦ b) = da ◦ db となるので d は群の準同型写像である。補題 2.10.11より
d は単射になる。随伴表現の定義 (定理 2.6.10、定義 2.6.11) より d(Int(G)) = Ad(G)。
Ad : G −→ GL(g)は Lie群の準同型写像であり Gは連結だから命題 2.10.5より Ad(G)は
dAd(g) = ad(g) に対応する GL(g) の連結 Lie 部分群に一致する。したがって Ad(G) =

Int(g)。Int(g) = d(Int(G)) ⊂ d(Aut(G)) ⊂ Aut(g) だからもし Int(g) = Aut(g) ならば
d(Int(G)) = d(Aut(G))となり Int(G) = Aut(G)が成り立つ。

補題 2.12.10 3次回転群 SO(3)の Lie環 so(3)と 2次特殊ユニタリ群 SU(2)の Lie環 su(2)

は、Lie環として同型になる。
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証明

e1 =




0 1 0

−1 0 0

0 0 0


 , e2 =




0 0 0

0 0 1

0 −1 0


 , e3 =




0 0 1

0 0 0

−1 0 0




とおくと e1, e2, e3は so(3)の基底になり

[e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2

が成り立つ。
次に

f1 =

[ √
−1/2 0

0 −
√
−1/2

]
, f2 =

[
0 1/2

−1/2 0

]
, f3 =

[
0

√
−1/2√

−1/2 0

]

とおくと f1, f2, f3は su(2)の基底になり

[f1, f2] = f3, [f2, f3] = f1, [f3, f1] = f2

が成り立つ。
そこで F (ei) = fi (1 ≤ i ≤ 3)となるように線形写像 F : so(3) → su(2)を定めると、上
の Lie環の計算から Fは Lie環の間の同型写像になる。

定理 2.12.11 Int(so(3)) = Aut(so(3)) が成り立つ。さらに Int(SO(3)) = Aut(SO(3)),

Int(SU(2)) = Aut(SU(2))が成り立つ。

証明 補題 2.12.10の証明中に使った so(3) の基底 e1, e2, e3をそのまま使うことにする。
so(3)のKilling形式をBで表し、Bの e1, e2, e3に関する表現行列を求めておこう。ad(ei)(1 ≤
i ≤ 3)の表現行列は

ad(e1) :




0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 , ad(e2) :




0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 , ad(e3) :




0 −1 0

1 0 0

0 0 0




になり

B(e1, e1) = tr(ad(e1)ad(e1)) = −2, B(e1, e2) = B(e2, e1) = 0,

B(e1, e3) = B(e3, e1) = 0, B(e2, e2) = −2, B(e2, e3) = 0, B(e3, e3) = −2.

したがって Bの表現行列は 

−2 0 0

0 −2 0

0 0 −2


 .
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−B は正定値になり、命題 2.12.7より

Int(so(3)) ⊂ Aut(so(3)) ⊂ O(so(3);−B) ∼= O(3).

Int(so(3))は連結で ad(ei)の表現行列の形から ad(so(3)) = o(so(3);−B)となっている。定
理 2.11.3より SO(so(3);−B)も連結だから

Int(so(3)) = SO(so(3);−B).

系 2.11.4より O(so(3);−B)は連結成分を 2つ持ち、

SO(so(3);−B) ⊂ Aut(so(3)) ⊂ O(so(3);−B)

だから、Aut(so(3))は SO(so(3);−B)または O(so(3);−B)に一致する。

g(e1) = e1, g(e2) = e2, g(e3) = −e3

となる g ∈ GL(so(3))をとると、g ∈ O(so(3);−B), detg = −1。

[g(e1), g(e2)] = [e1, e2] = e3 6= g(e3)

だから g /∈ Aut(so(3))。したがって、

Aut(so(3)) = SO(so(3);−B) = Int(so(3)).

定理 2.11.3より SO(3)は連結だから命題 2.12.9よりAut(SO(3)) = Int(SO(3))。定理 2.11.2

より SU(2)は連結で補題 2.12.10より su(2) ∼= so(3)だから、Aut(su(2)) = Int(su(2))とな
り、命題 2.12.9より Aut(SU(2)) = Int(SU(2))。
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3.1 等質空間の多様体構造

定義 3.1.1 Mを多様体とし Gを Lie群とする。C∞級写像 G × M → M ; (g, x) 7→ g · x が
存在し任意の g1, g2 ∈ G, x ∈ Mに対して (g1g2) · x = g1 · (g2 · x)を満たすとき、GをMの
Lie変換群と呼ぶ。さらに任意の x, y ∈ Mに対してある g ∈ Gが存在して g · x = yとなる
とき GはMに推移的に作用しているという。

注意 3.1.2 Lie群 Gが多様体Mの Lie変換群のとき、各 g ∈ Gに対して

g : M → M ; x 7→ g · x

はMの微分同型写像になる。逆写像は g−1が誘導する写像である。

定理 3.1.3 Gを Lie群とし Hを Gの閉 Lie部分群とする。射影π : G → G/H; g 7→ gHに
よって GのH による剰余類の全体 G/Hに商位相をいれる。すなわち、

{O ⊂ G/H | π−1(O)は G の開集合 }

を G/Hの開集合系として定める。このとき、

G × (G/H) → G/H; (g, xH) 7→ gxH

によって Gが G/Hの Lie変換群になるような G/Hの多様体構造が存在する。

証明 まず位相空間 G/Hが Hausdorff空間になることを示す。g1, g2 ∈ G, g1H 6= g2H

とする。g−1
2 g1 /∈ HとなりHは Gの閉集合だから G − Hは g−1

2 g1の開近傍になる。群演算
の連続性より、giの開近傍 Uiが存在し U−1

2 U1 ⊂ G − Hを満たす。任意の xi ∈ Uiに対して
x−1

2 x1 /∈ Hとなるので x1H 6= x2H。したがってπ(U1) ∩ π(U2) = ∅。π : G → G/Hは開写
像だからπ(Ui)は giH = π(gi)の開近傍になる。よって G/Hは Hausdorff空間である。
次に写像

τ : G × (G/H) → G/H; (g, xH) 7→ gxH

が連続になることを示す。ν : G×G → G; (g, x) 7→ gxとおくと、νは連続になりτ ◦(1×π) =

π ◦ νも連続。G/Hの開集合 Oに対して (τ ◦ (1× π))−1(O) = (π ◦ ν)−1(O) はG×Gの開集
合。1 × π : G × G → G × (G/H)は全射だから

τ−1(O) = (1 × π)((τ ◦ (1 × π))−1(O))

59
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となり 1× πは開写像だからτ−1(O)は G× (G/H)の開集合になる。したがってτは連続写
像である。特に各 g ∈ Gについてτg : G/H → G/H; xH 7→ gxHとおくとτgは位相同型写
像である。
以上の準備のもとに G/Hの多様体構造について考えよう。gを Gの Lie環とし Hに対
応する g の Lie 部分環を h とする。g における h の補空間 m を 1 つとり固定しておく。
g = m + hは直和分解だから補題 2.8.5より m, hにおける 0の開近傍 Um, Uhと Gにおける
eの開近傍 Vが存在し、

Um × Uh → V ; (X, Y ) 7→ exp X exp Y

は微分同型写像になる。exp UhはHにおける eの開近傍でありHの位相はGの相対位相だ
からGにおける eのある開近傍Wが存在して exp Uh = W ∩Hとなる。mにおける 0の開
近傍 UでUがコンパクトになりU ⊂ Um, exp(−U) exp U ⊂ W を満たすものをとる。exp :

U → exp U はコンパクト空間から Hausdorff空間への連続な全単射になるので位相同型写
像になる。次にπ : exp U → π(exp U)が単射になることを示す。X1, X2 ∈ Uがπ(exp X1) =

π(exp X2) を満たすとすると (exp X1)H = (exp X2)Hだから exp(−X2) exp X1 ∈ H。他
方 X1, X2 ∈ Uだから、exp(−X2) exp X1 ∈ W となり W ∩ H = exp Uhなので、ある
Y ∈ Uhが存在して exp(−X2) exp X1 = exp Y。よって exp X1 = exp X2 exp Y。Um, Uh

のとり方より X1 = X2, Y = 0。したがって、π : exp U → π(exp U) はコンパクト空間か
ら Hausdorff空間への連続な全単射になるので位相同型写像になる。U × Uhは g = m + h

における 0の近傍で U × Uh ⊂ Um × Uhだから exp U exp Uh は Gにおける eの開近傍に
なる。よってπ(exp U exp Uh) = π(exp U) は G/Hにおけるπ(e) の開近傍になる。さらに
ψ : U → π(exp U); X 7→ π(exp X) とおくと上で示したことよりψは位相同型写像になる。
各 g ∈ Gに対してτg : G/H → G/Hは位相同型写像だから Og = τg(π(exp U))は G/Hの
開集合になり {Og}g∈Gは G/Hの開被覆になる。

φg = ψ−1 ◦ τ−1
g : Og → U ⊂ m

とおいて {(Og, φg)}g∈Gが G/Hに多様体構造を定めることを示そう。
写像

l : U × H → (exp U)H; (X, h) 7→ (exp X)h

はU×exp Uhにおいて微分同型写像になる。各h ∈ Hについて l = Rh◦l◦(1×Rh−1)だから lは
U×Rh(exp Uh)においても微分同型写像になる。さらに lが全単射になれば、lがU×H全体で
微分同型写像になることがわかる。lが全射になることは定義よりわかる。(Xi, hi) ∈ U×Hに
ついて l(X1, h1) = l(X2, h2)とすると (exp X1)h1 = (exp X2)h2だから、exp(−X2) exp X1 =

h2h
−1
1 ∈ W ∩H。したがって、ある Y ∈ Uhが存在して exp(−X2) exp X1 = exp Y。よって

exp X1 = exp X2 exp Yとなり X1 = X2, Y = 0。h2h
−1
1 = exp Y = eだから h1 = h2。以上

で lが単射になることがわかり

l : U × H → (exp U)H = π−1(Oe) ⊂ G
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は微分同型写像になる。特に l−1 = ((l−1)1, (l
−1)2)と表わすと (l−1)1 : π−1(Oe) → Uは C∞

級写像である。さらに、g ∈ π−1(Oe)に対して

g = l((l−1)1(g), (l−1)2(g)) = exp((l−1)1(g))(l−1)2(g)

だからπ(g) = π(exp((l−1)1(g))) = ψ((l−1)1(g))となり

(l−1)1(g) = ψ−1 ◦ π(g) (g ∈ π−1(Oe)).

以上を使って Og1 ∩ Og2 6= ∅となる gi ∈ Gに対して

φg2 ◦ φ−1
g1

: φg1(Og1 ∩ Og2) → φg2(Og1 ∩ Og2)

が微分同型写像になることを示そう。X ∈ φg1(Og1 ∩ Og2)に対して

φg2 ◦ φ−1
g1

(X) = ψ−1 ◦ τ−1
g2

◦ τg1 ◦ ψ(X)

= ψ−1(π(g−1
2 g1 exp X)) = (l−1)1(g

−1
2 g1 exp X)

よりφg2 ◦ φ−1
g1
は C∞級写像である。逆写像はφg1 ◦ φ−1

g2
になり、これも C∞級写像である。し

たがってφg2 ◦ φ−1
g1
は微分同型写像になる。以上で {(Og, φg)}g∈Gが G/Hに多様体構造を定

めることがわかった。
最後にτ : G × (G/H) → G/Hによって G が G/Hの Lie 変換群になることを示そう。
任意の g1, g2 ∈ G, x ∈ G/Hに対してτ(g1g2, x) = τ(g1, τ(g2, x))となるのはτの定義よりわ
かるので、τが C∞級写像になることを示せばよい。τが連続であることはすでに示した。
(g, xH) ∈ G × (G/H)とX ∈ U,Z ∈ gに対して

φgx ◦ τ ◦ ((Lg ◦ exp) × φ−1
x )(Z,X) = φgx ◦ τ(g exp Z, π(x exp X))

= φgx ◦ π(g(exp Z)x exp X) = ψ−1 ◦ τ−1
gx ◦ π(g(exp Z)x exp X)

= ψ−1 ◦ π(exp(Ad(x−1)Z) exp X) = (l−1)1(exp(Ad(x−1)Z) exp X)

となるので、τは (g, xH)の近傍で C∞級写像である。これが G × (G/H)の任意の点で成
り立つのでτは C∞級写像である。

定義 3.1.4 Gを Lie群とし Hを Gの閉 Lie部分群とする。定理 3.1.3で存在を示した多様
体構造を持つ G/Hを G の等質空間と呼ぶ。G は G/Hに推移的に作用する Lie 変換群に
なっている。

定理 3.1.5 Gは多様体Mに推移的に作用している Lie変換群で Gの連結成分の個数は可
算であるとする。p ∈ Mをとり

Gp = {g ∈ G|g · p = p}

とおくと、Gpは Gの閉 Lie部分群になる。さらに写像

α : G/Gp → M ; gGp 7→ g · p

は等質空間 G/GpとMとの間の微分同型写像になる。
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証明 G × M → M ; (g, x) 7→ g · xは C∞級写像だからᾱ : G → M ; g 7→ g · pとおくとᾱ

も C∞級写像である。よって Gp = ᾱ−1(p)は Gの閉集合になる。Gpは Gの部分群にもな
るので、定理 7.6よりGpはGの閉 Lie部分群である。そこでH = Gpとして定理 3.1.3の証
明で使った記号を使うことにする。
まずαが位相同型写像になることを示す。GはMに推移的に作用しているので、αは全単
射である。Mの開集合 Oに対してᾱ−1(O)は Gの開集合になり、π : G → G/Hは開写像だ
からπ(ᾱ−1(O))は G/Hの開集合。α ◦ π = ᾱだからα−1(O) = π(ᾱ−1(O))となりαは連続で
ある。αが開写像になることを示すためにᾱが開写像になることを示そう。OをGの開集合
とする。任意の x ∈ Oに対して単位元 eのコンパクト近傍 Cが存在し C = C−1, xC2 ⊂ O

を満たす。Gの連結成分の個数は可算だから補題 2.2.4より Gは可算開基 {Oi}i∈Nを持つ。

{Oi |ある g ∈ G が存在し Oi ⊂ gC を満たす }

も Gの可算開基になり、この中の各 Oiに対して Oi ⊂ giCとなる gi ∈ Gをとると、G =

∪igiCが成り立つ。ᾱは全射だからM =
⋃

i ᾱ(giC)。各 giCはコンパクトなのでᾱ(giC)もコ
ンパクト。特にᾱ(giC)はMの閉集合。Mは局所コンパクト Hausdorff空間だから Baireの
定理よりある iが存在してᾱ(giC) = gi · ᾱ(C)は内点を持つ。よって注意 3.1.2より、ᾱ(C)

も内点ᾱ(c) = c · pを持つ。

p ∈ c−1 · ᾱ(C) = c−1C · p ⊂ C2 · p

だから C2 · pは pの近傍になる。xC2 · pは x · pの近傍になり

ᾱ(x) = x · p ∈ xC2 · p = ᾱ(xC2) ⊂ ᾱ(O).

よってᾱ(O)はMの開集合になり、ᾱは開写像である。そこで今度は Oを G/Hの開集合と
するとπ−1(O)はGの開集合になり、ᾱは開写像だから、ᾱ(π−1(O))はMの開集合。α(O) =

ᾱ(π−1(O))よりαは開写像になる。よってαは位相同型写像である。
g ∈ G,X ∈ Uに対してα ◦ φ−1

g (X) = (g exp X) · p だから、αはπ(g) ∈ G/Hの近傍
で C∞級写像になる。したがってα : G/H → Mは C∞級写像である。α ◦ π = ᾱだから
dαπ(e) ◦ πe = ᾱe。定理 2.1.9により gと Te(G)を同一視すると、ker(dπe) = hとなるので
ker(dᾱe) ⊃ h。X ∈ ker(dᾱe)とすると、任意の f ∈ C∞(M)に対して

0 = (dᾱe(X))(f) =
d

dt
f(ᾱ(exp tX))

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(exp tX · p)

∣∣∣∣∣
t=0

.

s ∈ Rに対して fs(q) = f(exp sX · q) (q ∈ M)とおくと fs ∈ C∞(M)となる。上の結果を
fsに適用すると

0 =
d

dt
fs(exp tX · p)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(exp(s + t)X · p)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(exp tX · p)

∣∣∣∣∣
t=s

.

したがって t 7→ f(exp tX · p)は一定になる。これが任意の f ∈ C∞(M)について成り立つ
ので exp tX · p = p (t ∈ R)となり exp tX ∈ Gp (t ∈ R)。Gpは Gの閉 Lie部分群だから、
命題 2.8.8よりX ∈ h。したがって ker(dᾱe) = hが成り立つ。これより

rank(dᾱe) = dim g − dim h = dim m = dim(G/H).
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dπeは全射だから
rank(dαπ(e)) = rank(dᾱe) = dim(G/H).

α : G/H → Mは位相同型写像だから、次元の位相不変性 (2つの Euclid空間の開集合が
位相同型ならばそれらの Euclid 空間の次元は等しい) より dim(G/H) = dim Mとなり、
rank(dαπ(e)) = dim M。よって dαπ(e)は線形同型写像になり、逆関数定理よりαはπ(e)のあ
る開近傍 Vで微分同型写像になる。各 g ∈ Gについてα = g ◦ α ◦ τ−1

g だからαはτg(V )にお
いても微分同型写像になり、結局α : G/H → Mは微分同型写像である。

命題 3.1.6 Gを Lie群とし Hを Gの閉 Lie部分群とする。π : G → G/Hを自然な射影と
したとき、等質空間G/Hから多様体Mへの写像 fが C∞級写像になるための必要十分条件
は f ◦ πが C∞級写像になることである。

証明 定理 3.1.3よりπはC∞級写像である。したがって fがC∞級写像ならば、合成 f ◦π

は C∞級写像になる。
逆に f ◦ πが C∞級写像であると仮定しよう。定理 3.1.3の証明で使った記号を使うことに
する。任意に g ∈ Gをとる。各X ∈ Uに対して

f ◦ φ−1
g (X) = f ◦ τg ◦ ψ(X) = f ◦ τg ◦ π ◦ exp(X) = (f ◦ π) ◦ Lg ◦ exp(X)

となるので、仮定より fはπ(g)の開近傍OgにおいてC∞級写像である。よって f : G/H → M

は C∞級写像になる。

命題 3.1.7 Gを多様体Mの Lie変換群とする。p ∈ Mをとり Gp = {g ∈ G|g · p = p}とお
くと、Gpは Gの閉 Lie部分群になる。さらに G(p) = {g · p|g ∈ G}は等質空間 G/Gpと微
分同型であるようなMの部分多様体になる。

証明 定理 3.1.5の証明と同様にして、Gpは Gの閉 Lie部分群になり

ι : G/Gp → M ; gGp 7→ g · p

とおくとι(G/Gp) = G(p)でι : G/Gp → G(p)は全単射になる。ιによって G(p)に多様体構
造を入れ、定理 3.1.5の証明と同様にすると G(p)はMの部分多様体になることがわかる。

3.2 線形 Lie群の等質空間

命題 3.2.1 線形 Lie群 O(n), SO(n), U(n), SU(n)はコンパクトである。

証明 O(n)は gl(n,R)の有界閉集合だから Heine-Borelの定理よりコンパクトである。
SO(n), U(n), SU(n)についても同様。



64 第 3 章 等質空間

定理 3.2.2 1 ≤ k ≤ nとする。Rnの標準内積に関して正規直交系になる Rnの k個の元の
全体を

VR(n, k) = {(v1, . . . , vk) ∈ (Rn)k|〈vi, vj〉 = δij (1 ≤ i, j ≤ k)}

で定める。

1k × O(n − k) =

{
g ∈ O(n)

∣∣∣∣∣g =

[
1k

g′

]
, g′ ∈ O(n − k)

}

とおき 1k ×SO(n−k)も同様に定めると、1k ×O(n−k)と 1k ×SO(n−k)はそれぞれO(n)

と SO(n)の閉 Lie部分群になる。さらに VR(n, k)は O(n)/(1k × O(n − k))と微分同型で
あるような (Rn)kの部分多様体になる。k < nのとき VR(n, k)は SO(n)/(1k × SO(n− k))

とも微分同型になる。

証明
O(n) × (Rn)k → (Rn)k; (g, (v1, . . . , vk)) 7→ (g(v1), . . . , g(vk))

によってO(n)は (Rn)kの Lie変換群になる。ei ∈ Rnを i成分のみ 1で他の成分はすべて 0

であるような元とする。p = (e1, . . . , ek)とおくと p ∈ VR(n, k)であり任意の (v1, . . . , vk) ∈
VR(n, k)に対してある g ∈ O(n)が存在し (v1, . . . , vk) = g ·pとなる。したがって VR(n, k) =

O(n)(p)。さらにO(n)p = 1k ×O(n− k)となるので、命題 3.1.7より 1k ×O(n− k)はO(n)

の閉 Lie部分群になる。さらに VR(n, k)は O(n)/(1k ×O(n− k))と微分同型であるような
(Rn)kの部分多様体になる。

O(n)は VR(n, k)の Lie変換群になるので SO(n)も VR(n, k)の Lie変換群になる。k <

n のときを考えよう。任意の (v1, . . . , vk) ∈ VR(n, k) に対して (v1, . . . , vk) = g · p とな
る g ∈ O(n) をとったとき、gの第 n 列を det g倍したものを g′とおくと g′ ∈ SO(n) で
(v1, . . . , vk) = g′ · p が成り立つ。したがって SO(n) は VR(n, k) に推移的に作用する。さ
らに SO(n)p = 1k × SO(n− k)となるので、命題 3.1.7より 1k × SO(n− k)は SO(n)の閉
Lie部分群になる。さらに VR(n, k)は SO(n)/(1k × SO(n − k))と微分同型になる。

定義 3.2.3 VR(n, k)を実 Stiefel多様体と呼ぶ。

定理 3.2.4 1 ≤ k ≤ nとし、Rnの k次元ベクトル部分空間の全体を GrR(n, k)で表わす。

O(k) × O(n − k) =

{
g ∈ O(n)

∣∣∣∣∣g =

[
g1

g2

]
, g1 ∈ O(k), g2 ∈ O(n − k)

}

とおくと O(k) × O(n − k)は O(n)の閉 Lie部分群になり、GrR(n, k)は集合として、等質
空間 O(n)/(O(k)×O(n− k))と 1対 1に対応する。この対応を使ってGrR(n, k)に多様体
構造を入れ

SpanR : VR(n, k) → GrR(n, k); (v1, . . . , vk) 7→ SpanR(v1, . . . , vk)

SpanR(v1, . . . , vk)は v1, . . . , vkが張るRn内の k 次元ベクトル部分空間

とおくと SpanRは C∞級写像になる。
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証明 O(k) × O(n − k)は命題 3.2.1よりコンパクトだから O(n)の相対位相に関しても
コンパクト。したがって O(k) × O(n − k)は O(n)の閉部分群になる。写像

O(n) × GrR(n, k) → GrR(n, k); (g, V ) 7→ g(V )

によって群O(n)を集合GrR(n, k)の変換群とみなす。任意の g ∈ O(n)に対して SpanR◦g =

g ◦SpanRが成り立つ。SpanRは全射になり、定理 3.2.2の証明よりO(n)は VR(n, k)に推移
的に作用しているので、O(n)は GrR(n, k)に推移的に作用する。SpanR(e1, . . . , ek) = W

とおくと O(n)W = O(k) × O(n − k)となる。したがって対応

O(n)/(O(k) × O(n − k)) → GrR(n, k); g(O(k) × O(n − k)) 7→ gW

によって O(n)/(O(k) × O(n − k)) と GrR(n, k) は集合として 1 対 1 に対応する。π1 :

O(n) → O(n)/(1k × O(n − k))とπ2 : O(n) → O(n)/(O(k) × O(n − k))をそれぞれ自然な
射影とすると、定理 3.1.3の証明での等質空間の多様体構造の定め方よりπ1, π2は C∞級写
像になる。φ(g(1k × O(n − k))) = g(O(k) × O(n − k))として O(n)/(1k × O(n − k))から
O(n)/(O(k) × O(n − k))への写像φを定めると

O(n)
id

−−−→ O(n)

π1

y
yπ2

O(n)/(1k × O(n − k))
φ

−−−→ O(n)/(O(k) × O(n − k))

∼=
y

y∼=

VR(n, k)
SpanR−−−−−→ GrR(n, k)

は可換図式になるので命題 3.1.6よりφは C∞級写像になる。したがって SpanRも C∞級写
像になる。

定義 3.2.5 GrR(n, k)を実Grassmann多様体と呼ぶ。特に、GrR(n+1, 1)を実射影空間
と呼び P n(R)で表す。

定理 3.2.6 1 ≤ k ≤ nとし、Rnの向きを持つ k次元ベクトル部分空間の全体を Gro
R(n, k)

で表わす。SO(n)の部分群SO(k)×SO(n−k)を定理 3.2.4のO(n)の部分群O(k)×O(n−k)

と同様に定義すると、SO(k) × SO(n − k)は SO(n)の閉 Lie部分群になる。k = nのとき
Gro

R(n, n)は 2点になり、k < nのときGro
R(n, k)は集合として、等質空間SO(n)/(SO(k)×

SO(n − k))と 1対 1に対応する。この対応を使って Gro
R(n, k)に多様体構造を入れ

Spano
R : VR(n, k) → Gro

R(n, k); (v1, . . . , vk) 7→ Spano
R(v1, . . . , vk)

Spano
R(v1, . . . , vk)は v1, . . . , vkが張るRn内の k次元ベクトル部分空間で

(v1, . . . , vk)を含む向きを持つ

とおくと Spano
Rは C∞級写像になる。
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証明 SO(k) × SO(n − k)は命題 3.2.1よりコンパクトだから SO(n)の相対位相に関し
てもコンパクト。したがって SO(k) × SO(n − k)は SO(n)の閉部分群になる。写像

SO(n) × Gro
R(n, k) → Gro

R(n, k); (g, V ) 7→ g(V )

g(V )の向きは Vの向きを gで送ったもの

によって群SO(n)を集合Gro
R(n, k)の変換群とみなす。任意の g ∈ SO(n)に対して Spano

R◦
g = g ◦ Spano

Rが成り立つ。また Spano
Rは全射になる。k = n のときは、Gro

R(n, n) は 2

点になる。k < nのとき定理 3.2.2より SO(n)は VR(n, k)に推移的に作用しているので、
SO(n) は Gro

R(n, k) に推移的に作用する。Spano
R(e1, . . . , ek) = Wとおくと SO(n)W =

SO(k) × SO(n − k)となる。したがって対応

SO(n)/(SO(k) × SO(n − k)) → Gro
R(n, k); g(SO(k) × SO(n − k)) 7→ gW

によって SO(n)/(SO(k) × SO(n − k)) と Gro
R(n, k) は集合として 1 対 1 に対応する。

π1 : SO(n) → SO(n)/(1k×SO(n−k))とπ2 : O(n) → SO(n)/(SO(k)×SO(n−k))をそれぞ
れ自然な射影とすると、定理 3.1.3の証明での等質空間の多様体構造の定め方よりπ1, π2はC∞

級写像になる。φ(g(1k×SO(n−k))) = g(SO(k)×SO(n−k))としてSO(n)/(1k×SO(n−k))

から SO(n)/(SO(k) × SO(n − k))への写像φを定めると

SO(n)
id

−−−→ SO(n)

π1

y
yπ2

SO(n)/(1k × SO(n − k))
φ

−−−→ SO(n)/(SO(k) × SO(n − k))

∼=
y

y∼=

VR(n, k)
Spano

R−−−−−→ Gro
R(n, k)

は可換図式になるので命題 3.1.6よりφは C∞級写像になる。したがって Spano
Rも C∞級写

像になる。

定義 3.2.7 Gro
R(n, k)を有向実Grassmann多様体と呼ぶ。

定理 3.2.8 1 ≤ k ≤ nとする。Cnの標準 Hermite内積に関して正規直交系になる Cnの k

個の元の全体を

VC(n, k) = {(v1, . . . , vk) ∈ (Cn)k|〈vi, vj〉 = δij (1 ≤ i, j ≤ k)}

で定める。

1k × U(n − k) =

{
g ∈ U(n)

∣∣∣∣∣g =

[
1k

g′

]
, g′ ∈ U(n − k)

}

とおき 1k×SU(n−k)も同様に定める。このとき、1k×U(n−k)と 1k×SU(n−k)はそれぞれ
U(n)と SU(n)の閉 Lie部分群になる。さらに VC(n, k)はU(n)/(1k ×U(n−k))と微分同型
であるような (Cn)kの部分多様体になる。k < nのとき VC(n, k)は SU(n)/(1k×SU(n−k))

とも微分同型になる。
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定理 3.2.2の証明と同様の方針で証明することができるので、証明は省略する。

定義 3.2.9 VC(n, k)を複素 Stiefel多様体と呼ぶ。

定理 3.2.10 1 ≤ k ≤ nとし、Cnの k次元複素ベクトル部分空間の全体を GrC(n, k)で表
わす。

U(k) × U(n − k) =

{
g ∈ U(n)

∣∣∣∣∣g =

[
g1

g2

]
, g1 ∈ U(k), g2 ∈ U(n − k)

}

とおく。このとき U(k) × U(n − k)は U(n)の閉 Lie部分群になり GrC(n, k)は集合とし
て、等質空間 U(n)/(U(k) × U(n − k))と 1対 1に対応する。この対応を使って GrC(n, k)

に多様体構造を入れ

SpanC : VC(n, k) → GrC(n, k); (v1, . . . , vk) 7→ SpanC(v1, . . . , vk)

SpanC(v1, . . . , vk)は v1, . . . , vkが張るCn内の k 次元ベクトル部分空間

とおくと SpanCは C∞級写像になる。

定理 3.2.4の証明と同様の方針で証明することができるので、証明は省略する。

定義 3.2.11 GrC(n, k)を複素Grassmann多様体と呼ぶ。GrC(n + 1, 1)を複素射影空間
と呼び P n(C)で表す。

3.3 等質空間のRiemann計量

この節では、等質空間に Riemann計量を定める方法について述べる。

定理 3.3.1 GをコンパクトHausdorff位相群とする。このとき、次の条件を満たすG上の
Radon測度µGが一意的に存在する。

(1) µG(G) = 1

(2) G上のµG可積分関数 fと g ∈ Gに対して
∫

G
f(gx)dµG(x) =

∫

G
f(x)dµG(x)

(3) G上のµG可積分関数 fと g ∈ Gに対して
∫

G
f(xg)dµG(x) =

∫

G
f(x)dµG(x)

(4) G上のµG可積分関数 fに対して
∫

G
f(x−1)dµG(x) =

∫

G
f(x)dµG(x)
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定義 3.3.2 定理 3.3.1で定まるコンパクト Hausdorff位相群 G上の測度を、GのHaar測
度と呼ぶ。

定義 3.3.3 Riemann 計量を持つ Lie 群の任意の左移動が等長的になっているとき、その
Riemann計量を左不変という。任意の右移動も等長的になる左不変 Riemann計量を、両
側不変 Riemann計量という。

命題 3.3.4 Lie群 Gの左不変 Riemann計量の全体と、その Lie環 gの内積の全体は一対
一に対応する。さらに、Gの両側不変 Riemann計量の全体と、gの Ad(G)不変な内積の
全体は一対一に対応する。

証明 G 上の左不変 Riemann 計量 〈 , 〉 があるとする。g の任意の元 X, Yに対して、
〈X, Y 〉は G上の左不変関数になるので、定数である。明らかにこれは gの内積を定める。
逆に、gに内積が定まっているとする。Gの任意の点 g ∈ Gの接ベクトル空間 TgGの内
積 〈 , 〉gを

〈X,Y 〉g = 〈X̃, Ỹ 〉 (X, Y ∈ TgG)

で定める。ただし、X̃, ỸはそれぞれX, Yを左不変ベクトル場に拡張したものであり、定理
2.1.9より、このような拡張は可能である。さらに定理 2.1.9の証明と同様に、〈 , 〉gが gに対
して滑らかに依存していることがわかる。したがって、{〈 , 〉g}g∈Gは、G上の Riemann計
量を定める。さらに、この Riemann計量は、定め方より、左不変であることがわかる。
随伴表現 Adの定め方 (定理 2.6.10)より、Gの元 gに対して

Ad(g) = d(Lg ◦ Rg−1) = dLg ◦ dRg−1

だから、Gの Riemann計量が両側不変ならば、対応する gの内積は Ad(G)不変になる。
逆も上の等式からわかる。

系 3.3.5 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。G上の両側不変 Riemann計量 〈 , 〉は

〈[X, Y ], Z〉 + 〈Y, [X,Z]〉 = 0 (X, Y, Z ∈ g)

を満たす。すなわち、ad(g) ⊂ o(g; 〈 , 〉) となる。さらに Gが連結のとき、Gの両側不変
Riemann計量の全体と、ad(g) ⊂ o(g; 〈 , 〉) を満たす gの内積 〈 , 〉の全体は一対一に対応
する。

証明 〈 , 〉が Gの両側不変 Riemann計量のとき、Y, Z ∈ gと g ∈ Gに対して

〈Ad(g)Y, Ad(g)Z〉 = 〈Y, Z〉

が成り立つ。X ∈ gをとり、g = exp(tX)とおくと、

〈Ad(exp(tX))Y, Ad(exp(tX))Z〉 = 〈Y, Z〉.
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両辺を t = 0で tに関して微分すると、

0 =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

〈Ad(exp(tX))Y, Ad(exp(tX))Z〉

=

〈
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tX))Y, Z

〉
+

〈
Y,

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tX))Z

〉

= 〈[X,Y ], Z〉 + 〈Y, [X, Z]〉 (定理 2.6.10).

したがって、各 ad(X)は交代線形写像になり、ad(g) ⊂ o(g; 〈 , 〉) が成り立つ。
Gが連結の場合を考える。Gの両側不変 Riemann計量が ad(g) ⊂ o(g; 〈 , 〉) を満たすこ
とはすでに示したので、命題 3.3.4より、この条件を満たす gの内積が、Ad(G)不変になる
ことを示せば十分である。X, Y, Z ∈ gに対して

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

〈Ad(exp(tX))Y, Ad(exp(tX))Z〉

=

〈
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tX))Y, Z

〉
+

〈
Y,

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tX))Z

〉

= 〈[X, Y ], Z〉 + 〈Y, [X, Z]〉 (定理 2.6.10)

= 0.

よって
〈Ad(exp(tX))Y, Ad(exp(tX))Z〉 = 〈Y, Z〉

となり、内積は Ad(exp g)不変になる。ところが、Gは連結だから定理 2.5.5と 2.2.1より、
内積は Ad(G)不変になることがわかる。

命題 3.3.6 GをコンパクトHausdorff位相群とし、µGをGの Haar測度とする。Gの表現
(ρ, V )に対してρを Gから Hom(V, V )への写像とみなして P =

∫
ρdµG ∈ Hom(V, V )とお

くと、P 2 = Pが成り立つ。また

VG = {v ∈ V |ρ(g)(v) = v (g ∈ G)}

とおくと、ImP = VGとなる。

証明 v ∈ Vに対して積分の線形性より

P (v) =
∫

ρ(x)dµGx(v) =
∫

ρ(x)(v)dµGx

となる。これより v ∈ VGならば P (v) = vとなり v ∈ ImP。よって VG ⊂ ImP。また任意
の v ∈ Vと g ∈ Gについて

ρ(g)P (v) = ρ(g)
∫

ρ(x)(v)dµGx
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=
∫

ρ(g)ρ(x)(v)dµGx (ρ(g)の作用の線形性)

=
∫

ρ(gx)(v)dµGx

=
∫

ρ(x)(v)dµGx (Haar積分の左不変性)

= P (v) (µG(G) = 1だから)

となるので、ImP ⊂ VGとなり、ImP = VGがわかる。さらに

P 2(v) =
∫

ρ(x)P (v)dµGx

=
∫

P (v)dµGx (P (v) ∈ VG)

= P (v) (µG(G) = 1だから)

となるので、P 2 = Pが成り立つ。

命題 3.3.7 (ρ, V )をコンパクト Hausdorff位相群Gの表現とすると、ρが直交（ユニタリ）
表現になるような Vの内積が存在する。

証明 Gの Haar測度をµGとしておく。
Vが実ベクトル空間の場合 V上の対称 2 次形式の全体がつくる実ベクトル空間を S(V )

で表す。

(ρS(g)A)(v, w) = A(ρ(g)−1(v), ρ(g)−1(w)) (g ∈ G, A ∈ S(V ), v, w ∈ V )

によってρSを定めると (ρS, S(V ))はGの表現になる。正定値の元 A0 ∈ S(V )を 1つとる。
P =

∫
ρSdµGとおくと、命題 3.3.6より、P (A0) ∈ S(V )Gとなる。また任意の v(6= 0) ∈ Vに

ついて
P (A0)(v, v) =

∫
A0(ρ(g)−1(v), ρ(g)−1(v))dµGg > 0

となるので、P (A0)も正定値になる。この内積 P (A0)によって (ρ, V )は直交表現になる。
Vが複素ベクトル空間の場合も、V上の Hermite2次形式の全体がつくる複素ベクトル空
間を考えることにより、同様に証明できる。

系 3.3.8 コンパクト Lie群には、両側不変 Riemann計量が存在する。

証明 Gをコンパクト Lie群とし、Gの Lie環を gで表す。Gの随伴表現に命題 3.3.7を
適用すると、g上に Ad(G)不変な内積が存在する。したがって、命題 3.3.4より、この内積
に対応する G上の Riemann計量は両側不変になる。

例 3.3.9 コンパクト線形 Lie群の場合は、Haar測度を使わなくても、以下のように具体的
に両側不変 Riemann計量を構成することができる。コンパクト線形 Lie群 G ⊂ GL(n,R)

に対して、命題 3.3.7より
G ⊂ O(Rn; B)
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となるRnの内積 Bが存在する。Rnの Bに関する正規直交基底をとり、それについて行列
表示することにより、G ⊂ O(n)とみなす。このとき、O(n)に両側不変 Riemann計量を構
成すれば、Gに誘導される Riemann計量も両側不変になる。

〈X, Y 〉 = tr(tXY ) (X, Y ∈ o(n))

によって O(n)の Lie環 o(n)上の２次形式 〈 , 〉を定める。

〈X, Y 〉 = tr(tXY ) = −tr(XY )

= −tr(Y X) = tr(tY X)

= 〈Y,X〉

だから、〈 , 〉は対称になっている。さらに、X = (Xij) ∈ o(n)に対して

〈X, X〉 = tr(tXX) =
∑

i,j

X2
ij

より 〈 , 〉は正定値になる。さらに g ∈ O(n)に対して例 2.8.11より

Ad(g)X = gXg−1 (X ∈ o(n))

となるので、

〈Ad(g)X, Ad(g)Y 〉 = −tr(gXg−1gY g−1)

= −tr(gXY g−1)

= −tr(XY )

= 〈X, Y 〉.

したがって、〈 , 〉は Ad(O(n))不変になり、命題 3.3.4より、対応する O(n)上の Riemann

計量は両側不変になる。

定義 3.3.10 Riemann計量を持つ等質空間 G/Hとする。定理 3.1.3で定まる Gの G/Hへ
の作用が等長的になっているとき、その Riemann計量を G不変という。

命題 3.3.11 Gを Lie群とし、Hを Gの閉 Lie部分群とする。GとHの Lie環をそれぞれ
gと hで表す。このとき、等質空間 G/Hの G不変 Riemann計量の全体と、商ベクトル空
間 g/hの AdG(H)不変な内積の全体は、一対一に対応する。

証明 任意の h ∈ Hに対して、Lh ◦ Rh−1はHを不変にするので、その微分 AdG(h)は h

を不変にする。したがって、線形写像

AdG(h) : g → g
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は、商ベクトル空間の線形写像

AdG(h) : g/h → g/h

を誘導する。上にあるように、誘導された線形写像も同じ記号で表すことにする。
G/HのH自身による剰余類を G/Hの原点と呼び、oで表すことにする。定理 2.1.9で定
めた線形同型写像α : g → Te(G)と自然な射影π : G → G/Hの微分写像 dπeを使って、線形
写像の合成

g
α→ Te(G)

dπe→ To(G/H)

をβとおく。βの核は hになる。よって、g/hと To(G/H)は、βの誘導する線形写像によっ
て線形同型になる。βの誘導する線形写像もβで表すことにする。Hの元 hは G/Hの原点
oを動かさないので、

dho : To(G/H) → To(G/H)

を誘導する。dhoに対応する g/hの線形写像を求めてみよう。X ∈ gをとる。

dhodπeα(X) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

hπ(exp tX)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(h exp tX)H

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(h exp tXh−1)H

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(exp tAd(h)X)H

= dπeα(Ad(h)X).

したがって、次の可換図式を得る。

g/h
Ad(h)

−−−→ g/h

β

y∼= β

y∼=

To(G/H)
dho−−−→ To(G/H)

以上の準備のもとに命題を証明する。G/Hに G 不変 Riemann 計量があるとすると、
To(G/H)における計量は、各 h ∈ Hに対して dhoで不変になる。線形同型写像βで対応す
る g/hの内積は、上の可換図式より、AdG(H)不変な内積になる。
逆に g/hに AdG(H)不変な内積があるとすると、βで対応する To(G/H)上の内積は、各

h ∈ Hに対して dhoで不変になる。その内積を 〈 , 〉oで表す。任意の元 x ∈ G/Hにおける
内積を

〈X,Y 〉x = 〈dgX, dgY 〉o (X,Y ∈ Tx(G/H), gx = o)
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で定義する。内積の定義が、gx = oとなる g ∈ Gのとり方によらないことは、次のように
してわかる。g1x = g2x = oとすると、x = g−1

1 oとなり、

o = g2x = g2g
−1
1 o.

よって g2g
−1
1 ∈ Hとなる。そこで、h = g2g

−1
1 ∈ Hとおくと、

〈dg1X, dg1Y 〉o = 〈dhdg1X, dhdg1Y 〉o (〈 , 〉oの不変性)

= 〈dg2dg−1
1 dg1X, dg2dg−1

1 dg1Y 〉o
= 〈dg2X, dg2Y 〉o.

これにより G/Hに G不変な Riemann計量が定まる。

系 3.3.12 Gを Lie群とし、Hを Gのコンパクト Lie部分群とする。GとHの Lie環をそ
れぞれ gと hで表す。このとき、gの直和分解

g = h + m

が存在し、
AdG(H)h ⊂ h, AdG(H)m ⊂ m,

を満たす。等質空間G/HのG不変 Riemann計量の全体と、mの AdG(H)不変な内積の全
体は、一対一に対応する。さらに、mの AdG(H)不変な内積は存在し、したがって、G/H

の G不変 Riemann計量も存在する。

証明 命題 3.3.7より、gには AdG(H)不変内積が存在する。その内積に関する hの直交
補空間を mで表す。任意の h ∈ Hについて、

AdG(h) : g → g

は内積を保ち、AdG(h)h ⊂ hを満たすので、AdG(h)m ⊂ mも成り立つ。さらに、

g/h
AdG(h)

−−−−−→ g/h
y∼=

y∼=

m
AdG(h)

−−−−−→ m

は可換になるので、mの AdG(H)不変な内積の全体は、g/hの AdG(H)不変な内積の全体
と、一対一に対応する。よって、命題 3.3.11より、等質空間 G/Hの G不変 Riemann計量
の全体とも一対一に対応する。

Gがコンパクトだから、Kもコンパクトになり、命題 3.3.7より、mに AdG(H)不変な内
積が存在する。したがって、G/Hに G不変 Riemann計量が存在する。
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3.4 Lie群上のRiemann幾何学

左不変 Riemann計量を持っている Lie群の Riemann接続、曲率等を求める。特に両側
不変 Riemann計量の場合は、これらの記述が単純になり、単位元を通る測地線が一径数部
分群に一致することがわかる。その応用として、コンパクト連結 Lie群の指数写像が全射
になることを示す。

命題 3.4.1 〈 , 〉を Lie群Gの左不変 Riemann計量とする。線形写像 Aの随伴線形写像を
A∗で表すことにすると、以下の等式が成り立つ。

(1) Gの Riemann接続を∇で表すと、X, Y ∈ gに対して

∇XY =
1

2
([X, Y ] − ad(X)∗(Y ) − ad(Y )∗(X).

特に∇XYも左不変ベクトル場になる。

(2) Gの曲率テンソルを Rで表すと、X,Y, Z, W ∈ gに対して

〈R(X,Y )Z, W 〉 = 〈∇XZ,∇Y W 〉 − 〈∇Y Z,∇XW 〉 − 〈∇[X,Y ]Z, W 〉.

特に R(X, Y )Zも左不変ベクトル場になる。

(3) X,Y ∈ gに対して

〈R(X,Y )Y, X〉 =
1

4
|ad(X)∗(Y ) + ad(Y )∗(X)|2 − 〈ad(X)∗(X), ad(Y )∗(Y )〉

−3

4
|[X,Y ]|2 − 1

2
〈[[X, Y ], Y ], X〉 − 1

2
〈[[Y, X], X], Y 〉.

(4) 一径数部分群 exp(tX) が測地線になるための必要十分条件は、ad(X)∗(X) = 0 で
ある。

証明 (1) Riemann計量 〈 , 〉は左不変だから、G上の関数 〈X, Y 〉も左不変になり、特
に定数になる。したがって、

2〈∇XY, Z〉 = X〈Y, Z〉 + Y 〈X,Z〉 − Z〈X, Y 〉
+〈[X, Y ], Z〉 − 〈[X, Z], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉

= 〈[X,Y ], Z〉 − 〈ad(X)(Z), Y 〉 − 〈ad(Y )(Z), X〉
= 〈[X,Y ], Z〉 − 〈Z, ad(X)∗Y 〉 − 〈Z, ad(Y )∗X〉

となり、

∇XY =
1

2
([X,Y ] − ad(X)∗Y − ad(Y )∗X).
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この結果より、∇XY ∈ gとなる。
(2) (1)の結果より Y, Z ∈ gのとき∇Y Z ∈ gだから、〈∇Y Z,W 〉は定数になる。

0 = X〈∇Y Z, W 〉 = 〈∇X∇Y Z, W 〉 + 〈∇Y Z,∇XW 〉.

これより、

〈R(X, Y )Z, W 〉 = 〈∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z,W 〉
= −〈∇Y Z,∇XW 〉 + 〈∇XZ,∇Y W 〉 − 〈∇[X,Y ]Z, W 〉.

この結果より、R(X,Y )Z ∈ gとなる。
(3) (1)と (2)の結果より

〈R(X,Y )Y,X〉
= 〈∇XY,∇Y X〉 − 〈∇Y Y,∇XX〉 − 〈∇[X,Y ]Y, X〉

=
1

4
〈[X, Y ] − ad(X)∗(Y ) − ad(Y )∗(X), [Y, X] − ad(Y )∗(X) − ad(X)∗(Y )〉

−〈−ad(Y )∗(Y ),−ad(X)∗(X)〉
1

2
〈[[X,Y ], Y ] − ad([X, Y ])∗(Y ) − ad(Y )∗([X,Y ]), X〉

= −1

4
|[X, Y ]|2 +

1

4
|ad(X)∗(Y ) + ad(Y )∗(X)|2

−〈ad(X)∗(X), ad(Y )∗(Y )〉

−1

2
〈[[X, Y ], Y ], X〉 +

1

2
〈Y, [[X,Y ], X]〉 +

1

2
〈[X, Y ], [Y, X]〉

=
1

4
|ad(X)∗(Y ) + ad(Y )∗(X)|2 − 〈ad(X)∗(X), ad(Y )∗(Y )〉

−3

4
|[X, Y ]|2 − 1

2
〈[[X,Y ], Y ], X〉 − 1

2
〈[[Y, X], X], Y 〉.

(4) 一径数部分群 exp(tX)の接ベクトルはXだから、exp(tX)が測地線になるための必要
十分条件は、∇XX = 0であり、これは、(1)の結果より ad(X)∗(X) = 0と同値になる。

系 3.4.2 〈 , 〉を Lie群 Gの両側不変 Riemann計量とする。以下の等式が成り立つ。

(1) Gの Riemann接続を∇で表すと、X, Y ∈ gに対して

∇XY =
1

2
[X, Y ].

(2) Gの曲率テンソルを Rで表すと、X, Y, Z ∈ gに対して

R(X,Y )Z = −1

4
[[X, Y ], Z].
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(3) X,Y ∈ gに対して

〈R(X,Y )Y, X〉 =
1

4
|[X, Y ]|2.

特に Gの断面曲率は 0以上になる。

(4) Gの一径数部分群の全体は単位元を通る測地線の全体に一致する。

証明 Riemann計量 〈 , 〉は両側不変だから、系 3.3.5より、

〈[X, Y ], Z〉 + 〈Y, [X,Z]〉 = 0 (X, Y, Z ∈ g)

が成り立つ。これより、
ad(X)∗ = −ad(X)

となる。
(1) 命題 3.4.1の (1)より、

∇XY =
1

2
([X,Y ] − ad(X)∗(Y ) − ad(Y )∗(X)

=
1

2
([X,Y ] + [X, Y ] + [Y,X])

=
1

2
[X, Y ].

(2) 命題 3.4.1の (2)に、上で示した (1)を代入すると、

〈R(X,Y )Z, W 〉
= 〈∇XZ,∇Y W 〉 − 〈∇Y Z,∇XW 〉 − 〈∇[X,Y ]Z, W 〉

=
1

4
〈[X, Z], [Y, W ]〉 − 1

4
〈[Y, Z], [X,W ]〉 − 1

2
〈[[X, Y ], Z],W 〉

= −1

4
〈[Y, [X,Z]],W 〉 +

1

4
〈[X, [Y, Z]],W 〉 − 1

2
〈[[X,Y ], Z],W 〉.

よって

R(X, Y )Z = −1

4
[Y, [X,Z]] +

1

4
[X, [Y, Z]] − 1

2
[[X,Y ], Z]

=
1

4
[[X, Y ], Z] − 1

2
[[X, Y ], Z] (Jacobi律)

= −1

4
[[X, Y ], Z].

(3) (2)より、

〈R(X,Y )Y, X〉 = −1

4
〈[[X,Y ], Y ], X〉

=
1

4
〈[X,Y ], [X,Y ]〉

=
1

4
|[X,Y ]|2.
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(4) 命題 3.4.1の (4)より、一径数部分群 exp(tX)が測地線になるための必要十分条件は、
ad(X)∗(X) = 0であるが、Riemann計量が両側不変だから、すべてのX ∈ gに対して

ad(X)∗(X) = −ad(X)(X) = 0.

したがって、すべての一径数部分群は測地線になる。また、Te(G)のすべての元に対して
それに接する一径数部分群は存在するので、一径数部分群で単位元を通るすべての測地線
を表すことができる。

定理 3.4.3 (Hopf-Rinow) コンパクト連結 Riemann多様体の任意の２点は、測地線で結
ぶことができる。

定理 3.4.4 コンパクト連結 Lie群の指数写像は全射になる。

証明 Gをコンパクト連結 Lie群とする。系 3.3.8より、Gには両側不変Riemann計量が
存在する。この Riemann計量に関して Gはコンパクト連結 Riemann多様体になるので、
定理 3.4.3より、任意の g ∈ Gは単位元と測地線で結ぶことができる。系 3.4.2の (4)より、
この測地線は Gの一径数部分群になり、特に gは指数写像の像に含まれる。したがって、
指数写像 exp : g → Gは全射になる。

3.5 等質空間上のRiemann幾何学

まず Riemannian submersionに関する準備をし、Riemann等質空間上の Riemann幾何
学を議論する。

定義 3.5.1 多様体Mから多様体 Nへの C∞級全射πの各点 x ∈ Mの微分写像

dπx : Tx(M) → Tπ(x)(N)

が全射になるとき、πを submersionと呼ぶ。Vx = Ker(dπx)を垂直部分空間と呼ぶ。さら
にMとNがともに Riemann計量を持っているとき、Hx = Ker(dπx)

⊥を水平部分空間と呼
び、各点 x ∈ Mで

dπx : Hx → Tπ(x)(N)

が等長線形写像になるとき、πをRiemannian submersionと呼ぶ。

命題 3.5.2 π : M → Nを n + k次元多様体Mから n次元多様体 Nへの submersionとす
る。このとき、Nの l次元部分多様体 Lに対してπ−1(L)は、Mの k + l次元部分多様体にな
る。さらに、各点 x ∈ π−1(L)について

L̄x = (dπx|Hx)
−1(Tπ(x)(L))

とおくと
Tx(π

−1(L)) = Vx ⊕ L̄x

が成り立つ。
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証明 π−1(L)がMの k + l次元部分多様体になることは、陰関数定理からわかる。
k次元多様体とNのπ(x)における開近傍の積に微分同型になるMにおける xの開近傍が
存在することが、陰関数定理からわかるので、これより、

Tx(π
−1(L)) = Vx ⊕ L̄x

が成り立つ。

命題 3.5.3 π : M → Nを Riemann多様体間の Riemannian submersionとする。N上のベ
クトル場 Xに対して、各点 x ∈ MでX̄x ∈ Hxと dπxX̄x = Xπ(x)を満たすM上のベクトル
場X̄がただ一つ存在する。Nの曲線 cと定義域 Iの元 t0に関する c(t0)のπによる逆像の元

x0 ∈ π−1(c(t0))に対して、各点 t ∈ Iでπ(c̄(t)) = c(t)と
dc̄

dt
(t) ∈ Hc̄(t)を満たし、c̄(t0) = x0

となるM上の曲線c̄がただ一つ存在する。

証明 各点 x ∈ Mで dπx : Hx → Tπ(x)(N)は等長線形写像になっているので、特に線形
同型であり、dπxX̄x = Xπ(x)となるX̄x ∈ Hxがただ一つ存在する。
命題 3.5.2より、π−1(Im(c))はMの部分多様体になり、

π : π−1(Im(c)) → Im(c)

は Riemannina submersionになる。そこで、Im(c)上のベクトル場
dc

dt
に命題の前半を適用

すると、各点 x ∈ π−1(Im(c))でX̄x ∈ Hxと dπxX̄x =
dc

dt π(x)
を満たすπ−1(Im(c))上のベクト

ル場X̄がただ一つ存在する。そこで、c̄(t0) = x0を初期条件とするX̄の積分曲線c̄をとれば、
c̄は求める条件を満たす曲線になる。

定義 3.5.4 命題 3.5.3において、M上のベクトル場X̄を N上のベクトル場Xの水平持ち上
げと呼ぶ。また、Mの曲線c̄を Nの曲線 cの水平持ち上げと呼ぶ。

補題 3.5.5 πを多様体 Mから多様体 Nへの C∞級写像とする。M上のベクトル場X̃, Ỹと
N上のベクトル場X,Yが

dπx(X̃x) = Xπ(x), dπx(Ỹx) = Yπ(x) (x ∈ M)

を満たすとすると
dπx([X̃, Ỹ ]x) = [X,Y ]π(x) (x ∈ M)

が成り立つ。

証明 仮定より任意の f ∈ C∞(N)と x ∈ Mに対して

X̃(f ◦ π)(x) = X̃x(f ◦ π) = dπx(X̃x)(f) = Xπ(x)(f)

= (Xf)(π(x))
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となるので
X̃(f ◦ π) = (Xf) ◦ π

が成り立つ。同様に
Ỹ (f ◦ π) = (Y f) ◦ π

も成り立つ。したがって x ∈ Mについて

dπx([X̃, Ỹ ]x)(f) =
[
X̃, Ỹ

]
x
(f ◦ π)

= (X̃(Ỹ (f ◦ π)) − Ỹ (X̃(f ◦ π)))(x)

= X̃x(Ỹ (f ◦ π)) − Ỹx(X̃(f ◦ π))

= X̃x((Y f) ◦ π) − Ỹx((Xf) ◦ π)

= dπx(X̃x)(Y f) − dπx(Ỹx)(Xf)

= Xπ(x)(Y f) − Yπ(x)(Xf)

= (X(Y f) − Y (Xf))(π(x))

= ([X,Y ](f))(π(x))

= [X,Y ]π(x) (f)

となるので
dπx([X̃, Ỹ ]x) = [X, Y ]π(x).

補題 3.5.6 π : M → Nを Riemann多様体間の Riemannian submersionとする。M, Nの
Riemann接続をそれぞれ∇̄,∇で表す。N上のベクトル場X, Yに対して、

∇̄X̄ Ȳ = (∇XY ) +
1

2
[X̄, Ȳ ]V

が成り立つ。ただし、· Vは垂直成分を表す。

証明 X,Y, Zを Nのベクトル場とする。水平持ち上げの定め方より、

dπX̄ = X, dπȲ = Y

が成り立つ。よって、補題 3.5.5より dπ[X̄, Ȳ ] = [X, Y ]となりπ : M → Nは Riemanninan

submersionだから、
〈[X̄, Ȳ ], Z̄〉 = 〈[X, Y ], Z〉.

さらに、X̄〈Ȳ , Z̄〉 = X〈Y, Z〉だから、

〈∇̄X̄ Ȳ , Z̄〉 =
1

2
{X̄〈Ȳ , Z̄〉 + Ȳ 〈X̄, Z̄〉 − Z̄〈X̄, Ȳ 〉

+〈[X̄, Ȳ ], Z̄〉 − 〈[X̄, Z̄], Ȳ 〉 − 〈[Ȳ , Z̄], X̄〉}

=
1

2
{X〈Y, Z〉 + Y 〈X,Z〉 − Z〈X,Y 〉

+〈[X,Y ], Z〉 − 〈[X, Z], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉}
= 〈∇XY, Z〉.
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したがって、∇̄X̄ Ȳの水平成分は(∇XY )に一致する。
次に∇̄X̄ Ȳの垂直成分を求めるために、Nの垂直ベクトル場 Tに対して 〈∇̄X̄ Ȳ , T 〉を計算
する。

〈∇̄X̄ Ȳ , T 〉 =
1

2
{X̄〈Ȳ , T 〉 + Ȳ 〈X̄, T 〉 − T 〈X̄, Ȳ 〉

+〈[X̄, Ȳ ], T 〉 − 〈[X̄, T ], Ȳ 〉 − 〈[Ȳ , T ], X̄〉}

において、

〈Ȳ , T 〉 = 〈X̄, T 〉 = 0

だから、

X̄〈Ȳ , T 〉 = Ȳ 〈X̄, T 〉 = 0.

また、〈X̄, Ȳ 〉 = 〈X, Y 〉だから、
T 〈X̄, Ȳ 〉 = 0.

dπT = 0だから、補題 3.5.5より dπ[X̄, T ] = [X, 0] = 0となり、

〈[X̄, T ], Ȳ 〉 = 0.

同様にして、

〈[Ȳ , T ], X̄〉 = 0.

以上より、

〈∇̄X̄ Ȳ , T 〉 =
1

2
〈[X̄, Ȳ ], T 〉.

したがって、∇̄X̄ Ȳの垂直成分は1
2
[X̄, Ȳ ]Vに一致する。

∇̄X̄ Ȳの水平成分と垂直成分を合せることにより、

∇̄X̄ Ȳ = (∇XY ) +
1

2
[X̄, Ȳ ]V

を得る。

定理 3.5.7 (O’Neill) π : M → Nを Riemann 多様体間の Riemannian submersion とす
る。M,Nの曲率テンソルをそれぞれR̄, Rで表す。N上のベクトル場X, Yに対して、

〈R(X, Y )Y,X〉 = 〈R̄(X̄, Ȳ )Ȳ , X̄〉 +
3

4
|[X̄, Ȳ ]V |2

が成り立つ。特にMの断面曲率が 0以上ならば、Nの断面曲率も 0以上になり、Mの断面
曲率が正ならば、Nの断面曲率も正になる。
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証明 N上のベクトル場X,Y, Z,Wに対して、補題 3.5.6の結果と証明中に示したことを
使うと

〈∇̄X̄∇̄Ȳ Z̄, W̄ 〉 = X̄〈∇̄Ȳ Z̄, W̄ 〉 − 〈∇̄Ȳ Z̄, ∇̄X̄W̄ 〉

= X〈∇Y Z, W 〉 − 〈∇Y Z,∇XW 〉 − 1

4
〈[Ȳ , Z̄]V , [X̄, W̄ ]V 〉

= 〈∇X∇Y Z, W 〉 − 1

4
〈[Ȳ , Z̄]V , [X̄, W̄ ]V 〉.

さらに、· Hで水平成分を表すことにすると、

〈∇̄[X̄,Ȳ ]Z̄, W̄ 〉 = 〈∇̄[X̄,Ȳ ]H Z̄, W̄ 〉 + 〈∇̄[X̄,Ȳ ]V Z̄, W̄ 〉.

ここで、補題 3.5.5より dπ[X̄, Ȳ ] = [X,Y ]だから、[X̄, Ȳ ]Hは [X,Y ]の水平持ち上げにな
り、補題 3.5.6より、

〈∇̄[X̄,Ȳ ]H Z̄, W̄ 〉 = 〈∇[X,Y ]Z, W 〉

となる。またMの垂直ベクトル場 Tに対して、補題 3.5.6の結果と証明中に示したことを
使うと、

〈∇̄T X̄, Ȳ 〉 = 〈∇̄X̄T + [T, X̄], Ȳ 〉
= 〈∇̄X̄T, Ȳ 〉
= −〈T, ∇̄X̄ Ȳ 〉

= −1

2
〈T, [X̄, Ȳ ]V 〉

となる。以上より、

〈∇̄[X̄,Ȳ ]Z̄, W̄ 〉 = 〈∇[X,Y ]Z, W 〉 − 1

2
〈[X̄, Ȳ ]V , [Z̄, W̄ ]V 〉.

したがって

〈R̄(X̄, Ȳ )Z̄, W̄ 〉 = 〈∇̄X̄∇̄Ȳ Z̄, W̄ 〉 − 〈∇̄Ȳ ∇̄X̄Z̄, W̄ 〉 − 〈∇̄[X̄,Ȳ ]Z̄, W̄ 〉
= 〈∇X∇Y Z,W 〉 − 〈∇Y ∇XZ,W 〉 − 〈∇̄[X,Y ]Z, W 〉

−1

4
〈[Ȳ , Z̄]V , [X̄, W̄ ]V 〉 +

1

4
〈[X̄, Z̄]V , [Ȳ , W̄ ]V 〉 +

1

2
〈[X̄, Ȳ ]V , [Z̄, W̄ ]V 〉

= 〈R(X,Y )Z, W 〉

−1

4
〈[Ȳ , Z̄]V , [X̄, W̄ ]V 〉 +

1

4
〈[X̄, Z̄]V , [Ȳ , W̄ ]V 〉 +

1

2
〈[X̄, Ȳ ]V , [Z̄, W̄ ]V 〉.

ここで、Z = Y, W = Xとおくと、

〈R̄(X̄, Ȳ )Ȳ , X̄〉 = 〈R(X, Y )Y, X〉 − 3

4
|[X̄, Ȳ ]V |2

となり、

〈R(X,Y )Y, X〉 = 〈R̄(X̄, Ȳ )Ȳ , X̄〉 +
3

4
|[X̄, Ȳ ]V |2

を得る。
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注意 3.5.8 定理 3.5.7より、[X̄, Ȳ ]VはXと Yの一点の値で定まることがわかるが、次のよ
うにして、このことを直接確かめることもできる。Mの垂直ベクトル場 Tに対して、

〈[X̄, Ȳ ]V , T 〉 = 〈[X̄, Ȳ ], T 〉
= 〈∇̄X̄ Ȳ − ∇̄Ȳ X̄, T 〉
= X̄〈Ȳ , T 〉 − 〈Ȳ , ∇̄X̄T 〉 − Ȳ 〈X̄, T 〉 + 〈X̄, ∇̄Ȳ T 〉
= −〈Ȳ , ∇̄X̄T 〉 + 〈X̄, ∇̄Ȳ T 〉

となり、最後の行はXと Yの一点の値に対して定まる。

命題 3.5.9 π : M → Nを Riemann多様体間の Riemannian submersionとする。cを Nの
曲線とするとき、cがNの測地線になるための必要十分条件は、cの水平持ち上げc̄がMの
測地線になることである。

証明 補題 3.5.6より、

∇̄c̄′ c̄
′ = ∇c′c′ +

1

2
[c̄′, c̄′]V = ∇c′c′.

したがって、∇̄c̄′ c̄
′ = 0となる必要十分条件は、∇c′c

′ = 0となり、命題が得られる。

命題 3.5.10 Gを Lie群とし、Hを Gの閉 Lie部分群とする。GとHの Lie環をそれぞれ
gと hで表す。さらに、gの直和分解

g = h + m

が存在し、
AdG(H)h ⊂ h, AdG(H)m ⊂ m

を満たし、m上に AdG(H)不変内積が存在すると仮定する。このとき、m上の内積を

g = h + m

が直交直和分解になるように g に拡張し、G と G/Hに Riemann 計量を誘導すると、π :

G → G/Hは Riemannina submersionになり、dπ : m → To(G/H)によって mと To(G/H)

を同一視すると、G/Hの曲率テンソル Rは、X,Y ∈ mに対して

〈R(X, Y )Y, X〉 =
1

4
|ad(X)∗(Y ) + ad(Y )∗(X)|2 − 〈ad(X)∗(X), ad(Y )∗(Y )〉

−3

4
|[X, Y ]m|2 − 1

2
〈[[X, Y ], Y ], X〉 − 1

2
〈[[Y,X], X], Y 〉

を満たす。ただし、· mは m成分を表す。
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証明 Gの曲率テンソルを Rで表すと、命題 3.4.1より、

〈R̄(X,Y )Y, X〉 =
1

4
|ad(X)∗(Y ) + ad(Y )∗(X)|2 − 〈ad(X)∗(X), ad(Y )∗(Y )〉

−3

4
|[X,Y ]|2 − 1

2
〈[[X, Y ], Y ], X〉 − 1

2
〈[[Y,X], X], Y 〉.

となる。さらに、定理 3.5.7を適用すると、

〈R(X,Y )Y, X〉 = 〈R̄(X̄, Ȳ )Ȳ , X̄〉 +
3

4
|[X̄, Ȳ ]h|2

=
1

4
|ad(X)∗(Y ) + ad(Y )∗(X)|2 − 〈ad(X)∗(X), ad(Y )∗(Y )〉

−3

4
|[X,Y ]m|2 − 1

2
〈[[X, Y ], Y ], X〉 − 1

2
〈[[Y, X], X], Y 〉

を得る。

定義 3.5.11 両側不変 Riemann計量を持つ Lie群 Gの閉 Lie部分群 Hに対して、G/Hに
誘導される Riemann計量を正規といい、G/Hを正規 Riemann等質空間と呼ぶ。

系 3.5.12 G/Hを正規 Riemann等質空間とし、

g = h + m

を Gの Lie環 gの直交直和分解とする。

(1) G/Hの曲率テンソルを Rで表すと、X, Y ∈ mに対して、

〈R(X, Y )Y, X〉 =
1

4
|[X, Y ]m|2 + |[X,Y ]h|2

が成り立つ。特に G/Hの断面曲率は 0以上になる。

(2) π : G → G/Hで自然な射影を表すと、G/Hの原点を通る測地線は、X ∈ mによって
π(exp tX)と表すことができる。

証明 (1) Gの曲率テンソルをR̄で表すことにすると、系 3.4.2(3)と定理 3.5.7より、

〈R(X, Y )Y, X〉 = 〈R̄(X, Y )Y,X〉 +
3

4
|[X, Y ]h|2

=
1

4
|[X,Y ]|2 +

3

4
|[X,Y ]h|2

=
1

4
|[X,Y ]m|2 + |[X, Y ]h|2

が成り立つ。
(2) c(t)を G/Hの測地線とし、c̄(t)をc̄(0) = eを満たす Gへの水平持ち上げとする。命題
3.5.9より、c̄(t)は Gの測地線になる。系 3.4.2より、ある X ∈ gが存在しc̄(t) = exp tXと
なる。c̄(t)の速度ベクトルは水平なので、X ∈ m。さらに、

c(t) = π(c̄(t)) = π(exp tX)

が成り立つ。
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3.6 コンパクト等質空間のコホモロジー

コンパクト等質空間のコホモロジーに関する Samelsonの結果を紹介する。

定義 3.6.1 n次元多様体M上の p次微分形式の全体をΩp(M)で表し、

Zp(M) = {ω ∈ Ωp(M) | dω = 0}
Bp(M) = {dη | η ∈ Ωp−1(M)}

とおく。外微分 dは d2 = 0を満たすので、Bp(M) ⊂ Zp(M)となる。そこで、

Hp(M) = Zp(M)/Bp(M)

とおき、Hp(M)をMの p次 de Rhamコホモロジー群と呼ぶ。

χ(M) =
n∑

p=0

(−1)p dim Hp(M)

とおき、χ(M)をMの Euler数と呼ぶ。
Mの C∞級 p次元特異単体群を Cp(M)で表し、

Zp(M) = {c ∈ Cp(M) | ∂c = 0}
Bp(M) = {∂c | c ∈ Cp+1(M)}

とおく。境界作用素∂は∂2 = 0を満たすので、Bp(M) ⊂ Zp(M)となる。そこで、

Hp(M) = Zp(M)/Bp(M)

とおき、Hp(M)をMの C∞級 p次特異ホモロジー群と呼ぶ。

定理 3.6.2 (de Rham) ω ∈ Zp(M)に対して、ωの代表する Hp(M)内の元を [ω]で表す
ことにする。線形写像

Zp(M) → R ; c 7→
∫

c
ω

はHp(M)∗の元を誘導し、それによってHp(M)とHp(M)∗は線形同型になる。

系 3.6.3 ω1, ω2 ∈ Zp(M) に対して、[ω1] = [ω2] となるための必要十分条件は、任意の
c ∈ Zp(M)に対して ∫

c
ω1 =

∫

c
ω2

が成り立つことである。
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証明 [ω1] = [ω2]とすると、あるη ∈ Ωp−1(M)が存在してω2 = ω1 + dηとなる。よって、
Stokesの定理より、任意の c ∈ Zp(M)に対して

∫

c
ω2 =

∫

c
ω1 +

∫

c
dη

=
∫

c
ω1 +

∫

∂c
η

=
∫

c
ω1.

逆に任意の c ∈ Zp(M)に対して ∫

c
ω1 =

∫

c
ω2

が成り立つとすると、ω1とω2の誘導するHp(M)∗の元は一致することになり、定理 3.6.2よ
り、[ω1] = [ω2]が成り立つ。

定理 3.6.4 (Samelson) Gをコンパクト連結 Lie群とし、Hを Gの閉 Lie部分群とする。
Gに両側不変 Riemann計量を入れ、Gの Lie環 gを

g = h + m

と直交直和に分解しておく。このとき、

χ(M) =
∫

H
detm(1 − Ad(h))dµH(h)

が成り立つ。

証明 M = G/Hとおいておく。ω ∈ Zp(M)をとる。Gは連結だから、任意の g ∈ Gに
対して、gと単位元をG内の滑らかな曲線で結ぶことができる。したがってHp(M)のホモ
トピー不変性から、[ω] = [g∗ω]が成り立つ。補題 3.6.3より、任意の c ∈ Zp(M)に対して

∫

c
ω =

∫

c
g∗ω

が成り立つ。そこで、 ∫

G
g∗ωdµG(g) ∈ Ωp(M)

について考える。積分はMの各点で行っている。

d
(∫

G
g∗ωdµG(g)

)
=

∫

G
dg∗ωdµG(g) =

∫

G
g∗dωdµG(g) = 0

となるので、 ∫

G
g∗ωdµG(g) ∈ Zp(M).

任意の c ∈ Zp(M)に対して
∫

c

∫

G
g∗ωdµG(g) =

∫

G

∫

c
g∗ωdµG(g) =

∫

G

∫

c
ωdµG(g) =

∫

c
ω.
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したがって、系 3.6.3より、 [∫

G
g∗ωdµG(g)

]
= [ω].

さらに
∫

G
g∗ωdµG(g)は G不変微分形式になっている。そこで、

Ip(M) = {ω ∈ Ωp(M) | g∗ω = ω (g ∈ G)}

とおく。Ip(M)の元はMの一点の値で決まるので、特に、各 Ip(M)は有限次元になる。ま
た、ω ∈ Ip(M)と任意の g ∈ Gに対して

g∗dω = dg∗ω = dω

となるので、dω ∈ Ip(M)。したがって、(Ip(M), d)は (Ωp(M), d)の部分複体になる。さら
に、上で示したことより、Hp(M) = Zp(M)/Bp(M)の代表元として、Zp(M) ∩ Ip(M)の
元をとることができたので、Mの de Rhamコホモロジー群Hp(M)は、複体 (Ip(M), d)の
コホモロジー群と同型になる。

Ip(M)は自然に

∧p
H(m) = {ω ∈ ∧p(m) | Ad(h)∗ω = ω (h ∈ H)}

と一対一に対応するので、定理 3.6.4は、次の定理に帰着する。

定理 3.6.5 (Samelson) コンパクト Hausdorff位相群Kの表現ρ : K → GL(V )に対して、

∧p
K(V ) = {ω ∈ ∧p(V ) | k∗ω = ω (k ∈ K)}

によって∧p
K(V )を定め、

χ(ρ) =
∑

p

(−1)p dim∧p
K(V ), Pρ(t) =

∑

p

dim∧p
K(V )tp

とおくと、

χ(ρ) =
∫

K
det(1 − ρ(k))dµK(k), Pρ(t) =

∫

K
det(tρ(k) + 1)dµK(k)

が成り立つ。

この定理の証明のために次の二つの補題を準備しておく。

補題 3.6.6 コンパクト Hausdorff位相群Kの表現ρ : K → GL(V )に対して、
∫

K
trρ(k)dµK(k) = dim VK

が成り立つ。ただし、
VK = {v ∈ V | ρ(k)v = v (k ∈ K)}.
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証明 命題 3.3.6より、P =
∫

ρdµK ∈ Hom(V, V )とおくと、P 2 = Pと ImP = VKが成り
立つので、

dim VK = trP = tr
∫

ρ(k)dµK(k) =
∫

trρ(k)dµK(k).

補題 3.6.7 有限次元ベクトル空間 Vの線形写像 f : V → Vに対して、f ∗ : ∧∗(V ) → ∧∗(V )

を∧p(V )に制限したものを f (p)で表すことにすると、

det(tf + 1) =
∑

p

tr(f (p))tp

が成り立つ。

証明 n = dim Vとおき、V ∗の基底θ1, θnをとっておく。線形写像の行列式は転置をとっ
ても変わらないので、

(tf + 1)∗(θ1 ∧ · · · ∧ θn) = det(tf + 1)θ1 ∧ · · · ∧ θn

となることに注意しておく。他方、

(tf + 1)∗(θ1 ∧ · · · ∧ θn)

= (tf + 1)∗θ1 ∧ · · · ∧ (tf + 1)∗θn

=
n∑

p=0

tp
∑

i1<···<ip

θ1 ∧ · · · ∧ f∗θi1 ∧ · · · ∧ f∗θip ∧ · · · ∧ θn.

ここで、

f (p)(θi1 ∧ · · · ∧ θip) = f ∗θi1 ∧ · · · ∧ f ∗θip

=
∑

j1<···<jp

f
j1···jp

i1···ip θj1 ∧ · · · ∧ θjp

とおくと、

(tf + 1)∗(θ1 ∧ · · · ∧ θn) =
n∑

p=0

tp
∑

i1<···<ip

f
i1···ip
i1···ip θ1 ∧ · · · ∧ θn

=
n∑

p=0

tr(f (p))tp.

したがって
det(tf + 1) =

∑

p

tr(f (p))tp

が成り立つ。

定理 3.6.5の証明 補題 3.6.7より、k ∈ Kに対して、

det(tρ(k) + 1) =
∑

p

tr(ρ(p))tp
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が成り立つ。両辺をK上で積分すると、補題 3.6.6より、
∫

K
det(tρ(k) + 1)dµK(k) =

∑

p

∫

K
tr(ρ(p))dµK(k)tp

=
∑

p

dim∧p
K(V )tp

= Pρ(t).

上の等式に t = −1を代入すると、
∫

K
det(1 − ρ(k))dµK(k) = Pρ(−1) = χ(ρ)

となり、定理 3.6.5の証明が完結する。

定理 3.6.4の証明 MのコホモロジーH∗(M)は複体 (I∗(M), d)のコホモロジーに同型に
なることはすでに示した。

dp : Ip(M) → Ip+1(M)

と書くことにすると、ホモロジー代数の結果より、

∑

p

(−1)p dim(Kerdp/dp−1Ip(M)) =
∑

p

(−1)p dim Ip(M)

が成り立つ。したがって、定理 3.6.5を

Ad|m : H → GL(m)

に適用すると、

χ(M) =
∑

p

(−1)p dim(Kerdp/dp−1Ip(M))

=
∑

p

(−1)p dim Ip(M)

=
∫

H
detm(1 − Ad(h))dµH(h)

を得る。

系 3.6.8 (Samelson) 定理 3.6.4と同じ仮定のもとで、χ(G/H) ≥ 0が成り立つ。

注意 3.6.9 上の系で、χ(G/H) = 0が成り立つための必要十分条件を、コンパクト連結 Lie

群の階数を使って述べると、rank(H) < rank(G)が成り立つことになる。

系 3.6.8の証明 Hの単位連結成分をH0で表すと、自然な射影

p : G/H0 → G/H
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は被覆写像になる。このとき、x ∈ G/Hをとると

χ(G/H0) = ](p−1(x))χ(G/H)

となるので、系を証明するためには、Hが連結の場合だけを考えれば十分である。
Gには両側不変 Riemann計量が入っているので、

Ad|m : H → GL(m)

は直交表現になる。さらに、Hは連結だから、

Ad|m : H → SO(m)

となる。そこで、h ∈ Hに対して Ad(h)|mを標準形にすると、標準形の一つのブロックは、
[

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
, 1

の内のいずれかの形になる。よって 1 − Ad(h)|mの一つのブロックは、
[

1 − cos θ sin θ

− sin θ 1 − cos θ

]
, 0

の内のいずれかの形になる。
∣∣∣∣∣

1 − cos θ sin θ

− sin θ 1 − cos θ

∣∣∣∣∣ = 2(1 − cos θ) ≥ 0

となるので、
detm(1 − Ad(h)) ≥ 0.

したがって、定理 3.6.4より、

χ(G/H) =
∫

H
det
m

(1 − Ad(h))dµH(h) ≥ 0

を得る。


