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序

定曲率空間内の部分多様体の法ホロノミー群の構造に関するOlmosの論文 [8]から始まっ
た一連の研究結果の解説をすることが、今回の講義の目的である。

講義内容の概略を説明しておく。第 1章「準備」に後で必要になる接続とホロノミー群、
Riemann対称空間、Riemann部分多様体に関する基礎事項をまとめてある。第 2章「ホロ
ノミー系」では、次の部分多様体の制限法ホロノミー群の章で必要になるホロノミー系に関
する事項を、基礎から解説した。ホロノミー系の解説書があまりないようなので、Simons

[15]に従って詳しく解説した。ホロノミー系が Riemann対称空間と密接な関係があること
が、2.3節「既約ホロノミー系」で明らかになる。部分多様体の制限法ホロノミー群には直
接関係ないが、ホロノミー系に関する重要な応用について、6.1節「Riemann多様体のホロ
ノミー群」で簡単に触れておいた。第 3章「制限法ホロノミー群」で、Olmosの一連の研究
の出発点になる論文 [8]の解説をする。ホロノミー系の理論は、多様体の接ベクトル束以外
のベクトル束上の接続に関するホロノミー群に適用することができない。そこで、3.1節で、
定曲率空間内の Riemann部分多様体の法ベクトル束に曲率型テンソルを定め、それから定
まるホロノミー系に第 2章の結果を適用する。それによって、定曲率空間内の Riemann部
分多様体の制限法ホロノミー群の作用の非自明成分は、半単純型 Riemann対称空間の線形
イソトロピー表現になるという論文 [8]の主定理が得られる。第 4章「s表現の軌道」で、s

表現 (半単純型 Riemann対称空間の線形イソトロピー表現)の軌道を詳しく調べる。その
ための基本的な道具は Riemann対称空間の制限ルート系 (4.1節)である。Riemann対称空
間の制限ルート系にあまり馴染みのない方のために、制限ルート系の一般論を理解すると
きの参考になるように、付録で非コンパクト対称対 (SL(n,R), SO(n))の制限ルート系を
行列の計算で具体的に求めてある。制限ルート系を使って 4.2で s表現の軌道の Lie群の等
質空間としての構造を明らかにする。これらの準備のもとで s表現の主軌道が等径部分多
様体になること (4.3節)と、s表現の軌道の法ホロノミー群の決定 (4.4節)を行う。第 5章
「定主曲率部分多様体」で、ここまでに得られた結果を使って、定曲率空間内の定主曲率部
分多様体と定主曲率等質部分多様体の構造を明らかにする。制限法ホロノミー群の作用の
非自明成分が s表現になっていることが、重要な役割を演じる。定主曲率等質部分多様体
の構造を明らかにする結果は、第二基本形式が平行な部分多様体の構造決定に関する結果
の一般化になっている。講義の際に触れることができなかった他の関連した研究について
は、参考文献に文献を追加し、文献番号の右肩に∗をつけた。

この方面の研究を勉強をするきっかけになったのは、東北大学の剱持先生が企画され、
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2 序

1996年 11月に開かれた「部分多様体論・湯沢 1996」1で Olmosの一連の論文の紹介を依
頼されたことであった。対称空間論が、私にとっては意外な形で部分多様体論に応用され
ているこの一連の研究に触れて、ぜひ詳しいノートを作りたいと感じたので、等質空間の
積分幾何学の解説を予定していた 1997年 1月の千葉大学での集中講義の内容を、高木先
生の許しを得て急遽部分多様体の法ホロノミー群とその応用に変えることにした。千葉大
学では、接続とホロノミー群、対称空間、部分多様体に関する準備の後、論文 [8]、[6]の結
果を解説した。今回の集中講義では、千葉大学での集中講義の内容にいくつかを付け加え、
基礎的な部分の解説もより詳しいものにした。

1この研究会の記録は、「部分多様体論・湯沢 1996」研究会記録集 (剱持勝衛編集)にまとめられている。



第 1章 準備

定曲率空間、特にEuclid空間内のRiemann部分多様体の法方向の測地線の挙動を法ホロ
ノミー群を使って調べることによって、その Riemann部分多様体の主曲率に関する結果を
導くので、この章でその準備をしておく。1.1節で接続とホロノミー群の一般論と、ホロノ
ミー群に関する Ambrose-Singerの定理を紹介する。1.2節では、後で必要になる Riemann

対称空間に関する基本事項を解説する。1.3節で Riemann多様体内の Riemann部分多様体
に関する基本的な方程式 (Gauss, Codazzi, Ricciの方程式)等を導く。

1.1 接続とホロノミー群

多様体上のベクトル束の接続の定義と基本的性質について述べる。その後で、接続から
定まるホロノミー群を定義し、ホロノミー群の Lie 環が曲率テンソルから定まるという
Ambrose-Singer [1]の定理を紹介する。詳しくは原論文または Kobayashi-Nomizu [7]を参
照のこと。
多様体 Mの接ベクトル束を TMで表す。M上のベクトル束 Eの C∞級断面の全体を

C∞(M, E) または単に C∞(E) で表すことにする。特に、M上の C∞級ベクトル場の全
体は、C∞(TM)と表される。

定義 1.1.1 Mを多様体とし、EをM上のベクトル束とする。対応

∇ : C∞(TM) × C∞(E) → C∞(E); (X, φ) 7→ ∇Xφ

が、次の (1)から (4)を満たすとき、∇を E上の接続と呼ぶ。

(1) ∇X+Y φ = ∇Xφ + ∇Y φ, (X, Y ∈ C∞(TM), φ ∈ C∞(E))

(2) ∇X(φ + ψ) = ∇Xφ + ∇Xψ, (X ∈ C∞(TM), φ, ψ ∈ C∞(E))

(3) ∇fXφ = f∇Xφ, (X ∈ C∞(TM), φ ∈ C∞(E), f ∈ C∞(M))

(4) ∇X(fφ) = f∇Xφ + (Xf)φ. (X ∈ C∞(TM), φ ∈ C∞(E), f ∈ C∞(M))

任意のX ∈ C∞(TM)に対して∇Xφ = 0を満たすφ ∈ C∞(E)を平行な断面という。
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4 第 1 章 準備

例 1.1.2 (M, 〈 , 〉)を Riemann多様体とする。M上には次の (1)と (2)を満たす接ベクト
ル束 TM上の接続∇が、一意的に存在する。

(1) X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉 + 〈Y,∇XZ〉, (X,Y, Z ∈ C∞(TM))

(2) ∇XY −∇Y X = [X,Y ]. (X, Y ∈ C∞(TM))

この接続∇は Riemann多様体Mの Levi-Civita接続と呼ばれている。

定義 1.1.3 〈 , 〉を多様体M上のベクトル束 Eの計量とする。すなわち 〈 , 〉は Eの各ファ
イバーの内積を定めている。E上の接続∇が

X〈φ, ψ〉 = 〈∇Xφ, ψ〉 + 〈φ,∇Xψ〉 (X ∈ C∞(TM), φ, ψ ∈ C∞(E))

を満たすとき、接続∇は計量 〈 , 〉を保つという。

Riemann多様体の Levi-Civita接続は、Riemann計量を保つ接続の例になっている。

定義 1.1.4 ∇ を多様体 M上のベクトル束 E上の接続とする。X,Y ∈ C∞(TM) とφ ∈
C∞(E)に対して

R∇(X, Y )φ = ∇X∇Y φ −∇Y ∇Xφ −∇[X,Y ]φ

によって Eの断面R∇(X, Y )φを定めると、R∇はベクトル束 T ∗M ⊗ T ∗M ⊗End(E)の C∞

級断面を定める。R∇を接続∇の曲率テンソルと呼ぶ。考えている接続が明らかな場合は、
単に Rと書くこともある。

補題 1.1.5 ∇を多様体M上のベクトル束 E上の接続とすると、その曲率テンソル R∇は

R∇(X,Y )φ + R∇(Y, X)φ = 0 (X,Y ∈ C∞(TM), φ ∈ C∞(E))

を満たす。さらに、Eが計量 〈 , 〉を持ち、∇が 〈 , 〉を保つとき、

〈R∇(X, Y )φ, ψ〉 + 〈φ,R∇(X, Y )ψ〉 = 0 (X,Y ∈ C∞(TM), φ, ψ ∈ C∞(E))

が成り立つ。

証明 後半を示しておく。ベクトル場を関数に作用させると [X, Y ] = XY − Y Xとなる
ことに注意して、定義 1.1.3を使うと

0 = XY 〈φ, ψ〉 − Y X〈φ, ψ〉 − [X,Y ]〈φ, ψ〉
= 〈R∇(X, Y )φ, ψ〉 + 〈φ,R∇(X, Y )ψ〉.

命題 1.1.6 Riemann多様体Mの曲率テンソルRは、X, Y, Z, W ∈ C∞(TM)に対して次の
(1)から (4)を満たす。

(1) R(X, Y )Z + R(Y,X)Z = 0,
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(2) R(X, Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y = 0,

(3) 〈R(X, Y )Z, W 〉 + 〈Z, R(X, Y )W 〉 = 0,

(4) 〈R(X, Y )Z, W 〉 = 〈R(Z,W )X, Y 〉.

定義 1.1.7 Riemann多様体Mの曲率テンソルRに対して、RicciテンソルRicとスカラー
曲率 sを

Ric(X, Y ) =
∑

i

〈R(X, ei)ei, Y 〉 (p ∈ M, X, Y ∈ TpM)

s =
∑

i,j

〈R(ei, ej)ej, ei〉

によって定める。ただし、{ei}は TpMの正規直交基底である。

命題 1.1.8 Riemann多様体の Ricciテンソルは対称テンソルになる。

証明 Riemann多様体をMで表す。p ∈ Mと TpMの正規直交基底 {ei}をとる。X, Y ∈
TpMに対して

Ric(X,Y ) =
∑

i

〈R(X, ei)ei, Y 〉

= −
∑

i

〈R(X, ei)Y, ei〉 (命題 1.1.6の (3))

= −
∑

i

〈R(Y, ei)X, ei〉 (命題 1.1.6の (4))

= −
∑

i

〈R(Y, ei)ei, X〉

= Ric(Y, X).

したがって、Ricciテンソル Ricは対称テンソルになる。

定理 1.1.9 Mを連結 Riemann多様体とし、dim M ≥ 3とする。M上の関数 fが存在し、

Ricp = f(p)〈 , 〉p (p ∈ M)

が成り立つと仮定する。このとき、fは定数になる。

定義 1.1.10 定理 1.1.9の条件を満たす Riemann多様体を Einstein多様体と呼ぶ。

多様体M上のベクトル束 Eの局所自明性より、M上局所的に Eのフレーム e1, . . . , erを
とることができる。このとき Eの局所的な断面φは

φ =
r∑

i=1

φiei
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と表すことができる。Mのベクトル場Xに対して

∇Xφ =
r∑

i=1

∇X(φiei) =
r∑

i=1

((Xφi)ei + φi∇Xei)

となるので、∇Xφはφの X方向の変化に対して定まる。そこで、Mの区分的 C∞級曲線 c

をとると、cに沿った Eの断面φ ∈ C∞(E|c)に対しても、∇c′φを定めることができる。

定義 1.1.11 ∇を多様体M上のベクトル束 E上の接続とし、cをMの区分的 C∞級曲線と
する。∇c′φ = 0を満たす cに沿った Eの断面φを平行な断面という。∇c′φ = 0はφを未知
関数とする線形常微分方程式になるので、cの定義域が閉区間 [a, b]のとき、v ∈ Ec(a)に対
して初期条件φ(a) = vを満たす cに沿って平行な Eの断面が唯一つ存在し、φ(a) = vに対
してφ(b) ∈ Ec(b)を対応させる写像は、Ec(a)からEc(b)への線形同型写像になる。この線形同
型写像を∇に関する cに沿った Eの平行移動と呼び、τ∇

c で表す。考えている接続が明らか
な場合は、単にτcと書くこともある。

今後、特に断らないかぎり、曲線は区分的 C∞級曲線を表すことにする。

命題 1.1.12 多様体M上のベクトル束E上の接続∇が、Eの計量を保つとき、Mの曲線に
沿った平行移動は等長的になる。

証明 Eの計量を 〈 , 〉で表し、Mの曲線 cをとる。cに沿った平行な断面φ, ψに対して

c′〈φ, ψ〉 = 〈∇c′φ, ψ〉 + 〈φ,∇c′ψ〉 = 0

となるので、〈φ, ψ〉は c上一定値をとる。したがって、cに沿った平行移動は計量を保存し、
等長的になる。

定義 1.1.13 ∇を多様体M上のベクトル束 E上の接続とする。x ∈ Mに対して、

Φx = {τc | c は xを端点とするMの閉曲線 }
Φ∗

x = {τc | c は xを端点とするMの一点可縮閉曲線 }

とおく。Φxを接続∇のホロノミー群と呼び、Φ∗
xを接続∇の制限ホロノミー群と呼ぶ。Φ∗

x

は一般線形群GL(Ex)の弧状連結部分群になるので、Lie群内の弧状連結部分群は連結 Lie

部分群になるという山辺の定理 [17]より、Φ∗
xは GL(Ex)の連結 Lie部分群になる。さらに

Φ∗
xは、GL(Ex)の部分群Φxの単位元を含む連結成分 (今後は単に単位連結成分と呼ぶ) にな
ることがわかり、Φxも GL(Ex)の Lie部分群になる。

系 1.1.14 ∇を多様体M上のベクトル束 E上の接続とし、∇は Eの計量を保つと仮定す
る。このとき、x ∈ Mに対して、∇のホロノミー群Φxと制限ホロノミー群Φ∗

xは、ともに直
交群 O(Ex)の部分群になる。



1.2 Riemann対称空間 7

証明 命題 1.1.12より平行移動は等長的になるので、定義 1.1.13より、ΦxとΦ∗
xはともに

直交群 O(Ex)の部分群になる。

定理 1.1.15 (Ambrose-Singer [1]) ∇ を連結多様体 M上のベクトル束 E上の接続とす
る。点 x ∈ Mにおける∇のホロノミー群の Lie環は、

Span{τc ◦ R∇
c(0)(X,Y ) ◦ τ−1

c | c : [0, 1] → M は c(1) = xを満たす曲線で X,Y ∈ Tc(0)M}

に一致する。

1.2 Riemann対称空間

Riemann多様体の内でも対称性が高く、多くの顕著な性質を持っている Riemann対称
空間の定義と基本事項について解説する。この節と 4.1節の内容の詳しい証明等については
Helgason [4]を参照のこと。

定義 1.2.1 Riemann多様体の曲率テンソルが Levi-Civita接続に関して平行なとき、Rie-

mann局所対称空間と呼ぶ。

定義 1.2.2 連結 Riemann多様体Mの各点 xに対して、Mの等長変換 sxが存在し、s2
x = 1

を満たし、xが sxの孤立不動点になるとき、MをRiemann対称空間と呼ぶ。

命題 1.2.3 Riemann対称空間は Riemann局所対称空間になる。

定義 1.2.4 Gを連結 Lie群とし、Kを Gの閉 Lie部分群とする。対 (G,K)が次の条件を
満たすとき、(G,K)をRiemann対称対と呼ぶ。AdG(K)がコンパクトになり、Gの位数
2の自己同型写像θが存在して

Gθ = {g ∈ G | θ(g) = g}

とおいて、Gθの単位連結成分を G0
θで表したとき、G0

θ ⊂ K ⊂ Gθが成り立つ。

定理 1.2.5 Mを Riemann対称空間とし、oをMの一点とする。このとき、Mの等長変換
全体の成す群 I(M)はMの Lie変換群になる。さらに、I(M)の単位連結成分をGで表し、

K = {g ∈ G | go = o}

とおくと、Kはコンパクトになり、

G/K → M ; gK 7→ go

は微分同型写像になる。写像

θ : G → G ; g 7→ sogso

は Gの位数 2の自己同型写像になり、このθに関して (G,K)は Riemann対称対になる。
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定義 1.2.6 Riemann対称空間の等長変換全体の成す Lie群が半単純になるとき、そのRie-

mann対称空間を半単純という。半単純 Riemann対称空間の線形イソトロピー表現を s表
現と呼ぶ。

定理 1.2.7 Riemann対称対 (G,K)に対して、等質空間G/KにG不変Riemann計量を入れ
ると (AdG(K)がコンパクトであることからこのような計量は存在する)、G/KはRiemann

対称空間になる。Gの位数 2の自己同型写像をθとし、θが誘導する Gの Lie環 gの位数 2

の自己同型写像もθで表す。gを

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解すると、自然な射影 G → G/Kの微分写像によって、pは G/Kの原点 oの接ベ
クトル空間 To(G/K)と同一視することができる。(以後、To(G/K)と pを同一視する。)

このとき、Riemann対称空間 G/Kの原点 oにおける曲率テンソル Roは、

Ro(X, Y )Z = −[[X,Y ], Z] (X, Y, Z ∈ p)

で定まる。特にRiemann対称空間G/Kの曲率テンソルは、G不変 Riemann計量のとり方
に依存しない。

定義 1.2.8 局所 Riemann 対称空間内の全測地的平坦部分多様体の最大次元をその局所
Riemann対称空間の階数と呼ぶ。

定義 1.2.9 実 Lie 環 g と位数 2 の自己同型写像θの組 (g, θ) が、次の条件をみたすとき、
(g, θ)を直交対称 Lie代数と呼ぶ。

k = {X ∈ g | θ(X) = X}

とおくと、adg(g)の部分 Lie環 adg(k)に対応する Int(g)内の連結 Lie部分群はコンパクト
になる。さらに、gの中心と kの共通部分が {0}になるとき、直交対称 Lie代数 (g, θ)は効
果的と言われる。Lie群の組 (G,K)が次の条件を満たすとき、(G,K)は直交対称 Lie代数
(g, θ)に対応していると言われる。Gは Lie環 gを持つ連結 Lie群で、Kは Lie環 kを持つ
Lie部分群である。

定義 1.2.10 (g, θ)を直交対称 Lie代数とし、gを

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解する。(g, θ)が次の条件を満たすとき、(g, θ)を既約直交対称 Lie代数と呼ぶ。
g は半単純であって、k は g の非自明イデアルを含まず、adg(k) は p に既約に作用する。
直交対称 Lie代数 (g, θ)に対応する Lie群の組 G,Kは、(g, θ)が既約のとき、既約と言う。
Riemann対称空間Mに対して、Mの等長変換全体の成す Lie群の単位連結成分をGとし、
Mの一点を固定する Gの部分群を Kとすると、定理 1.2.5より、(G,K)は Riemann対称
対になる。(G,K)が既約のとき、Mを既約Riemann対称空間と呼ぶ。
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補題 1.2.11 (g, θ)を既約直交対称 Lie代数とし、gを

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解する。このとき、k = [p, p]が成り立つ。ここで、

[p, p] = Span{[X,Y ] | X, Y ∈ p}

である。

例 1.2.12 (G, K)を Riemann対称対とする。定義 1.2.4より、Gの位数 2の自己同型写像
θが存在して

Gθ = {g ∈ G | θ(g) = g}
とおくと、G0

θ ⊂ K ⊂ Gθが成り立つ。そこで、θの誘導する gの自己同型写像もθで表すと、
これも位数 2になり、gは

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解される。さらに、(g, θ)は直交対称 Lie代数になることがわかる。Riemann対称
対 (G,K)は、定義 1.2.9の意味で、直交対称 Lie代数 (g, θ)に対応している。

命題 1.2.13 (g, θ)を直交対称 Lie代数とし、kをθの不動点全体とする。Lie群の組 (G,K)

が (g, θ)に対応していて、Gは単連結であり、Kは連結であると仮定する。このとき、(G,K)

は Riemann対称対になる。

定理 1.2.14 (G,K)は Riemann対称対であり、Gは半単純で G/Kに効果的に作用すると
仮定する。G/Kに G不変 Riemann計量を入れると、G/Kの等長変換全体の成す Lie群の
単位連結成分は Gに一致する。

定義 1.2.15 gを実半単純 Lie環とし、σで複素化 gC内の gに関する複素共役写像とする。
gの部分 Lie環 kと部分ベクトル空間 pによる直和分解 g = k + pがCartan分解であると
は、gC内にあるコンパクト半単純 Lie部分環 gkが存在し、

gC = gC
k , σgk ⊂ gk, k = g ∩ gk, p = g ∩ (

√
−1gk)

を満たすことをいう。

定理 1.2.16 gを実半単純 Lie環とすると、gには Cartan分解が存在し、しかも、gのど
の Cartan分解も gの内部自己同型写像で移り合う。

例 1.2.17 gを非コンパクト実半単純 Lie代数とし、

g = k + p (k が部分 Lie環)

を gの Cartan分解とする。定理 1.2.16より、このような分解が存在し、しかも、gの内部
自己同型を除いて一意的である。このとき、

θ(T + X) = T − X (T ∈ k, X ∈ p)

によって線形写像θ : g → gを定めると、(g, θ)は直交対称 Lie代数になる。
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定義 1.2.18 (g, θ)を直交対称 Lie代数とすると、gは

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解される。

(1) gがコンパクト半単純 Lie環のとき、(g, θ)はコンパクト型であるといわれる。

(2) gが非コンパクト半単純 Lie環であって、g = k + pが gの Cartan分解になっている
とき、(g, θ)は非コンパクト型であるといわれる。

(3) pが gの可換イデアルになっているとき、(g, θ)は Euclid型であるといわれる。

Riemann対称空間や Riemann対称対に対しても、対応する直交対称 Lie代数の型の名前
をそのまま使う。

命題 1.2.19 (g, θ)を直交対称 Lie代数とし、gを

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解する。g∗ = k+
√
−1p ⊂ gC によって g∗を定め、θを gCに複素線形に拡張して g∗

に制限したものをθ∗で表す。このとき、(g∗, θ∗)も直交対称 Lie代数になる。さらに、(g, θ)

がコンパクト型ならば、(g∗, θ∗)は非コンパクト型になり、逆も成り立つ。

定義 1.2.20 直交対称Lie代数 (g, θ)に対して、命題 1.2.19で定めた直交対称Lie代数 (g∗, θ∗)

を (g, θ)の双対と呼ぶ。

注意 1.2.21 双対直交対称 Lie代数の定め方からわかるように、直交対称 Lie代数のイソ
トロピー表現と、その双対直交対称 Lie代数のイソトロピー表現は同値になる。また、直
交対称 Lie代数はコンパクト型、非コンパクト型、Euclid型直交対称 Lie代数の直和に分
解されることが知られている。よって、半単純直交対称 Lie代数はコンパクト型と非コン
パクト型直交対称 Lie代数の直和に分解する。コンパクト型直交対称 Lie代数のイソトロ
ピー表現は、双対の非コンパクト型直交対称 Lie代数のイソトロピー表現と同値になるの
で、半単純直交対称 Lie代数のイソトロピー表現を考える際は、非コンパクト型直交対称
Lie代数のイソトロピー表現だけを考えれば十分である。したがって、s表現を考える際は、
非コンパクト型 Riemann対称空間の線形イソトロピー表現だけを考えればよい。

定理 1.2.22 (g, θ)を効果的直交対称 Lie代数とする。このとき、gのイデアル g0, g−, g+が
存在し、次の (1)から (3)を満たす。

(1) gは g = g0 ⊕ g− ⊕ g+と直和に分解される。

(2) g0, g−, g+はθに関して不変である。

(3) θの g0, g−, g+への制限をそれぞれθ0, θ−, θ+で表すと、(g0, θ0), (g−, θ−), (g+, θ+)は、そ
れぞれ Euclid型、コンパクト型、非コンパクト型の直交対称 Lie代数になる。
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1.3 Riemann部分多様体

Riemann多様体内の部分多様体の接ベクトル束と法ベクトル束に自然に定まる接続を導
入し、それらの接続や曲率テンソルの間に成り立つ関係式である Gauss, Codazzi, Ricciの
方程式等を導く。この節の詳しい証明や関連事項については、例えば Chen [2] を参照の
こと。
この節では、Riemann多様体M̄内のRiemann部分多様体Mについて考える。すなわち、
挿入 i : M → M̄があり、iが等長的になるようにMに Riemann計量を導入しておく。M̄

とMの Riemann計量はどちらも 〈 , 〉で表す。Mの法ベクトル束を T⊥Mで表すことにす
る。M̄の Levi-Civita接続を∇̄で表す。

定義 1.3.1 ベクトル場X, Y ∈ C∞(TM)に対して、∇̄XYを接成分と法成分に分解し、

∇̄XY = ∇XY + α(X,Y ) (∇XY ∈ TM, α(X,Y ) ∈ T⊥M)

と表す。αをMの第二基本形式と呼ぶ。また、上の等式をGaussの公式と呼ぶ。

命題 1.3.2 定義1.3.1における∇はMのLevi-Civita接続に一致し、αはT ∗M⊗T ∗M⊗T⊥M

の C∞級断面になり、α(X, Y ) = α(Y,X)を満たす。

定義 1.3.3 ベクトル場X ∈ C∞(TM)と法ベクトル場ξ ∈ C∞(T⊥M)に対して、∇̄Xξを接
成分と法成分に分解し、

∇̄Xξ = −AξX + ∇⊥
Xξ (AξX ∈ TM, ∇⊥

Xξ ∈ T⊥M)

と表す。AをMのシェイプ作用素と呼び、∇⊥をMの法接続と呼ぶ。法接続∇⊥の曲率テン
ソルをR⊥で表し、法曲率テンソルと呼ぶ。また、上の等式をWeingartenの公式と呼ぶ。

命題 1.3.4 定義 1.3.3における Aは (T⊥M)∗ ⊗ Sym(TM)の C∞級断面になり、∇⊥は TM̄

の計量から自然に誘導される T⊥Mの計量を保つ T⊥Mの接続になる。ここで、Sym(TM)

は TMの各ファイバーの対称線形写像全体の成すベクトル束である。

命題 1.3.5 Mの第二基本形式αとシェイプ作用素 Aは、各点 x ∈ MにおいてX, Y ∈ TxM

とξ ∈ T⊥
x Mに対し、

〈α(X, Y ), ξ〉 = 〈AξX, Y 〉

を満たす。

命題 1.3.6 (Gaussの方程式) M̄とMの曲率テンソルをそれぞれR̄とRで表すと、Mのベ
クトル場X,Y, Z, Wに対して、

〈R̄(X,Y )Z, W 〉 = 〈R(X,Y )Z, W 〉 + 〈α(X, Z), α(Y,W )〉 − 〈α(X,W ), α(Y, Z)〉

が成り立つ。
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命題 1.3.7 (Codazziの方程式) Mのベクトル場X, Y, Zに対して、

(∇⊥
Xα)(Y, Z) = ∇⊥

Xα(Y, Z) − α(∇XY, Z) − α(Y,∇XZ)

によって∇⊥
Xαを定めると、R̄(X, Y )Zの法成分は

(R̄(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥
Xα)(Y, Z) − (∇⊥

Y α)(X,Z)

を満たす。

命題 1.3.8 (Ricciの方程式) Mの法接続∇⊥の曲率テンソルを R⊥で表すと、Mのベクト
ル場X,Yと法ベクトル場ξ, ηに対して、

〈R̄(X,Y )ξ, η〉 = 〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉

が成り立つ。



第 2章 ホロノミー系

2.1 直交群の既約部分群

次のコンパクト Lie群上の不変測度の存在が知られている。

定理 2.1.1 Gをコンパクト Lie群とする。このとき、次の条件を満たす G上の測度µGが
一意的に存在する。

(1) µG(G) = 1

(2) G上のµG可積分関数 fと g ∈ Gに対して
∫

G
f(gx)dµG(x) =

∫

G
f(x)dµG(x)

(3) G上のµG可積分関数 fと g ∈ Gに対して
∫

G
f(xg)dµG(x) =

∫

G
f(x)dµG(x)

(4) G上のµG可積分関数 fに対して
∫

G
f(x−1)dµG(x) =

∫

G
f(x)dµG(x)

定義 2.1.2 定理 2.1.1で定まるコンパクト Lie群 G上の測度を、GのHaar測度と呼ぶ。

補題 2.1.3 コンパクト Lie群の Lie環は、いくつかのコンパクト単純イデアルと中心の直
和に分解される。

証明 Gをコンパクト Lie群とし、その Lie環を gで表す。( , )を gの内積とし、

〈Y, Z〉 =
∫

G
(AdG(g)Y, AdG(g)Z)dµG(g) (Y, Z ∈ g)

によって gの内積 〈 , 〉を定める。定理 2.1.1より、g ∈ Gに対して

〈AdG(g)Y, AdG(g)Z〉 = 〈Y, Z〉 (Y, Z ∈ g)

13
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が成り立つ。X ∈ gをとり、g = exp(tX)とおくと、

〈Ad(exp(tX))Y, Ad(exp(tX))Z〉 = 〈Y, Z〉.

両辺を t = 0で tに関して微分すると、

0 =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

〈Ad(exp(tX))Y, Ad(exp(tX))Z〉

=

〈
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tX))Y, Z

〉
+

〈
Y,

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tX))Z

〉

= 〈[X, Y ], Z〉 + 〈Y, [X, Z]〉.

よって、

〈[X, Y ], Z〉 + 〈Y, [X,Z]〉 = 0 (X, Y, Z ∈ g)

が成り立つ。
g1を gのイデアルとすると、X ∈ g, Y ∈ g⊥

1 , Z ∈ g1に対して [X, Z] ∈ g1となるので、

〈[X, Y ], Z〉 = −〈Y, [X, Z]〉 = 0.

よって、[X, Y ] ∈ g⊥
1となり、g⊥

1も gのイデアルになる。この操作を続けることによって、g

はいくつかの単純イデアルといくつかの 1次元の可換イデアルの直和に分解される。1次
元可換イデアルすべての和が gの中心に一致する。
最後に gの単純イデアル giがコンパクトになることの証明の概略を示す。g上の内積 〈 , 〉
をG上の両側不変Riemann計量に拡張する。giに対応する連結 Lie部分群Giは、Riemann

等質空間になり、特に完備になる。さらに、Giの Levi-Civita接続、曲率テンソルを計算す
ると、Giは Einstein多様体になり、さらに、Ricci曲率テンソルは正定値になることがわ
かる。よって、Myersの定理より Giはコンパクトになる。したがって、giはコンパクト単
純イデアルになる。

補題 2.1.3の証明中に示したことから、次の補題も得られる。

補題 2.1.4 コンパクト Lie群の Lie環 g内のイデアル hに対して、gのイデアル h′が存在
し、gは g = h ⊕ h′と直和に分解される。

補題 2.1.5 コンパクト Lie群の Euclid空間への等長作用は不動点を持つ。

証明 Gを Euclid空間 RNに等長的に作用しているコンパクト Lie群とする。v ∈ RN

を一つとり、

v0 =
∫

G
g · vdµG(g)
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とおく。任意の g1 ∈ Gに対して

g1 · v0 = g1

(∫

G
g · vdµG(g)

)

=
∫

G
g1g · vdµG(g)

=
∫

G
g · vdµG(g) (定理 2.1.1(2))

= v0

となるので、v0は Gの作用の不動点になる。

補題 2.1.6 Gを Vの直交群の連結 Lie部分群とし、Gは Vに既約に作用していると仮定す
る。このとき、Gの中心の次元は 1以下になる。

証明 Gの Lie環を gで表し、その中心を zとすると、zに対応する連結 Lie部分群はG

の中心の単位連結成分になる。したがって、dim z ≤ 1を示せばよい。zは可換であり、zの
各元は Vの交代線形写像になっているので、適当な座標変換によって、同時に標準形にす
ることができる。つまり、zは o(n)の標準的な極大可換部分環








0 t1
−t1 0

. . .

0 tr
−tr 0

(0)




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ti ∈ R





に含まれているとしてよい。もし dim z ≥ 2とすると、線形独立になる元 z1, z2 ∈ zをとり、
これらの線形結合 z 6= 0である t1成分が 0になるものをとることができる。すると

V0 = {v ∈ V | z(v) = 0}

は Vの非自明部分ベクトル空間になる。zは gの中心だから、zは gの作用と可換になる。
したがって、V0は gの作用で不変になる。Gは連結だから、V0はGの作用に関しても不変
になる。これは Gの Vへの作用が既約であることに矛盾するので、dim z ≤ 1となる。

定理 2.1.7 Gを Vの直交群のコンパクト連結 Lie部分群とし、Gは Vに既約に作用してい
ると仮定する。gをGの Lie環とし、hを gのイデアルとする。このとき、hに対応する連
結 Lie部分群Hは Gのコンパクト Lie部分群になる。

証明 Gはコンパクトだから、補題 2.1.3より、その Lie環 gは次のような分解を持つ。

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gp ⊕ t
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ここで、各 giはコンパクト単純イデアルで、tは中心である。補題 2.1.6より、dim t ≤ 1と
なる。hは gのイデアルだから、hは g1, . . . , gp, tのうちのいくつかの直和になり、tは hに
含まれるか含まれないかのいずれかになる。そこで、

h = gi1 ⊕ · · · ⊕ giqまたは gi1 ⊕ · · · ⊕ giq ⊕ t

としておく。各 giはコンパクト単純 Lie環なので、対応する連結 Lie部分群Giはコンパクト
Lie部分群になる。さらに、tに対応する連結 Lie部分群 TはGの中心の単位連結成分になる
ので、特にコンパクトLie部分群になる。直積Lie群Gi1×· · ·×GiqまたはGi1×· · ·×Giq ×T

は、被覆写像によってHを被覆するので、Hは Gのコンパクト Lie部分群になる。

系 2.1.8 G を Vの直交群の連結 Lie 部分群とし、G は Vに既約に作用していると仮定す
る。このとき、Gはコンパクト Lie部分群になる。

証明 G の閉包Ḡは O(V ) のコンパクト連結 Lie 群になり、G が Vに既約に作用して
いるので、Ḡも Vに既約に作用する。GとḠの Lie環をそれぞれ gとḡで表す。このとき、
AdO(V )(Ḡ)(g) ⊂ gとなることを示そう。

S(g) = {φ ∈ End(o(V )) | φ(g) ⊂ g}

とおく。gの基底 e1, . . . , ekをとり、o(V )の基底 e1, . . . , enに延長する。f 1, . . . , fnを e1, . . . , en

の双対基底とすると、

S(g) = {φ ∈ End(g) | f j(φ(ei)) = 0 (1 ≤ i ≤ k, k + 1 ≤ j ≤ n)}

となる。そこで、1 ≤ i ≤ k, k + 1 ≤ j ≤ nに対して

f j
i : End(o(V )) → R ; g 7→ f j(g(ei))

によって連続関数 f j
iを定める。すると

S(g) =
⋂

1≤i≤k
k+1≤j≤n

(f j
i )−1(0)

はEnd(o(V ))の閉部分集合になり、Ad−1
O(V )(S(g))はO(V )の閉部分集合になる。GはO(V )

の Lie 部分群だから、AdO(V )(G)(g) ⊂ g が成り立ち、G ⊂ Ad−1
O(V )(S(g))。したがって、

Ḡ ⊂ Ad−1
O(V )(S(g))となり、AdO(V )(Ḡ)(g) ⊂ gを得る。これより、[ḡ, g] ⊂ gを得る。した

がって、gはḡのイデアルになる。定理 2.1.7より、Gはコンパクトになる。

ベクトル空間に既約に作用する群に関する次の一般的な補題を準備しておく。この補題
は、群作用に関して不変な対称二次形式を扱う際に基本的であり、6.1で必要になる。

補題 2.1.9 (Schur) Gを Vの直交群の部分群とし、Gは Vに既約に作用していると仮定
する。このとき、Gの作用に関して不変な対称二次形式は、Vの内積の定数倍になる。
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証明 Gの作用に関して不変な対称二次形式をαで表す。αに対して、

α(u, v) = 〈Au, v〉 (u, v ∈ V )

によって対称線形写像 A : V → Vが定まる。αは Gの作用に関して不変になるので、Aは
G の作用と可換になる。A は対称だから Vは A の固有空間の直交直和に分解され、各固
有空間は G不変になる。Gは Vに既約に作用するので、Aの固有空間はただ一つになり、
特に、恒等写像の定数倍になる。その定数を cとると、u, v ∈ Vに対して

α(u, v) = 〈Au, v〉 = 〈cu, v〉 = c〈u, v〉

となり、αは内積 〈 , 〉の c倍になる。

2.2 ホロノミー系の定義と基本的性質

ホロノミー系の定義と基本事項を Simons [15]に従って復習し、Simonsによるホロノミー
系に関する結果を解説する。

Vを内積を持つベクトル空間とする。V上の (1, 3)型テンソルを、V × Vから Vの線形変
換の空間 End(V )への双線形写像とみなす。V上の (1, 3)型テンソル全体の空間に、Vの内
積から定まる自然な内積を導入したものを、Pで表す。直交群 O(V )は、自然に P上に直
交表現を持つ。この表現は次の作用で実現される。g ∈ O(V )と P ∈ Pに対して、

g(P )(x, y) = g ◦ P (g−1(x), g−1(y)) ◦ g−1.

O(V )の Lie環 o(V )の元 Aの Pへの作用は、

A(P )(x, y) = AP (x, y) − P (x, y)A − P (A(x), y) − P (x, A(y))

= −P (A(x), y) − P (x,A(y)) − [P (x, y), A]

である。

定義 2.2.1 R ∈ Pが、x, y, z, w ∈ Vに対して次の (1)から (4)を満たすとき、Rを V上の
曲率型テンソルと呼ぶ。

(1) R(x, y)z + R(y, x)z = 0,

(2) R(x, y)z + R(y, z)x + R(z, x)y = 0,

(3) 〈R(x, y)z, w〉 + 〈z, R(x, y)w〉 = 0,

(4) 〈R(x, y)z, w〉 = 〈R(z, w)x, y〉.

条件 (1)から (4)は Rに関する一次式なので、V上の曲率型テンソル全体は Pの部分ベク
トル空間になる。この部分ベクトル空間を Rで表すことにする。
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注意 2.2.2 O(V )は曲率型テンソル全体 Rを不変にする。

定理 2.2.3 Gを Vの直交群の連結 Lie部分群とし、Qを Rの部分ベクトル空間とする。G

の Lie環 gは
g = Span{Q(x, y) | Q ∈ Q, x, y ∈ V }

を満たしていると仮定する。このとき、Gはコンパクトになり、Vは順序を除いて一意的
な次のような直交直和分解

V = V0 ⊕ · · · ⊕ Vk

を持つ。ここで、各 ViはG不変部分ベクトル空間であり、Gの正規 Lie部分群G0, . . . , Gk

が存在し、次の条件を満たす。

(1) G = G0 × · · · × Gk. (直積)

(2) i 6= jのとき、Giは Vjに自明に作用する。

(3) G0 = {1}であり、i ≥ 1のとき、Giは Viに既約に作用する。

証明 Gは Vに等長的に作用するので、Vは次のように直交直和に分解する。

V = V0 ⊕ V1 ⊕ · · · ⊕ Vk

ここで、各 ViはG不変であり、Gは V0に自明に作用し、Vi (1 ≤ i ≤ k)に既約に作用する。
u ∈ Vの Viへの直交射影の像を uiで表すことにする。

補題 2.2.4 x, y ∈ Vと Q ∈ Qに対して、次の (1)から (4)が成り立つ。

(1) i 6= jのとき Q(xi, yj) = 0,

(2) Q(x, y) =
∑k

i=0 Q(xi, yi),

(3) i 6= jのとき Q(xi, yi)Vj = {0},

(4) Q(xi, yi)Vi ⊂ Vi.

証明 各 Viは G不変だから、g不変にもなる。特に Q(xi, yi)Vi ⊂ Viが成り立ち、(4)を
得る。

i 6= jのとき、Viと Vjは直交するので、u, v ∈ Vに対して、

〈Q(xi, yj)u, v〉 = 〈Q(u, v)xi, yj〉 = 0. (定義 2.2.1の (4))

よって Q(xi, yj) = 0となり、(1)が成り立つ。さらに

Q(x, y) =
k∑

i,j=0

Q(xi, yj) =
k∑

i=0

Q(xi, yi)



2.2 ホロノミー系の定義と基本的性質 19

となり、(2)を得る。
vj ∈ Vjに対して、

Q(xi, yi)vj = −Q(yi, vj)xi − Q(vj, xi)yi = 0 (定義 2.2.1の (2))

となり、(3)が成り立つ。

補題 2.2.5 gの部分ベクトル空間 giを

gi = Span{Q(xi, yi) | Q ∈ Q, xi, yi ∈ Vi}

によって定めると、次の (1)から (5)が成り立つ。

(1) 各 giは gのイデアルになり、g0 = {0},

(2) i 6= jのとき [gi, gj] = {0}となり、g = g1 ⊕ · · · ⊕ gk は直和分解になる。

(3) 各 iについて giVi ⊂ Vi,

(4) i 6= jのとき giVj = {0},

(5) 各 1 ≤ i ≤ kについて giは Viに既約に作用する。

証明 補題 2.2.4の (3)より、i 6= jのとき、giVj = {0}が成り立ち、(4)を得る。また、
補題 2.2.4の (4)より、(3)の giVi ⊂ Viが成り立つ。

Gは V0に自明に作用するので、g0 = {0}となる。
(3)と (4)より、gi (1 ≤ i ≤ k)は線形独立になる。さらに i 6= jのとき、[gi, gj] = {0}が
成り立つ。よって補題 2.2.4の (2)より、

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gk

は直和になり、(2)が成り立つ。この直和分解より、各 giは gのイデアルになる。よって
(1)が成り立つ。

Gは各 Vi (1 ≤ i ≤ k)に既約に作用し、Gは連結だから、gも各 Vi (1 ≤ i ≤ k)に既約に
作用する。これより、giは Viに既約に作用し、(5)が成り立つ。

定理 2.2.3の証明の続き G の giに対応する連結 Lie 部分群を Giとおく。補題 2.2.5の
(1)より、G0 = {1}となる。さらに補題 2.2.5より、giは o(Vi)の Lie部分環とみなすこと
ができ、Giは O(Vi)の連結 Lie部分群とみなすことができる。よって

G0 × · · · × Gk → G ; (g0, . . . , gk) 7→




g0

. . .

gk






20 第 2 章 ホロノミー系

は Lie群の同型写像になる。さらに、i 6= jのときGiは Vjに自明に作用し、i ≥ 1のときGi

は Viに既約に作用する。Vの直和分解の一意性は、直交表現の直和分解の一意性からわか
る。各 giは gのイデアルだから、各 Giは Gの正規 Lie部分群になる。さらに、i ≥ 1のと
き Giは Viに既約に作用する O(Vi)の連結 Lie部分群とみなせるので、系 2.1.8より Giはコ
ンパクトになる。したがって、直積 G = G1 × · · · × Gk もコンパクトになる。

定義 2.2.6 Rを内積を持つベクトル空間 V上の曲率型テンソルとする。Gを O(V )のコン
パクト連結 Lie部分群とし、gをその Lie環とする。任意の x, y ∈ Vに対して R(x, y) ∈ g

となるとき、Gを Rのホロノミー群と呼ぶ。V,R,Gの組 [V, R, G]をホロノミー系と呼ぶ。

定理 2.2.7 Riemann多様体Mの Levi-Civita接続の曲率テンソルRと制限ホロノミー群Φ∗
p

をとると、Φ∗
pはコンパクトになり、[TpM,Rp, Φ

∗
p]はホロノミー系になる。

証明 c(1) = pを満たす曲線 c : [0, 1] → Mに対して、TpM上の曲率型テンソル c∗Rを

c∗R(u, v)w = τcRc(0)(τ
−1
c u, τ−1

c v)τ−1
c w

で定める。TpM上の曲率型テンソル全体の空間の部分ベクトル空間 Sを

S = Span{c∗R | c : [0, 1] → M は c(1) = pを満たす曲線 }

で定める。Ambrose-Singerの定理 (定理 1.1.15)より、Mの点 pにおける Levi-Civita接続
に関する制限ホロノミー群Φ∗

pの Lie環 gは

g = Span{S(x, y) | S ∈ S, x, y ∈ TpM}

で与えられる。以上より、Φ∗
pに定理 2.2.3を適用することができる。その結果、Φ∗

pはコンパ
クトになる。任意の x, y ∈ TpMに対して Rp(x, y) ∈ gとなるので、Φ∗

pは Rpのホロノミー
群になる。さらに、組 [TpM,Rp, Φ

∗
p]はホロノミー系になる。

定義 2.2.8 ホロノミー系 [V,R,G]は、任意の g ∈ Gに対して g(R) = Rが成り立つとき、
対称といわれる。この条件は、任意の A ∈ gに対して A(R) = 0 が成り立つことと同値に
なる。

命題 2.2.9 Riemann局所対称空間のホロノミー系は対称になる。

証明 定義 1.2.1より、制限ホロノミー群の曲率テンソルへの作用は自明になるので、ホ
ロノミー系は対称になる。

補題 2.2.10 ホロノミー系 [V,R,G]に対して

G(R) = Span{g(R) | g ∈ G}

によって、Rの部分ベクトル空間 G(R)を定めると、次の (1)から (3)が成り立つ。
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(1) Q ∈ G(R)かつ g ∈ Gのとき、g(Q) ∈ G(R).

(2) Q ∈ G(R)かつ A ∈ gのとき、A(Q) ∈ G(R).

(3) Q ∈ G(R)のとき、任意の x, y ∈ Vに対して Q(x, y) ∈ g.

証明 Q ∈ G(R)に対して、有限個の gi ∈ Gと ai ∈ Rが存在し、

Q =
∑

i

aigi(R)

となる。したがって、
g(Q) =

∑

i

aiggi(R) ∈ G(R).

exp tA ∈ Gだから、exp tA(Q) ∈ G(R)となり、この微分

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp tA(Q) = A(Q)

も G(R)に含まれる。各 iについて

gi(R)(x, y) = Ad(gi)R(g−1
i x, g−1

i y) ∈ g

だから、
Q(x, y) =

∑

i

aigi(R)(x, y) ∈ g

が成り立つ。

補題 2.2.11 ホロノミー系 [V, R, G]に対して

gR = Span{Q(x, y) | Q ∈ G(R), x, y ∈ V }

とおくと、gRは gのイデアルになる。

証明 Q ∈ G(R)とA ∈ gをとる。補題 2.2.10の (2)より、A(Q) ∈ G(R)となり、x, y ∈ V

に対して A(Q)(x, y) ∈ gRとなる。他方、gの Qへの作用は

A(Q)(x, y) = −Q(A(x), y) − Q(x, A(y)) − [Q(x, y), A]

を満たす。gRの定義より、Q(A(x), y), Q(x,A(y)) ∈ gRだから、[Q(x, y), A] ∈ gRが成り立
つ。したがって、gRは gのイデアルになる。

定理 2.2.12 ホロノミー系 [V,R,G]に対して、gRに対応する連結 Lie部分群を GRとおく
と、GRは G のコンパクト Lie 部分群になる。さらに、[V,R,GR] もまたホロノミー系に
なる。



22 第 2 章 ホロノミー系

証明 GRは Vの直交群の連結 Lie部分群であり、GRの Lie環 gRは

gR = Span{Q(x, y) | Q ∈ G(R), x, y ∈ V }

満たしている。したがって、定理 2.2.3より、GRはコンパクトになる。
R ∈ G(R)だから、任意の x, y ∈ Vに対して R(x, y) ∈ gRとなり、[V, R,GR]もまたホロ
ノミー系になる。

命題 2.2.13 ホロノミー系 [V,R,G]が対称であると仮定する。

g̃ = g ⊕ V

とおき、g̃におけるブラケット [ , ]を次のように定める。

[A,B] = [A, B] (A,B ∈ g)

[x, y] = −R(x, y) (x, y ∈ V )

[A, x] = A(x) (A ∈ g, x ∈ V )

さらに、g̃全体に双線形で交代的になるように、[ , ]を拡張する。このとき、g̃は Lie環に
なる。さらに、

θ(A + x) = A − x (A ∈ g, x ∈ V )

によって線形写像θ : g̃ → g̃を定めると、(g̃, θ)は直交対称 Lie代数になる。(G̃, K̃)を (g̃, θ)

に対応する Riemann対称対とすると、Riemann対称空間G̃/K̃の原点での曲率テンソルは
Rに一致する。

証明 [ , ]が Jacobi律を満たすことは、次のようにわかる。A,B,C ∈ gと x, y, z ∈ V

をとる。gは Lie環だから、

[[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B] = 0.

ブラケットの定め方より、

[[A,B], x] + [[B, x], A] + [[x,A], B] = [A,B] (x) − AB(x) + BA(x)

= 0.

ホロノミー系の対称性より、

[[A, x], y] + [[x, y], A] + [[y, A], x] = [A(x), y] + [−R(x, y), A] − [A(y), x]

= −R(A(x), y) − [R(x, y), A] − R(x,A(y))

= A(R)(x, y)

= 0.



2.3 既約ホロノミー系 23

曲率型テンソルの性質より、

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = −R(x, y)z − R(y, z)x − R(z, x)y

= 0.

以上で、[ , ]は Jacobi律を満たし、g̃は Lie環になる。
ブラケット積の定め方より、

[g, g] ⊂ g, [g, V ] ⊂ V, [V, V ] ⊂ g

が成り立つ。さらに、

θ([A,B]) = [A,B] = [θ(A), θ(B)]

θ([A, x]) = −[A, x] = [θ(A), θ(x)]

θ([x, y]) = [x, y] = [θ(x), θ(y)]

となるので、θは Lie環g̃の位数 2の自己同型写像になる。Gはコンパクトだから、adg̃(g)

に対応する Int(g̃)の連結 Lie部分群

{(AdG(g), g) ∈ End(g ⊕ V ) | g ∈ G}

もコンパクトになる。したがって、(g̃, θ)は直交対称 Lie代数になる。
定理 1.2.7より、G̃/K̃の曲率テンソルR̃は、x, y, z ∈ Vに対して

R̃o(x, y)z = −[[x, y], z] = R(x, y)z

で与えられるので、R̃oはホロノミー系 [V,R, G]の曲率型テンソル Rに一致する。

2.3 既約ホロノミー系

定義 2.3.1 ホロノミー系 [V, R, G]は、Gが Vに既約に作用するとき、既約であるという。

命題 2.3.2 [V, R, G]を既約対称ホロノミー系とし、R 6= 0と仮定する。このとき、Gの V

への表現は既約 Riemann対称空間の線形イソトロピー表現になり、GR = Gが成り立つ。

証明 命題 2.2.13より、[V, R, G] に対して直交対称 Lie 代数 (g̃, θ) が存在し、対応する
Riemann対称空間G̃/K̃の原点における曲率テンソルは Rに一致する。

(g̃, θ)に定理 1.2.22を適用し、

(g̃, θ) = (g̃0, θ0) ⊕ (g̃−, θ−) ⊕ (g̃+, θ+)

と分解すると、gの Vへの作用は既約だから、(g̃, θ)は (g̃0, θ0), (g̃−, θ−), (g̃+, θ+) の内のい
ずれか一つに一致する。ところが、定理 1.2.7より、Euclid型直交対称 Lie代数に対応する
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Riemann対称空間の曲率テンソルは 0になるので、(g̃, θ)は (g̃−, θ−), (g̃+, θ+) のどちらか
に一致する。どちらにしても、g̃は半単純になる。さらに、gがg̃のイデアル hを含むとす
ると、[h, V ] ⊂ h ∩ V = {0}となるので、hは Vに自明に作用することになり、h = {0}。
よって、(g̃, θ)は既約直交対称 Lie代数になる。

X ∈ g̃に対して
θeadXθ−1 = eθadXθ−1

= ead(θX)

となるので、
θ̃(φ) = θφθ−1 (φ ∈ Int(g̃))

は Int(g̃)の位数 2の自己同型写像を定める。θ̃の微分写像もθ̃で表すことにすると、上の計
算より、

θ̃ : adg̃(g̃) → adg̃(g̃) ; ad(X) 7→ ad(θX)

となる。g̃は半単純だから、
adg̃ : g̃ → adg̃(g̃)

は Lie環の同型写像になり、θ̃adg̃ = θadg̃ が成り立つ。よって、θ̃に対応した adg̃(g̃)の直和
分解は、

adg̃(g̃) = adg̃(g) + adg̃(V )

となる。Int(g̃)の adg̃(g)に対応する連結 Lie部分群を Kとおくと、θ̃の不動点全体の単位
連結成分は Kに一致し、Gと同型になる。よって (Int(g̃), K)は Riemann対称対になり、
Int(g̃)不変 Riemann計量に関してM = Int(g̃)/Kは Riemann対称空間になる。Mの等長
変換全体の成す Lie群の単位連結成分を I0(M)とし、φ ∈ Int(g̃)に対して

Φ(φ)(xK) = φxK (φ ∈ Int(g̃))

によって Int(g̃)から I0(M)への準同型写像Φを定める。

ker(Φ) = {φ ∈ Int(g̃) | φxK = xK (x ∈ Int(g̃))}

となるので、ker(Φ) ⊂ Kとなり、ker(Φ)は Int(g̃)の正規部分群になる。gはg̃の非自明イ
デアルを含まないので、adg̃(g)も adg̃(g̃)の非自明イデアルを含まない。よって ker(Φ)の
次元は 0になる。つまり、ker(Φ)は離散部分群になる。ker(Φ)は離散正規部分群になるの
で、Int(g̃)の中心に含まれる。g̃は半単純だから、Int(g̃)の中心は単位元のみであることが、
次のようにわかる。ξを Int(g̃)の中心の元とする。任意のφ ∈ Int(g̃)についてξφξ−1 = φと
なるので、任意のX ∈ ad(g̃)と t ∈ Rについて

etadX = ξetadXξ−1 = etξadXξ−1

= etad(ξX)

が成り立つ。これを t に関して微分すると adX = ad(ξX) を得る。g̃は半単純だから、
ad : g̃ → ad(g̃)は単射になり、X = ξX。よってξ = eとなり、Int(g̃)の中心は単位元のみ
となる。よって、ker(Φ) = {e}となり、Int(g̃)は Riemann対称空間Mに効果的に作用す
る。定理 1.2.14より、Int(g̃)はMの等長変換全体の成す Lie群の単位連結成分に一致する。
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したがって、Mは既約 Riemann対称空間になる。Gの Vへの表現は既約 Riemann対称空
間Mの線形イソトロピー表現と同値になる。

[V,R, G]は対称だから、

gR = Span{R(x, y) | x, y ∈ V }

であることに注意すると、補題 1.2.11より、

g = [V, V ] = R(V, V ) = gR

を得る。GとGRはそれぞれ gと gRを Lie環に持つ連結 Lie部分群だから、G = GRが成り
立つ。

定義 2.3.3 V上の曲率型テンソル Rに対して、Rの Ricciテンソル Ric(R)とスカラー曲
率 s(R)を

Ric(R)(u, v) =
∑

i

〈R(u, ei)ei, v〉 (u, v ∈ V )

s(R) =
∑

i,j

〈R(ei, ej)ej, ei〉

で定義する。ただし、{ei}は Vの正規直交基底である。

補題 2.3.4 スカラー曲率の定義は、正規直交基底のとり方によらない。スカラー曲率を対
応させる写像を、V上の曲率型テンソル全体の空間 Rから実数へのとみると、O(V )不変
線形写像になる。

証明 正規直交基底どうしの変換行列は直交行列になるので、スカラー曲率の定義から、
正規直交基底のとり方によらないことがわかる。

a, b ∈ Rと R,Q ∈ Rに対して

s(aR + bQ) =
∑

i,j

〈(aR + bQ)(ei, ej)ej, ei〉

= a
∑

i,j

〈R(ei, ej)ej, ei〉 + b
∑

i,j

〈Q(ei, ej)ej, ei〉

= as(R) + bs(Q)

となり、s : R → Rは線形写像になる。
g ∈ O(V )に対して

s(gR) =
∑

i,j

〈(gR)(ei, ej)ej, ei〉

=
∑

i,j

〈gR(g−1ei, g
−1ej)g

−1ej, ei〉

=
∑

i,j

〈R(g−1ei, g
−1ej)g

−1ej, g
−1ei〉

= s(R)

となるので、sは O(V )不変になる。
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定理 2.3.5 [V,R,G]を既約ホロノミー系とし、s(R) 6= 0と仮定する。O(V )内のGの正規
化部分群の単位連結成分を N(G)で表すと、GR = G = N(G)が成り立つ。さらに、V上
の 0でない曲率型テンソル R′が存在し、[V,R′, G]は既約対称ホロノミー系になる。

証明 既約対称ホロノミー系 [V,R′, N(G)]を構成する。O(V )内の Gの正規化部分群を
Nで表す。以下で Nがコンパクト Lie部分群になり、その単位連結成分 N(G)もコンパク
ト Lie部分群になることを示す。

N = {n ∈ O(V ) | nGn−1 = G}

であることに注意して、g ∈ Gに対して

φg : O(V ) → O(V ) ; x 7→ xgx−1

によって連続写像φgを定める。Gはコンパクトだから、特に閉部分集合になり、φ−1
g (G)も

閉部分集合になる。よって、

N =
⋂

g∈G

φ−1
g (G)

も閉部分集合になる。したがって、Nはコンパクト Lie部分群になり、その単位連結成分
N(G)もコンパクト Lie部分群になる。

N(G)の Haar測度をµで表し、

R′ =
∫

N(G)
h(R)dµ(h)　 ∈ R

とおく。補題 2.3.4より、

s(R′) = s

(∫

N(G)
h(R)dµ(h)

)
=

∫

N(G)
s(h(R))dµ(h) =

∫

N(G)
s(R)dµ(h) = s(R) 6= 0

となり、s(R′) 6= 0が成り立つ。特に、R′ 6= 0。
N(G)の Lie環は Nの Lie環と一致し、

n(g) = {X ∈ o(V ) | [X, g] ⊂ g}

で与えられる。gは、コンパクト Lie群N(G)の Lie環 n(g)内のイデアルだから、補題 2.1.4

より、n(g)のイデアル g′が存在し、n(g)は直和分解 n(g) = g ⊕ g′を持つ。この分解から、
g′は

z(g) = {X ∈ o(V ) | [X, g] = {0}}

に一致するので、

n(g) = g ⊕ z(g)
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は直和分解になる。A ∈ z(g)、Q ∈ G(R)と x, y, z, w ∈ Vに対して、

〈A(Q)(x, y)z, w〉
= −〈Q(Ax, y)z, w〉 − 〈Q(x,Ay)z, w〉 − 〈[Q(x, y), A]z, w〉
= −〈Q(Ax, y)z, w〉 − 〈Q(x,Ay)z, w〉 (Q(x, y) ∈ gR ⊂ g)

= −〈Q(z, w)Ax, y〉 − 〈Q(z, w)x, Ay〉 (曲率型テンソルの性質)

= −〈Q(z, w)Ax, y〉 + 〈AQ(z, w)x, y〉
= 〈[A,Q(z, w)]x, y〉
= 0.

以上より、
A(Q) = 0 (A ∈ z(g), Q ∈ G(R))

が成り立つ。これと補題 2.2.10の (2)を合せると、n(g)はG(R)を不変にする。よってN(G)

は G(R)を不変にする。したがって、

R′ =
∫

N(G)
h(R)dµ(h) ∈ G(R)

となり、gRの定め方より、任意の x, y ∈ Vに対して R′(x, y) ∈ gR ⊂ n(g) が成り立つ。
よって [V,R′, N(G)]はホロノミー系になる。さらに、定理 2.1.1より、h ∈ N(G)に対して
h(R′) = R′となる。Gは Vに既約に作用しているので、N(G)も Vに既約に作用する。以
上より、[V, R′, N(G)]は既約対称ホロノミー系になる。命題 2.3.2より、N(G)R′

= N(G)が
成り立つ。
任意の x, y ∈ Vに対して R′(x, y) ∈ gRが成り立つので、N(G)R′ ⊂ GRとなり、

N(G) = N(G)R′ ⊂ GR ⊂ G ⊂ N(G).

これより、GR = G = N(G) を得る。したがって、[V, R′, G] は既約対称ホロノミー系に
なる。

系 2.3.6 [V,R,G]を既約ホロノミー系とし、s(R) 6= 0と仮定する。このとき、Gの Vへの
表現は既約 Riemann対称空間の線形イソトロピー表現と同値になり、特に s表現になる。

証明 定理 2.3.5より、V上の 0でない曲率型テンソル R′が存在し、[V,R′, G]は既約対
称ホロノミー系になる。命題 2.3.2より、Gの Vへの表現は既約 Riemann対称空間の線形
イソトロピー表現になり、特に s表現になる。
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定曲率空間内の Riemann部分多様体の制限法ホロノミー群は、S表現と自明表現の直和
になるという Olmosの定理 [8]の証明がこの章の目的である。Riemann部分多様体の法ベ
クトル束の法接続の曲率テンソルは、曲率型テンソルにはならないので、Riemann多様体
のホロノミー群の構造を調べる際に有効だった Simonsのホロノミー系の結果を法接続の
曲率テンソルに直接適用することはできない。そこで、3.1節で法ベクトル束にホロノミー
系の結果が適用できるような曲率型テンソルを定義し、上記の Olmosの定理を 3.2節で証
明する。

3.1 Riemann部分多様体の法ベクトル束の曲率型テンソル

定曲率空間内のRiemann部分多様体の法接続の曲率テンソルとシェイプ作用素を使って、
曲率型テンソルを定義し、法接続の曲率テンソルとの間に成り立つ性質を明らかにする。

(M, 〈 , 〉)をn次元連結Riemann多様体とし、Qを定曲率空間とする。MをQのRiemann

部分多様体とする。簡単のため、Qや T⊥Mの計量も 〈 , 〉で表すことにする。

定義 3.1.1 テンソル
R⊥ : C∞(T⊥M)3 → C∞(T⊥M)

を

R⊥(ξ1, ξ2)ξ3 =
n∑

j=1

R⊥(Aξ1(ej), Aξ2(ej))ξ3 (ξi ∈ T⊥M)

によって定める。ここで、R⊥は法接続∇⊥の曲率テンソル、AはMのシェイプ作用素であ
り、{ej}は TMの正規直交基底である。R⊥を Riemann部分多様体Mの法曲率型テンソル
と呼ぶことにする。

内積を持つベクトル空間 Vに対して、Vの交代線形写像の全体をA(V )で表し、A(V )上
の内積 ( , )を

(A,B) = −tr(AB) (A,B ∈ A(V ))

で定める。

補題 3.1.2 ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 ∈ C∞(T⊥M) に対して、次の (1)から (4)が成り立つ。特に法曲率
型テンソル R⊥は法ベクトル空間の曲率型テンソルになる。

28
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(1) R⊥(ξ1, ξ2) + R⊥(ξ2, ξ1) = 0,

(2) R⊥(ξ1, ξ2)ξ3 + R⊥(ξ2, ξ3)ξ1 + R⊥(ξ3, ξ1)ξ2 = 0,

(3) 〈R⊥(ξ1, ξ2)ξ3, ξ4〉 + 〈ξ3,R
⊥(ξ1, ξ2)ξ4〉 = 0,

(4) 〈R⊥(ξ1, ξ2)ξ3, ξ4〉 = 〈R⊥(ξ3, ξ4)ξ1, ξ2〉 = −1
2
([Aξ1 , Aξ2 ], [Aξ3 , Aξ4 ]).

証明 一般に、曲率テンソルR̄を持つ Riemann多様体M̄内の Riemann部分多様体Mの
法曲率テンソル R⊥とシェイプ作用素 Aは、Ricciの方程式 (命題 1.3.8)

〈R̄(X, Y )ξ, η〉 = 〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉 (X,Y ∈ TM, ξ, η ∈ T⊥M)

を満たす。特にM̄が定曲率 cを持つ定曲率空間のときは、

〈R̄(X̄, Ȳ )Z̄, W̄ 〉 = c(〈X̄, W̄ 〉〈Ȳ , Z̄〉 − 〈X̄, Z̄〉〈Ȳ , W̄ 〉)

を満たすので、
〈R̄(X,Y )ξ, η〉 = c(〈X, η〉〈Y, ξ〉 − 〈X, ξ〉〈Y, η〉) = 0.

したがって、Ricciの方程式 (命題 1.3.8)より、

〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 = 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉

が成り立つ。
R⊥の定義より、(1)が成り立つことがわかる。

〈R⊥(ξ1, ξ2)ξ3, ξ4〉 =

〈
n∑

j=1

R⊥(Aξ1ej, Aξ2ej)ξ3, ξ4

〉

=
n∑

j=1

〈R⊥(Aξ1ej, Aξ2ej)ξ3, ξ4〉

=
n∑

j=1

〈[Aξ3 , Aξ4 ]Aξ1ej, Aξ2ej〉 (Ricciの方程式 (命題 1.3.8))

=
n∑

j=1

〈Aξ2 [Aξ3 , Aξ4 ]Aξ1ej, ej〉 (Aの対称性)

= tr(Aξ2 [Aξ3 , Aξ4 ]Aξ1)

=
1

2
tr(Aξ2 [Aξ3 , Aξ4 ]Aξ1) +

1

2
trt(Aξ2 [Aξ3 , Aξ4 ]Aξ1).

ここで、
tr(Aξ2 [Aξ3 , Aξ4 ]Aξ1) = tr(Aξ1Aξ2 [Aξ3 , Aξ4 ])
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であり、

trt(Aξ2 [Aξ3 , Aξ4 ]Aξ1) = tr(tAξ1
t[Aξ3 , Aξ4 ]

tAξ2)

= −tr(Aξ1 [Aξ3 , Aξ4 ]Aξ2) ([Aξ3 , Aξ4 ] ∈ A(TM))

= −tr(Aξ2Aξ1 [Aξ3 , Aξ4 ])

となるので、

〈R⊥(ξ1, ξ2)ξ3, ξ4〉 =
1

2
tr([Aξ1 , Aξ2 ][Aξ3 , Aξ4 ]).

以上より、

〈R⊥(ξ1, ξ2)ξ3, ξ4〉 = 〈R⊥(ξ3, ξ4)ξ1, ξ2〉

=
1

2
tr([Aξ1 , Aξ2 ][Aξ3 , Aξ4 ])

= −1

2
([Aξ1 , Aξ2 ], [Aξ3 , Aξ4 ])

したがって、(4)を得る。
さらに、

〈R⊥(ξ1, ξ2)ξ3, ξ4〉 =
1

2
tr([Aξ1 , Aξ2 ][Aξ3 , Aξ4 ])

= −1

2
tr([Aξ1 , Aξ2 ][Aξ4 , Aξ3 ])

= −〈R⊥(ξ1, ξ2)ξ4, ξ3〉
= −〈ξ3, R

⊥(ξ1, ξ2)ξ4〉

となるので、(3)を得る。
(4)を示すときに途中ででてきた等式より、

〈R⊥(ξ1, ξ2)ξ3, ξ4〉 = tr(Aξ2 [Aξ3 , Aξ4 ]Aξ1)

= tr(Aξ2Aξ3Aξ4Aξ1) − tr(Aξ2Aξ4Aξ3Aξ1)

= tr(Aξ1Aξ2Aξ3Aξ4) − tr(Aξ3Aξ1Aξ2Aξ4).

これにξiの添え字 iの集合 {1, 2, 3}の巡回置換を施して加えると、

〈R⊥(ξ1, ξ2)ξ3 + R⊥(ξ2, ξ3)ξ1 + R⊥(ξ3, ξ1)ξ2, ξ4〉 = 0.

よって、
R⊥(ξ1, ξ2)ξ3 + R⊥(ξ2, ξ3)ξ1 + R⊥(ξ3, ξ1)ξ2 = 0

となり、(2)を得る。

補題 3.1.3 Mの一点で、R⊥ = 0となる必要十分条件は、R⊥ = 0である。
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証明 R⊥ = 0と仮定すると、任意の X, Y ∈ TMに対して、R⊥(X,Y ) = 0となる。R⊥

の定義より、任意のξ, η ∈ T⊥Mに対して、R⊥(ξ, η) = 0が成り立つ。
次に R⊥ = 0と仮定する。補題 3.1.2の (4)より、任意のξ, η ∈ T⊥Mに対して

0 = 〈R⊥(ξ, η)ξ, η〉

= −1

2
([Aξ, Aη], [Aξ, Aη])

= −1

2
|[Aξ, Aη]|2.

よって、[Aξ, Aη] = 0となり、Ricciの方程式 (命題 1.3.8)より、R⊥ = 0がわかる。

命題 3.1.4 Mの一点 pにおいて、

Span{R⊥(X, Y ) | X, Y ∈ Tp(M)} = Span{R⊥(ξ, η) | ξ, η ∈ T⊥
p (M)}.

証明 補題 3.1.2の (1)と (3)より、R⊥は

R⊥(ξ ∧ η) = R⊥(ξ, η)

と定めることによって、
R⊥ : ∧2(T⊥M) → A(T⊥M)

とみなすことができる。同様に、

R⊥ : ∧2(TM) → A(T⊥M)

を定める。
L : ∧2(T⊥M) → A(TM)

を L(ξ ∧ η) = [Aξ, Aη]によって定める。また、同型写像

h : A(TM) → ∧2(TM)

を
〈h−1(x ∧ y)u, v〉 = 〈x, u〉〈y, v〉 − 〈y, u〉〈x, v〉 (x, y, u, v ∈ TM)

によって定める。

〈h−1(ei ∧ ej)ek, el〉 = 〈ei, ek〉〈ej, el〉 − 〈ej, ek〉〈ei, el〉 = δikδjl − δjkδil

となるので、

h−1(ei ∧ ej) = δikδjle
∗
k ⊗ el − δjkδile

∗
k ⊗ el = e∗i ⊗ ej − e∗j ⊗ ei.

これより、
h(e∗i ⊗ ej − e∗j ⊗ ei) = ei ∧ ej.

したがって、A ∈ A(TM)に対して、

h(A) =
1

2

∑

ij

〈Aei, ej〉ei ∧ ej =
∑

i<j

〈Aei, ej〉ei ∧ ej

が成り立つ。
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補題 3.1.5 R⊥ = −R⊥hLが成り立つ。

証明 ξ, η ∈ T⊥Mに対して、

−R⊥hL(ξ ∧ η) = −R⊥h([Aξ, Aη])

= −R⊥1

2

∑

ij

〈[Aξ, Aη]ei, ej〉ei ∧ ej

= −1

2

∑

ij

〈[Aξ, Aη]ei, ej〉R⊥(ei, ej)

= −1

2

∑

ij

〈(AξAη − AηAξ)ei, ej〉R⊥(ei, ej)

= −1

2

∑

ij

(〈AξAηei, ej〉 − 〈AηAξei, ej〉)R⊥(ei, ej)

= −1

2

∑

ij

(〈AξAηei, ej〉 − 〈ei, AξAηej〉)R⊥(ei, ej)

= −1

2
(
∑

i

R⊥(ei, AξAηei) −
∑

j

R⊥(AξAηej, ej))

=
∑

i

R⊥(AξAηei, ei)

=
∑

ij

R⊥(Aξ〈Aηei, ej〉ej, ei)

=
∑

ij

〈Aηei, ej〉R⊥(Aξej, ei)

=
∑

ij

〈ei, Aηej〉R⊥(Aξej, ei) (Aの対称性)

=
∑

j

R⊥(Aξej, Aηej)

= R⊥(ξ, η)

= R⊥(ξ ∧ η).

以上より、R⊥ = −R⊥hLが成り立ち、証明が完結する。

∧2(TM)に h : A(TM) → ∧2(TM)が線形等長写像になるように内積 (( , ))を入れる。
すなわち、v, w ∈ ∧2(TM)に対して、

((v, w)) = (h−1(v), h−1(w)) = −tr(h−1(v)h−1(w))

によって定める。

補題 3.1.6 kerR⊥ = (hL(∧2(T⊥M)))⊥が成り立つ。
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証明 ξ, η ∈ T⊥Mに対して、

((ek ∧ el, hL(ξ ∧ η)))

= −tr(h−1(ek ∧ el)L(ξ ∧ η))

= −tr(h−1(ek ∧ el)[Aξ, Aη])

= −tr([Aξ, Aη]h
−1(ek ∧ el))

= −
∑

s

〈[Aξ, Aη]h
−1(ek ∧ el)es, es〉

= −〈[Aξ, Aη]el, ek〉 + 〈[Aξ, Aη]ek, el〉
= 2〈[Aξ, Aη]ek, el〉
= 2〈R⊥(ek ∧ el)ξ, η〉. (Ricciの方程式 (命題 1.3.8))

よって、

〈R⊥(ek ∧ el)ξ, η〉 =
1

2
((ek ∧ el, hL(ξ ∧ η)))

となり、任意の u ∈ ∧2(TM)に対しても、

〈R⊥(u)ξ, η〉 =
1

2
((u, hL(ξ ∧ η)))

が成り立つ。この等式より、kerR⊥ = (hL(∧2(T⊥M)))⊥が成り立つことがわかる。

命題 3.1.4の証明 補題 3.1.5と補題 3.1.6より、

R⊥(∧2(TM)) = R⊥hL(∧2(T⊥M)) (補題 3.1.6)

= R⊥(∧2(T⊥M)). (補題 3.1.5)

以上で、命題 3.1.4が証明された。

3.2 Riemann部分多様体の制限法ホロノミー群

この章の目的である次の定理をこの節で証明する。

定理 3.2.1 Mを定曲率空間Qの Riemann部分多様体とする。x ∈ Mをとり、Φ∗を点 xに
おけるMの法接続の制限ホロノミー群とする。このとき、Φ∗はコンパクトになり、xにお
ける法ベクトル空間は、順序を除いて一意的な次のような直交直和分解

T⊥
x M = V0 ⊕ · · · ⊕ Vk

を持つ。ここで、各 ViはΦ∗不変部分ベクトル空間であり、Φ∗の正規 Lie部分群Φ0, . . . , Φk

が存在し、次の条件を満たす。

(1) Φ∗ = Φ0 × · · · × Φk. (直積)
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(2) i 6= jのとき、Φiは Vjに自明に作用する。

(3) Φ0 = {1}であり、i ≥ 1のとき、Φiは Viに既約に作用し、ある既約 Riemann対称空
間の線形イソトロピー表現と同値になる。

証明 c(1) = xを満たす曲線 c : [0, 1] → Mに対して、T⊥
x M上の曲率型テンソル c∗R⊥を

c∗R⊥(u, v)w = τcR
⊥
q (τ−1

c u, τ−1
c v)τ−1

c w

で定める。ここで、c(0) = qである。T⊥
x M上の曲率型テンソル全体の空間の部分ベクトル

空間 Sを
S = Span{c∗R⊥ | c : [0, 1] → M は c(1) = xを満たす曲線 }

で定める。Ambrose-Singerの定理 (定理 1.1.15)より、

Span{τc ◦ R⊥(X, Y ) ◦ τ−1
c | c : [0, 1] → M は c(1) = xを満たす曲線で X,Y ∈ Tc(0)M}

は、Mの点 xにおける法接続に関する制限法ホロノミー群Φ∗の Lie環 gに一致する。した
がって、命題 3.1.4より、

g = Span{Q(u, v) | Q ∈ S, u, v ∈ T⊥
x M}

が成り立つ。以上より、Φ∗に定理 2.2.3を適用することができる。その結果、Φ∗はコンパク
トになり、T⊥

x Mは順序を除いて一意的な次のような直交直和分解

T⊥
x M = V0 ⊕ · · · ⊕ Vk

を持つ。ここで、各 ViはΦ∗不変部分ベクトル空間であり、Φ∗の正規 Lie部分群Φ0, . . . , Φk

が存在し、次の条件を満たす。

(1) Φ∗ = Φ0 × · · · × Φk. (直積)

(2) i 6= jのとき、Φiは Vjに自明に作用する。

(3) Φ0 = {1}であり、i ≥ 1のとき、Φiは Viに既約に作用する。

i ≥ 1に対して c∗i R
⊥が Vi上 0にならないように ciを選ぶ。このとき、各 [Vi, c

∗
i R

⊥, Φi]は
既約ホロノミー系になる。補題 3.1.2の (4)より、ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 ∈ Viに対して、ξ̄j = τ−1

c ξjと
おくと、

〈c∗i R⊥(ξ1, ξ2)ξ3, ξ4〉 = 〈τcR
⊥(τ−1

c ξ1, τ
−1
c ξ2)τ

−1
c ξ3, ξ4〉

= 〈c∗i R⊥(ξ̄1, ξ̄2)ξ̄3, ξ̄4〉

= −1

2
〈[Aξ̄1 , Aξ̄2 ], [Aξ̄3 , Aξ̄4 ]〉.
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これより、

〈c∗i R⊥(ξ1, ξ2)ξ2, ξ1〉 =
1

2
|[Aξ̄1 , Aξ̄2 ]|

2 ≥ 0

となり、スカラー曲率が 0になる必要十分条件は、cの始点でのすべてのシェイプ作用素が
可換になることであり、Ricciの方程式 (命題 1.3.8)より、これは ciの始点で R⊥ = 0とな
ることと同値である。よって c∗i R

⊥のスカラー曲率が 0になる必要十分条件は、c∗i R
⊥ = 0

になることである。ciのとり方より、c∗i R
⊥のスカラー曲率は 0にならないので、系 2.3.6を

既約ホロノミー系 [Vi, c
∗
i R

⊥, Φi]に適用すると、Φiの Viへの表現は、既約 Riemann対称空
間の線形イソトロピー表現と同値になる。以上で定理が証明された。
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4.1 半単純Riemann対称空間の制限ルート系

この節では s表現の軌道を等質空間として表すために、半単純 Riemann対称空間の制限
ルート系を導入する。
注意 1.2.21で述べたように、s表現を考える際は、非コンパクト型Riemann対称対 (G,K)

に対応する非コンパクト型 Riemann対称空間 G/Kの線形イソトロピー表現を考えればよ
い。ここで、Gは G/Kの等長変換全体の成す Lie群の単位連結成分 I0(G/K)に一致して
いるとする。非コンパクト型対称空間は Euclid空間に微分同型になることが知られている
ので、特に G/Kは単連結になる。Gは連結だから、Kも連結になる。

g = k + pを Riemann対称対 (G,K)に対応する Cartan分解とする。To(G/K)と pを同
一視すると、イソトロピー部分群Kの To(G/K)への表現は、Adによる pへの表現と同一
視される。p内の極大可換部分空間 aをとる。

定理 4.1.1 次の等式が成り立つ。

p =
⋃

k∈K

Ad(k)a.

この定理より、Kの pへの作用を考える際は、aを不変にする Kの元の作用を調べるこ
とが重要になる。その作用を記述するのが、次に定義するWeyl群である。

定義 4.1.2 Kの閉 Lie部分群 NK(a)と ZK(a)を

NK(a) = {k ∈ K | Ad(k)a = a}
ZK(a) = {k ∈ K | Ad(k)A = A (A ∈ a)}

によって定めると、剰余群NK(a)/ZK(a)は有限群になる。これを Riemann対称空間G/K

のWeyl群と呼び、W (G/K)で表す。定め方より、W (G/K)は自然に aに線形に作用する。

Weyl群G/Kの aへの作用を詳しく調べるために、以下で Riemann対称空間のルート系
を定義する。各 A ∈ aについて、adAは対角化可能になるので、{adA | A ∈ a}は同時対
角化可能になる。そこで、k内の aの中心化部分環を k0とし、λ ∈ a∗に対して

gλ = {X ∈ g | [A,X] = λ(A)X (A ∈ a)}

36
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とおいたとき、
g = k0 + a +

∑

λ∈a∗−{0}
gλ

が成り立つ。gは有限次元だから、有限個のλ ∈ a∗ − {0}を除いて gλ = {0}となる。よっ
て、a∗ − {0}の有限部分集合

Λ = {λ ∈ a∗ − {0} | gλ 6= {0}}

が定まり、
g = k0 + a +

∑

λ∈Λ

gλ

が成り立つ。Λを Riemann対称空間G/Kの aに関する制限ルート系と呼び、Λの元を制限
ルートと呼ぶ。また、gλを制限ルート空間と呼び、上の gの直和分解を制限ルート空間分
解と呼ぶ。λ, µ ∈ Λに対して、X ∈ gλと Y ∈ gµをとると、A ∈ aについて

[A, [X,Y ]] = [[A,X], Y ] + [X, [A, Y ]] (Jacobi律)

= λ(A)[X, Y ] + µ(A)[X,Y ]

= (λ + µ)(A)[X,Y ].

よって [X,Y ] ∈ gλ+µとなり、
[gλ, gµ] ⊂ gλ+µ

が成り立つ。

{A ∈ a | λ(A) 6= 0 (λ ∈ Λ)}

の各連結成分をWeyl領域と呼ぶ。

定理 4.1.3 Weyl群W (G/K)はWeyl領域全体の集合の置換を引き起こし、単純推移的に
作用する。

Weyl領域 C0を一つとり、固定しておく。

Λ+ = {λ ∈ Λ | λ(C0) > 0}

とおくと、Λ = Λ+ ∪ (−Λ+)となる。λ ∈ Λに対して

kλ = {X ∈ k | (adA)2X = λ2(A)X (A ∈ a)}
pλ = {X ∈ p | (adA)2X = λ2(A)X (A ∈ a)}

とおく。
kλ = k−λ, pλ = p−λ
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が成り立つ。A ∈ aに対して

adA(k) ⊂ p, adA(p) ⊂ k

となるので、
gλ + g−λ = kλ + pλ

が成り立つ。したがって、制限ルート空間分解より、直和分解

k = k0 +
∑

λ∈Λ+

kλ, p = a +
∑

λ∈Λ+

pλ

を得る。λ, µ ∈ Λ+に対して

[kλ, pµ] ⊂ [gλ + g−λ, gµ + g−µ] ∩ p

= (gλ+µ + gλ−µ + g−λ+µ + g−λ−µ) ∩ p

= pλ+µ + pλ−µ

となるので、
[kλ, pµ] ⊂ pλ+µ + pλ−µ

が成り立つ。

4.2 s表現の軌道

4.1節の設定のもとで、A0 ∈ pをとり、軌道M = Ad(K)A0について考える。定理 4.1.1

より、A0 ∈ aとすることができ、さらに、定理 4.1.3より、A0 ∈ C̄0としてよい。Λの部分
集合Λ0(A0)とΛ+(A0)を

Λ0(A0) = {λ ∈ Λ+ | λ(A0) = 0}
Λ+(A0) = {λ ∈ Λ+ | λ(A0) > 0}

によって定めると、

k = k0 +
∑

λ∈Λ+

kλ = k0 +
∑

λ∈Λ0(A0)

kλ +
∑

λ∈Λ+(A0)

kλ,

p = a +
∑

λ∈Λ+

pλ = a +
∑

λ∈Λ0(A0)

pλ +
∑

λ∈Λ+(A0)

pλ

となる。そこで、
kA0 = k0 +

∑

λ∈Λ0(A0)

kλ, pA0 = a +
∑

λ∈Λ0(A0)

pλ

とおくと、kA0は k内のA0の中心化部分環になり、pA0は p内のA0の中心化部分空間になる。

k+(A0) =
∑

λ∈Λ+(A0)

kλ, p+(A0) =
∑

λ∈Λ+(A0)

pλ
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とおくと、
k = kA0 + k+(A0), p = pA0 + p+(A0)

が成り立つ。
X ∈ kに対して、

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Ad(exp tX)A0 = [X, A0]

となる。ここで、λ ∈ Λ+(A0)に対して、

(adA0)
2|kλ+pλ

= λ2(A0)|kλ+pλ
6= 0

だから、
adA0 : k+(A0) → p+(A0), adA0 : p+(A0) → k+(A0)

は線形同型写像になる。M = Ad(K)A0の A0における接ベクトル空間 TA0Mは

TA0M = [k, A0] = [k+(A0), A0] = p+(A0)

となる。p+(A0)が接ベクトル空間になるので、Mの A0における法ベクトル空間は pA0に
なる。

TA0M = p+(A0), T⊥
A0

M = pA0 .

A0におけるKのイソトロピー部分群

KA0 = {k ∈ K | Ad(k)A0 = A0}

の Lie環は kA0に一致し、等質空間K/KA0の原点における接ベクトル空間は k+(A0)と同一
視することができる。

f : K/KA0 → M ; kKA0 7→ Ad(k)A0

は微分同型写像になる。X ∈ k+(A0)に対して、fの eKA0 ∈ K/KA0における微分写像は

f∗(X) = [X, A0] = −ad(A0)X

となるので、
f∗ = −ad(A0) : k+(A0) → p+(A0)

が成り立つ。
G の左不変 Riemann 計量は Kに両側不変 Riemann 計量を誘導し、K/KA0に正規等質

Riemann計量を誘導する。この計量、またはその定数倍に関して、f : K/KA0 → Mは、一
般的には等長的にならない。これは次のようにしてわかる。λ ∈ Λ+をとる。x, y ∈ kλに対
して、

〈f∗x, f∗y〉 = 〈[A0, x], [A0, y]〉 = B([A0, x], [A0, y])

= −B([A0, [A0, x]], y) = −λ2(A0)B(x, y)

= λ2(A0)〈x, y〉.
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すなわち、
〈f∗x, f∗y〉 = λ2(A0)〈x, y〉 (x, y ∈ kλ)

となるので、K/KA0の正規等質Riemann計量を定数倍して fが等長的になるための必要十
分条件は、λ ∈ Λ+(A0)に対してλ(A0)が一定値をとることである。

K/KA0の正規等質 Riemann計量に関する測地線の fによる像に沿ったMの法ベクトル
束の平行移動は次の補題からわかる。まず、K/KA0の測地線の fによる像は、X ∈ k+(A0)

と k ∈ Kによって、

c(t) = f(k exp tX · KA0) = Ad(k exp tX)A0

と表される。

補題 4.2.1 (Heintze-Olmos [5]) X ∈ k+(A0)と k ∈ Kによって、M = Ad(K)A0の曲線
c(t) = Ad(k exp tX)A0を定め、ξ ∈ pA0をとってξ(t) = Ad(k exp tX)ξとおくと、ξ(t)は曲
線 c(t)に沿った平行法ベクトル場になる。

証明 Kは pに等長的に作用するので、ξ(t) = Ad(k exp tX)ξは、c(t)に沿ったMの法
ベクトル場になる。Euclid空間 pの Levi-Civita接続を∇̄で表すと、

∇̄c′(t0)ξ(t) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

ξ(t)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

Ad(k exp tX)ξ

=
d

ds

∣∣∣∣∣
s=0

Ad(k exp(t0 + s)X)ξ

=
d

ds

∣∣∣∣∣
s=0

Ad(k exp t0X)Ad(exp sX)ξ

= Ad(k exp t0X)[X, ξ]

となる。ここで、

[k+(A0), pA0 ] =


 ∑

λ∈Λ+(A0)

kλ, a +
∑

µ∈Λ0(A0)

pµ




⊂
∑

λ∈Λ+(A0)

pλ +
∑

λ∈Λ+(A0)

µ∈Λ0(A0)

[kλ, pµ]

⊂
∑

λ∈Λ+(A0)

pλ +
∑

λ∈Λ+(A0)

µ∈Λ0(A0)

(pλ+µ + pλ−µ).

λ ∈ Λ+(A0), µ ∈ Λ0(A0) に対して (λ ± µ)(A0) > 0 だから、λ ± µ ∈ ±Λ+(A0) となる。
よって、

[k+(A0), pA0 ] ⊂ p+(A0) = TA0M
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より、[X, ξ] ∈ TA0Mとなる。Ad(k exp t0X)は pに等長的に作用し、Mを不変にするので、

∇̄c′(t0)ξ(t) = Ad(k exp t0X)[X, ξ] ∈ Tc(t0)M

が成り立つ。Mの法接続を∇⊥で表すと、定義 1.3.3より、∇⊥
c′(t0)ξ(t) = 0となる。よって、

ξ(t)は c(t)に沿ったMの平行法ベクトル場になる。

4.3 s表現の等径軌道

この節では s表現の軌道の制限ルート系による等質空間としての表示を使って、Weyl領
域の軌道が等径部分多様体になることを証明する。

補題 4.3.1 A0がWeyl領域に含まれていると仮定すると、KA0 = ZK(a)が成り立つ。

証明 A0はWeyl領域に含まれているので、Λ0(A0) = ∅となり、

TA0M =
∑

λ∈Λ

pλ, T⊥
A0

M = a

が成り立つことに注意しておく。
定め方より ZK(a) ⊂ KA0は明らかだから、以下で逆の包含関係を示す。k ∈ KA0をとる
と、Ad(k)はMに作用しA0を固定するので、T⊥

A0
Mを不変にする。したがって、Ad(k)a = a

となり、kはNK(a)に含まれる。A0はあるWeyl領域Cに含まれているので、Ad(k)A0 = A0

より、kが代表するWeyl群の元wはWeyl領域Cを固定する。よって、定理 4.1.3より、wは
W (G/K) = NK(a)/ZK(a)の単位元になる。すなわち、k ∈ ZK(a)となり、KA0 ⊂ ZK(a)

を得る。以上でKA0 = ZK(a)が証明された。

定義 4.3.2 群Hが集合Xに作用しているとする。x ∈ Xに対して

Hx = {h ∈ H | h(x) = x}

とおく。x0 ∈ Xが、任意の x ∈ Xに対してある h ∈ Hが存在し Hx0 ⊂ hHxh
−1を満たすと

き、H(x0)をHの作用の主軌道と呼ぶ。

系 4.3.3 A ∈ aに対して、Ad(K)Aが s表現の主軌道であるための必要十分条件は、Aが
Weyl領域に含まれることである。

証明 A0がWeyl領域に含まれていると仮定すると、補題 4.3.1より、KA0 = ZK(a)が成
り立つ。任意の A ∈ aに対して、

KA0 = ZK(a) ⊂ KA
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が成り立つ。さらに、任意の X ∈ p に対して、定理 4.1.1より、ある k1 ∈ Kが存在し
Ad(k1)X ∈ aとなる。よって、

KAd(k1)X = {k ∈ K | Ad(k)Ad(k1)X = Ad(k1)X}
= {k ∈ K | Ad(k−1

1 kk1)X = X}
= k1{k′ ∈ K | Ad(k′)X = X}k−1

1 (k′ = k−1
1 kk1 とおく)

= k1KXk−1
1 .

これより、
KA0 ⊂ KAd(k1)X = k1KXk−1

1 .

したがって、Ad(K)A0は主軌道になる。
A ∈ aがWeyl領域に入っていないと仮定する。Λ0(A) 6= ∅となり、KAの Lie環 kAは

kA0 = k0 6= k0 +
∑

λ∈Λ0(A)

kλ = kA

を満たす。よって KA0 = ZK(a) ⊂ KAであり、KA0 6= KAとなり、Ad(K)Aは主軌道には
ならない。

定義 4.3.4 Riemann多様体内のRiemann部分多様体の法ベクトル束が平坦で、すなわち、
法曲率テンソルが 0になり、任意の局所平行法ベクトル場に関するシェイプ作用素の固有
値が一定のとき、その Riemann部分多様体を等径部分多様体と呼ぶ。

定理 4.3.5 s表現の主軌道M = Ad(K)A0は Euclid空間 pの等径部分多様体になる。さら
にMの法ベクトル束は大域的平坦になっている。すなわち、法ベクトル束の平行フレーム
が大域的に存在する。

証明 補題 4.3.1の証明中に述べたように、T⊥
A0

M = aとなっていることに注意しておく。
ξ ∈ aに対して、

ξ̄Ad(k)A0 = Ad(k)ξ (k ∈ K)

によって Mの法ベクトル場ξ̄を定める。Kは M = Ad(K)A0に作用しているので、ξ̄の定
め方が well-defined になることさえ示せば、ξ̄は Mの法ベクトル場になることがわかる。
k1, k2 ∈ Kが Ad(k1)A0 = Ad(k2)A0を満たすとすると、k−1

2 k1 ∈ KA0となり、補題 4.3.1よ
り、k−1

2 k1 ∈ ZK(a)が成り立つ。よって、Ad(k−1
2 k1)ξ = ξ、すなわち、Ad(k1)ξ = Ad(k2)ξ

となり、ξ̄は well-definedになる。
補題 4.2.1で扱ったMの曲線 c(t)は、M = K/KA0の正規等質 Riemann計量に関するす
べての測地線を表示できるので、すべての点のすべての方向の接ベクトルに接することが
できる。さらに∇⊥

c′(t)ξ̄ = 0となり、ξ̄はMの平行法ベクトル場になる。したがって、Mの
法ベクトル束は大域的平坦になる。

Mの平行法ベクトル場ξ̄は、上で構成したように、Kの作用で定まるので、シェイプ作用
素 Aξ̄の固有値は一定になる。以上で、Mは等径部分多様体になることがわかった。
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4.4 s表現の軌道の法ホロノミー群

4.2節で求めた s表現の軌道の制限ルート系による等質空間としての表示を使って、s表
現の軌道の法ホロノミー群を求める。

定理 4.4.1 (H-O[5]) X = G/Kを非コンパクト型対称空間とし、G = I0(X)となってい
るとする。A0 ∈ ToXをとり、M = K ·A0 ⊂ ToXとおく。Mは ToXの充満部分多様体、す
なわち ToX内の非自明アファイン部分空間に含まれていない Riemann部分多様体と仮定
する。このとき、Mの法ホロノミー表現は、Kの A0におけるイソトロピー部分群KA0の、
Mの A0における法ベクトル空間 T⊥

A0
Mへの作用を効果的にしたものに同値になる。さら

に、制限法ホロノミー表現は、Riemann対称空間 ExpT⊥
A0

M = PA0のホロノミー表現に一
致する。

証明 正規等質 Riemann計量に関するK/KA0の測地線は、X ∈ k+(A0)と k ∈ Kによっ
て、c(t) = Ad(k exp tX)A0と表すことができる。補題 4.2.1より、曲線 cに沿った法接続に
関する平行移動は、Ad(k exp tX) ∈ Ad(K)になる。Mの任意の曲線はK/KA0の正規等質
Riemann計量に関する測地線の fによる像によって近似される。Ad(K)は、O(p)のコン
パクト部分群だから、Mの任意の曲線に沿った法接続に関する平行移動も Ad(K)の元に
なる。したがって、

LA0 = {k ∈ KA0 | Ad(k)は pA0上恒等写像 }

とおくと、KA0のある部分群Hが存在し、MのA0における法ホロノミー群の表現は、H/LA0

の pA0への随伴作用と同値になる。
以下でH = KA0を示す。

H̃ = {exp x1 · · · exp xr | r ∈ N, xi ∈ k+(A0)}

とおく。K/KA0の正規等質 Riemann計量に関する区分的測地線は、Xi ∈ k+(A0)と xi =

(ti − ti−1)Xiによって

(exp x1 · · · exp xi−1 exp(t − ti−1)Xi)KA0 (t ∈ [ti−1, ti], i = 1, . . . , r)

と表される。したがって、H ⊃ H̃ ∩KA0が成り立つ。H̃はKの弧状連結部分群になるので、
山辺の定理 [17] H̃はKの Lie部分群になる。H̃の Lie環をh̃で表すと、h̃ ⊃ k+(A0)となる。
よって、さらにh̃ ⊃ [k+(A0), k+(A0)] + k+(A0) が成り立つ。[k+(A0), k+(A0)] + k+(A0) = k

を示すために、[k+(A0), k+(A0)] + k+(A0)に直交するX ∈ kは 0のみであることを示す。ま
ずX ∈ kA0となることがわかる。

0 = 〈X, [k+(A0), k+(A0)]〉 = 〈[X, k+(A0)], k+(A0)〉

となり、[X, k+(A0)] ⊂ k+(A0)だから、[X, k+(A0)] = 0。K/KA0は正規等質Riemann計量を
持つので、K/KA0 = exp(k+(A0))KA0となる。これを fで写すと、M = Ad(exp(k+(A0)))A0
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を得る。Y ∈ k+(A0)に対して、[X, Y ] = 0となるので、

Ad(exp tX)Ad(exp Y )A0 = Ad(exp tX exp Y )A0

= Ad(exp(Ad(exp tX)Y ) exp tX)A0

= Ad(exp Y )Ad(exp tX)A0

= Ad(exp Y )A0. (X ∈ kA0)

Ad(exp tX)はM上恒等写像になる。仮定よりMは充満部分多様体だから、Ad(exp tX)は
p 上恒等写像になる。これより、すべての t ∈ R について exp tX = e となる。よって、
X = 0となり、

k = [k+(A0), k+(A0)] + k+(A0).

したがって、h̃ = kを得る。H̃とKはともに連結だから、H̃ = Kが成り立つ。したがって、
H = KA0となり、Mの法ホロノミー表現は、KA0/LA0のMの A0における法ベクトル空間
T⊥

A0
Mへの作用に同値になる。

pA0の定め方より、[pA0 , pA0 ] ⊂ kA0となる。さらに、[kA0 , pA0 ] ⊂ pA0だから、pA0は p内の
Lie triple systemになる。pA0はMのA0における法ベクトル空間に対応しているので、PA0

はX = G/Kの全測地的部分多様体になり、特にRiemann対称空間になる。gA0 = kA0 +pA0

とおくと、(gA0 , kA0)は PA0に対応する直交対称 Lie代数になる。これは一般には効果的に
はならないので、LA0の Lie環で kA0を割ったものをk̄A0で表すと、ḡA0 = k̄A0 + pA0が対応す
る効果的な Lie代数になる。k̄A0に対応する連結 Lie部分群は、KA0/LA0の単位連結成分に
一致する。この単位連結成分をK̄A0で表す。Riemann対称空間を Euclid成分と半単純成分
とに分解したとき、半単純成分への線形イソトロピー表現は定まるので、Euclid成分への
K̄A0の作用が自明になることを示せばよい。

a0 = {v ∈ pA0 | [v, w] = 0 (w ∈ pA0)}

とおくと、a0は pA0の Euclid成分になる。K̄A0が a0に自明に作用することを示しておく。

〈[kA0 , a0], pA0〉 = 〈kA0 , [a0, pA0 ]〉 = 0

となるので、kA0は a0に自明に作用する。したがって、K̄A0も a0に自明に作用する。

定理 4.4.2 表現ρが、s表現の軌道の制限法ホロノミー表現と同値になるための必要十分条
件は、ρ = l · 1⊕ ρ′となり、l ≥ l0であり、l0 = l0(ρ

′)は以下に記述されたもので、ρ′は以下
の因子を含まない s表現である。
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型 コンパクト型 Riemann対称空間 Dynkin-Loos図形

(1) FII F4/Spin(9)
8

©◦ [7]

(2) G G G2/SO(4)
1

©≡>
1

©

(3) G2 コンパクト単純 Lie群
2

©≡>
2

©

(4) EIII E6/SO(10)T 1
6

©⇒
8

©◦ [1]

(5) FI F4/Sp(3)SU(2)
1

©—
1

©⇒
1

©—
1

©

(6) EII E6/SU(6)SU(2)
1

©—
1

©⇒
2

©—
2

©

(7) F4 コンパクト単純 Lie群
2

©—
2

©⇒
2

©—
2

©

(8) EV I E7/SO(12)SU(2)
1

©—
1

©⇒
4

©—
4

©

(9) EIX E8/E7SU(2)
1

©—
1

©⇒
8

©—
8

©

(10) EV E7/SU(8)
1

©—
1

©—

©1

|
©

1

—
1

©—
1

©—
1

©—
1

©

(11) E8 コンパクト単純 Lie群
2

©—
2

©—

©2

|
©

2

—
2

©—
2

©—
2

©—
2

©
以上の既約 Riemann 対称空間の Dynkin-Loos 図形は、他の既約 Riemann 対称空間の
Dynkin-Loos 図形の部分図形にならないもの全体である。これらを因子として含まない
s表現ρ′に対して、l0(ρ

′)はρ′に対応する Dynkin-Loos図形を含む Dynkin-Loos図形に拡張
するために必要な頂点の最小数である。

証明 定理 4.4.1より、PA0で表される対称空間をすべて決定すればよい。PA0をRl × P ′

と Euclid 空間と半単純対称空間 P ′の直積に分解する。これに対応する pA0の直和分解を
pA0 = a0 + p′と表す。すると、p′ = a′ +

∑
λ∈Λ0(A0) pλ となり、

a0 = {A ∈ a | λ(A) = 0 (λ ∈ Λ0(A0))}
a′ = Span{vλ | λ ∈ Λ0(A0)}.

ただし、vλはλの双対ベクトルである。
重複度付きのルート系ΛとΛ0は対称空間Xと P ′を定め、l = rankΛ− rankΛ0となるので、
問題は次のルート系に関する問題に帰着する。問題：ルート系Λに対して、どのΛの既約成
分とも直交しないベクトル A0が存在し、Λ0 = {λ ∈ Λ | λ(A0) = 0} となるΛ0をすべて決定
せよ。さらに、単純ルート系の場合に帰着する。

ΛのWeyl閉領域 C ⊂ aを A0 ∈ Cを満たすようにとり、Πを Cに関する基本ルート系と
する。このとき、任意のλ ∈ Λに対してλ(A0) ≥ 0となる。さらに、Π0 = Π ∩ Λ0はΛ0の基
本系になることが、次のようにわかる。λ ∈ Λ0に対して、λ =

∑
πi∈Π αiπiでαi ≥ 0となる

か、または、−λ =
∑

πi∈Π αiπiでαi ≥ 0となる。これを A0に作用させると、

0 = λ(A0) =
∑

πi∈Π

αiπi(A0).
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を得る。よって、すべての iについてαiπi(A0) = 0となる。これより、λまたは−λはΠ0内
のルートの非負係数の線形結合で表される。つまり、P ′の Dynkin-Loos 図形∆0は、Xの
Dynkin-Loos図形∆から l個の頂点を取り除いて、重複度をそのままにしたものになる。こ
のとき、A0に対する条件は、∆0は∆の連結成分を含まないことと同値になる。以上のこと
と次の補題から定理 4.4.2は従う。

補題 4.4.3 Vを Euclid空間とし、Λ ⊂ V ∗を単純基本系Π ⊂ Λを持つルート系とする。こ
のとき、任意の部分集合Π′ ⊂ Πに対して、ある A0 ∈ Vが存在し、

Π′ = {λ ∈ Π | λ(A0) = 0}

が成り立つ。

証明 λ ∈ Λに対して、Hλ = kerλとおく。各λ ∈ Λに対して Hλは、Cの壁の一つにな
る。そこで、∩λ∈Π′Hλの内部から A0をとると、A0は望む条件を満たす。
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任意の曲線に沿った平行法ベクトル場に関するシェイプ作用素の固有値が、その曲線上一定
になる部分多様体を定主曲率部分多様体と呼ぶ。この章の目的は、Euclid空間内のRiemann

部分多様体が定主曲率部分多様体になるための必要十分条件は、等径部分多様体または等
径部分多様体の焦点部分多様体になることであるという Heintze-Olmos-Thorbergsson [6]

の定理の証明の解説である。定理 3.2.1を応用する際に、4.3節で示した結果を使う。

5.1 定主曲率部分多様体と等径部分多様体

この章の主定理の主張を述べるために必要になる概念を定義し、法ホロノミー群に関す
る第 3章の結果を使って、主定理を証明する。

定義 5.1.1 Riemann多様体内の連結 Riemann部分多様体の任意の曲線に沿った平行法ベ
クトル場に関するシェイプ作用素の固有値が、その曲線上一定になるとき、その Riemann

部分多様体を定主曲率部分多様体と呼ぶ。

定義 5.1.2 MをRiemann多様体M̄の等径部分多様体とする。M上の平行法ベクトル場ξが
存在し、N = ExpT⊥M(ξ)となり、dim N = dim M (dim N < dim M)のとき、Nを等径部
分多様体Mの平行部分多様体 (焦点部分多様体)と呼ぶ。

定義 5.1.3 f : M → Rnとf̂ : M̂ → Rnを等長挿入とする。T⊥M̂の平行ベクトル場ξ

と全射π : M̂ → Mが存在し、ExpT⊥M̂ ◦ ξ = f ◦ πを満たし、さらに dim M < dim M̂

(dim M = dim M̂)が成り立つとき、fをf̂の焦点挿入 (平行挿入)と呼ぶ。どちらの場合も、

f(M) = {f̂(p̂) + ξ(p̂) | p̂ ∈ M̂}

が成り立つ。

定理 5.1.4 Euclid空間内の Riemann部分多様体が定主曲率部分多様体になるための必要
十分条件は、等径部分多様体または等径部分多様体の焦点部分多様体になることである。

この定理を証明するために、いくつかの準備をしておく。

47
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MをRnの連結 Riemann部分多様体とする。Mの法ベクトル束を T⊥Mで表す。Mの曲
線 cに沿った法接続∇⊥に関する平行移動をτ⊥

c で表す。p ∈ Mとξ ∈ T⊥
p Mをとり、

Holξ(M) = {τ⊥
c ξ | c : [0, 1] → Mは曲線、c(0) = p}

とおく。Holξ(M)をξを通る T⊥Mのホロノミー部分束と呼ぶ。Holξ(M)の各ファイバーは、
法ホロノミー群Φの軌道になる。定理 3.2.1より、Φの単位連結成分である制限法ホロノミー
群Φ∗はコンパクトになり、その法ベクトル空間への表現の非自明成分は s表現になる。さ
らに、定理 4.3.5より、s表現の主軌道は等径部分多様体になる。したがって、Φ∗ξをΦ∗の主
軌道とすると、Holξ(M) → Mのファイバーの連結成分は、法ベクトル空間の等径部分多様
体になる。Mの普遍被覆空間をM̃で表し、T⊥MのM̃への引戻しを T⊥M̃で表す。ξ ∈ T⊥M

の T⊥M̃への持ち上げをξ̃で表す。M̂ξ = Holξ̃(M̃)とおくと、これは T⊥M̃の部分多様体に
なる。|ξ|がMとその焦点集合との間の距離より小さいとき、写像

f̂ξ : M̂ξ → Rn, f̂ξ = ExpT⊥M̃ |M̂ξ

は挿入になる。この挿入f̂ξから誘導される計量をM̂ξに入れておく。π : M̂ξ → Mで、被覆
写像M̃ → Mから定まる標準的な射影を表すことにする。

定理 5.1.5 f : M → Rnを等長挿入とする。ξ ∈ T⊥Mを制限法ホロノミー群の主軌道の元
とし、|ξ|がMとその焦点との距離よりも小さいとする。このとき、等長挿入f̂ξ : M̂ξ → Rn

は次の性質を持つ。

(1) f̂ξ(M̂ξ) = ExpT⊥M(Holξ(M)).

(2) M̂ξは大域的に平坦な法ベクトル束を持つ。

(3) fはf̂ξの平行挿入であるか、または焦点挿入である。

(4) π : M̂ξ → MのファイバーはM̂ξ内で全測地的であり、Mの法ベクトル空間内の等径
部分多様体になる。

(5) M̂ξが完備になるための必要十分条件は、Mが完備になることである。

(6) M̂ξが等径部分多様体になるための必要十分条件は、Mが定主曲率部分多様体になる
ことである。

証明 (1)は構成の仕方より明らか。
局所的な議論をするときは、MとM̂はともに埋め込まれていて、|ξ|より大きいある正の
数εに対して、ExpT⊥Mは零断面のε管状近傍上で微分同型であると仮定することができる。
以下で (4)を示す。射影π : M̂ξ → Mから、M̂ξの Riemann計量に関して、p̂ ∈ M̂ξにお
ける接ベクトル空間 Tp̂M̂ξを、垂直部分空間 Vp̂ = kerπ∗p̂と水平部分空間Hp̂ = V⊥

p̂の直交直
和に分解することができる。Hに接するM̂ξの曲線を水平曲線と呼び、Vに接するM̂ξの曲
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線を垂直曲線と呼ぶ。垂直部分空間 Vp̂はπのp̂を通るファイバーの接ベクトル空間になる。
また、p = π(p̂)とおくと、平行移動によりHp̂ = TpMとみなせることをみておこう。

Mの曲線γ(t) をγ(0) = p を満たすようにとり、γ(t) に沿った平行法ベクトル場ξ(t) を
ξ(0) = p̂を満たすようにとる。すると、γ̂(t) = γ(t) + ξ(t)は、M̂ξを Rnの部分集合とみな
したときのM̂ξの曲線になる。ξ(t)は平行だから、

γ̂′(t) = γ′(t) + ∇⊥
γ′(t)ξ(t) − Aξ(t)γ

′(t) (∇⊥, AはMの法接続とシェイプ作用素)

= γ′(t) − Aξ(t)γ
′(t)

= (1 − Aξ(t))γ
′(t) ∈ Tγ(t)M.

γ̂′(t) は V に直交することになるので、γ̂(t) は水平曲線になり、γ̂(t) はγ̂(0) = p̂を満たす
γ(t)の水平持ち上げとみなすことができる。1 − Aξ(t)は非退化線形写像になるので、TpM

と Hp̂を同一視することができる。さらに、ζ ∈ T⊥
p̂ M̂ξをγ̂に沿って平行移動した法ベクト

ル場をζ(t)とすると、Âζ(t)はHγ̂(t)を不変にし、γ̂′(t) ∈ Hγ̂(t)だから、

ζ ′(t) = −Âζ(t)(γ̂
′(t)) ∈ Hγ̂(t) = Tγ(t)M

となる。よって、ζ(t)はγ(t)に沿ったMの平行法ベクトル場とみなすこともできる。
よって、T⊥

p M ⊃ Vp̂となり、T⊥
p̂ M̂ξ ⊂ T⊥

p Mが成り立つ。Lemma 5.1.6を適用するために、

N = Rn, N1 = p + T⊥
p M, N2 = M̂ξ

とおく。N1はNのアファイン部分空間だから、特に全測地的になる。Tp̂M̂ξ = Vp̂+Hp̂と直交
直和に分解し、Hp̂ = TpMと Vp̂ ⊂ T⊥

p Mが成り立つので、Tp̂N2 = Tp̂M̂ξは、Tp̂N1 = T⊥
p M

に対する鏡影に関して不変になる。よって Lemma 5.1.6を適用することができ、

N1 ∩ N2 = (p + T⊥
p M) ∩ M̂ξ = π−1(p)

は N2 = M̂ξ内で全測地的になる。さらに、M̂ξのシェイプ作用素をÂで表すと、

ζ ∈ Tp̂N1 ∩ T⊥
p̂ N2 = T⊥

p M ∩ T⊥
p̂ M̂ξ = T⊥

p̂ M̂ξ

に対して、Âζは
Tp̂N1 ∩ Tp̂N2 = T⊥

p M ∩ Tp̂(M̂ξ) = Vp̂

を不変にする。したがって、ÂζはHp̂も不変にし、分解 TMξ = V + Hを保つ。定理 3.2.1

より、制限法ホロノミー群の作用は s表現と同値になる。ξ ∈ T⊥
p Mを制限法ホロノミー群

の主軌道の元とすると、定理 4.3.5より、π : M̂ξ → Mのファイバーは法ベクトル空間内の
等径部分多様体になる。以上で (4)が示された。
以下で、M̂ξの法ベクトル束 T⊥M̂ξが、大域的に平坦であることを証明する。ζ ∈ T⊥

p̂ M̂ξ

をM̂ξの水平曲線に沿って平行に拡張する。制限法ホロノミー群の主軌道の元におけるイソ
トロピー部分群は、定理 4.3.5の証明中に示したように、その法ベクトル空間に自明に作用
するので、ζの平行移動による拡張は水平曲線のとり方に依存しない。この構成法より、M̂ξ

の法ベクトル場ζは、水平方向に関して平行になっている。
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πのファイバーはMの法ベクトル空間内で等径部分多様体になっているので、ζは垂直方
向に関しても平行になっている。よってζはM̂ξ全体で定義された平行法ベクトル場になる。
これよりM̂ξの法ベクトル束 T⊥M̂ξは、大域的に平坦であることがわかった。したがって、
(2)が示されたことになり、また、M̂ξの構成法より、(3)もわかる。
次に (6)を証明する。πのファイバーは、M̂ξとアファイン部分空間 p + T⊥

p Mの共通部分
になるので、M̂ξの平行法ベクトル場ζに対して、M̂ξのシェイプ作用素Âζの垂直方向への制
限は、ファイバーのシェイプ作用素に一致する。さらにファイバーは s表現の軌道になる
ので、ファイバーのシェイプ作用素は一定の固有値を持つ。よって、Âζの垂直方向への制
限も、各ファイバー上では一定の固有値を持つ。以上のことから、Âζが一定の固有値を持
つための必要十分条件は、Âζの水平方向への制限が一定の固有値を持つことになる。M̂ξの
水平曲線γ̂(t)に沿ったM̂ξの平行法ベクトル場ζ(t)は、γ(t)に沿ったMの平行法ベクトル
場ともみなせることができるので、

Aζ(t)(γ
′(t)) = −ζ ′(t) = Âζ(t)(γ̂

′(t))

= Âζ(t)(γ
′(t) − Aξ(t)γ

′(t))

= Âζ(t)(1 − Aξ(t))γ
′(t).

したがって、Tγ(t)M = Hγ̂(t)上

Aζ(t) = Âζ(t)(1 − Aξ(t))

が成り立ち、
Âζ(t)|H = Aζ(t)(1 − Aξ(t))

−1

を得る。Mの曲線γ(t)に沿った平行法ベクトル場γ(t)は、M̂ξの水平曲線γ̂(t)に沿った平行
法ベクトル場とみなすこともできるので、

Âξ(t)|H = Aξ(t)(1 − Aξ(t))
−1

も成り立つ。vを Aξ(t)の固有ベクトルとし、対応する固有値をλとすると、vはÂξ(t)|Hの固
有ベクトルにもなり、対応する固有値はλ(1 − λ)−1になる。区間 (−∞, 1)上

d

dx

x

1 − x
=

1

(1 − x)2
> 0

となるので、関数 x 7→ x(1− x)−1は単調増加になり、Aξ(t)の固有空間分解とÂξ(t)|Hの固有
空間分解は一致する。M̂ξの法ベクトル束は平坦なので、Ricciの方程式 (命題 1.3.8)より、
[Âξ(t), Âζ(t)] = 0となる。よって、Âξ(t)とÂζ(t)は同時対角化可能になり、Âξ(t)|HとÂζ(t)|Hも
同時対角化可能になる。以上より、Âξ(t)|H、Âζ(t)|Hと Aξ(t)は同時対角化可能になる。

Aζ(t) = Âζ(t)(1 − Aξ(t))

より、Aζ(t)を合わせても同時対角化可能になる。
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以上の考察より、M̂ξが等径部分多様体ならば、Âξ(t)の固有値は一定になり、Aξ(t)の固有
値も一定になる。したがって、Mは定主曲率部分多様体になる。逆にMが定主曲率部分多
様体ならば、Aξ(t)と Aζ(t)の固有値はそれぞれ一定になり、

Âζ(t)|H = Aζ(t)(1 − Aξ(t))
−1

より、Âζ(t)|Hの固有値も一定になる。M̂ξの任意の二点は水平曲線で結ぶことができるの
で、M̂ξは等径部分多様体になる。
射影π : M̂ξ → Mは Lipschitz写像になるので、M̂ξの Cauchy列をMの Cauchy列に写
す。Mが完備であると仮定する。M̂ξの Cauchy列x̂iをとると、xi = π(x̂i)はMの Cauchy

列になる。仮定より、xiはMの収束列になり、x = lim
i→∞

xiが存在する。xのコンパクト近傍

Cをとると、xi ∈ Cとしてよい。πのファイバーはコンパクトだから、π−1(C)もコンパク
トになる。x̂i ∈ π−1(C)だから、x̂iは収束列になる。したがって、M̂ξは完備になる。
逆にM̂ξが完備であると仮定する。Mの Cauchy列 xiをとると、xiは有界列になる。πの
ファイバーはコンパクトだから、xiの逆像の元x̂iを有界列になるようにとることができる。
M̂ξは完備だから、{x̂i}を含むコンパクト部分集合 Cが存在する。π(C)もコンパクトにな
り、xiを含むので、xiは収束部分列を持つ。xiは収束部分列を持つ Cauchy列になり、収束
列になる。したがって、Mは完備になる。

補題 5.1.6 N1, N2とN1 ∩N2はRiemann多様体Nの部分多様体になっていると仮定し、さ
らに、N1は Nの全測地的部分多様体になっているとする。任意の p ∈ N1 ∩ N2に対して、
TpN2が TpN1に対する鏡影に関して不変になっているならば、N1 ∩ N2は N2内で全測地的
になる。さらにこのとき、p ∈ N1 ∩N2とξ ∈ T⊥

p N2 ∩ TpN1に対して、N2のシェイプ作用素
Aξは Tp(N1 ∩ N2)を不変にする。

証明 各 p ∈ N1 ∩N2について、TpN2が TpN1に対する鏡影に関して不変になっているの
で、T⊥

p N2も TpN1に関する鏡影に関して不変になる。したがって、TpNは

TpN = (TpN1 ∩ TpN2) ⊕ (TpN1 ∩ T⊥
p N2) ⊕ (T⊥

p N1 ∩ TpN2) ⊕ (T⊥
p N1 ∩ T⊥

p N2)

と直交直和に分解する。N,N2, N1∩N2の Levi-Civita接続をそれぞれ∇N ,∇N2 ,∇N1∩N2で表
す。また、N内のN2の第二基本形式をαN2で表し、N2内のN1∩N2の第二基本形式をαN1∩N2

N2

で表すことにする。N1は N内で全測地的なので、X, Y ∈ C∞(N1, TN1)に対して

(∇N
XY )p = (∇N1

X Y )p ∈ TpN1

となる。さらにX, Y ∈ C∞(N1 ∩ N2, T (N1 ∩ N2))とすると、

(∇N
XY )p = (∇N2

X Y )p + αN2(Xp, Yp)

= (∇N1∩N2
X Y )p + αN1∩N2

N2
(Xp, Yp) + αN2(Xp, Yp).
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ここで、

(∇N1∩N2
X Y )p ∈ TpN1 ∩ Tp(N2) = Tp(N1 ∩ N2),

αN1∩N2
N2

(Xp, Yp) ∈ T⊥
p N1 ∩ Tp(N2),

αN2(Xp, Yp) ∈ T⊥
p N2

となるので、(∇N1∩N2
X Y )p ∈ Tp(N1) より、αN1∩N2

N2
(Xp, Yp) = 0 が成り立つ。したがって、

N1 ∩ N2は N2内で全測地的になる。
次に法ベクトル束 T⊥N2の法接続を ∇T⊥N2で表す。X ∈ C∞(N1 ∩ N2, T (N1 ∩ N2)) と

ξ ∈ C∞(N1 ∩ N2, TN1 ∩ T⊥N2)をとると、

(∇N
Xξ)p = (∇T⊥N2

X ξ)p − AξXp

となるが、X, ξはともに N1に接しているので、(∇N
Xξ)p ∈ TpN1となり、直交直和分解

TpN1 = (TpN1 ∩ TpN2) ⊕ (TpN1 ∩ T⊥
p N2)

より、AξXp ∈ TpN1 ∩ TpN2 = Tp(N1 ∩ N2)が成り立つ。したがって、シェイプ作用素 Aξ

は Tp(N1 ∩ N2)を不変にする。

定理 5.1.4の証明 Mを Euclid空間Rn内の定主曲率部分多様体とする。ξ ∈ T⊥Mを制
限法ホロノミー群の主軌道の元とする。Mの主曲率が一定であることから、Mとその焦点
との距離は正になる。そこで、ξの長さをその距離よりも小さくとると、定理 5.1.5をMに
適用することができ、M̂ξは等径部分多様体になり、MはM̂ξの焦点部分多様体になる。
逆に等径部分多様体の平行部分多様体と焦点部分多様体は、ともに定主曲率部分多様体
になることがわかる。

5.2 定主曲率等質部分多様体

定義 5.2.1 Mを RNの連結 Riemann部分多様体とする。任意の p, q ∈ Mと p, qを結ぶM

の曲線 cに対して、次の (1)から (3)を満たすRNの等長変換 gが存在するとき、Mを定主
曲率等質部分多様体と呼ぶ。

(1) g(M) = M ,

(2) g(p) = q

(3) dgp|T⊥
p M = τ⊥

c : T⊥
p M → T⊥

q M .

ただし、τ⊥
c は cに沿った法接続に関する平行移動である。

定義 5.2.2 (M, 〈 , 〉)を Riemann多様体とし、Mの Levi-Civita接続を∇で表す。接ベク
トル束 TM上の接続∇cが次の (1)と (2)を満たすとき、∇cを標準接続と呼ぶ。
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(1) ∇c〈 , 〉 = 0,

(2) D = ∇−∇cによって二次形式Dを定めると、∇cD = 0.

MがRNの Riemann部分多様体のとき、Mの第二基本形式αに対して

(∇c
Xα)(Y, Z) = ∇⊥

Xα(Y, Z) − α(∇c
XY, Z) − α(Y,∇c

XZ) (X, Y, Z ∈ TM)

によって∇cαを定める。

注意 5.2.3 Riemann多様体の Levi-Civita接続は標準接続になる。

定理 5.2.4 (O-S[12]) MをRN内の連結コンパクト充満部分多様体とし、Mの第二基本形
式をαで表す。このとき、次の (1)から (3)は同値になる。

(1) Mは∇cα = 0を満たす TMの標準接続∇cを持つ。

(2) Mは定主曲率等質部分多様体になる。

(3) Mは s表現の軌道になる。

証明 (2)⇒(3) いくつかの結果を組み合わせて証明することができる。そのためにまず
次の定義を述べておく。

定義 5.2.5 Gをコンパクト Lie群とし、ρ : G → O(V )を直交表現とする。Gの Lie環を
gで表すことにする。v ∈ Vに対して、av = (g · v)⊥とおき、avが最小次元になる v ∈ Vを
とる。任意の u ∈ avに対して、〈g · u, av〉 = 0が成り立つとき、Gの直交表現ρを極表現と
呼ぶ。

命題 5.2.6 s表現は極表現になる。

証明 第 4章での記号をそのまま使うことにする。定理 4.1.1より、軌道を考える元は a

からとればよい。A0 ∈ aに対して、

[k, A0] =
∑

λ∈Λ+(A0)

[kλ, A0] =
∑

λ∈Λ+(A0)

pλ = p+(A0).

よって、[k, A0]が最大次元になるための必要十分条件は、A0がWeyl領域に含まれること
である。このとき、Λ+(A0) = Λ+となり、

[k, A0] =
∑

λ∈Λ+

pλ.

よって、aA0 = aが成り立つ。さらに、任意の A ∈ aに対して

[k, A] = p+(A)
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だから、
〈[k, A], aA0〉 = 〈p+(A), a〉 = 0.

したがって、Kの pへの表現は極表現になる。

ある意味でこの命題の逆を示したのが、次の Dadokの定理である。

定理 5.2.7 (Dadok[3]) 極表現ρ : G → O(V )に対して、ある s表現ρ̃ : G̃ → O(V )が存在
し、ρ(G)とρ̃(G̃)の軌道は一致する。

定理 5.2.8 (P-T[14]) Mをコンパクト連結 Lie群Gの直交表現ρ : G → O(V )の軌道とす
る。Mが Vの等径部分多様体になるための必要十分条件は、ρが極表現でありMが主軌道
であることである。

定理 5.2.4(2)⇒(3)の証明の続き c : [0, 1] → Mを曲線とし、ξ(t)を cに沿った平行法
ベクトル場とする。Mは定主曲率等質部分多様体だから、各 t ∈ [0, 1]についてRNの等長
変換 gtが存在し、

(1) gt(M) = M ,

(2) gt(c(0)) = c(t)

(3) (dgt)c(0)|T⊥
c(0)

M = τ⊥
c|[0,t]

: T⊥
c(0)M → T⊥

c(t)M .

これより、(dgt)c(0)(ξ(0)) = ξ(t)となり、

Aξ(t) = gtAξ(0)g
−1
t

が成り立つので、Aξ(t)の固有値は一定になる。したがって、Mは定主曲率部分多様体になる。
p ∈ Mをとり、ξ ∈ T⊥

p Mを制限法ホロノミー群Φ∗の主軌道からとる。上でみたことか
ら、Holξ(M)を不変にする RNの等長変換の全体G̃は、閉 Lie部分群になり、Holξ(M)に
推移的に作用する。G̃はMにも推移的に作用する。G̃の単位連結成分をGで表す。Mは連
結だから、Holξ(M)も連結になり、Gも Holξ(M)に推移的に作用する。よって、

K = {g ∈ G | g · p = p, dgpξ = ξ}

とおくと、Kは Gのコンパクト Lie部分群になり、Holξ(M)は等質空間 G/Kに微分同型
になる。Mはコンパクトだから Holξ(M)もコンパクトになり、したがって、Gもコンパク
トになる。補題 2.1.5より、コンパクト Lie群の Euclid空間への等長作用は不動点を持つの
で、必要ならば平行移動することによって、Gは RNの原点を不動にしているとすること
ができる。以上より、GのRNへの作用は、直交表現になる。
定理 5.1.4の証明中に示したことから、Holξ(M)は等径部分多様体になるので、定理 5.2.8

より、GのRNへの表現は極表現になる。MはGの極表現の軌道になるので、定理 5.2.7よ
り、Mはある s表現の軌道になる。
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(3)⇒(1) s表現の軌道を考えることになるので、第 4章での記号をそのまま使うことに
する。Mは A ∈ aの軌道になっているとする。M = Ad(K)A ⊂ pの Riemann部分多様体
としての Riemann計量を 〈 , 〉で表し、それに関する Levi-Civita接続を ∇で表す。その
他に、直和分解

k = kA + k+(A), [kA, k+(A)] ⊂ k+(A)

に対応して K/KAの接ベクトル束上の K不変接続 ∇cが存在することが、等質空間の不
変接続の一般論からわかる。A を通る Mの ∇cに関する測地線は、X ∈ k+(A) をとって
Ad(exp tX)Aと表すことができる。さらに、この測地線に沿った∇cに関する平行移動は、
d(Ad(exp tX))Aになる。これより、Kの作用に関して不変なテンソル場は、∇cに関して平
行になる。したがって、Riemann部分多様体としての Riemann計量 〈 , 〉は∇cに関して平
行になる。また、D = ∇−∇cによって二次形式Dを定めると、DはK不変になり、∇cに関
して平行になる。以上より、接続∇cは Riemann部分多様体 (M, 〈 , 〉)の標準接続になる。

u, v ∈ TAMを測地線 Ad(exp tX)Aに沿って、∇cに関して平行に拡張すると、

d(Ad(exp tX))Au, d(Ad(exp tX))Av

になる。よって

(∇c
adX·Aα)(u, v) =

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

α(d(Ad(exp tX))Au, d(Ad(exp tX))Av)

)⊥

=

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

d(Ad(exp tX))Aα(u, v)

)⊥

(α はKの作用に関して不変)

= (adX · α(u, v))⊥

= 0. (補題 4.2.1の証明中より [k+(A), T⊥
A M ] ⊂ TAM)

これより、(∇cα)A = 0となり、等質性より、さらに、∇cα = 0が成り立つ。

(1)⇒(2)の証明の前に次の補題を準備しておく。

補題 5.2.9 Mを Riemann多様体とし、∇cを Mの標準接続とする。このとき、∇cの捩率
テンソル

T∇c

(X, Y ) = ∇c
XY −∇c

Y X − [X, Y ] (X, Y ∈ TM)

は ∇c平行になる。Mが Riemann多様体として完備ならば、Mは ∇cに関しても完備にな
る。Mが Euclid空間の Riemann部分多様体であり、Mの第二基本形式αが ∇cα = 0を満
たすならば、∇cの曲率テンソルは∇c平行になる。

証明 Mの接ベクトルX,Yに対して

T∇c

(X, Y ) = ∇c
XY −∇c

Y X − [X,Y ]

= ∇XY −∇Y X − [X,Y ] − D(X,Y ) + D(Y, X)

= D(Y, X) − D(X, Y ).
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標準接続の定義より∇cD = 0だから、∇cT∇c
= 0が成り立つ。

Mが Riemann多様体として完備ならば、Mは ∇cに関しても完備になることを示す。γ

を∇cに関する測地線とする。すなわち∇c
γ′γ′ = 0とする。

γ′〈γ′, γ′〉 = 2〈∇c
γ′γ′, γ′〉 = 0

となるので、γの速度ベクトルγ′はMの Riemann計量に関して長さ一定になる。その一定
値を Cとしておく。γの極大定義域を (a, b) とする。b < ∞ と仮定する。b に収束する列
ti ∈ (a, b)をとる。

d(γ(ti), γ(tj)) ≤
∫ tj

ti
|γ′(t)|dt = C|ti − tj|

となり、tiは Cauchy列だから、γ(ti)も Cauchy列になる。Mの完備性よりγ(ti)は収束列
になる。また、この収束列の極限は tiのとり方に依存しない。よってγは bにまで定義域が
延長され、さらに bを含む開区間でも定義される。これは (a, b)がγの極大定義域であるこ
とに反する。したがって b = ∞が成り立つ。同様にして a = −∞が成り立つこともわか
る。つまり、γは実数全体で定義される。以上より、Mは∇cに関しても完備になる。

Mが Euclid 空間の Riemann 部分多様体であり、Mの第二基本形式αが ∇cα = 0 を満
たすならば、∇cの曲率テンソルは∇c平行になることを示す。Mの Riemann計量に関する
Levi-Civita接続の曲率テンソルをRで表す。Euclid空間の曲率テンソルは 0だから、Gauss

の方程式 (命題 1.3.6)より、

0 = 〈R(X, Y )Z,W 〉 + 〈α(X,Z), α(Y, W )〉 − 〈α(X,W ), α(Y, Z)〉

となるので、

〈R(X,Y )Z, W 〉 = 〈α(X, W ), α(Y, Z)〉 − 〈α(X, Z), α(Y,W )〉

を得る。αと 〈 , 〉は∇c平行だから、Rも∇c平行になる。次に Rと∇cの曲率テンソル R∇c

の間の関係を求める。Mの接ベクトル場X, Y, Zに対して、

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

= ∇X(∇c
Y Z + D(Y, Z)) −∇Y (∇c

XZ + D(X,Z))

−∇c
[X,Y ]Z − D([X, Y ], Z)

= ∇c
X(∇c

Y Z + D(Y, Z)) + D(X,∇c
Y Z + D(Y, Z))

−∇c
Y (∇c

XZ + D(X, Z)) − D(Y,∇c
XZ + D(X,Z))

−∇c
[X,Y ]Z − D([X, Y ], Z)

= R∇c

(X,Y )Z

+D(∇c
XY, Z) + D(Y,∇c

XZ) + D(X,∇c
Y Z) + D(X, D(Y, Z))

−D(∇c
Y X,Z) − D(X,∇c

Y Z) − D(Y,∇c
XZ) − D(Y,D(X,Z))

−∇c
[X,Y ]Z − D([X, Y ], Z)

= R∇c

(X,Y )Z + D(T∇c

(X, Y ), Z) + D(X,D(Y, Z)) − D(Y,D(X,Z)).
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R, D, T∇c
は∇c平行なので、R∇c

もまた∇c平行になる。

(1)⇒(2) 証明の概略を述べる。π : M̃ → Mを普遍被覆とする。Mはコンパクトだから
完備になり、M̃も完備になる。πによって引き戻したものに ˜をつけることにする。仮定よ
り∇̃cα̃ = 0となる。補題 5.2.9より、M̃は∇̃cに関して完備になり、∇̃cの曲率テンソルと捩
率テンソルはどちらも∇̃c平行になる。さらにM̃は単連結だから、アファイン簡約空間にな
り、M̃ = G̃/K̃と Lie群の等質空間として表すことができる。Mもアファイン簡約空間に
なり、M = G/Kと Lie群の等質空間として表すことができる。さらに Gが RNの等長変
換全体の成す Lie群の Lie部分群になることを示すことができ、仮定 ∇cα = 0を使って、
Mの法ベクトル束へのGの作用を調べることにより、Mが定主曲率等質部分多様体になる
ことがわかる。



第 6章 関連する研究

6.1 Riemann多様体のホロノミー群

第 2章「ホロノミー系」では、第 3章「制限法ホロノミー群」で必要になる Simons [15]

の結果を解説したが、この節では Riemann多様体のホロノミー群に関する Simons [15]結
果の概略を解説する。

定理 6.1.1 [V,R,G]を既約ホロノミー系とする。GRが Vの単位球面に推移的に作用しな
いとすると、[V,R,G]は対称になる。

この定理の証明は省略する。

定理 6.1.2 Mを既約 Riemann多様体とし、dim M ≥ 3とする。各点 p ∈ Mについて、定
理 2.2.7でホロノミー系になることを示した [TpM,Rp, Φ

∗
p]が対称になると仮定すると、M

は局所 Riemann対称空間になる。

証明 各点 p ∈ Mに対して RpはΦ∗
pの作用に関して不変になっているので、Ricciテンソ

ル RicpもΦ∗
pの作用に関して不変になる。Schurの補題 (補題 2.1.9)より、ある実数 f(p)が

存在し

Ricp( , ) = f(p)〈 , 〉

となる。dim M ≥ 3 だから、定理 1.1.9より、f(p) は M上一定になる。その定数を a と
しておく。Mは既約だからある点 q ∈ Mに対して Rq 6= 0となる。既約対称ホロノミー系
[TqM, Rq, Φ

∗
q]に対応する既約直交対称 Lie代数がコンパクト型であるか非コンパクト型で

あるかに応じて、a > 0または a < 0になる。いずれにしても a 6= 0となる。よって、任
意の p ∈ Mについて Ricp 6= 0となり、Rp 6= 0となる。

c : [0, 1] → Mを曲線とする。定理 2.2.7の証明中に使った記号

c∗R(u, v)w = τcRc(0)(τ
−1
c u, τ−1

c v)τ−1
c w

を使うことにする。Mが局所 Riemann対称空間になることを示すには、任意の曲線 cに対
して c∗R = Rc(1)が成り立つことを示せばよい。
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Ambrose-Singerの定理 (定理 1.1.15)と定理 2.2.7より、[Tc(1), c
∗R, Φ∗

c(1)]は既約ホロノミー
系になる。g ∈ Φ∗

c(1)に対して、τ−1
c ◦ g ◦ τc ∈ Φ∗

c(0)。Mの各点でホロノミー系が対称になる
という仮定より、

(τ−1
c ◦ g ◦ τc)Rc(0) = Rc(0)

だから、任意の x, y, z ∈ Tc(0)Mに対して

τ−1
c gτcRc(0)(τ

−1
c g−1τcx, τ−1

c g−1τcy)(τ−1
c g−1τcz) = Rc(0)(x, y)z.

u, v, w ∈ Tc(1)Mをとり、τ−1
c u, τ−1

c v, τ−1
c wを上の等式に代入すると

τ−1
c g−1τcRc(0)(τ

−1
c g−1u, τ−1

c g−1v)(τ−1
c g−1w) = Rc(0)(τ

−1
c u, τ−1

c v)τ−1
c w

g−1τcRc(0)(τ
−1
c g−1u, τ−1

c g−1v)(τ−1
c g−1w) = τcRc(0)(τ

−1
c u, τ−1

c v)τ−1
c w

(g(c∗R))(u, v)w = (c∗R)(u, v)w.

したがって、g(c∗R) = c∗Rとなり、[Tc(1), c
∗R, Φ∗

c(1)]は既約対称ホロノミー系になる。
[Tc(1), Rc(1), Φ

∗
c(1)]と [Tc(1), c

∗R, Φ∗
c(1)]はともに既約対称ホロノミー系になるので、ある定

数 bが存在し c∗R = bRc(1)が成り立つ。両辺の Ricciテンソルを考えると、

Ric(c∗R) = Ric(bRc(1)) = bRic(Rc(1)).

ここで、u, v ∈ Tc(1)Mに対して

bRic(Rc(1))(u, v) = ba〈u, v〉

であり、

Ric(c∗R)(u, v) =
∑

i

〈(c∗R)(u, ei)ei, v〉

=
∑

i

〈τcRc(0)(τ
−1
c u, τ−1

c ei)τ
−1
c ei, v〉

=
∑

i

〈Rc(0)(τ
−1
c u, τ−1

c ei)τ
−1
c ei, τ

−1
c v〉

= Ric(Rc(0))(τ
−1
c u, τ−1

c v)

= a〈τ−1
c u, τ−1

c v〉
= a〈u, v〉.

したがって、b = 1となり、c∗R = Rc(1)。以上より、Mは局所 Riemann対称空間になる。

定理 6.1.3 Mを既約 Riemann多様体とし、ある点 p ∈ MについてΦ∗
pが TpMの単位球面

に推移的に作用しないとすると、Mは階数 2以上の局所 Riemann対称空間になる。

証明 仮定よりすべての p ∈ MについてΦ∗
pが TpMの単位球面に推移的に作用しないこと

になる。dim M = 2のときは、制限ホロノミー群は単位元のみになり、Mの既約性に反す
る。よって、dim M ≥ 3の場合を考えればよい。定理 6.1.1より、すべての p ∈ Mについて
[TpM, Rp, Φ

∗
p]は対称ホロノミー系になる。したがって、定理 6.1.2よりMは局所 Riemann

対称空間になる。階数 1の局所 Riemann対称空間の制限ホロノミー群は接ベクトル空間の
単位球面に推移的に作用するので、Mの階数は 2以上になる。
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この章では、非コンパクト対称対の例 (SL(n,R), SO(n))について、具体的な計算をし
ながら、詳しく解説していく。
実 n次正方行列の全体をMn(R)で表し、n次実特殊線形群 SL(n,R)、n次直交群 O(n)

と n次回転群 SO(n)を

SL(n,R) = {g ∈ Mn(R) | det g = 1}
O(n) = {g ∈ Mn(R) | tgg = 1}

SO(n) = SL(n,R) ∩ O(n)

で定める。これらの Lie環 sl(n,R)、o(n)と so(n)は

sl(n,R) = {X ∈ Mn(R) | trX = 0}
o(n) = so(n)

= {X ∈ Mn(R) | tX + X = 0}

で与えられる。n次複素特殊線形群 SL(n,C)、n次ユニタリ群 U(n)と n次特殊ユニタリ
群 SU(n)の定義もここで与えておく。複素 n次正方行列の全体をMn(C)で表す。

SL(n,C) = {g ∈ Mn(C) | det g = 1}
U(n) = {g ∈ Mn(C) | tḡg = 1}

SU(n) = SL(n,C) ∩ U(n).

これらの Lie環 sl(n,C)、u(n)と su(n)は

sl(n,C) = {X ∈ Mn(C) | trX = 0}
u(n) = {X ∈ Mn(C) | tX̄ + X = 0}

su(n) = {X ∈ Mn(C) | tX̄ + X = 0, trX = 0}

で与えられる。
SL(n,R)は連結 Lie群であり、SO(n)は SL(n,R)内のコンパクト部分群になっている。

SO(n)はコンパクトだから、AdSL(n,R)(SO(n))もコンパクトになる。以後、AdSL(n,R)を単
に Adと書くことにする。

θ : SL(n,R) → SL(n,R) ; g 7→ tg−1

60
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によって、SL(n,R)の自己同型写像θを定める。すると、θは位数 2の自己同型写像になり、

SO(n) = {g ∈ SL(n,R) | θ(g) = g}

が成り立つ。nが奇数のとき、SL(n,R)の中心は {1}になり、nが偶数のとき、SL(n,R)

の中心は {±1}になる。以上より、(SL(n,R), SO(n))は Riemann対称対になる。
SL(n,R)の自己同型写像θに対応する Lie環 sl(n,R)の自己同型写像θは

θ : sl(n,R) → sl(n,R) ; X 7→ −tX

になる。よって、θによる sl(n,R)の分解は、

sl(n,R) = o(n) + p, p = {X ∈ sl(n,R) | tX = X}

となる。(sl(n,R), θ)は、Riemann対称対 (SL(n,R), SO(n))から定まっているので、直交
対称 Lie代数になる。

Lie環 sl(n,R)は非コンパクト単純 Lie環になることが知られている。sl(n,R)の複素化
は sl(n,C)になり、sl(n,C)内の sl(n,R)に関する複素共役写像σは、通常の複素共役写像、
つまり行列の各成分の複素共役をとる写像に一致する。su(n)は sl(n,C)内のコンパクト
単純 Lie環になることが知られている。

su(n) = o(n) +
√
−1p

となるので、su(n)C = sl(n,C)が成り立つ。上の su(n)の分解より、σsu(n) = su(n)が成
り立つこともわかる。さらに、

sl(n,R) ∩ su(n) = o(n), sl(n,R) ∩ (
√
−1su(n)) = p

が成り立つので、分解

sl(n,R) = o(n) + p, p = {X ∈ sl(n,R) | tX = X}

は sl(n,R)の Cartan分解になる。したがって、(sl(n,R), θ)は非コンパクト型直交 Lie代
数になり、(SL(n,R), SO(n))は非コンパクト型 Riemann対称対になる。
上で示したことより、

g∗ = o(n) +
√
−1p = su(n)

となり、
θ∗ : su(n) → su(n) ; X 7→ −tX.

さらに (su(n), θ∗)は、コンパクト型直交対称 Lie代数になる。対応するコンパクト型 Rie-

mann対称対は、(SU(n), SO(n))であって、SU(n)の位数 2の自己同型写像は

θ∗ : SU(n) → SU(n) ; g 7→ tg−1
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になる。
Riemann対称対 (SL(n,R), SO(n))の線形イソトロピー表現は、

Ad(k)X = kXk−1 = kX tk (k ∈ SO(n), X ∈ p)

で与えられる。
p = {X ∈ Mn(R) | tX = X, trX = 0}

の部分ベクトル空間 aを

a =








t1 0
. . .

0 tn




∣∣∣∣∣∣∣∣
ti ∈ R,

n∑

i=1

ti = 0





で定めると、aは p内の極大可換部分空間になることが、次のようにわかる。まず、

A(t1, . . . , tn) =




t1 0
. . .

0 tn




とおくと、

[A(s1, . . . , sn), A(t1, . . . , tn)] = A(s1t1 − t1s1, . . . , sntn − tnsn) = 0

となるので、aは可換部分空間になる。次にX = [Xij] ∈ pが任意の A(t1, . . . , tn) ∈ aと可
換になるとすると、

[A(t1, . . . , tn), X] =




t1X11 · · · t1X1n

...
...

tnXn1 · · · tnXnn


 −




t1X11 · · · tnX1n

...
...

t1Xn1 · · · tnXnn




= [(ti − tj)Xij]

= 0

となるので、i 6= jとなる i, jに対してXij = 0となり、X ∈ aが成り立つ。よって、aは p

内の極大可換部分空間になる。
今考えている例に関する定理 4.1.1の主張

p =
⋃

k∈K

Ad(k)a

は、トレースが 0の実 n次対称行列は回転群 SO(n)の元で対角化できるということを言っ
ている。このように、Riemann対称対 (G,K)の Gが行列群のときの定理 4.1.1の主張は、
行列の標準形に関する主張になっている。
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Riemann対称空間 SL(n,R)/SO(n)とその aへの作用を求めるため、

NSO(n)(a) = {k ∈ SO(n) | Ad(k)a = a}
ZSO(n)(a) = {k ∈ SO(n) | Ad(k)A = A (A ∈ a)}

とおいて、まず、これらを求める。簡単のため、NSO(n)(a)とZSO(n)(a)を単にN(a)とZ(a)

とも書くことにする。k = [kij] ∈ SO(n)と A(t1, . . . , tn) ∈ aに対して

Ad(k)A(t1, . . . , tn) =




k11 · · · k1n

...
...

kn1 · · · knn







t1 0
. . .

0 tn







k11 · · · kn1

...
...

k1n · · · knn




=

[
n∑

i=1

kpikqiti

]
.

k ∈ N(a)となるための必要十分条件は、p 6= qのとき、
n∑

i=1

ti = 0を満たす任意の tiについて

n∑

i=1

kpikqiti = 0

となることである。他方 k ∈ SO(n)だから、
n∑

i=1

kpikqi = 0となっているので、上の条件は、

p 6= qのとき、
kp1kq1 = · · · = kpnkqn = 0

となることと同値になる。これは、kが置換行列の各成分を±1倍した SO(n)の元になるこ
と同値になる。したがって、n次の置換群を Snで表すと

N(a) = {(εjδσ(i)j) | σ ∈ Sn, εj = ±1, ε1 · · · εnsgn(σ) = 1}

となる。さらに k ∈ Z(a)となるための必要十分条件は、k ∈ N(a)であって、かつ、任意

の pと
n∑

i=1

ti = 0を満たす任意の tiについて

n∑

i=1

k2
piti = tp

となることである。これは、任意の pについて kpp = ±1となることと同値になるので、

Z(a) = {A(ε1, . . . , εn) | ε1 · · · εn = 1}

となる。さらに、k = (εjδσ(i)j) ∈ N(a)の aへの作用は、A(t1, . . . , tn) ∈ aに対して

Ad(k)A(t1, . . . , tn) =

[
n∑

i=1

εiδσ(p)iεiδσ(q)iti

]

= (δσ(p)σ(q)tσ(p))

= A(tσ(1), . . . , tσ(n)).
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したがって、Weyl群W (SL(n,R)/SO(n))の aへの作用は、座標 t1, . . . , tnの置換全体に一
致する。

A(t1, . . . , tn) ∈ aとX = [Xij] ∈ sl(n,R)に対して

[A(t1, . . . , tn), X] = [(tp − tq)Xpq]

となる。そこで、λ ∈ a∗に対する

gλ = {X ∈ sl(n,R) | [A,X] = λ(A)X (A ∈ a)}

は、
λp(A(t1, . . . , tn)) = tp (A(t1, . . . , tn) ∈ a)

によってλp ∈ a∗を定め、(p, q)成分のみ 1で他の成分はすべて 0になる n次正方行列をEpq

で表すと、p 6= qのとき、
gλp−λq = REpq

となり、sl(n,R)のルート空間分解は、

sl(n,R) = a +
∑

p6=q

gλp−λq

で与えられる。さらに、ルート系Λは

Λ = {λp − λq | p 6= q}

となる。
Weyl領域は

{A ∈ a | λ(A) 6= 0 (λ ∈ Λ)}

の連結成分であり、今考えている例に関して上の集合は、

{A(t1, . . . , tn) | ti 6= tj (i 6= j)}

になるので、
C0 = {A(t1, . . . , tn) | t1 > t2 > · · · > tn}

は一つのWeyl領域になる。そこで、

Λ+ = {λ ∈ Λ | λ(C0) > 0}

とおくと、
Λ+ = {λp − λq | p < q}

となる。λ ∈ Λ+に対する

kλ = {X ∈ k | (adA)2X = λ2(A)X (A ∈ a)}
pλ = {X ∈ p | (adA)2X = λ2(A)X (A ∈ a)}
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を以下で具体的に求める。各λp − λq ∈ Λ+について

kλp−λq + pλp−λq = gλp−λq + g−λp+λq = REpq + REqp

となるので、

kλp−λq = (REpq + REqp) ∩ o(n) = R(Epq − Eqp)

pλp−λq = (REpq + REqp) ∩ p = R(Epq + Eqp).

これより、直和分解

o(n) =
∑

p<q

kλp−λq =
∑

p<q

R(Epq − Eqp)

p = a +
∑

p<q

pλp−λq = a +
∑

p<q

R(Epq + Eqp)

を得る。
aのWeyl領域の元の ti成分はすべて異なり、定理 4.3.5より、その SO(n)による軌道は

pの等径部分多様体になる。ここでは、Weyl領域の元と反対の性質を持つ元の SO(n)軌
道を考える。自然数 lを 1 ≤ l ≤ n − 1とし、

A0 = A(

l︷ ︸︸ ︷
t1, . . . , t1,

n−l︷ ︸︸ ︷
t2, . . . , t2), lt1 + (n − l)t2 = 0, t1 > t1

となる A0 ∈ aをとる。A0 ∈ C̄0となっている。この A0に対して

Λ0(A0) = {λ ∈ Λ+ | λ(A0) = 0}
Λ+(A0) = {λ ∈ Λ+ | λ(A0) > 0}

は次で与えられる。

Λ0(A0) = {λp − λq | 1 ≤ p < q ≤ l} ∪ {λp − λq | l + 1 ≤ p < q ≤ n}
Λ+(A0) = {λp − λq | 1 ≤ p ≤ l, l + 1 ≤ q ≤ n}.

これより、各λp − λq ∈ Λ+(A0)について

(λp − λq)(A0) = t1

となり、一定値 t1をとる。

KA0 = {k ∈ SO(n) | Ad(k)A0 = A0}

とおくと、4.2節「s表現の軌道」で述べたように、SO(n)/KA0の正規等質Riemann計量を
定数倍することにより、微分同型写像

f : SO(n)/KA0 → Ad(SO(n))A0 ; kKA0 7→ Ad(k)A0
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は等長写像になる。
KA0の Lie環 kA0は

kA0 =
∑

λ∈Λ0(A0)

kλ

=
∑

1≤p<q≤l

kλp−λq +
∑

l+1≤p<q≤n

kλp−λq

=
∑

1≤p<q≤l

R(Epq − Eqp) +
∑

l+1≤p<q≤n

R(Epq − Eqp)

= o(l) + o(n − l)

となる。
次に Lie部分群KA0を具体的に計算して求めてみよう。k ∈ SO(n)に対して

Ad(k)A0 =




l∑

i=1

kpikqit1 +
n∑

j=l+1

kpjkqjt2




となる。k ∈ KA0とする。1 ≤ p ≤ lについて、

t1 =
l∑

i=1

k2
pit1 +

n∑

j=l+1

k2
pjt2

=
n∑

i=1

k2
pit1 +

n∑

j=l+1

k2
pj(t2 − t1)

= t1 +
n∑

j=l+1

k2
pj(t2 − t1)

となるので、
n∑

j=l+1

k2
pj(t2 − t1) = 0.

よって
n∑

j=l+1

k2
pj = 0

となり、1 ≤ p ≤ l, l + 1 ≤ j ≤ nのとき、kpj = 0が成り立つ。l + 1 ≤ p ≤ nについては、

t2 =
l∑

i=1

k2
pit1 +

n∑

j=l+1

k2
pjt2

=
l∑

i=1

k2
pi(t1 − t2) +

n∑

j=1

k2
pjt2

=
l∑

i=1

k2
pi(t1 − t2) + t2
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となるので、
l∑

i=1

k2
pi(t1 − t2) = 0.

よって
l∑

i=1

k2
pi = 0

となり、l + 1 ≤ p ≤ n, 1 ≤ i ≤ lのとき、kpi = 0が成り立つ。以上より、kは

k =

[
k1 0

0 k2

]
, k1 ∈ O(l), k2 ∈ O(n − l)

が成り立つ。そこで、

S(O(l) × O(n − l)) =

{[
k1 0

0 k2

]
∈ SO(n)

∣∣∣∣∣ k1 ∈ O(l), k2 ∈ O(n − l)

}

とおくと、KA0 ⊂ S(O(l) × O(n − l))が成り立つ。逆に

k =

[
k1 0

0 k2

]
∈ S(O(l) × O(n − l))

をとると、

Ad(k)A0 =

[
k1 0

0 k2

] [
t11l 0

0 t21n−l

] [
k−1

1 0

0 k−1
2

]

=

[
k1t11lk

−1
1 0

0 k2t21n−lk
−1
2

]

=

[
t11l 0

0 t21n−l

]

= A0

となり、k ∈ KA0が成り立つ。したがって、

KA0 = S(O(l) × O(n − l))

となる。
SO(n)の軌道 M = Ad(SO(n))A0は、等質空間としては SO(n)/S(O(l) × O(n − l))に
一致する。特に、実 Grassmann多様体になっていることがわかった。fが等長写像になっ
ていることから、軌道Mは pから誘導された Riemann計量に関して Riemann対称空間に
なる。
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