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第 1章 微分形式

1.1 交代形式

定義 1.1.1 V, Wを実ベクトル空間とし pを自然数とする。Vの p個の積 V pからWへの多
重線形写像ω(各成分について線形)が任意の i 6= jについて

ω(. . . ,
i

^
vi, . . . ,

j
^
vj, . . .) + ω(. . . ,

i
^
vj, . . . ,

j
^
vi, . . .) = 0 (vk ∈ V )

を満たすとき、ωをWに値を持つ V上の p次交代形式と呼ぶ。Wに値を持つ V上の p次交
代形式の全体を∧p(V, W )で表す。∧p(V,W )にWの実ベクトル空間の構造から定まる実ベ
クトル空間の構造を入れることにする。W = Rのとき、∧p(V,R) = ∧pV ∗と書き、∧pV ∗

の元を単に V上の p次交代形式と呼ぶ。∧0(V, W ) = Wとしておく。

補題 1.1.2 pを自然数とし Spを p次対称群 ({1, . . . , p}の置換全体のつくる群)とする。σ ∈
Spの符号を sgn(σ)で表すことにする。V,Wを実ベクトル空間とすると、ω ∈ ∧p(V, W ), σ ∈
Spに対して

ω(vσ(1), . . . , vσ(p)) = sgn(σ)ω(v1, . . . , vp) (vi ∈ V )

が成り立つ。

証明 σが互換のときは定義より

ω(vσ(1), . . . , vσ(p)) = −ω(v1, . . . , vp) (vi ∈ V )

が成り立つ。偶置換は互換の偶数個の積で表され奇置換は互換の奇数個の積で表されるの
で一般のσ ∈ Spに対して

ω(vσ(1), . . . , vσ(p)) = sgn(σ)ω(v1, . . . , vp) (vi ∈ V )

が成り立つ。

定義 1.1.3 V1, V2,Wを実ベクトル空間とし pを自然数とする。線形写像 f : V1 → V2によ
る引戻し f ∗ : ∧p(V2,W ) → ∧p(V1,W )をω ∈ ∧p(V2,W )に対して

(f∗ω)(v1, . . . , vp) = ω(f(v1), . . . , f(vp)) (vi ∈ V1)

と定める。f ∗ : ∧0(V2,W ) = W → ∧0(V1,W ) = Wは恒等写像とする。上の定め方より、
f ∗ : ∧p(V2,W ) → ∧p(V1, W )は線形写像になる。
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2 第 1 章 微分形式

定義 1.1.4 V,W1,W2,W3を実ベクトル空間とし、A : W1×W2 → W3を双線形写像とする。
このときω ∈ ∧p(V,W1)とη ∈ ∧q(V, W2)の外積 A(ω ∧ η) ∈ ∧p+q(V, W3)を vi ∈ Vに対して

A(ω ∧ η)(v1, . . . , vp+q)

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A(ω(vσ(1), . . . , vσ(p)), η(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)))

と定義する。定義式より、A(ω ∧ η)は∧p+q(V, W3)の元になり、

A(∧) : ∧p(V, W1) × ∧q(V, W2) → ∧p+q(V, W3)

は双線形写像になることがわかる。双線形写像 Aが明かな場合は A(ω ∧ η)を単にω ∧ ηと
も書く。(本や論文によって外積の定義式の係数がことなるので注意を要する。)

命題 1.1.5 V, V ′,W1,W2,W3を実ベクトル空間とし、A : W1 × W2 → W3を双線形写像と
する。線形写像 f : V → V ′に対して

f ∗(A(ω ∧ η)) = A((f∗ω) ∧ (f ∗η)) (ω ∈ ∧p(V ′,W1), η ∈ ∧q(V ′,W2))

が成り立つ。

証明 vi ∈ Vに対して

f ∗(A(ω ∧ η))(v1, . . . , vp+q)

= (A(ω ∧ η))(f(v1), . . . , f(vp+q))

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A(ω(f(vσ(1)), . . . , f(vσ(p))), η(f(vσ(p+1)), . . . , f(vσ(p+n))))

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A((f ∗ω)(vσ(1), . . . , vσ(p)), (f
∗η)(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)))

= A((f ∗ω) ∧ (f∗η))(v1, . . . , vp+q).

命題 1.1.6 V,W1,W2を実ベクトル空間とし、A : W1 × W1 → W2を双線形写像とする。A

が対称ならば (すなわち、A(X,Y ) = A(Y,X))、

A(ω ∧ η) = (−1)pqA(η ∧ ω) (ω ∈ ∧p(V, W1), η ∈ ∧q(V, W1))

が成り立ち、Aが交代ならば (すなわち、A(X, Y ) = −A(Y,X))、

A(ω ∧ η) = (−1)pq+1A(η ∧ ω) (ω ∈ ∧p(V, W1), η ∈ ∧q(V, W1))

が成り立つ。



1.1 交代形式 3

証明 Sp+qの元τを

τ =

(
1 · · · p p + 1 · · · p + q

q + 1 · · · p + q 1 · · · q

)

によって定める。sgn(τ) = (−1)pqに注意しておく。v1, . . . , vp+q ∈ Vに対して

A(ω ∧ η)(v1, . . . , vp+q)

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(στ)A(ω(vστ(1), . . . , vστ(p)), η(vστ(p+1), . . . , vστ(p+q)))

=
1

p!q!
sgn(τ)

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A(ω(vσ(q+1), . . . , vσ(p+q)), η(vσ(1), . . . , vσ(q))).

ここで、Aが対称の場合は

=
1

p!q!
(−1)pq

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A(η(vσ(1), . . . , vσ(q)), ω(vσ(q+1), . . . , vσ(p+q)))

= (−1)pqA(η ∧ ω)(v1, . . . , vp+q)

となり、Aが交代の場合は

=
1

p!q!
(−1)pq+1

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A(η(vσ(1), . . . , vσ(q)), ω(vσ(q+1), . . . , vσ(p+q)))

= (−1)pq+1A(η ∧ ω)(v1, . . . , vp+q)

となる。

定理 1.1.7 Vを実ベクトル空間としWを代数とする。Wの積をW×WからWへの双線形写
像とみなしてWに値を持つV上の交代形式の外積を定めると、ω ∈ ∧p(V, W ), η ∈ ∧q(V, W ),

ζ ∈ ∧r(V,W )に対して
(ω ∧ η) ∧ ζ = ω ∧ (η ∧ ζ)

が成り立つ。

証明 以下の計算では、

Sp+q = {τ ∈ Sp+q+r | τ(i) = i (p + q + 1 ≤ i ≤ p + q + r)}

とみなすことにする。v1, . . . , vp+q+r ∈ Vをとる。

((ω ∧ η) ∧ ζ)(v1, . . . , vp+q+r)

=
1

(p + q)!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ)(ω ∧ η)(vσ(1), . . . , vσ(p+q)) · ζ(vσ(p+q+1), . . . , vσ(p+q+r)))
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=
1

(p + q)!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ) ·




1

p!q!

∑

τ∈Sp+q

sgn(τ)ω(vστ(1), . . . , vστ(p)) · η(vστ(p+1), . . . , vστ(p+q))





·ζ(vσ(p+q+1), . . . , vσ(p+q+r))

=
1

p!q!r!

1

(p + q)!

∑

σ∈Sp+q+r

∑

τ∈Sp+q

sgn(στ) ·

(ω(vστ(1), . . . , vστ(p)) · η(vστ(p+1), . . . , vστ(p+q))) · ζ(vσ(p+q+1), . . . , vσ(p+q+r))

=
1

p!q!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ) ·

(ω(vσ(1), . . . , vσ(p)) · η(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))) · ζ(vσ(p+q+1), . . . , vσ(p+q+r)).

同様の計算で

(ω ∧ (η ∧ ζ))(v1, . . . , vp+q+r)

=
1

p!q!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ) ·

ω(vσ(1), . . . , vσ(p)) · (η(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)) · ζ(vσ(p+q+1), . . . , vσ(p+q+r)))

となることもわかる。したがって (ω ∧ η) ∧ ζ = ω ∧ (η ∧ ζ)。

注意 1.1.8 Vを実ベクトル空間としWを代数とする。定理 1.1.7より、ω ∈ ∧p(V, W ), η ∈
∧q(V, W ), ζ ∈ ∧r(V,W )に対して (ω ∧ η) ∧ ζ = ω ∧ (η ∧ ζ) が成り立つので、これを単に
ω ∧ η ∧ ζと書くことにする。W = Rの場合、双線形写像 R × R → Rは実数の積を考え
て交代形式の外積をとる。

補題 1.1.9 Vを実ベクトル空間とし、ω1, . . . , ωp ∈ ∧1V ∗と v1, . . . , vp ∈ Vをとると

(ω1 ∧ · · · ∧ ωp)(v1, . . . , vp) =
∑

τ∈Sp

sgn(τ)ω1(vσ(1)) · · ·ωp(vσ(p)) = det(ωi(vj))

が成り立つ。

証明 pに関する数学的帰納法で証明しよう。p = 1のときは明か。p = qのときに上の
式が成り立つと仮定して、p = q + 1のときも成り立つことを示そう。

(ω1 ∧ · · · ∧ ωq+1)(v1, . . . , vq+1)

=
1

q!

∑

σ∈Sq+1

sgn(σ)(ω1 ∧ · · · ∧ ωq)(vσ(1), . . . , vσ(q)) · ωq+1(vσ(q+1))

=
1

q!

∑

σ∈Sq+1

sgn(σ)
∑

τ∈Sq

sgn(τ)ω1(vστ(1)) · · ·ωq(vστ(q)) · ωq+1(vσ(q+1))
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=
1

q!

∑

σ∈Sq+1

∑

τ∈Sq

sgn(στ)ω1(vστ(1)) · · ·ωq(vστ(q)) · ωq+1(vσ(q+1))

=
∑

σ∈Sq+1

sgn(σ)ω1(vσ(1)) · · ·ωq(vσ(q)) · ωq+1(vσ(q+1))

= det(ωi(vj)).

定理 1.1.10 Vを n 次元実ベクトル空間とする。e1, . . . , enを Vの基底とし、ω1, . . . , ωnを
その双対基底とする。このとき、∧0V ∗ = R で n < p のとき∧pV ∗ = {0} が成り立ち、
1 ≤ p ≤ nのとき

(∗) ωj1 ∧ · · · ∧ ωjp (1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ n)

が∧pV ∗の基底になる。特に dim∧pV ∗ =
(

n
p

)
である。さらにω ∈ ∧pV ∗をとり 1 ≤ j1 < · · · <

jp ≤ nに対して
aj1...jp = ω(ej1 , . . . , ejp)

とおくと
ω =

∑

j1<···<jp

aj1...jpω
j1 ∧ · · · ∧ ωjp

と表すことができる。

証明 定義 1.1.1より∧0V ∗ = R。p > 0としω ∈ ∧pVについて考える。v1, . . . , vp ∈ Vを
とり vi =

∑n
j=1 bj

iejとおく。

ω(v1, . . . , vp) =
n∑

j1,...,jp=1

bj1
1 · · · bjp

p ω(ej1 , . . . , ejp)

において jk = jlならばω(ej1 , . . . , ejp) = 0になる。n < pのときは必ずこのような k, lが存
在するので、ω = 0となり∧pV ∗ = {0}。

1 ≤ p ≤ nの場合を考えよう。上の式において和は j1, . . . , jpがすべて異なる項だけをと
ればよいので、

ω(v1, . . . , vp) =
∑

j1<···<jp

∑

σ∈Sp

b
jσ(1)

1 · · · bjσ(p)
p ω(ejσ(1)

, . . . , ejσ(p)
)

=
∑

j1<···<jp

∑

σ∈Sp

sgn(σ)b
jσ(1)

1 · · · bjσ(p)
p ω(ej1 , . . . , ejp).

ここで bijσ(i)
= ωjσ(i)(vi)だから、補題 1.1.9より

∑

σ∈Sp

sgn(σ)b
jσ(1)

1 · · · bjσ(p)
p =

∑

σ∈Sp

sgn(σ)ωjσ(1)(v1) · · ·ωjσ(p)(vp)

= (ωj1 ∧ · · · ∧ ωjp)(v1, . . . , vp).
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したがって
ω(v1, . . . , vp) =

∑

j1<···<jp

aj1...jp(ω
j1 ∧ · · · ∧ ωjp)(v1, . . . , vp)

となり
ω =

∑

j1<···<jp

aj1...jpω
j1 ∧ · · · ∧ ωjp .

以上で (∗)が∧pV ∗を生成することがわかった。そこで (∗)が線形独立になることを示そう。
ある cj1...jp ∈ Rに対して

∑

j1<···<jp

cj1...jpω
j1 ∧ · · · ∧ ωjp = 0

と仮定する。両辺を (ek1 , . . . , ekp) (k1 < · · · < kp)に作用させると補題 1.1.9より

0 =
∑

j1<···<jp

cj1...jpω
j1 ∧ · · · ∧ ωjp(ek1 , . . . , ekp)

=
∑

j1<···<jp

cj1...jp

∑

σ∈Sp

sgn(σ)ωjσ(1)(ek1) · · ·ωjσ(p)(ekp)

= ck1...kp .

したがって (∗)は線形独立になり∧pV ∗の基底になる。(∗)の元の全体の個数は n個から p

個とる組合せの数に等しいので dim ∧p V ∗ =
(

n
p

)
。

系 1.1.11 Vを n次元実ベクトル空間とし、Wをm次元実ベクトル空間とする。e1, . . ., en

を Vの基底とし、ω1, . . . , ωnをその双対基底とする。f1, . . . , fmをWの基底とする。このと
き∧0(V, W ) = Wで n < pのとき∧p(V, W ) = {0}が成り立ち、1 ≤ p ≤ nのとき

(∗) ωj1 ∧ · · · ∧ ωjpfk (1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ n, 1 ≤ k ≤ m)

を vi ∈ Vに対して

(ωj1 ∧ · · · ∧ ωjpfk)(v1, . . . , vp) = (ωj1 ∧ · · · ∧ ωjp)(v1, . . . , vp)fk

によって定義すると、(∗)は∧p(V, W )の基底になる。特に dim∧p(V, W ) =
(

n
p

)
mである。

さらにω ∈ ∧p(V, W )をとり、1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ nに対して

m∑

k=1

ak
j1...jp

fk = ω(ej1 , . . . , ejp) ∈ W

とおくと

ω =
∑

j1<···<jp

m∑

k=1

ak
j1...jp

ωj1 ∧ · · · ∧ ωjpfk

と表すことができる。
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証明 ∧pV ∗のm個の直和
m
⊕ ∧pV ∗から∧p(V, W )への写像 Sを

S(φ1, . . . , φm) =
m∑

k=1

φkfk ((φ1, . . . , φm) ∈
m
⊕ ∧pV )

によって定める。Sの定義式より Sが線形写像であることがわかる。f1, . . . , fmはWの基底
だから Sは単射になる。任意のω ∈ ∧p(V, W )に対して

ω(v1, . . . , vp) =
m∑

k=1

ξk(v1, . . . , vp)fk (v1, . . . , vp ∈ V )

とおくと、ω ∈ ∧p(V, W )だから、各 kについてξk ∈ ∧pV ∗が成り立つ。S(ξ1, . . . , ξm) = ω

だから、Sは全射になり、線形同型写像になる。定理 1.1.10を
m
⊕ ∧pV ∗の各直和因子に適用

すると、(∗)が∧p(V, W )の基底になることがわかり、dim∧p(V, W ) =
(

n
p

)
mが成り立つ。

また j1 < · · · < jpに対して

ω(ej1 , . . . , ejp) =
m∑

k=1

ξk(ej1 , . . . , ejp)fk

となり ak
j1...jp

= ξk(ej1 , . . . , ejp)。したがって定理 1.1.10より

ω =
m∑

k=1

ξkfk

=
m∑

k=1

∑

j1<···<jp

ξk(ej1 , . . . , ejp)ω
j1 ∧ · · · ∧ ωjpfk

=
∑

j1<···<jp

m∑

k=1

ak
j1...jp

ωj1 ∧ · · · ∧ ωjpfk.

1.2 微分形式

定義 1.2.1 Vを有限次元実ベクトル空間としMを n次元多様体とする。Mの各点 xに対
して∧p(Tx(M), V )の元ωxを対応させる対応ωが次の条件を満たすとき、ωを Vに値を持つ
M上の p次微分形式と呼ぶ。Rに値を持つ微分形式を単に微分形式と呼ぶ。(条件)Mの任
意の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)に対して、

x 7−→ ωx

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

)

がすべての i1, . . . , ipについて Uから Vへの C∞級写像になる。

注意 1.2.2 有限次元実ベクトル空間 Vに値を持つ多様体M上の 0次微分形式はMから V

への C∞級写像にほかならない。
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例 1.2.3 fを多様体Mから有限次元実ベクトル空間 Vへの C∞級写像とする。このとき、
fの微分 dfは Vに値を持つM上の 1次微分形式になる。

証明 n = dim MとしMの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとる。fは C∞級写像だから

x → dfx

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

)
=

∂f

∂xi
(x)

も Uから Vへの C∞級写像になる。よって dfは Vに値を持つM上の 1次微分形式である。

注意 1.2.4 ωを有限次元実ベクトル空間 Vに値を持つ n次元多様体M上の p次微分形式
とする。Mの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとると、x ∈ Uに対して ∂

∂xi |x (1 ≤ i ≤ n)は
Tx(M)の基底になり (dxi)x (1 ≤ i ≤ n)はその双対基底になる。そこで系 1.1.11を使うと、
x ∈ Uに対してωx ∈ ∧p(Tx(M), V )は

ωx =
∑

j1<···<jp

ωx

(
∂

∂xj1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xjp

∣∣∣∣∣
x

)
(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjp)x

と表すことができるので、ωxを (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjp)xを使って表したときの係数がすべて
Vに値を持つ C∞級写像になることと、定義 1.2.1の (条件)は同値である。上のような微分
形式ωの (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjp)xを使った表示を微分形式の局所表示という。

命題 1.2.5 有限次元実ベクトル空間 Vに値を持つ多様体 M上の p 次微分形式の全体を
Ωp(M ; V )で表し、f, g ∈ C∞(M), ω, η ∈ Ωp(M ; V )と x ∈ Mに対して

(fω + gη)x = f(x)ωx + g(x)ηx (右辺の演算は∧p(Tx(M), V )での演算)

として演算を定義するとΩp(M ; V )は代数 C∞(M)上の加群、つまり C∞(M)加群になる。
また V1, V2, V3を有限次元実ベクトル空間とし、A : V1 × V2 → V3を双線形写像とする。
φ ∈ Ωp(M ; V1), ψ ∈ Ωq(M ; V2)と x ∈ Mに対して

A(φ ∧ ψ)x = A(φx ∧ ψx)

(右辺の A(∧)は∧p(Tx(M), V1) × ∧q(Tx(M), V2)での外積)

として微分形式の外積を定義すると、A(φ ∧ ψ) ∈ Ωp+q(M ; V3)となり

A(∧) : Ωp(M ; V1) × Ωq(M ; V2) → Ωp+q(M ; V3)

は C∞(M)加群の双線形写像である。

証明 Ωp(M ; V ) が C∞(M) 加群であることを示すためには f, g ∈ C∞(M), ω, η ∈
Ωp(M ; V ) に対して fω + gη ∈ Ωp(M ; V ) を示せば十分で、他の条件は∧p(Tx(M); V ) が
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ベクトル空間であることを使えばわかる。(U ; x1, . . . , xn)をMの任意の局所座標近傍とす
る。x ∈ Uに対して

ωx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x,

ηx =
∑

i1<···<ip

bi1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

とおくと、注意 1.2.4より、ai1···ip , bi1···ipは Uから Vへの C∞級写像になり

(fω + gη)x =
∑

i1<···<ip

(f(x)ai1···ip(x) + g(x)bi1···ip(x))(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x.

fai1···ip + gbi1···ipは Uから Vへの C∞級写像だから、fω + gηは微分形式になる。
φ ∈ Ωp(M ; V1), ψ ∈ Ωq(M ; V2)に対してA(φ∧ψ) ∈ Ωp+q(M ; V3)を示す。A(∧)がC∞(M)

加群の双線形写像であることは、交代形式の外積の双線形性から使えばわかる。x ∈ Uに
対して

φx =
∑

i1<···<ip

ci1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x,

ψx =
∑

j1<···<jq

dj1···jq(x)(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

とおくと、注意 1.2.4より、ci1···ipと dj1···jqはそれぞれ Uから V1と V2への C∞級写像になる。
x ∈ Uに対して

A(φ ∧ ψ)x

=
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

A((ci1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x) ∧

(dj1···jq(x)(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x))

=
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

A(ci1···ip(x), dj1···jq(x)) ·

(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x ∧ (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

だからA(φ∧ψ)xの (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)xによる表示の係数は、A(ci1···ip(x), dj1···jq(x)) の
線形結合になり Uから V3への C∞級写像になる。したがって、A(φ ∧ ψ)は V3に値を持つ
M上の p + q次微分形式になる。

命題 1.2.6 Vを有限次元実ベクトル空間とし Fを多様体 Mから多様体 Nへの C∞級写像
とする。x ∈ Mにおける Fの微分写像 dFx : Tx(M) → TF (x)(N) と定義 1.1.5の交代形式の
引き戻しを使って、ω ∈ Ωp(N ; V )に対して

(F ∗ω)x = (dFx)
∗ωF (x)

として (F ∗ω)x ∈ ∧p(Tx(M); V )を定義すると F ∗ω ∈ Ωp(M ; V )が成り立つ。
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証明 m = dim M , n = dim Nとしておく。F ∗ω ∈ Ωp(M ; V )を示すためには、F (U) ⊂ U ′

を満たすMと Nの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xm)と (U ′; y1, . . . , yn)をとったときに

x 7−→ (F ∗ω)x

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

)

がすべての i1, . . . , ipについて Uから Vへの C∞級写像になることを示せばよい。x ∈ Uに
対して

dFx

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

)
=

n∑

j=1

∂(yj ◦ F )

∂xi
(x)

∂

∂yj

∣∣∣∣∣
F (x)

に注意すると

(F ∗ω)x

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

)

= ωF (x)

(
dFx

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

)
, · · · , dFx

(
∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

))

=
n∑

j1,···,jp=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x) ωF (x)


 ∂

∂yj1

∣∣∣∣∣
F (x)

, · · · , ∂

∂yjp

∣∣∣∣∣
F (x)




となるので、これは Uから Vへの C∞級写像になる。よって F ∗ω ∈ Ωp(M ; V )が成り立つ。

定義 1.2.7 命題 1.2.6で定めた F ∗ωを、微分形式ωの Fによる引戻しと呼ぶ。

命題 1.2.8 Vを有限次元実ベクトル空間とし F : M → M ′, G : M ′ → M ′′を多様体の間の
C∞級写像とする。このときω ∈ Ωp(M ′′, V )に対して、

(G ◦ F )∗ω = F ∗(G∗ω)

が成り立つ。

証明 微分写像は、d(G ◦ F )x = dGF (x) ◦ dFxを満たす。よって v ∈ Tx(M)に対して

((G ◦ F )∗ω)x(v) = ωG◦F (x)(d(G ◦ F )x(v)) = ωG(F (x))(dGF (x) ◦ dFx(v))

= (G∗ω)F (x)(dFx(v)) = (F ∗(G∗ω))x(v)

となり、(G ◦ F )∗ω = F ∗(G∗ω)がわかる。

命題 1.2.9 V1, V2, V3を有限次元実ベクトル空間とし、A : V1×V2 → V3を双線形写像とする。
Fを多様体Mから多様体Nへの C∞級写像とする。このときφ ∈ Ωp(N ; V1), ψ ∈ Ωq(N ; V2)

に対して
F ∗(A(φ ∧ ψ)) = A((F ∗φ) ∧ (F ∗ψ))

が成り立つ。
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証明 命題 1.1.5より各 x ∈ Mに対して

F ∗(A(φ ∧ ψ))x = (dFx)
∗(A(φ ∧ ψ)F (x))

= (dFx)
∗(A(φF (x) ∧ ψF (x)))

= A(((dFx)
∗φF (x)) ∧ ((dFx)

∗ψF (x)))

= A((F ∗φ)x ∧ (F ∗ψ)x)

= A((F ∗φ) ∧ (F ∗ψ))x

となるので、F ∗(A(φ ∧ ψ)) = A((F ∗φ) ∧ (F ∗ψ))が成り立つ。

1.3 微分形式とベクトル場

定義 1.3.1 Vを有限次元実ベクトル空間とし Mを多様体とする。M上のベクトル場の全
体 X(M) は C∞(M) 加群であり、Vに値を持つ M上の 0 次微分形式の全体Ω0(M ; V ) も
C∞(M) 加群だから (命題 1.2.5)、X(M)pからΩ0(M ; V ) への C∞(M) 多重線形写像 (各成
分について C∞(M) 加群の線形写像) を考えることができる。X(M)pからΩ0(M ; V ) への
C∞(M)多重線形写像ωが、任意の i 6= jについて

ω(. . . ,

i
^

Xi, . . . ,

j
^

Xj, . . .) + ω(. . . ,

i
^

Xj, . . . ,

j
^

Xi, . . .) = 0 (Xl ∈ X(M))

を満たすときωをΩ0(M ; V ) に値を持つ X(M) 上の p 次 C∞(M) 交代形式と呼び、それら
ωの全体を∧p

C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V )) で表す。∧p
C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V ))に、Ω0(M ; V )の

C∞(M)加群の構造から定まる C∞(M)加群の構造を入れることにする。

∧0
C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V )) = Ω0(M ; V )

としておく。

例 1.3.2 Vを有限次元実ベクトル空間とし Mを多様体とする。l = dim Vとし Vの基底
v1, . . . , vlをとるとΩ0(M, V )の元ωは

ω =
l∑

i=1

ωivi (ωi ∈ C∞(M))

と表すことができる。M上のベクトル場Xは C∞(M)に作用しXωi ∈ C∞(M)となる。そ
こで

Xω =
l∑

i=1

(Xωi)vi

として Xω ∈ Ω0(M,V ) を定める。Xωの定義は Vの基底のとり方によらないことがわか
る。これによって、X(M) の元はΩ0(M ; V ) に作用する。この作用は X(M) の C∞(M) =

Ω0(M ;R)への作用の拡張である。ω ∈ Ω0(M ; V )をとり

(Dω)(X) = Xω (X ∈ X(M))
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として写像
Dω : X(M) → Ω0(M ; V )

を定めるとDωは実線形写像になる。さらに f ∈ C∞(M), X ∈ X(M)に対して

(Dω)(fX) =
l∑

i=1

(fXωi)vi = f
l∑

i=1

(Xωi)vi = f(Dω)(X)

となるのでDωは C∞(M)加群の線形写像になりDω ∈ ∧1
C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V )) である。

補題 1.3.3 Vを有限次元実ベクトル空間とし Mを多様体とする。p を自然数とすると、
ω ∈ ∧p

C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V )), σ ∈ Spに対して

ω(Xσ(1), . . . , Xσ(p)) = sgn(σ)ω(X1, . . . , Xp) (Xi ∈ X(M))

が成り立つ。

証明 命題 1.1.2の証明と同様。

定義 1.3.4 V1, V2, V3を実ベクトル空間とし双線形写像A : V1×V2 −→ V3があるとする。こ
のときω ∈ ∧p

C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V1))とη ∈ ∧q
C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V2))の外積 A(ω ∧ η) ∈

∧p+q
C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V3)) をXi ∈ X(M)に対して

A(ω ∧ η)(X1, . . . , Xp+q)

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A(ω(Xσ(1), . . . , Xσ(p)), η(Xσ(p+1), . . . , Xσ(p+q)))

と定義する。ただし右辺の A( , )は、φ ∈ Ω0(M ; V1), ψ ∈ Ω0(M ; V2)と x ∈ Mに対して

A(φ, ψ)x = A(φx, ψx)

で定める。すると、A(φ, ψ) ∈ Ω0(M ; V3)となる。

ω(Xσ(1), . . . , Xσ(p)) ∈ Ω0(M ; V1), η(Xσ(p+1), . . . , Xσ(p+q)) ∈ Ω0(M ; V2)

だから、
A(ω(Xσ(1), . . . , Xσ(p)), η(Xσ(p+1), . . . , Xσ(p+q))) ∈ Ω0(M ; V3).

よって、
A(ω ∧ η) ∈ ∧p+q

C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V3))

となり、

A(∧) : ∧p
C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V1)) × ∧q

C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V2))

−→ ∧p+q
C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V3))

は C∞(M)加群の双線形写像になる。双線形写像 Aが明かな場合は A(ω ∧ η)を単にω ∧ η

とも書く。
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補題 1.3.5 Mを多様体とし xをMの点とする。

(1) v ∈ Tx(M)に対して Yx = vとなる Y ∈ X(M)が存在する。

(2) x の開近傍 Uと X ∈ X(U) に対して x の開近傍 W ⊂ Uと Y ∈ X(M) が存在し
Xy = Yy (y ∈ W )を満たす。

定理 1.3.6 Vを有限次元実ベクトル空間とし Mを多様体とする。ω ∈ Ωp(M ; V ), Xi ∈
X(M)に対して

(ω̄(X1, . . . , Xp))(x) = ωx((X1)x, . . . , (Xp)x) (x ∈ M)

としてMから Vへの写像ω̄(X1, . . . , Xp)を定める。するとω̄(X1, . . . , Xp) ∈ Ω0(M ; V )とな
り、写像ω̄ : X(M)p → Ω0(M ; V )は∧p

C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V ))の元になる。さらに

¯ : Ωp(M ; V ) → ∧p
C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V ))

は C∞(M) 加群の同型写像になる。また V1, V2, V3を有限次元実ベクトル空間とし、A :

V1 × V2 → V3を双線形写像とする。このときφ ∈ Ωp(M ; V1)とψ ∈ Ωq(M ; V2)に対して

A(φ̄ ∧ ψ̄) = A(φ ∧ ψ)

が成り立つ。ただし左辺のA(∧)は定義 1.3.4で定めた外積であり、右辺のA(∧)は命題 1.2.5

の中で定めた外積である。

証明 n = dim Mとおく。(U ; x1, . . . , xn)をMの任意の局所座標近傍とする。Xi ∈ X(M)

の Uにおける局所表示を

(Xi)x =
n∑

j=1

aj
i (x)

∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

(x ∈ U)

とすると、aj
iは U上の C∞級関数になる。ω ∈ Ωp(M ; V )をとると x ∈ Uに対して

(ω̄(X1, . . . , Xp))(x)

= ωx((X1)x, . . . , (Xp)x)

=
n∑

j1,...,jp=1

aj1
1 (x) · · · ajp

p (x) ωx

(
∂

∂xj1

∣∣∣∣∣
x

, . . . ,
∂

∂xjp

∣∣∣∣∣
x

)

だから、写像ω̄(X1, . . . , Xp)は Uにおいて C∞級写像になり、ω̄(X1, . . . , Xp)はMから Vへ
の C∞級写像である。つまりω̄(X1, . . . , Xp) ∈ Ω0(M ; V )が成り立つ。

ω ∈ Ωp(M ; V )に対してω̄が∧p(X(M), Ω0(M ; V ))の元であることは微分形式の定義から
わかる。ω̄が∧p

C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V ))の元になることを示すためには、ω̄が C∞(M)加群
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の多重線形写像になることを示せばよい。X1, . . . , Xp ∈ X(M), f1, . . . , fp ∈ C∞(M), x ∈ M

に対して

ω̄(f1X1, . . . , fpXp)(x) = ωx((f1X1)x, . . . , (fpXp)x)

= ωx(f1(x)(X1)x, . . . , fp(x)(Xp)x)

= f1(x) · · · fp(x)ωx((X1)x, . . . , (Xp)x)

= {f1 · · · fpω̄(X1, . . . , Xp)}(x)

だから
ω̄(f1X1, . . . , fpXp) = f1 · · · fpω̄(X1, . . . , Xp).

したがってω̄は C∞(M)加群の多重線形写像になり、ω̄ ∈ ∧p
C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V ))。

ω, η ∈ Ωp(M ; V ), f, g ∈ C∞(M), X1, . . . , Xp ∈ X(M), x ∈ Mに対して

(fω + gη)(X1, . . . , Xp)(x)

= (fω + gη)x((X1)x, . . . , (Xp)x)

= f(x)ωx((X1)x, . . . , (Xp)x) + g(x)ηx((X1)x, . . . , (Xp)x)

= f(x)ω̄(X1, . . . , Xp)(x) + g(x)η̄(X1, . . . , Xp)(x)

= (fω̄ + gη̄)(X1, . . . , Xp)(x)

だから
(fω + gη) = fω̄ + gη̄.

したがって¯ : Ωp(M ; V ) → ∧p
C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V )) は C∞(M)加群の線形写像になる。

この写像が同型写像になることを以下で示そう。ω ∈ Ωp(M ; V ), ω̄ = 0とすると、任意
の X1, . . . , Xp ∈ X(M)に対してω̄(X1, . . . , Xp) = 0が成り立つ。したがって任意の x ∈ M

に対して
0 = ω̄(X1, . . . , Xp)(x) = ωx((X1)x, . . . , (Xp)x).

v1, . . . , vp ∈ Tx(M)を任意にとると、補題 1.3.5より Y1, . . . , Yp ∈ X(M)が存在し、(Yi)x =

vi (1 ≤ i ≤ p)を満たす。よって

ωx(v1, . . . , vp) = ωx((Y1)x, . . . , (Yp)x) = 0

となりωxは∧p(Tx(M), V )の元として 0である。したがってω = 0が成り立ち、¯は単射に
なる。
次に¯が全射になること、つまりφ ∈ ∧p

C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V )) に対して、ω̄ = φとなる
ω ∈ Ωp(M ; V )が存在することを示す。そのためには X1, . . . , Xp ∈ X(M)と x ∈ Mをとっ
たときに (φ(X1, . . . , Xp))(x)がベクトル場 Xiの xでの値 (Xi)xだけに依存していることが
重要になる。(φは X(M)pからΩ0(M ; V )への写像である。) 以下でこのことを証明しよう。
まずX1, . . . , Xp ∈ X(M)のうちの 1つXrがMの開集合 U上で 0であるときに、

φ(X1, . . . , Xp)(x) = 0 (x ∈ U)
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となることを示す。各 x ∈ Uについて xの開近傍W0,W1と h ∈ C∞(M)が存在し

W̄1 ⊂ W0, W̄0 ⊂ U

h(y) =

{
1 (y ∈ W1)

0 (y /∈ W0)

を満たす。したがってXrの仮定より (1− h)Xr = Xrが成り立つ。φは C∞(M)多重線形だ
から

φ(X1, . . . , Xp) = φ(X1, . . . , (1 − h)Xr, . . . , Xp)

= (1 − h)φ(X1, . . . , Xp)

となり
φ(X1, . . . , Xp)(x) = (1 − h(x))φ(X1, . . . , Xp)(x) = 0.

さらにX1, . . . , Xp ∈ X(M)のうちの 1つXrがMの 1点 xにおいて 0であるときに、

φ(X1, . . . , Xp)(x) = 0

となることを示す。xを含む局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとり、Uにおける Xrの局所表
示を

(Xr)y =
n∑

i=1

ai(y)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
y

(ai ∈ C∞(U))

とおく。Xrの仮定より ai(x) = 0である。U上のベクトル場 ∂
∂xiに補題 1.3.5の (2)を適用す

ると、x の開近傍 U ′ ⊂ Uと Yi ∈ X(M) が存在し ∂
∂xi |y = (Yi)y (y ∈ U ′) を満たす。した

がって

(Xr)y =
n∑

i=1

ai(y)(Yi)y (y ∈ U ′)

が成り立つ。さらに、xの開近傍Wと f i ∈ C∞(M)が存在し ai(y) = f i(y) (y ∈ W )を満
たす。よって

(Xr)y =
n∑

i=1

f i(y)(Yi)y (y ∈ W )

となりM上のベクトル場 Xr −
∑n

i=1 f iYiはW上で 0になる。先に示したことより y ∈ W

に対して

0 = φ(X1, . . . , Xr −
n∑

i=1

f iYi, . . . , Xp)(y)

= φ(X1, . . . , Xr, . . . , Xp)(y) −
n∑

i=1

ai(y)φ(X1, . . . ,

r
^

Yi, . . . , Xp)(y).

特に

φ(X1, . . . , Xp)(x) =
n∑

i=1

ai(x)φ(X1, . . .

r
^

Yi, . . . , Xp)(x) = 0.
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今度は X1, . . . , Xp, Y1, . . . , Yp ∈ X(M)がMの 1点 xに対して (Xi)x = (Yi)x (1 ≤ i ≤ p)

を満たせば
φ(X1, . . . , Xp)(x) = φ(Y1, . . . , Yp)(x)

となることを示す。Xi, Yiの仮定と上で示したことより

φ(X1, . . . , Xp)(x) − φ(Y1, . . . , Yp)(x)

= (φ(X1, . . . , Xp)(x) − φ(Y1, X2, . . . , Xp)(x))

+(φ(Y1, X2, . . . , Xp)(x) − φ(Y1, Y2, X3, . . . , Xp)(x))

+ · · · · · ·
+(φ(Y1, . . . , Yp−1, Xp)(x) − φ(Y1, . . . , Yp−1, Yp)(x))

=
p∑

r=1

φ(Y1, . . . , Yr−1, Xr − Yr, Xr+1, . . . , Xp)(x)

= 0.

以上の結果を使って、各 x ∈ Mに対して∧p(Tx(M), V )の元ωxが対応する対応を構成す
る。v1, . . . , vp ∈ Tx(M)に対して、補題 1.3.5の (1)より、(Xi)x = viとなる Xi ∈ X(M)を
とることができる。そこで

ωx(v1, . . . , vp) = φ(X1, . . . , Xp)(x)

としてωxを定める。上で示したことより、このωxの定め方は viのベクトル場への拡張のし
方によらず矛盾なく定まっている。φ ∈ ∧p

C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V ))よりωx ∈ ∧p(Tx(M), V )

となることがわかる。各 x ∈ Mに対して xを含む局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとる。U

上のベクトル場 ∂
∂xiに補題 1.3.5の (2)を適用すると、xの開近傍 U ′ ⊂ Uと Yi ∈ X(M)が存

在し ∂
∂xi |y = (Yi)y (y ∈ U ′)を満たす。したがって y ∈ U ′に対して

ωy


 ∂

∂x1

∣∣∣∣∣
x

, . . .
∂

∂xp

∣∣∣∣∣
y


 = φ(Y1, . . . , Yp)(y)

となり、これは U ′から Vへの C∞級写像である。よってωは M上の Vに値を持つ p 次微
分形式になる。またωの定め方よりω̄ = φとなることもわかる。以上で ¯ : Ωp(M ; V ) →
∧p

C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V )) が C∞(M)加群の同型写像になることがわかった。
最後にφ ∈ Ωp(M ; V1)とψ ∈ Ωq(M ; V2)に対して

A(φ̄ ∧ ψ̄) = A(φ ∧ ψ)

が成り立つことを示そう。X1, . . . , Xp+q ∈ X(M)と x ∈ Mに対して

A(φ ∧ ψ)(X1, . . . , Xp+q)(x)

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A(φ̄(Xσ(1), . . . , Xσ(p)), ψ̄(Xσ(p+1), . . . , Xσ(p+q)))(x)
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=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A(φ̄(Xσ(1), . . . , Xσ(p))(x), ψ̄(Xσ(p+1), . . . , Xσ(p+q))(x))

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sign(σ)A(φx((Xσ(1))x, . . . , (Xσ(p))x), ψx((Xσ(p+1))x, . . . , (Xσ(p+q))x))

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sign(σ)A(φx((Xσ(1))x, . . . , (Xσ(p))x), ψx((Xσ(p+1))x, . . . , (Xσ(p+q))x))

= A(φx ∧ ψx)((X1)x, . . . , (Xp+q)x)

= A(φ ∧ ψ)x((X1)x, . . . , (Xp+q)x)

= A(φ ∧ ψ)(X1, . . . , Xp+q)(x).

したがって
A(φ̄ ∧ ψ̄) = A(φ ∧ ψ)

が成り立つ。

注意 1.3.7 定理 1.3.6で示したC∞(M)加群の同型対応によって、今後は Vに値を持つM上
の p次微分形式ω ∈ Ωp(M ; V )を∧p

C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V ))の元と同一視することにする。

1.4 外微分

定理 1.4.1 Vを有限次元実ベクトル空間としMを n次元多様体とする。ω ∈ Ωp(M ; V )に
対して次の条件を満たす dω ∈ Ωp+1(M ; V )が一意的に存在する。(条件) Mの局所座標近傍
(U ; x1, . . . , xn)におけるωの局所表示を

ωx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

とすると

(dω)x =
∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∂ai1···ip

∂xi
(x)(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

が成り立つ。

証明 局所表示

∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∂ai1···ip

∂xi
(x)(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

によって定まる∧p+1(Tx(M), V ) の元が局所座標近傍のとり方によらないことを示す。系
1.1.11より、ai1···ip(x)はωxから

ai1···ip(x) = ωx

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

)
(1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)
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によって定まっている。i1, . . . , ipに括弧内のような大小関係がない場合も上の式によって
ai1···ip(x)を定めておく。(V ; y1, . . . , yn)をMのもう 1つの局所座標近傍とし、

bi1···ip(x) = ωx

(
∂

∂yi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂yip

∣∣∣∣∣
x

)

とおくと
ωx =

∑

i1<···<ip

bi1···ip(x)(dyi1)x ∧ · · · ∧ (dyip)x

となる。x ∈ U ∩ Vに対して Tx(M)の 2つ基底 ∂
∂xi |xと ∂

∂yi |xの間の変換行列は

∂

∂yi

∣∣∣∣∣
x

=
n∑

j=1

∂xj

∂yi
(x)

∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

となっているので、双対基底の間の変換行列は

(dyi)x =
n∑

j=1

∂yi

∂xj
(x)(dxj)x

となり、また

bi1···ip(x) =
n∑

j1,···,jp=1

∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)aj1···jp(x)

が成り立つ。
n∑

i=1

∂xj

∂yi
(x)

∂yi

∂xk
(x) = δjk

に注意しておく。

(∗)
∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∂bi1···ip

∂yi
(x)(dyi)x ∧ (dyi1)x ∧ · · · ∧ (dyip)x

=
1

p!

n∑

i,i1,...,ip=1

∂bi1···ip

∂yi
(x)(dyi)x ∧ (dyi1)x ∧ · · · ∧ (dyip)x

=
1

p!

n∑

i,i1,...,ip=1

n∑

j,j1,...,jp=1

k,k1,...,kp=1

∂xj

∂yi
(x)

∂

∂xj

{
∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)aj1···jp(x)

}
·

∂yi

∂xk
(x)(dxk)x ∧

∂yi1

∂xk1
(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ ∂yip

∂xkp
(x)(dxkp)x

=
1

p!

n∑

i1,...,ip=1

n∑

j1,...,jp=1

k,k1,...,kp=1

∂

∂xk

{
∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)aj1···jp(x)

}
·

(dxk)x ∧
∂yi1

∂xk1
(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ ∂yip

∂xkp
(x)(dxkp)x.
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ここで
n∑

ir=1

∂xjs

∂yir
(x)

∂yir

∂xkt
(x) = δjskt

だから

n∑

ir=1

∂

∂xk

(
∂xjs

∂yir
(x)

)
∂yir

∂xkt
(x) = −

n∑

ir=1

∂xjs

∂yir
(x)

∂

∂xk

(
∂yir

∂xkt
(x)

)

= −
n∑

ir=1

∂xjs

∂yir
(x)

∂2yir

∂xk∂xkt
(x)

となり、これは kと ktに関して対称である。他方、(dxk)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp)x は kと
ktに関して交代的だから

(∗) =
1

p!

n∑

i1,...,ip=1

n∑

j1,...,jp=1

k,k1,...,kp=1

∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)

∂aj1···jp

∂xk
(x) ·

(dxk)x ∧
∂yi1

∂xk1
(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ ∂yip

∂xkp
(x)(dxkp)x

=
1

p!

n∑

k,k1,...,kp=1

∂ak1···kp

∂xk
(x)(dxk)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp)x

=
∑

k1<···<kp

n∑

k=1

∂ak1···kp

∂xk
(x)(dxk)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp)x.

以上で dωの表示が局所座標近傍のとり方によらないことがわかった。dωの一意性もこの
ことからわかる。また dωが p + 1次微分形式になることも dωの表示からわかる。

注意 1.4.2 定理 1.3.6において、p = 0 の場合を考えるとω ∈ Ω0(M ; V ) は Mから Vへの
C∞級写像になり、例 1.3.2で考えた dωと定理 1.4.1で存在を示した dωは一致する。

証明 (U ; x1, . . . , xn)をMの局所座標近傍とする。例 1.3.2で考えた Vに値を持つ 1次微
分形式 dωの Uにおける局所表示は、例 1.3.2の証明中に示したことより

(dω)x =
n∑

i=1

∂ω

∂xi
(x)(dxi)x

となり定理 1.4.1の dωの表示と一致する。

定義 1.4.3 Vを有限次元実ベクトル空間としMを多様体とする。定理 1.4.1より定まる写
像 d : Ωp(M ; V ) → Ωp+1(M ; V ) を微分形式の外微分と呼ぶ。

定理 1.4.4 Vを有限次元実ベクトル空間とし Fを多様体 Mから多様体 Nへの C∞級写像
とする。このとき、Fによる微分形式の引き戻し F ∗ : Ωp(N ; V ) → Ωp(M ; V )は外微分と可
換になる。
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証明 m = dim M , n = dim Nとしておく。ω ∈ Ωp(N ; V )とする。F (U) ⊂ U ′を満たす
Mと Nの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xm)と (U ′; y1, . . . , yn)をとる。

aj1···jp(y) = ωy


 ∂

∂yj1

∣∣∣∣∣
y

, · · · , ∂

∂yjp

∣∣∣∣∣
y




とおくとωの U ′における局所表示は

ωy =
∑

j1<···<jp

aj1···jp(y)(dyj1)y ∧ · · · ∧ (dyjp)y

となる。命題 1.2.6の証明中の計算より x ∈ Uに対して

(F ∗ω)x

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

)

=
n∑

j1,···,jp=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x) aj1···jp(F (x)).

したがって

(d(F ∗ω))x

=
n∑

j1,···,jp=1

∑

i1<···<ip

m∑

i=1

∂

∂xi

{
∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x) aj1···jp(F (x))

}
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x.

ここで
∂2(yjr ◦ F )

∂xi∂xir
(x) は iと irに関して対称で、(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)xは iと irに

関して交代的だから

(d(F ∗ω))x

=
n∑

j1,···,jp=1

∑

i1<···<ip

m∑

i=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x)

∂aj1···jp(F (x))

∂xi
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

=
1

p!

n∑

j1,···,jp=1

m∑

i1,···,ip=1

m∑

i=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x)

∂aj1···jp(F (x))

∂xi
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x.

他方

(dω)y =
∑

j1<···<jp

n∑

j=1

∂aj1···jp

∂yj
(y)(dyj)y ∧ (dyj1)y ∧ · · · ∧ (dyjp)y

=
1

p!

n∑

j1,···,jp=1

n∑

j=1

∂aj1···jp

∂yj
(y)(dyj)y ∧ (dyj1)y ∧ · · · ∧ (dyjp)y
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だから命題 1.1.5より

(F ∗(dω))x = (dFx)
∗(dω)F (x)

=
1

p!

n∑

j1,···,jp=1

n∑

j=1

∂aj1···jp

∂yj
(F (x))(dFx)

∗(dyj)F (x) ∧

(dFx)
∗(dyj1)F (x) ∧ · · · ∧ (dFx)

∗(dyjp)F (x).

ここで

(dFx)
∗(dyj)F (x) = (dyj)F (x) ◦ dFx = d(yj ◦ F )x =

m∑

i=1

∂(yj ◦ F )

∂xi
(x)(dxi)x

でさらに

n∑

j=1

∂aj1···jp

∂yj
(F (x))(dFx)

∗(dyj)F (x)

=
n∑

j=1

m∑

i=1

∂aj1···jp

∂yj
(F (x))

∂(yj ◦ F )

∂xi
(x)(dxi)x

=
m∑

i=1

∂aj1···jp(F (x))

∂xi
(x)(dxi)x

だから

(F ∗(dω))x

=
1

p!

n∑

j1,···,jp=1

m∑

i1,···,ip=1

m∑

i=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x)

∂aj1···jp(F (x))

∂xi
(x) ·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

= (d(F ∗ω))x.

したがって F ∗(dω) = d(F ∗ω)が成り立つ。

注意 1.4.5 定理 1.4.4においてMが Nの部分多様体で F : M → Nが包含写像のとき、N

上の微分形式を外微分してからMに制限しても先にMに制限してからM上の微分形式と
して外微分しても結果は等しくなる。特別な場合としてMがNの開集合の場合がある。こ
れらの場合は包含写像を省略して記述することもある。

補題 1.4.6 Vを有限次元実ベクトル空間としMを多様体とする。外微分

d : Ωp(M ; V ) → Ωp+1(M ; V )

は実線形写像になる。

証明 定理 1.4.1の外微分の定め方より dは実線形写像になる。
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定理 1.4.7 V1, V2, V3を有限次元実ベクトル空間とし、A : V1 × V2 → V3を双線形写像とす
る。Mを多様体とするとφ ∈ Ωp(M ; V1), ψ ∈ Ωq(M ; V2) に対して

dA(φ ∧ ψ) = A(dφ ∧ ψ) + (−1)pA(φ ∧ dψ)

が成り立つ。

証明 n = dim Mとし (U ; x1, . . . , xn)をMの局所座標近傍とする。Uにおけるφとψの局
所表示を

φx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

ψx =
∑

j1<···<jq

bj1···jq(x)(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

とすると

A(φ ∧ ψ)x =
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

A(ai1···ip(x), bj1···jq(x)) ·

(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x ∧ (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

となる。そこで k1 < · · · < kp+qに対して、{i1, . . . , ip, j1, . . . , jq} 6= {k1, . . . , kp+q}のときは

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
= 0

としておくと

A(φ ∧ ψ)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·

A(ai1···ip(x), bj1···jq(x))(dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

となるので

dA(φ ∧ ψ)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·

n∑

i=1

∂A(ai1···ip(x), bj1···jq(x))

∂xi
(dxi)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·
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n∑

i=1

{
A

(
∂ai1···ip

∂xi
(x), bj1···jq(x)

)
+ A

(
ai1···ip(x),

∂bj1···jq

∂xi
(x)

)}
·

(dxi)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

=
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

n∑

i=1

{
A

(
∂ai1···ip

∂xi
(x), bj1···jq(x)

)
+ A

(
ai1···ip(x),

∂bj1···jq

∂xi
(x)

)}
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x ∧ (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

= A(dφ ∧ ψ)x + (−1)pA(φ ∧ dψ)x.

よって、dA(φ ∧ ψ) = A(dφ ∧ ψ) + (−1)pA(φ ∧ dψ) が成り立つ。

定理 1.4.8 Vを有限次元実ベクトル空間としMを多様体とする。外微分

d : Ωp(M ; V ) −→ Ωp+1(M ; V )

は d ◦ d = 0を満たす。

証明 n = dim Mとしておく。まずω ∈ Ω0(M ; V )について d2ω = 0が成り立つことを
示そう。(U ; x1, . . . , xn)をMの局所座標近傍とする。x ∈ Uに対して

(dω)x =
n∑

j=1

∂ω

∂xj
(x)(dxj)x

だから

(d2ω)x =
n∑

i=1

n∑

j=1

∂2ω

∂xi∂xj
(x)(dxi)x ∧ (dxj)x.

ここで ∂2ω
∂xi∂xj (x)は iと jに関して対称的で (dxi)x ∧ (dxj)xは iと jに関して交代的である。

したがって (d2ω)x = 0となり d2ω = 0。
次に p > 0のときω ∈ Ωp(M ; V )の Uにおける局所表示を

ωx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

とすると

(dω)x =
∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∂ai1···ip

∂xi
(x)(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

=
∑

i1<···<ip

(dai1···ip)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

となるので、定理 1.4.1より

(d2ω)x =
∑

i1<···<ip

(d2ai1···ip)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

+
∑

i1<···<ip

(dai1···ip)x ∧
p∑

j=1

(−1)j(dxi1)x ∧ · · · ∧ (d2xij)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

= 0.

したがって (d2ω)x = 0となり d2ω = 0。
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補題 1.4.9 Mを多様体とする。X, Y ∈ X(M)と f, g ∈ C∞(M)に対して

[fX, gY ] = f(Xg)Y − g(Y f)X + fg[X,Y ]

が成り立つ。

証明 h ∈ C∞(M)に対して

[fX, gY ] (h) = fX(gY (h)) − gY (fX(h))

= fX(g)Y (h) + fgX(Y (h)) − gY (f)X(h) − gfY (X(h))

= (f(Xg)Y − g(Y f)X + fg[X,Y ])(h)

となるので、[fX, gY ] = f(Xg)Y − g(Y f)X + fg[X,Y ]が成り立つ。

定理 1.4.10 Vを有限次元実ベクトル空間としMを多様体とする。ω ∈ Ωp(M ; V )に対し
て次の公式が成り立つ。p = 0のときX ∈ X(M)に対して

dω(X) = Xω.

p = 1のときX, Y ∈ X(M)に対して

dω(X, Y ) = X(ω(Y )) − Y (ω(X)) − ω([X, Y ]).

証明 p = 0のとき l = dim Vとし Vの基底 v1, . . . , vlをとるとωは

ω =
l∑

i=1

ωivi (ωi ∈ C∞(M))

と表すことができる。X ∈ X(M)に対して

dω(X) =
l∑

i=1

dωivi(X) =
l∑

i=1

dωi(X)vi =
l∑

i=1

(Xωi)vi = Xω.

このことと、f ∈ C∞(M)に対して

X(fω) = d(fω)(X) = (dfω + fdω)(X) = df(X)ω + fdω(X) = (Xf)ω + f(Xω)

が成り立つことに注意しておく。
p = 1のときX, Y ∈ X(M)に対して

D(X, Y ) = X(ω(Y )) − Y (ω(X)) − ω([X,Y ])

とおいて写像 D : X(M)2 → Ω0(M ; V ) を定める。Dは定義式より実双線形写像になって
いる。

D(Y, X) = Y (ω(X)) − X(ω(Y )) − ω([Y, X]) = −D(X,Y )
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となり、さらに上で注意したことと補題 1.4.9を使うと f, g ∈ C∞(M)に対して

D(fX, gY ) = fX(ω(gY )) − gY (ω(fX)) − ω([fX, gY ])

= fX(g)ω(Y ) + fgX(ω(Y )) − gY (f)ω(X) − gfY (ω(X))

−ω(f(Xg)Y − g(Y f)X + fg[X, Y ])

= fgD(X, Y )

となるので、Dは C∞(M)加群の双線形写像になり D ∈ ∧2
C∞(M)(X(M), Ω0(M ; V ))。した

がって定理 1.3.6、または注意 1.3.7より、Dを Vに値を持つM上の 2次微分形式とみなす
ことができる。

Ω2(M ; V )の元としてDが dωに等しいことを証明しよう。任意の x ∈ Mに対して xを含
む局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとり、U上のベクトル場 ∂

∂xiに補題 1.3.5(2)を適用すると、
xの開近傍 U ′ ⊂ Uと Yi ∈ X(M)が存在し ∂

∂xi |y = (Yi)y (y ∈ U ′)を満たす。U ′におけるωの
局所表示を

ωy =
n∑

i=1

aj(y)(dxj)y (y ∈ U ′)

とおくと

(dω)y =
n∑

i,j=1

∂aj

∂xi
(y)(dxi)y ∧ (dxj)y

=
∑

i<j

(
∂aj

∂xi
(y) − ∂ai

∂xj
(y)

)
(dxi)y ∧ (dxj)y.

したがって k < lに対して

(dω)y((Yk)y, (Yl)y) = (dω)y


 ∂

∂xk

∣∣∣∣∣
y

,
∂

∂xl

∣∣∣∣∣
y




=
∂al

∂xk
(y) − ∂ak

∂xl
(y)

=
∂

∂xk
ωy


 ∂

∂xl

∣∣∣∣∣
y


 − ∂

∂xl
ωy


 ∂

∂xk

∣∣∣∣∣
y




= Yk(ω(Yl))(y) − Yl(ω(Yk))(y).

ここで y ∈ U ′と f ∈ C∞(M)に対して

[Yk, Yl]y(f) = (Yk(Ylf))(y) − (Yl(Ykf))(y) =
∂2f

∂xk∂xl
(y) − ∂2f

∂xl∂xk
(y) = 0

だから U ′において [Yk, Yl] = 0である。したがって

(dω)(Yk, Yl)(y) = Yk(ω(Yl))(y) − Yl(ω(Yk))(y) − ω([Yk, Yl])(y) = D(Yk, Yl)(y)
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となるので、特に dωxとDxは∧2(Tx(M), V )の元として等しい。これが任意の x ∈ Mにつ
いて成り立つので dω = Dとなる。

注意 1.4.11 定理 1.4.10の条件下で p > 0のときX1, . . . Xp+1 ∈ X(M)に対して

dω(X1, . . . , Xp+1)

=
p+1∑

i=1

(−1)i−1Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xp+1))

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xp+1).

が成り立つことが知られている。



第 2章 Lie群と Lie環

2.1 Lie群と Lie環

定義 2.1.1 多様体 Gが群構造を持ち、その群演算

G × G → G; (x, y) 7→ xy, G → G; x 7→ x−1

が C∞級写像になるとき、Gを Lie群と呼ぶ。(特にことわらないかぎり、群の単位元は e

で表す。)

注意 2.1.2 定義 2.1.1では、Lie群は可算開基を持つと仮定しなかったが、連結 Lie群は可
算開基を持つことが知られている。

例 2.1.3 Vを有限次元実ベクトル空間とすると、Vの正則線形変換の全体GL(V )は Lie群
になる。GL(Rn)は GL(n,R)とも書く。GL(V )を一般線形群と呼ぶ。

証明 dim V = nとする。End(V ) = {f : V → V |fは線形写像 }とおく。Vの基底をとり、
End(V )の元を行列で表現したときの行列の成分を考えれば、End(V )と n2次元Euclid空間
の間の微分同型写像になる。表現行列の成分が End(V )の座標になる。det : End(V ) → R

は End(V )の座標の多項式で表されるので連続であり、

GL(V ) = {f ∈ End(V )|detf 6= 0}

だから、GL(V )は End(V )の開集合である。特に、GL(V )は n2次元多様体になる。群演算

GL(V ) × GL(V ) → GL(V ); (x, y) 7→ xy

は、End(V )の座標の二次式で表されるので C∞級写像であり、

GL(V ) → GL(V ); x 7→ x−1

は、End(V )の座標の分数式で表されるので C∞級写像である (Cramerの公式)。

定義 2.1.4 Lie群 Gの元 gに対して微分同型写像 Lg, Rgを

Lg : G → G; x 7→ gx, Rg : G → G; x 7→ xg

27
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によって定め、それぞれ gによる左移動、右移動と呼ぶ。G上のベクトル場Xは、Gの任
意の元 gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (x ∈ G)

を満たすとき左不変ベクトル場と呼ばれ、

(dRg)x(Xx) = Xxg (x ∈ G)

を満たすとき右不変ベクトル場と呼ばれる。

注意 2.1.5 Lie 群 G の単位元 e を含む局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn) をとっておけば、各
g ∈ Gに対して (Lg(U); x1 ◦ L−1

g , . . . , xn ◦ L−1
g )は gを含む局所座標近傍になる。右移動を

使っても同様にできる。

定義 2.1.6 実ベクトル空間 gに双線形写像 [ , ] : g×g → gがあり、すべての元X, Y, Z ∈ g

に対して
[X,Y ] = −[Y, X], [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y ] = 0

を満たすとき、gを Lie環と呼ぶ。Lie環 gの部分ベクトル空間 hが、演算 [ , ]に関して
閉じているとき、hを gの Lie部分環と呼ぶ。

例 2.1.7 多様体M上のベクトル場の全体 X(M)は Lieブラケット [ , ]に関して Lie環に
なる。

例 2.1.8 Vをベクトル空間とする。End(V )の元X,Yに対して [X, Y ] = XY − Y Xと定め
ると End(V )は Lie環になる。この Lie環を gl(V )で表す。gl(Rn)は gl(n,R)とも書く。

証明 定め方より [ , ] : End(V ) × End(V ) → End(V ) は双線形写像である。End(V )の
元X, Y, Zに対して

[X, Y ] = XY − Y X = −[Y, X],

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ]

= [XY − Y X,Z] + [Y Z − ZY, X] + [ZX − XZ, Y ]

= XY Z − Y XZ − ZXY + ZY X + Y ZX − ZY X − XY Z + XZY

+ZXY − XZY − Y ZX + Y XZ

= 0.

したがって End(V )は [ , ]に関して Lie環になる。

定理 2.1.9 Gを Lie群とし、Gの左不変ベクトル場の全体を gで表す。すると、gは Lie

環 X(G)の Lie部分環になり、写像

α : g → Te(G); X 7→ Xe

は線形同型写像になる。特に dim g = dim Te(G) = dim Gが成り立つ。
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証明 gが X(G)の部分ベクトル空間になることは定義からわかる。X,Y ∈ gとすると
任意の g ∈ Gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (dLg)x(Yx) = Ygx (x ∈ G)

が成り立つので Lieブラケット積と微分写像の関係より

(dLg)x([X, Y ]x) = [X,Y ]gx (x ∈ G)

となり、[X, Y ] ∈ g。よって gは X(G)の Lie部分環である。
αが線形写像になることは定義からわかる。X ∈ g, α(X) = 0とすると、任意の g ∈ Gに
対し

Xg = (dLg)e(Xe) = 0

だから、X = 0。よって Kerα = 0 となり、αは単射。他方 X ∈ Te(G) に対してX̃g =

(dLg)e(X)とおき、X̃が左不変ベクトル場になることを示せば、αが全射になることがわか
る。(U ; x1, . . . , xn)を Gの単位元 eを含む局所座標近傍とする。G × G → G; (x, y) 7→ xy

は連続だから、eを含む開近傍 Vで V V = {xy|x, y ∈ V } ⊂ Uを満たすものをとることがで
きる。

X =
n∑

i=1

ξi ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
e

とおく。注意 2.1.5より任意の g ∈ Gに対して、(Lg(V ); x1 ◦ L−1
g , . . . , xn ◦ L−1

g )は gを含む
局所座標近傍になる。そこで yi = xi ◦ L−1

g とおくと gx ∈ Lg(V ) (x ∈ V )に対して、

X̃gx = (dLgx)e(X) = d(Lg ◦ Lx)e(X) = (dLg)x(dLx)e(X)

= (dLg)x




n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi
(e)

∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x




=
n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi
(e)(dLg)x

∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

.

ここで (
(dLg)x

∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

)
yk =

(
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

)
(yk ◦ Lg) = δjk

だから

(dLg)x
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

=
∂

∂yj

∣∣∣∣∣
gx

となり

X̃gx =
n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi
(e)

∂

∂yj

∣∣∣∣∣
gx

.

G × G → G; (x, y) 7→ xy = Lx(y) は C∞級写像だから、各 i, jに対して

V → R; x 7→ ∂(xj ◦ Lx)

∂xi
(e)
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は C∞級写像になる。よって、各 jについて

Lg(V ) → R; gx 7→
n∑

i=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi
(e)

は C∞級写像である。したがってX̃は G 上のベクトル場である。X̃は定め方より左不変。
したがってαは線形同型写像である。

定義 2.1.10 Lie群 Gの左不変ベクトル場の全体からなる Lie環 gを Lie群 Gの Lie環と
呼ぶ。

定義 2.1.11 Lie群の間の C∞級写像 f : G → Hが群の準同型写像でもあるとき、fを Lie

群の準同型写像と呼ぶ。さらに fが逆写像 f−1を持ち、f−1も Lie群の準同型写像であると
き、fを Lie群の同型写像と呼び Lie群 Gと Hは同型であるという。Lie環の間の線形写
像 f : g → hが

[f(X), f(Y )] = f([X, Y ]) (X,Y ∈ g)

を満たすとき、fを Lie環の準同型写像と呼ぶ。さらに fが逆写像 f−1を持つとき、fを Lie

環の同型写像と呼び、Lie環 gと hは同型であるという。

2.2 指数写像

定義 2.2.1 Mを多様体とし、XをM上のベクトル場とする。Iを実数の開区間とし、M上
の曲線 c : I → Mが

dc

dt
(t) = Xc(t) (t ∈ I)

を満たすとき、cをXの積分曲線と呼ぶ。

補題 2.2.2 Mを多様体とし、Xを M上のベクトル場とする。実数 t0と Mの各点 x ∈ M

に対して、Xの積分曲線 c : I → Mで t0 ∈ I, c(t0) = x を満たすものが存在する。また
c1, c2 : I → Mが c1(t0) = c2(t0) = xを満たすXの積分曲線ならば c1 = c2が成り立つ。

証明 xを含むMの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとる。Xの Uにおける局所表示を

Xx =
n∑

i=1

ai(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

(x ∈ U)

とする。Uにおいて問題になっている等式

dc

dt
(t) = Xc(t) (t ∈ I)

の局所表示は
n∑

i=1

d(xi ◦ c(t))

dt

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
c(t)

=
n∑

i=1

ai(c(t))
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
c(t)
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となる。したがって cは

d(xi ◦ c(t))

dt
= ai(c(t)), xi ◦ c(t0) = xi(x) (1 ≤ i ≤ n)

を満たせばよい。これは Euclid空間の開集合における常微分方程式であり aiは C∞級関数
だから t0を含む開区間 Iと c : I → Uが存在し上の常微分方程式を満たす。この曲線 cが求
めるものである。
次に積分曲線の一意性を示そう。Mの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)で c1(I), c2(I) ⊂ Uを
満たすものが存在する場合は、局所座標 x1, . . . , xnを使うと

dc1

dt
(t) = Xc1(t),

dc2

dt
(t) = Xc2(t) (t ∈ I)

はEuclid空間の開集合における常微分方程式になり、常微分方程式の解の一意性から c1 = c2

となる。c1(I), c2(I)がMの 1つの局所座標近傍に含まれない場合を考えよう。t0 < s, s ∈ I

に対して 0 < εと t0 < t1 < . . . < tk = sを次の条件を満たすようにとる。Ii = (ti−1 − ε, ti +

ε) (1 ≤ i ≤ k) とおくと各 iについて c1(Ii), c2(Ii)はMの 1つの局所座標近傍に含まれる。
先に示したことを使うと c1(t1) = c2(t1), . . . , c1(tk) = c2(tk)を帰納的に示すことができる。
特に c1(s) = c2(s)。t0 > s, s ∈ Iに対しても同様にして c1(s) = c2(s)となり、c1 = c2が成
り立つ。

定義 2.2.3 実数全体 Rを加法に関して Lie群とみなしたとき、Rから Lie群 Gへの Lie

群の準同型写像を Gの一径数部分群と呼ぶ。

定理 2.2.4 G を Lie 群とし、その Lie 環を g とする。Lie 環 g の元全体と G の一径数部
分群の全体は次の対応で 1対 1に対応する。X ∈ gに対して Xの積分曲線 c : R → Gで
c(0) = eとなるものがただ 1つ存在し、cは Gの一径数部分群になり、X ∈ gにこの cを

対応させる。逆にGの一径数部分群 cに対して、定理 2.1.9によって
dc

dt
(0)に対応する gの

元Xを cに対応させる。

証明 次の (1),(2)のステップにわけて定理を証明する。

(1) X ∈ gに対して Xの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものが存在し、cは Gの
一径数部分群である。

(2) 定理で定めた 2つの対応はお互いの逆対応になる。

(1)補題 2.2.2より、δ > 0とXの積分曲線 a : (−δ, δ) → Gで a(0) = eを満たすものが存
在する。|s| < δ/2となる sを 1つ固定して

b1(t) = a(s + t), b2(t) = a(s)a(t) (|s| < δ/2)

とおく。すると、t 7→ b1(t)はXの積分曲線になり、

d

dt
b2(t) = (dLa(s))a(t)

(
d

dt
a(t)

)
= (dLa(s))a(t)(Xa(t)) = Xa(s)a(t)
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だから t 7→ b2(t)もXの積分曲線になる。さらに、

b1(0) = a(s) = a(s)e = a(s)a(0) = b2(0)

だから補題 2.2.2の一意性より、

b1(t) = b2(t) (|t| < δ/2).

結局
a(s + t) = a(s)a(t) = a(t)a(s) (|s|, |t| < δ/2)

が成り立つ。任意の t ∈ Rに対して |t/k| < δ/2となるように自然数 kをとり

c(t) = a
(

t

k

)k

として写像 c : R → Gを定める。t ∈ Rに対して、|t/k| < δ/2, |t/l| < δ/2となる自然数
k, lをとったとき、

a
(

t

k

)k

= a
(

t

kl

)kl

= a
(

t

l

)l

が成り立つので、上の cは kのとり方によらずに定まっている。c(0) = a(0) = eは明らか。
以下で、cが Gの一径数部分群であることを示そう。t ∈ Rに対して |t/k| < δ/2となる自
然数 kをとる。tを含む開集合 Iで s ∈ Iならば |s/k| < δ/2となるものをとる。すると s ∈ I

に対して c(s) = a(s/k)kとなるので、cは Iにおいて C∞級写像である。よって c : R → G

は C∞級写像になる。任意の s, t ∈ Rに対して |s/k|, |t/k| < δ/4となる自然数 kをとると、
|s/k|, |t/k|, |(s + t)/k| < δ/2となり、

c(s)c(t) = a
(

s

k

)k

a
(

t

k

)k

=
(
a
(

s

k

)
a
(

t

k

))k

= a
(

s + t

k

)k

= c(s + t).

したがって c : R → Gは Gの一径数部分群になる。
次に cが Xの積分曲線であることを示そう。s ∈ Rに対して、t ∈ (s − δ, s + δ)とする
と、c(t) = c(s)c(t − s) = Lc(s)(c(t − s))だから、

d

dt
c(t)

∣∣∣∣∣
t=s

= (dLc(s))e

(
d

dt
c(t)

∣∣∣∣∣
t=0

)
= (dLc(s))e(Xe) = Xc(s).

したがって cはXの積分曲線である。
(2) X ∈ gに対応する Gの一径数部分群 cはdc

dt
(0) = Xe を満たすので、cに対応する g

の元は Xになる。逆に Gの一径数部分群 cに対応する gの元 Xは Xe = dc
dt

(0) を満たす。
(1)の最後で示したことは gの元 Xと Gの一径数部分群 cがdc

dt
(0) = Xeを満たせば cは X

の積分曲線になることである。したがってXに対応する Gの一径数部分群は cになる。



2.2 指数写像 33

例 2.2.5 GL(n,R)の一径数部分群を求めてみよう。GL(n,R)の接ベクトルを gl(n,R)の
元と同一視する。X ∈ gl(n,R) ∼= Te(GL(n,R))に対応する GL(n,R)上の左不変ベクトル
場をX̃で表すと、定理 2.1.9の証明中の計算よりX̃g = gX (g ∈ GL(n,R))となる。したがっ
て、Xに対応する GL(n,R)の一径数部分群 cは

dc(t)

dt
= c(t)X (t ∈ R), c(0) = e

を満たす。行列の指数関数: eA =
∞∑

n=0

1
n!

Anを使うと c(t) = etXとなる。

例 2.2.6 行列の指数関数の射影分解による計算法について述べる。n次複素正方行列Aの
固有多項式をγA(t)で表す。γA(t)を因数分解しγA(t) = (t − λ1)

p1 . . . (t − λk)
pk とする。次

に部分分数展開:
1

γA(t)
=

h1(t)

(t − λ1)p1
+ . . . +

hk(t)

(t − λk)pk

を行う。

1 = h1(t)
γA(t)

(t − λ1)p1
+ . . . + hk(t)

γA(t)

(t − λk)pk

となり、γA(t)は (t − λi)
piを因子に持っているので

γA(t)

(t − λi)pi
は tの多項式である。そこで

πi(t) = hi(t)
γA(t)

(t − λi)pi
とおくとπi(t)も tの多項式になり

1 = π1(t) + . . . + πk(t), (t − λi)
piπi(t) = hi(t)γA(t)

が成り立つ。Pi = πi(A)とおくと

In = P1 + . . . + Pk.

これを射影分解と呼ぶ。Cayley-Hamiltonの定理より

(A − λiIn)piPi = hi(A)γA(A) = 0.

以上の結果を使うと

etA =
k∑

i=1

etAPi =
k∑

i=1

etλiIn+t(A−λiIn)Pi

=
k∑

i=1

eλitInet(A−λiIn)Pi =
k∑

i=1

eλit
∞∑

j=0

tj

j!
(A − λiIn)jPi

=
k∑

i=1

eλit
pi−1∑

j=0

tj

j!
(A − λiIn)jPi.
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定義 2.2.7 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 2.2.4で存在を示
した Xの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものをとり、exp X = c(1)とおくことに
よって写像 exp : g → Gを定義する。expを Lie群 Gの指数写像と呼ぶ。

例 2.2.8 例 2.2.5で示したようにGL(n,R)の Lie環 gl(n,R)の元Xに対応する一径数部分
群は etXになるので、GL(n,R)の指数写像は行列の指数関数に一致する。

命題 2.2.9 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 2.2.4の対応で対
応する Gの一径数部分群は t 7→ exp tXになる。

証明 X ∈ gに対して定理 2.2.4の対応で対応する Gの一径数部分群を t 7→ c(t,X)と書
くことにする。s ∈ Rに対して、

d

dt
c(st,X) = sXc(st,X) (t ∈ R)

となるので、t 7→ c(st,X)は sX ∈ gに対応する一径数部分群になる。よって c(st,X) =

c(t, sX)となり t = 1とおくと

c(s,X) = c(1, sX) = exp sX.

これよりX ∈ gに対応する Gの一径数部分群は t 7→ exp tXに一致する。

命題 2.2.10 Gを Lie群とし、その Lie環を gとすると、Gの指数写像 exp : g → Gは C∞

級写像である。

証明 X1, . . . , Xnを gの基底とし u1, . . . , unをその双対基底とすると、u1, . . . , unは gの
座標になる。Gの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)で e ∈ U, x1(e) = . . . = xn(e) = 0を満た

すものをとっておく。
n∑

i=1
uiXi ∈ gに対応する一径数部分群を c(t; u1, . . . , un)と書くことに

する。
d

dt
c(t; u1, . . . , un) =

n∑

i=1

ui(Xi)c(t;u1,...,un)

だから、各Xiの Uにおける局所表示を

(Xi)x =
n∑

j=1

aji(x)
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

とすると c(t; u1, . . . , un)は

d

dt
xj(c(t; u1, . . . , un)) =

n∑

i=1

uiaji(c(t; u1, . . . , un))

を満たす。常微分方程式の解はパラメーターに関して滑らかだから、写像:

(t, u1, . . . , un) 7→ (x1(c(t; u1, . . . , un)), . . . , xn(c(t; u1, . . . , un)))
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は 0の近傍で C∞級写像になる。

exp(
n∑

i=1

uiXi) = c(1; u1, . . . , un)

だから、exp : g → Gは 0のある開近傍 Nで C∞級写像である。任意の X ∈ gに対してあ
る自然数 pが存在し1

p
X ∈ Nとなる。そこでXの開近傍 Oを1

p
O ⊂ Nとなるようにとると

exp(Z) = exp

(
1

p
Z

)p

(Z ∈ O)

だから expはOにおいてC∞級写像である。したがって、exp : g → GはC∞級写像になる。

定理 2.2.11 Lie群 Gとその Lie環 gに対して、Gの指数写像 expは gにおける 0のある
開近傍と Gにおける eのある開近傍の間の微分同型写像を与える。

証明 X ∈ g ∼= T0(g)に対して

d exp0(X) =
d

dt
exp(tX)

∣∣∣∣∣
t=0

= Xe = α(X)

だから d expe = α : g → Te(G)。定理 2.1.9より d expeは線形同型写像になる。逆関数定理
を使うと、expは gにおける 0のある開近傍と Gにおける eのある開近傍の間の微分同型
写像を与えることがわかる。

定義 2.2.12 G を Lie 群とし、その Lie 環を g とする。定理 2.2.11より exp は g におけ
る 0 のある開近傍と G における e のある開近傍 Uの間の微分同型写像になるので、g の

基底 X1, . . . , Xnをとると exp
(

n∑
i=1

uiXi

)
7→ (u1, . . . , un) は Uにおける局所座標系になり

u1(e) = . . . = un(e) = 0を満たす。(u1, . . . , un)を gの基底 X1, . . . , Xnに関する Gの標準
座標系と呼び、(U ; u1, . . . , un)を Gの標準座標近傍と呼ぶ。

命題 2.2.13 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X,Y ∈ g, f ∈ C∞(G), g ∈ Gに対
して

(Xf)(g) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣∣
t=0

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

が成り立つ。

証明 接ベクトル Xgは曲線 t 7→ g exp tXの t = 0における速度ベクトルになっている
ので

(Xf)(g) = Xg(f) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣∣
t=0
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が成り立つ。

(XY f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY )

∣∣∣∣∣
s=t=0

(先に示したことより)

=
∂

∂t

(
∂

∂s
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1 exp sX)

∣∣∣∣∣
s=0

)∣∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂t

(
∂

∂s
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=0

+
∂

∂s
f(g exp tY exp sX)

∣∣∣∣∣
s=0

)∣∣∣∣∣
t=0

(Leibnizの法則より)

=
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

+(Y Xf)(g).

したがって

([X, Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

.

系 2.2.14 Lie群Gが可換ならばGの Lie環 gの任意の元X,Yに対して [X,Y ] = 0となる。

証明 f ∈ C∞(G), g ∈ Gに対して

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

=
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp tY )

∣∣∣∣∣
s=t=0

= 0.

したがって [X,Y ] = 0となる。

定義 2.2.15 Lie環 gの任意の元 X,Yに対して [X, Y ] = 0となるとき、gは可換であると
いう。この用語を使うと系 2.2.14は可換 Lie群の Lie環は可換になると言い換えることがで
きる。

2.3 準同型写像

命題 2.3.1 Lie群の準同型写像の合成は Lie群の準同型写像になる。Lie環の準同型写像の
合成は Lie環の準同型写像になる。

定理 2.3.2 G,Hを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g, hとおく。f : G → Hを Lie

群の準同型写像とする。定理 2.1.9の線形同型写像をαG : g → Te(G), αH : h → Te(H)とす
ると、df = α−1

H ◦ dfe ◦ αG : g → h は Lie環の準同型写像になる。
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証明 X ∈ gに対して、dfe(Xe) ∈ Te(H)を H上の左不変ベクトル場に拡張したものが
df(X)になる。任意の g ∈ Gに対して、

dfg(Xg) = dfg ◦ (dLg)e(Xe) = d(f ◦ Lg)e(Xe).

ここで x ∈ Gに対して

(f ◦ Lg)(x) = f(gx) = f(g)f(x) = (Lf(g) ◦ f)(x)

だから、

dfg(Xg) = d(f ◦ Lg)e(Xe) = d(Lf(g) ◦ f)(Xe)

= (dLf(g))e ◦ dfe(Xe) = df(X)f(g).

よってX,Y ∈ gに対して

dfg(Xg) = df(X)f(g), dfg(Yg) = df(Y )f(g) (g ∈ G)

が成り立つので Lieブラケット積と微分写像の関係を使うと

dfg([X,Y ]g) = [df(X), df(Y )]f(g) (g ∈ G)

となる。特に
dfe([X, Y ]e) = [df(X), df(Y )]e

が成立し、定理 2.1.9より [df(X), df(Y )]はH上の左不変ベクトル場だから、

df([X,Y ]) = [df(X), df(Y )].

したがって df : g → hは Lie環の準同型になる。

定義 2.3.3 Lie群の準同型写像 f : G → Hに対して、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → hを fの微

分と呼ぶ。この用語を使うと定理 2.3.2は Lie群の準同型写像の微分は Lie環の準同型写像
になると言い換えることができる。

命題 2.3.4 A,B,Cを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, b, cとおく。Aの恒等写像
の微分は aの恒等写像である。また f : A → B, g : B → C を Lie群の準同型写像とする
と、d(g ◦ f) = dg ◦ df : a → c が成り立つ。

証明

d(idA) = α−1
A ◦ d(idA)e ◦ αA = α−1

A ◦ idTe(A) ◦ αA = id

d(g ◦ f) = α−1
C ◦ d(g ◦ f)e ◦ αA = α−1

C ◦ dge ◦ dfe ◦ αA

= α−1
C ◦ dge ◦ αB ◦ α−1

B ◦ dfe ◦ αA = dg ◦ df
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系 2.3.5 A,Bを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, bとおく。f : A → Bを Lie群
の同型写像とすると、df : a → bは Lie環の同型写像になる。

証明
df ◦ d(f−1) = d(f ◦ f−1) = d(idB) = id

同様にして d(f−1) ◦ df = idとなり d(f−1) = df−1。したがって dfは Lie環の同型写像に
なる。

命題 2.3.6 G,Hを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g , hとおく。f : G → Hを Lie

群の準同型写像とすると、

f(exp X) = exp(df(X)) (X ∈ g)

が成り立つ。ただし、左辺の expは Gの指数写像で右辺の expはHの指数写像である。

証明 Lie 群の準同型写像の合成は Lie 群の準同型写像になるので (命題 2.3.1)、t 7→
f(exp tX)はHの一径数部分群になる。定理 2.2.4よりある Y ∈ hが存在して、

f(exp tX) = exp tY (t ∈ R)

となる。t = 0で両辺を微分すると、

(左辺) =
d

dt
f(exp tX)

∣∣∣∣∣
t=0

= dfe(Xe)

(右辺) =
d

dt
exp tY

∣∣∣∣∣
t=0

= Ye.

したがって、dfe(Xe) = Yeとなり df(X) = Y。これより、f(exp tX) = exp(tdf(X))が成り
立つ。特に t = 1とすると、f(exp X) = exp(df(X))。

定義 2.3.7 Lie群 Gと有限次元ベクトル空間 Vに対して、Gから GL(V )への Lie群の準
同型写像をGの表現と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 Vに対して、gから gl(V )への Lie環
の準同型写像を gの表現と呼ぶ。

命題 2.3.8 Lie環 gの元Xに対して ad(X)(Y ) = [X, Y ], Y ∈ gとして ad(X) ∈ gl(g)を定
めると ad : g → gl(g) は Lie環の表現になる。

証明 X, Y, Z ∈ gに対して

[ad(X), ad(Y )](Z) = ad(X)ad(Y )(Z) − ad(Y )ad(X)(Z) = [X, [Y, Z]] − [Y, [X, Z]]

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] = −[Z, [X,Y ]] (Jacobi律)

= ad([X, Y ])(Z)

となるので [ad(X), ad(Y )](Z) = ad([X,Y ])が成り立ち、adは Lie環の表現になる。
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定義 2.3.9 Lie環 gに対して定まる表現 ad : g → gl(g) を gの随伴表現と呼ぶ。

定理 2.3.10 Lie群 Gの元 gに対して Ad(g) = d(Lg ◦ Rg−1)とおく。Gの Lie環を gとす
ると、Ad(g) ∈ GL(g)となり g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g) が成り立つ。
さらに、Ad : G → GL(g) は Lie群の表現になり Adの微分は gの随伴表現に一致する。

証明 Lg ◦ Rg−1は Gの自己同型写像だから、系 2.3.5より Ad(g)は gの自己同型写像に
なる。特に Ad(g) ∈ GL(g)となる。命題 2.3.6より

g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g)

が成り立つ。命題 2.3.4を使うと g, h ∈ Gに対して

Ad(gh) = d(Lgh ◦ R(gh)−1) = d(Lg ◦ Lh ◦ Rg−1 ◦ Rh−1)

= d(Lg ◦ Rg−1 ◦ Lh ◦ Rh−1) = d(Lg ◦ Rg−1) ◦ d(Lh ◦ Rh−1)

= Ad(g) ◦ Ad(h)

となるので Ad : G → GL(g)は群の準同型写像である。
次に Adが C∞級写像になることを示そう。GL(g)における座標は gの基底 X1, . . . , Xn

とその双対基底θ1, . . . , θnを使って GL(g) → R; u 7→ θi(u(Xj)) と表すことができる。した
がってG → R; g 7→ θi(Ad(g)(Xj)) が C∞級関数になることを示せばよい。定理 2.1.9の証
明と同様、

θi(Ad(g)(Xj)) = θi(α
−1
G ◦ dLg ◦ dRg−1 ◦ αG(Xj))

は gに関する C∞級関数になる。
最後に Ad の微分が g の随伴表現に一致することを示そう。命題 2.2.13より、X, Y ∈

g, f ∈ C∞(G), g ∈ Gに対して

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

=
∂

∂s

(
∂

∂t
f(g exp(Ad(exp sX)tY ))

∣∣∣∣∣
t=0

)∣∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂s
((Ad(exp sX)Y )f(g))

∣∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂s
((Ad(exp sX)Y ))

∣∣∣∣∣
s=0

f(g)

したがって
d

ds
Ad(exp sX)Y

∣∣∣∣∣
s=0

= [X, Y ] = ad(X)(Y )

となり
d

ds
Ad(exp sX)

∣∣∣∣∣
s=0

= ad(X)

が成り立つので、Adの微分は adになる。
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定義 2.3.11 Lie群 Gに対して定まる表現 Ad : G → GL(V ) を Gの随伴表現と呼ぶ。

例 2.3.12 有限次元ベクトル空間 Vに対する一般線形群GL(V )の随伴表現を求めてみよう。
例 2.2.8より、GL(V )の指数写像は線形変換の指数関数に一致する。g ∈ GL(V ), X ∈ gl(V )

に対して

Ad(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.

2.4 線形 Lie群

定義 2.4.1 Lie群 Hが Lie群 Gの Lie部分群であるとは、Hが Gの部分多様体であり同
時にHが Gの部分群であることをいう。

補題 2.4.2 G を Lie 群とし、その Lie 環を g とする。G の Lie 部分群 Hの包含写像を
ι : H → Gとすると dι : h → dι(h)は Lie環の同型写像になる。

証明 ιの微分 dι : h → gは定理 2.3.2より Lie環の準同型写像になり、Hが Gの部分多
様体であることから単射になる。したがって dι : h → dι(h)は Lie環の同型写像になる。

定義 2.4.3 補題 2.4.2において、dι(h)を Lie部分群 Hに対応する Lie部分環 と呼ぶ。今
後、dιによって hと dι(h)を同一視する。

命題 2.4.4 Gを Lie群とし、HをGの Lie部分群とする。G,Hの Lie環をそれぞれ g, hと
し、指数写像を expG, expHとする。このときX ∈ hに対して expG(X) = expH(X)が成り
立つ。

証明 包含写像をι : H → G とするとιは Lie 群の準同型写像になる。命題 2.3.6より
X ∈ h に対してι(expH(X)) = expG(dι(X)) が成り立つ。ιと dιによる同一視をすると
expG(X) = expH(X)。

定理 2.4.5 Gを Lie群とし Hを Gの部分群とする。Hが Gの閉集合ならば、Hは相対位
相に関して Lie部分群になる。

定義 2.4.6 定理 2.4.5より、Lie群の閉部分群は相対位相に関して Lie部分群になるので、
この Lie部分群の構造を持っている閉部分群を閉 Lie部分群と呼ぶことにする。

命題 2.4.7 Lie群 Gとその Lie部分群Hの Lie環をそれぞれ g, hとおくと

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7→ exp tXはHの位相に関して連続 }

が成り立つ。Hが閉 Lie部分群の場合は

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)}

が成り立つ。
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証明

h′ = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7→ exp tXはHの位相に関して連続 }

とおいておく。h ⊂ h′は補題 2.4.2と定義 2.4.3よりわかる。X ∈ h′, s ∈ Rに対して、exp sX

を含む Gの局所座標近傍 (W ; x1, . . . , xn)が存在し

V = {z ∈ W |xi(z) = 0 (k + 1 ≤ i ≤ n)}

はHにおける exp sXの開近傍になり、x1, . . . , xkのそこへの制限はHの局所座標系になる。
t 7→ exp tXは Hの位相に関して連続だから sを含む開区間 Iが存在し exp tX ∈ V (t ∈ I)

となる。I → W ; t 7→ exp tXは C∞級写像になるので t 7→ xi(exp tX)は I上の C∞級関数に
なる。したがって t 7→ exp tXはHの多様体構造に関して C∞級写像である。これでX ∈ h

がわかり、h′ ⊂ hである。以上より h = h′である。さらにHが閉 Lie部分群の場合はHの
位相は相対位相だから X ∈ gが exp tX ∈ H(t ∈ R)を満たせば t 7→ exp tXは Hの位相に
関して連続になり h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)} が成り立つ。

系 2.4.8 Lie群 Gの閉 Lie部分群 H, Kの Lie環をそれぞれ h, kとおくとH ∩ Kは Gの閉
Lie部分群になりその Lie環は h ∩ kである。

定義 2.4.9 一般線形群の閉 Lie部分群を線形 Lie群と呼ぶ。

定理 2.4.10 GL(n,R)は、例 2.1.3の証明中に示したように、gl(n,R)の開集合だから、接
ベクトル空間 Te(GL(n,R))を gl(n,R)と同一視できる。Lie群 GL(n,R)の Lie環を gと
し、X ∈ gl(n,R)に対してX̃ ∈ gをX̃g = (dLg)e(X) (g ∈ GL(n,R))によって定めると、
写像

˜: gl(n,R) → g; X 7→ X̃

は Lie環の同型写像である。

証明 定理 2.1.9を GL(n,R)に適用すると˜ = α−1となるので、˜は線形同型写像であ
る。あとは ˜が Lie 環の準同型写像になることを示せばよい。(i, j)-成分のみが 1 で他の
成分は 0 になる n次正方行列を Eijで表すと、{Eij|1 ≤ i, j ≤ n}は gl(n,R)の基底にな
る。その双対基底を {xij|1 ≤ i, j ≤ n}で表すと、xijは gl(n,R)の座標になる。GL(n,R)

は gl(n,R)の開集合で e ∈ GL(n,R)だから、X ∈ gl(n,R)と十分小さい t ∈ Rに対して
e + tX ∈ GL(n,R)となることに注意しておく。g ∈ GL(n,R)に対して、

X̃g = (dLg)e(X) = (dLg)e

(
d

dt
(e + tX)

∣∣∣∣∣
t=0

)

=
d

dt
Lg(e + tX)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(g + tgX)

∣∣∣∣∣
t=0

=
n∑

i,j=1

xij(gX)
∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

n∑

k=1

xik(g)xkj(X)
∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

.
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したがって、X, Y ∈ gl(n,R), g ∈ GL(n,R)に対して、

[X̃, Ỹ ]g

=
n∑

i,j,p,q=1





n∑

r=1

xpr(g)xrq(X)
∂

(
n∑

k=1
xik(g)xkj(Y )

)

∂xpq

−
n∑

r=1

xpr(g)xrq(Y )
∂

(
n∑

k=1
xik(g)xkj(X)

)

∂xpq





∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1





n∑

k,r=1

xir(g)xrk(X)xkj(Y ) −
n∑

k,r=1

xir(g)xrk(Y )xkj(X)





∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

xij(gXY − gY X)
∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

xij(g[X,Y ])
∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

= ˜[X, Y ]g.

よって、
[X̃, Ỹ ] = ˜[X, Y ]

となり、˜は Lie環の準同型である。

命題 2.4.11 Vを n次元ベクトル空間とすると、Lie群GL(V )とGL(n,R)は同型になり、
Lie環 gl(V )と gl(n,R)は同型になる。

証明 v1, . . . , vnを Vの基底とし、f ∈ End(V )に対して fの v1, . . . , vnに関する表現行列
を R(f)で表す。つまり、

f [v1, . . . , vn] = [v1, . . . , vn]R(f)

となる。このとき、
R : End(V ) → End(Rn)

は代数の同型写像になる。Rは線形同型写像だから特に微分同型写像である。
以上のことから、Rは Lie環の同型写像

R : gl(V ) → gl(n,R)

を与え、Rの GL(V )への制限は Lie群の同型写像

R|GL(V ) : GL(V ) → GL(n,R)

を与える。
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注意 2.4.12 定理 2.4.10の Lie環の同型写像˜: gl(n,R) → g によって Lie環 gl(n,R)と Lie

群GL(n,R)の Lie環 gを同一視し、今後は gl(n,R)をGL(n,R)の Lie環とみなすことに
する。命題 2.4.11の同型より、有限次元ベクトル空間 Vに対しても gl(V )を GL(V )の Lie

環とみなすことにする。

補題 2.4.13 Lie環 gの表現ρ : g → gl(V )と v ∈ Vに対して h = {X ∈ g|ρ(X)v = 0} とお
くと hは gの Lie部分環になる。

証明 a, b ∈ R, X, Y ∈ hに対して

ρ(aX + bY )v = aρ(X)v + bρ(Y )v = 0,

ρ([X, Y ])v = ρ(X)ρ(Y )v − ρ(Y )ρ(X)v = 0

だから aX + bY, [X,Y ] ∈ hとなり hは gの Lie部分環である。

補題 2.4.14 Lie群 Gの表現ρ : G → GL(V )と v ∈ Vに対して

H = {g ∈ G|ρ(g)v = v}

とおくとHは Gの閉 Lie部分群になる。hをHの Lie環とすると

h = {X ∈ g|dρ(X)v = 0}

が成り立つ。

証明 g, h ∈ Hに対してρ(gh−1)v = ρ(g)ρ(h−1)v = vだから gh−1 ∈ Hとなり Hは Gの
部分群である。次にρ : G → GL(V )は C∞級写像だからρv : G → V ; g 7→ ρ(g)v とおくと
ρvも C∞級写像になる。よってH = ρ−1

v (v)は Gの閉集合である。したがってHは Gの閉
Lie部分群である (定理 2.4.5と定義 2.4.6)。
命題 2.4.7より、X ∈ h をとると、任意の t ∈ R に対して exp tX ∈ Hとなるので

ρ(exp tX)v = v。両辺を t = 0で微分し命題 2.3.6を使うと

0 =
d

dt
ρ(exp tX)v

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etdρ(X)v

∣∣∣∣∣
t=0

= dρ(X)v.

逆に dρ(X)v = 0となるX ∈ gをとると任意の t ∈ Rに対して

ρ(exp tX)v = exp(tdρ(X))v =
∞∑

n=0

1

n!
(tdρ(X))nv = v

だから exp tX ∈ Hとなり命題 2.4.7よりX ∈ h。

補題 2.4.15 有限次元実ベクトル空間 Vに対して det : GL(V ) → GL(R) = R − {0} は
GL(V )の表現になり、detの微分は tr : gl(V ) → gl(R) = R である。
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証明 行列式の性質より det : GL(V ) → GL(R) = R − {0} は GL(V ) の表現になる。
X ∈ gl(V )に対して X : V → Vの固有値をλi (1 ≤ i ≤ k)とし、各固有値の重複度を piと
すると、例 2.2.6より、

det(etX) =
k∏

i=1

(eλit)pi =
k∏

i=1

epiλit.

したがって、
d

dt
det(etX)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

k∏

i=1

epiλit

∣∣∣∣∣
t=0

=
k∑

i=1

piλi = tr(X)

となり、detの微分は trになる。

定義 2.4.16 Vを有限次元実ベクトル空間とし、SL(V ) = {g ∈ GL(V )|detg = 1}と表す
と、補題 2.4.14と補題 2.4.15より SL(V )は線形 Lie群になる。SL(V )を特殊線形群と呼ぶ。
SL(V )の Lie環を sl(V )で表すと、補題 2.4.14と補題 2.4.15より

sl(V ) = {X ∈ gl(V )|trX = 0}

となる。Rnにおける特殊線形群とその Lie環を SL(n,R), sl(n,R)とも書く。

命題 2.4.17 Vを有限次元ベクトル空間とし A : V × V → R を双線形写像とする。

G = {g ∈ GL(V )|A(gu, gv) = A(u, v) (u, v ∈ V )}

とおくと Gは線形 Lie群になる。gを Gの Lie環とすると

g = {X ∈ gl(V )|A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

が成り立つ。

証明 V × Vから R への双線形写像の全体を M2(V,R) で表す。b, c ∈ R, B, C ∈
M2(V,R)に対して (bB + cC)(u, v) = bB(u, v) + cC(u, v) (u, v ∈ V ) によって bB + cC ∈
M2(V,R)を定めるとこの演算によってM2(V,R)はベクトル空間になる。g ∈ GL(V ), B ∈
M2(V,R)に対して

(ρ(g)B)(u, v) = B(g−1u, g−1v) (u, v ∈ V )

としてρ(g)B ∈ M2(V,R)を定めるとρ(g) ∈ GL(M2(V,R))。g, h ∈ GL(V ), u, v ∈ Vにつ
いて

(ρ(gh)B)(u, v) = B((gh)−1u, (gh)−1v) = B(h−1g−1u, h−1g−1v)

= (ρ(h)B)(g−1u, g−1v) = (ρ(g)(ρ(h)B))(u, v)

だからρ(gh) = ρ(g)ρ(h)となりρ : GL(V ) → GL(M2(V,R))は群の準同型写像である。各
u, v ∈ V, B ∈ M2(V,R)について g 7→ (ρ(g)B)(u, v)はC∞級関数だからρはC∞級写像にな
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る。したがってρは Lie群の準同型写像である。ρの定義よりG = {g ∈ GL(V )|ρ(g)A = A}。
補題 2.4.14を適用すると Gは線形 Lie群になる。

Gの Lie環を求めるためにρの微分を計算する。X ∈ gl(V ), B ∈ M2(V,R), u, v ∈ Vに
ついて

(dρ(X)B)(u, v) =
d

dt
(ρ(etX)B)(u, v)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
B(e−tXu, e−tXv)

∣∣∣∣∣
t=0

= −B(Xu, v) − B(u,Xv)

だから補題 2.4.14より

g = {X ∈ gl(V )|dρ(X)A = 0}
= {X ∈ gl(V )|A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}.

定義 2.4.18 Vを有限次元ベクトル空間とし Aを V上の正定値内積とする。Vの Aに関す
る直交変換の全体を O(V ) = O(V ; A)で表すと命題 2.4.17より O(V )は線形 Lie群になる。
O(V )を直交群と呼ぶ。O(V )の Lie環を o(V ) = o(V ; A)で表すと命題 2.4.17より

o(V ) = {X ∈ gl(V )|A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

となる。Rnの標準内積に関する直交群とその Lie環を O(n), o(n)とも書く。

注意 2.4.19 O(n)は n次直交行列の全体であり o(n)は n次交代行列の全体である。

定義 2.4.20 Vを有限次元ベクトル空間とし Aを V上の正定値内積とする。

SO(V ) = SO(V ; A) = SL(V ) ∩ O(V ; A)

と表すと、系 2.4.8より SO(V )は線形 Lie群になる。SO(V )を回転群または特殊直交群と呼
ぶ。SO(V )のLie環を so(V ) = so(V ; A)で表すと系 2.4.8より so(V ) = sl(V )∩o(V ) = o(V )

となる。Rnの標準内積に関する回転群とその Lie環を SO(n), so(n)とも書く。SO(n)は連
結になり、O(n)の単位元の連結成分になることが知られている。したがって、O(n)は二
つの連結成分を持つ。

命題 2.4.21

E(n) =

{[
A x

0 1

] ∣∣∣∣∣ A ∈ O(n), x ∈ Rn

}

とおくと E(n)は GL(n + 1,R)の閉 Lie部分群になる。E(n)の Lie環を e (n)で表すと

e(n) =

{[
X x

0 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ o(n), x ∈ Rn

}

が成り立つ。
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証明 まずE(n)がGL(n+1,R)の部分群になることを示そう。A,B ∈ O(n)と x, y ∈ Rn

に対して
[

A x

0 1

] [
B y

0 1

]
=

[
AB Ay + x

0 1

]
∈ E(n),

[
A x

0 1

] [
tA −tAx

0 1

]
=

[
1n 0

0 1

]

となるので、E(n)は GL(n + 1,R)の部分群である。
次に GL(n + 1,R)の元 gを

g =

[
A x
ty z

]
(A ∈ End(Rn), x, y ∈ Rn, z ∈ R)

と表して、写像 Eを

E : GL(n + 1,R) → End(Rn) × Rn × R ;

[
A x
ty z

]
7→ (tAA, y, z)

で定めると、Eは C∞級写像になる。よって E(n) = E−1(1n, 0, 1)だから、E(n)はGL(n +

1,R)の閉集合になる。
以上でE(n)はGL(n+1,R)の閉部分群になることがわかったので、定理 2.4.5よりE(n)

は GL(n + 1,R)の閉 Lie部分群になる。
X ∈ o(n), x ∈ Rnと自然数 kに対して

[
X x

0 0

]k

=

[
Xk Xk−1x

0 0

]

となるので

exp

(
t

[
X x

0 0

])
=

[
etX ∑∞

k=0
tk

k!
Xk−1x

0 1

]
∈ E(n).

逆に A ∈ End(Rn), x, y ∈ Rn, z ∈ R に対して

exp

(
t

[
A x
ty z

])
=

[
A(t) x(t)

0 1

]
∈ E(n) (t ∈ R)

とすると [
A x
ty z

]
=

[
dA
dt

(0) dx
dt

(0)

0 0

]

となり、y = 0, z = 0で A = dA
dt

(0) ∈ o(n)が成り立つ。E(n)は GL(n + 1,R)の閉 Lie部
分群だから命題 2.4.7より

e(n) =

{[
X x

0 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ o(n), x ∈ Rn

}
.
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定義 2.4.22 命題 2.4.21で定めた Lie群 E(n)を Euclid空間Rnの運動群と呼ぶ。

注意 2.4.23 簡単のために単に

E(n) = {[A x] | A ∈ O(n), x ∈ Rn}
e(n) = {[X x] | X ∈ o(n), x ∈ Rn}

とも書くことにする。このとき E(n)の元 [A x], [B y]に対して

[A x] [B y] = [AB Ay + x]

[A x]−1 =
[
tA −tAx

]

となる。また e(n)の Lieブラケットは
[[

X x

0 0

]
,

[
Y y

0 0

]]
=

[
[X, Y ] Xy − Y x

0 0

]

となるので e(n)の元を [X x]で表せば

[[X x], [Y y]] = [[X, Y ] Xy − Y x]

となる。

命題 2.4.24

E(n) × Rn → Rn ; ([A x], u) 7→ [A x] · u = Au + x

によって E(n)はRnに推移的に作用する変換群になる。

証明 GL(n + 1,R)のRn+1への自然な作用によって、GL(n + 1,R)はRn+1の変換群に
なっている。Rn+1の元で第 n + 1成分が 1になるものの全体をRnと同一視すると、

[
A x

0 1

] [
u

1

]
=

[
Au + x

1

]
(A ∈ O(n), x, u ∈ Rn)

となるので E(n)(⊂ GL(n + 1,R))の Rn(⊂ Rn+1)への作用は命題で定めた作用に一致す
る。したがって E(n)はRnの変換群である。さらに任意の u, v ∈ Rnに対して

[
1n v − u

0 1

]
∈ E(n),

[
1n v − u

0 1

] [
u

1

]
=

[
v

1

]

となり、E(n)はRnに推移的に作用している。



第 3章 微分形式の可積分性

3.1 Maurer-Cartan形式

定義 3.1.1 ωを有限次元実ベクトル空間 Vに値を持つ Lie群 G上の p次微分形式とする。
すべての g ∈ Gについて L∗

gω = ω となるときωを左不変という。

補題 3.1.2 Gを Lie群とし、任意の g ∈ Gと v ∈ Tg(G)に対して Xg = vとなる G上の左
不変ベクトル場Xがただ 1つ存在する。

証明 g を G の Lie 環とすると、定理 2.1.9よりα : g → Te(G); X 7→ Xeと (dLg)e :

Te(G) → Tg(G)は線形同型写像なので、(dLg)e ◦αも線形同型写像になる。Y ∈ gに対して
(dLg)e ◦ α(Y ) = Ygだから、補題が証明される。

補題 3.1.3 ωを有限次元実ベクトル空間 Vに値を持つ Lie群 G上の p次微分形式とする。
このときωが左不変になるための必要十分条件はG上の任意の左不変ベクトル場X1, . . . , Xp

に対してω(X1, . . . , Xp) ∈ Ω0(G; V )が一定値をとる写像になることである。

証明 まずωが左不変であると仮定する。任意の g ∈ Gに対して

ω(X1, . . . , Xp)(g) = ωg((X1)g, . . . , (Xp)g)

= ωe((dLg−1)g(X1)g, . . . , (dLg−1)g(Xp)g)

= ωe((X1)e, . . . , (Xp)e)

となるのでω(X1, . . . , Xp)は一定値ωe((X1)e, . . . , (Xp)e)をとる。
今度は逆にG上の任意の左不変ベクトル場X1, . . . , Xpに対してω(X1, . . . , Xp) ∈ Ω0(G; V )

が一定値をとる写像になると仮定する。g ∈ Gと v1, . . . , vp ∈ Tg(G)に対して補題 3.1.2よ
り (Xi)g = vi (1 ≤ i ≤ p)となる G上の左不変ベクトル場 X1, . . . , Xpが存在する。任意の
h ∈ Gに対して

(L∗
hω)g(v1, . . . , vp) = (L∗

hω)g((X1)g, . . . , (Xp)g)

= ωhg((dLh)g(X1)g, . . . , (dLh)g(Xp)g)

= ωhg((X1)hg, . . . , (Xp)hg)

48
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= ωg((X1)g, . . . , (Xp)g) (仮定より)

= ωg(v1, . . . , vp).

したがって L∗
hω = ωとなりωは左不変である。

定理 3.1.4 GをLie群とし、そのLie環を gとする。X ∈ X(G)と g ∈ Gに対して補題 3.1.2

よりXg = XgとなるG上の左不変ベクトル場Xがただ 1つ存在する。そこで (ω(X))(g) = X

として写像ω(X) : G → gを定めるとω(X) ∈ Ω0(G; g)となり、ωは gに値を持つ G上の左
不変 1次微分形式になる。さらにωは

(∗) dω +
1

2
[ω ∧ ω] = 0

を満たす。

証明 n = dim Gとしておく。X1, . . . , Xnを gの基底とすると任意のX ∈ X(G)は

Xg =
n∑

i=1

f i(g)(Xi)g (f i ∈ C∞(M))

と表すことができる。したがって

(ω(X))(g) =
n∑

i=1

f i(g)Xi ∈ g

となるのでω(X) : G → gは C∞級写像になる。f ∈ C∞(M)に対して fX =
∑n

i=1 ff iXiだ
から

ω(X) =
n∑

i=1

ff iω(Xi) = fω(X)

となり注意 1.3.7よりωは gに値を持つ G上の 1次微分形式である。Xを G上の左不変ベ
クトル場とするとXg =

∑n
i=1 ai(Xi)g (ai ∈ R) と表すことができ、ω(X)(g) =

∑n
i=1 aiXiと

なるのでω(X)は一定値をとる写像である。よって補題 3.1.3よりωは左不変である。
最後に (∗)を証明する。そのためにはX, Y ∈ gに対して

dω(X, Y ) +
1

2
[ω ∧ ω](X, Y ) = 0

を証明すれば十分である。補題 3.1.3よりω(Y )は一定値をとる写像なのでX(ω(Y )) = 0に
なる。同様に Y (ω(X)) = 0になる。定理 1.4.10と、Z ∈ gに対してはω(Z) = Zとなること
を使うと

dω(X, Y ) = −ω([X,Y ]) = −[X,Y ] = −[ω(X), ω(Y )]

= −1

2
([ω(X), ω(Y )] − [ω(Y ), ω(X)])

= −1

2
[ω ∧ ω](X, Y ).
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定義 3.1.5 定理 3.1.4で構成したωを Lie 群 G の Maurer-Cartan 形式と呼び、(∗) を
Maurer-Cartanの方程式と呼ぶ。

注意 3.1.6 定理 3.1.4では Lie群 Gの Maurer-Cartan形式を∧1
C∞(G)(X(G), Ω0(G; g))の元

として構成し、定理 1.3.6によってΩ1(G; g)の元とみなした。GのMaurer-Cartan形式ωの
各点 g ∈ Gにおける値ωg ∈ ∧1(Tg(G), g)は次のようになる。v ∈ Tg(G)に対して補題 3.1.2

より Xg = vとなる G上の左不変ベクトル場 Xがただ 1つ存在しωg(v) = Xとなる。つま
りωg : Tg(G) → gは接ベクトルを左不変ベクトル場に拡張する写像である。

命題 3.1.7 Gを Lie群Hの Lie部分群とし、GとHの Lie環を gと hとおく。ωGとωHを
それぞれ Gと HのMaurer-Cartan形式とする。このとき包含写像ι : G → HによるωHの
引き戻しι∗ωHは gに値を持ちι∗ωH = ωGが成り立つ。

証明 X ∈ gは hの元とみなすとH上の左不変ベクトル場になり、それをGに制限する
ともとの gの元としてのXに等しくなるので、ι∗ωHは gに値を持ちι∗ωH = ωGが成り立つ。

例 3.1.8 線形 Lie 群の Maurer-Cartan 形式を求めてみよう。そのためにまず GL(n,R)

の Maurer-Cartan 形式ωを求める。i : GL(n,R) → gl(n,R) で包含写像を表すことにす
る。i ∈ Ω0(GL(n,R); gl(n,R)) だから di ∈ Ω1(GL(n,R); gl(n,R)) である。各 x ∈ G と
v ∈ Tx(GL(n,R))に対して dix(v)を左不変ベクトル場に拡張したときの eでの値がωx(v)

になる。よって

ωx(v) = (dLx−1)xdix(v) = x−1dix(v) = i(x)−1dix(v)

となるので
ω = i−1di.

次に線形 Lie群 G ⊂ GL(n,R)の Maurer-Cartan形式ωGはι : G → GL(n,R)を包含写像
とし g = i ◦ ιとおくと、命題 3.1.7より

ωG = ι∗(i−1di) = g−1dg.

ここで Gの Lie環を gとするとωG ∈ Ω1(G; g)ではあるが、dg ∈ Ω1(G; g)となるとは限ら
ないことに注意しておく。

命題 3.1.9 Gを Lie群としωを GのMaurer-Cartan形式とする。多様体Mから Gへの 2

つの C∞級写像 f1, f2 : M → Gに対して、h(x) = f1(x)f2(x)−1とおくと

h∗ω = Ad(f2)(f
∗
1 ω − f ∗

2 ω)

が成り立つ。
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証明 C∞級写像 Fと pを

F : M → G × G; x 7→ (f1(x), f2(x))

p : G × G → G; (g1, g2) 7→ g1g
−1
2

と定めると h = p ◦ Fとなる。dFx(v) = ((df1)x(v), (df2)x(v))が任意の x ∈ Mと v ∈ Tx(M)

に対して成り立つ。また (g1, g2) ∈ G × Gと (X,Y ) ∈ T(g1,g2)(G × G)に対して

dp(g1,g2)(X, Y )

= dp(g1,g2)(X, 0) + dp(g1,g2)(0, Y )

= dp(g1,g2)

(
d

dt
g1 exp(tωg1(X))

∣∣∣∣∣
t=0

, 0

)
+ dp(g1,g2)

(
0,

d

dt
g2 exp(tωg2(Y ))

∣∣∣∣∣
t=0

)

=
d

dt
g1 exp(tωg1(X))g−1

2

∣∣∣∣∣
t=0

+
d

dt
g1 exp(−tωg2(Y ))g−1

2

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
g1g

−1
2 exp(tAd(g2)ωg1(X))

∣∣∣∣∣
t=0

+
d

dt
g1g

−1
2 exp(−tAd(g2)ωg2(Y ))

∣∣∣∣∣
t=0

= dLg1g−1
2

(Ad(g2)ωg1(X))e + dLg1g−1
2

(−Ad(g2)ωg2(Y ))e

= dLg1g−1
2

(Ad(g2)(ωg1(X) − ωg2(Y )))e

となる。h = p ◦ Fだから、x ∈ Mと v ∈ Tx(M)に対して

dhx(v) = dp(f1(x),f2(x)) ◦ dFx(v)

= dLf1(x)f2(x)−1(Ad(f2(x))(ωf1(x)((df1)x(v)) − ωf2(x)((df2)x(v))))e

= dLf1(x)f2(x)−1(Ad(f2(x))((f∗
1 ω)x(v) − (f∗

2 ω)x(v)))e

= dLf1(x)f2(x)−1((Ad(f2)(f
∗
1 ω − f ∗

2 ω))x(v))e.

したがって
(h∗ω)x(v) = ωh(x)(dhx(v)) = (Ad(f2)(f

∗
1 ω − f ∗

2 ω))x(v)

となり h∗ω = Ad(f2)(f
∗
1 ω − f ∗

2 ω)が成り立つ。

定理 3.1.10 G を Lie 群としωを G の Maurer-Cartan 形式とする。連結多様体 Mから G

への 2つの C∞級写像 f1, f2 : M → Gに対して、f1 = Lg ◦ f2となる g ∈ Gが存在するた
めの必要十分条件は f∗

1 ω = f ∗
2 ωとなることである。

証明 f1 = Lg ◦ f2となる g ∈ Gが存在すると仮定すると命題 1.2.8より

f ∗
1 ω = (Lg ◦ f2)

∗ω = f∗
2 (L∗

gω) = f ∗
2 ω

が成り立つ (以上の議論ではMの連結性は必要ない)。
今度は逆に f∗

1 ω = f ∗
2 ωと仮定する。h(g) = f1(g)f2(y)−1とおくと命題 3.1.9より

h∗ω = Ad(f2)(f
∗
1 ω − f∗

2 ω) = 0
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となる。したがって任意の x ∈ Mと v ∈ Tx(M)に対して

dhx(v) = ωh(x)(dhx(v)) = (h∗ω)x(v) = 0.

Mは連結だから、写像 hは定値写像になる。その定値を g ∈ Gとすると任意の x ∈ Mに対
して f1(x)f2(x)−1 = gとなるので f1(x) = gf2(x) = Lg ◦ f2(x)が成り立つ。

命題 3.1.11 写像A,xを

A : E(n) → O(n) ; [A x] 7→ A

x : E(n) → Rn ; [A x] 7→ x

で定めると
(A,x) : E(n) → O(n) × Rn

は微分同型写像になる。E(n)のMaurer-Cartan形式を [ω θ]とし、O(n) ⊂ gl(n,R)だか
らAを E(n)から gl(n,R)への写像とみなすと

ω = tAdA, θ = tAdx

dω +
1

2
[ω ∧ ω] = 0, dθ + ω ∧ θ = 0

が成り立つ。

証明 E(n)の定め方より (A,x)は微分同型写像になる。

E(n) の gl(n + 1,R) への包含写像を
[

A x

0 1

]
と表すと、例 3.1.8より E(n) の Maurer-

Cartan形式は
[

A x

0 1

]−1 [
dA dx

0 0

]
=

[
tA −tAx

0 1

] [
dA dx

0 0

]
=

[
tAdA tAdx

0 0

]

となるので、
ω = tAdA, θ = tAdx

が成り立つ。またMaurer-Cartanの方程式より

d[ω θ] +
1

2
[[ω θ] ∧ [ω θ]] = 0.

ここで d[ω θ] = [dω dθ]。また E(n)の接ベクトルX,Yに対して

1

2
[[ω θ] ∧ [ω θ]](X, Y ) = [[ω θ](X), [ω θ](Y )]

= [[ω(X) θ(X)], [ω(Y ) θ(Y )]]

= [[ω(X), ω(Y )] ω(X)θ(Y ) − ω(Y )θ(X)]

=
[
1

2
[ω ∧ ω](X, Y ) (ω ∧ θ)(X,Y )

]

=
[
1

2
[ω ∧ ω] ω ∧ θ

]
(X,Y )
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となるので
1

2
[[ω θ] ∧ [ω θ]] =

[
1

2
[ω ∧ ω] ω ∧ θ

]
.

したがって

dω +
1

2
[ω ∧ ω] = 0, dθ + ω ∧ θ = 0.

注意 3.1.12 O(n)は連結成分を 2つ持ちRnは連結である。命題 3.1.11よりE(n)はO(n)×
Rnと微分同型になるので、E(n)も連結成分を 2つ持つ。

SE(n) = {[A x] ∈ E(n)|A ∈ SO(n)}

とおくと SE(n)は E(n)の単位元の連結成分である。

3.2 微分形式の可積分条件

補題 3.2.1 ωを有限次元実ベクトル空間 Vに値を持つ多様体 M上の 1 次微分形式とし各
x ∈ Mに対してωx : Tx(M) → Vが全射であるとする。このときBx = {v ∈ Tx(M)|ωx(v) =

0}とおくとBはM上の分布になる。さらにBが完全積分可能になるための必要十分条件
はBに属する任意のベクトル場X, Yに対して dω(X, Y ) = 0となることである。

証明 dim M = m, dim V = nとおくと、各 x ∈ Mに対して dim Bx = m − nとなって
いることに注意しておく。Mの xを含む局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xm)をとる。Uの点 yに
おける接ベクトルは

∑m
i=1 ξi ∂

∂xi
|yと一意的に表せるので、Uにおける接ベクトルの全体 T (U)

はT̃ (U) = (x1, . . . , xm)(U) × Rm(⊂ R2m)と 1対 1に対応する。

ωy =
m∑

i=1

ωi(y)(dxi)y (y ∈ U)

とおくとωi ∈ Ω0(U ; V )となる。仮定より各 y ∈ Uに対してω1(y), . . . , ωm(y)は Vを生成す
る。ωiを (x1, . . . , xm)(U)から Vへの C∞級写像ともみなす。ωの Uへの制限は T (U)から
Vへの写像になり、対応するT̃ (U)から Vへの写像をω̃で表すと

ω̃(x1, . . . , xm, ξ1, . . . , ξm) =
m∑

i=1

ωi(x1, . . . , xm)ξi

となるのでω̃は C∞級写像になる。さらに

dω̃

(
∂

∂xj

)
=

m∑

i=1

∂ωi

∂xj

(x1, . . . , xm)ξi,

dω̃

(
∂

∂ξj

)
= ωj(x1, . . . , xm).
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よって dω̃∗ : T∗(T̃ (U)) → Vは全射になる。したがって陰関数定理より

{(x1, . . . , xm, ξ1, . . . , ξm) ∈ T̃ (U)|ω̃(x1, . . . , xm, ξ1, . . . , ξm) = 0}

はT̃ (U)の 2m − n次元部分多様体になる。対応する T (U)の部分集合は ∪y∈UByになるの
でBはMのm − n次元分布になることがわかる。
定理 1.4.10よりBに属する任意のベクトル場X, Yに対して

dω(X, Y ) = X(ω(Y )) − Y (ω(X)) − ω([X, Y ]) = −ω([X,Y ]).

B が完全積分可能であると仮定すると [X, Y ] も B に属するので dω(X, Y ) = 0。逆に
dω(X,Y ) = 0と仮定するとω([X,Y ]) = −dω(X, Y ) = 0。したがって [X, Y ]もBに属し、
Bは完全積分可能である。

系 3.2.2 補題 3.2.1と同じ条件で、さらに B に属する任意のベクトル場 X, Yに対して
dω(X,Y ) = 0 が成り立っているとする。このとき各 p ∈ Mに対して p を含む B の極
大連結積分多様体 Nがただ 1つ存在する。さらに pを含むBの連結積分多様体は Nに含
まれる。

証明 補題 3.2.1と極大連結積分多様体の存在定理からわかる。

定理 3.2.3 G を Lie 群とし、その Lie 環を g とする。ωで G の Maurer-Cartan 形式を表
す。またMを連結で単連結な多様体とし、φを gに値を持つM上の 1次微分形式とする。
このとき f∗ω = φを満たす C∞級写像 f : M → Gが存在するための必要十分条件はφが

dφ +
1

2
[φ ∧ φ] = 0

を満たすことである。さらにφが上の方程式を満たすとき任意の x0 ∈ M, g0 ∈ Gに対して
f∗ω = φと f(x0) = g0を満たす C∞級写像 f : M → Gが一意的に存在する。

証明 まず f∗ω = φを満たす C∞級写像 f : M → Gが存在すると仮定しよう。

dφ +
1

2
[φ ∧ φ] = d(f∗ω) +

1

2
[(f ∗ω) ∧ (f∗ω)]

= f ∗(dω) +
1

2
f∗[ω ∧ ω] = f ∗

(
dω +

1

2
[ω ∧ ω]

)
(命題 1.2.9と定理 1.4.4)

= 0 (Maurer-Cartanの方程式 (定理 3.1.4))

となる (以上の議論ではMの連結性、単連結性は必要ない)。
今度は逆にφが

dφ +
1

2
[φ ∧ φ] = 0
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を満たすと仮定しよう。

p1 : M × G → M ; (x, g) 7→ x

p2 : M × G → G; (x, g) 7→ g

とおいて、θ = p∗1φ − p∗2ωによってθ ∈ Ω1(M × G; g)を定める。各 (x, g) ∈ M × Gに対し
てθ(x,g) : T(x,g)(M × G) → gは全射になり

B(x,g) = {(A,X) ∈ T(x,g)(M × G)|θ(A,X) = 0}

とおくと、BはM × G上の分布になる。θの外微分は

dθ = p∗1dφ − p∗2dω (定理 1.4.4)

= −1

2
p∗1[φ ∧ φ] +

1

2
p∗2[ω ∧ ω] (Maurer-Cartanの方程式 (定理 3.1.4))

= −1

2
[(p∗1φ) ∧ (p∗1φ)] +

1

2
[(p∗2ω) ∧ (p∗2ω)] (命題 1.2.9)

となる。Bに属するベクトル場 (A,X)と (B, Y )を dθに代入すると

dθ((A,X), (B, Y ))

= −1

2
[(p∗1φ) ∧ (p∗1φ)]((A,X), (B, Y )) +

1

2
[(p∗2ω) ∧ (p∗2ω)]((A,X), (B, Y ))

= −[(p∗1φ)(A,X), (p∗1φ)(B, Y )] + [(p∗2ω)(A,X), (p∗2ω)(B, Y )]

= 0

となるので補題 3.2.1より分布Bは完全積分可能になる。よって系 3.2.2より (x0, g0) ∈ M×G

に対して (x0, g0)を含むBの極大連結積分多様体Nがただ 1つ存在する。各 (x, g) ∈ M×G,

(A,X) ∈ T(x,g)(M × G) について (A,X) ∈ B(x,g)となるための必要十分条件はφx(A) =

ωg(X)だからX = (φx(A))gである。よって

T(x,g)(N) = {(A, (φx(A))g) ∈ T(x,g)(M × G)|A ∈ Tx(M)}

が成り立つ。これより d(p1|N)(x,g) : T(x,g)(N) → Tx(M)は線形同型写像になり、逆関数定
理より p1|Nは局所的に微分同型写像になる。p1(x, g) = xだから p1|Nの局所的な逆写像は
x 7→ (x, h(x))となる。ただし hはMから Gへの局所的な C∞級写像である。したがって

T(x,h(x))(N) = {(A, dhx(A)) ∈ T(x,h(x))(M × G)|A ∈ Tx(M)}

となり、A ∈ Tx(M)に対して

φx(A) = ωh(x)(dhx(A)) = (h∗ω)x(A).

これよりφ = h∗ωが成り立つ。特に各 (x, g) ∈ M × Gに対して xの開近傍で定義された G

への C∞級写像 hで h(x) = gとφ = h∗ωを満たすものが存在する。
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次に p1|N : N → Mが被覆写像になることを示そう。まず p1|Nが全射になることを示す。
p1|Nは局所的に微分同型写像なので p1(N)はMの開集合になる。x′ ∈ p1(N)と g′ ∈ Gを
とると、x′の連結な開近傍 Uを h′(x′) = g′とφ = h′∗ωを満たす h′が U上で定まっているよ
うにとることができる。p1(N) ∩ Uの連結成分で x′を境界点に持つものの上で (x, g) ∈ N

となる点をとり、xの連結な開近傍 Vを h(x) = gとφ = h∗ωを満たす hが V上で定まって
いるようにとると、定理 3.1.10より Gのある元 aが存在し V上で h = La ◦ h′が成り立つ。
したがってN ∪ {(x, h′(x))|x ∈ U}もBの連結積分多様体になり、特に (x′, g′) ∈ Nとなり
x′ ∈ p1(N)が成り立つ。よって p1(N)は閉集合にもなり、Mは連結だから p1(N) = Mで
ある。これより任意の x1 ∈ Mに対して (x1, g1) ∈ Nとなる点が存在する。そこで x1のあ
る連結開近傍 Uで定義された Gへの C∞級写像 hで x 7→ (x, h(x))が p1|Nの局所的な逆写
像になり h(x1) = g1を満たすものをとる。もう 1つ (x1, g2) ∈ Nとなる点があるとすると
定理 3.1.10より x 7→ (x, Lg2L

−1
g1

h(x))が p1|Nの局所的な逆写像になり h(x1) = g2を満たす。
したがって p1|N : N → Mは被覆写像になる。

NとMは連結でMは単連結だから p1|N : N → Mは位相同型写像になり、さらに微分同
型写像になる。p1|Nの逆写像を x 7→ (x, f(x))とすると、fはMから Gへの C∞級写像に
なり f(x0) = g0と f∗ω = φを満たす。この fの一意性は定理 3.1.10からわかる。

系 3.2.4 Mを連結で単連結な多様体とし、Vを有限次元実ベクトル空間とする。φを Vに
値を持つ M上の 1 次微分形式とする。このとき df = φを満たす C∞級写像 f : M → V

が存在するための必要十分条件はφが dφ = 0を満たすことである。さらにφが上の方程式
を満たすとき任意の x0 ∈ M, v0 ∈ Vに対して df = φと f(x0) = v0を満たす C∞級写像
f : M → Vが一意的に存在する。

証明 Vを加法に関して Lie群とみなすと、V上のベクトル場は Vから Vへの C∞級写像
になり、V上の左不変ベクトル場は Vから Vへの定値写像になる。したがって Vの Lie環は
V自身と同一視することができ、[ , ]は恒等的に 0になる。VのMaurer-Cartan形式をωと
すると x ∈ V, v ∈ Tx(V ) = Vに対してωx(v) = vとなる。これよりC∞級写像 f : M → Vに
対して f ∗ω = dfとなる。したがって定理 3.2.3より df = φを満たす C∞級写像 f : M → V

が存在するための必要十分条件はφが dφ = 0を満たすことであり、φが上の方程式を満たす
とき任意の x0 ∈ M, v0 ∈ Vに対して df = φと f(x0) = v0を満たす C∞級写像 f : M → V

が一意的に存在する。

3.3 Euclid空間内の曲線

定義 3.3.1 Mをn次元多様体とする。Mの各点 xに対して Tx(M)上の対称 2次形式 axを対
応させる対応 aが次の条件を満たすとき、aをM上の 2次対称微分形式と呼ぶ。さらに各x ∈
Mに対して axが正定値であるとき、aをM上の Riemann計量と呼び、Riemann計量の定
まっている多様体をRiemann多様体と呼ぶ。(条件)Mの任意の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)

に対して、

x 7→ ax

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

,
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

)
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がすべての i, jについて U上の C∞級関数になる。

例 3.3.2 Euclid空間Rnに標準的な内積 〈 , 〉をいれておく。各 x ∈ RnにおけるRnの接ベ
クトル空間 Tx(R

n)は命題 2.3よりRn自身と同一視することができ、その同一視によって
Tx(R

n)に内積が定まる。これも 〈 , 〉で表すと、〈 , 〉はRn上の Riemann計量になる。

命題 3.3.3 Fを多様体Mから多様体Nへの C∞級写像とし、aをN上の 2次対称微分形式
する。x ∈ Mにおける Fの微分写像 dFx : Tx(M) → TF (x)(N)を使って、

(F ∗a)x(u, v) = aF (x)(dFx(u), dFx(v)) (u, v ∈ Tx(M))

として Tx(M)上の対称 2次形式 (F ∗a)xを定めると F ∗aはM上の 2次対称微分形式になる。

証明 命題 1.2.6と同様に証明できる。

定義 3.3.4 命題 3.3.3で定めた F ∗aを 2次対称微分形式 aの Fによる引戻しと呼ぶ。

命題 3.3.5 Fを多様体Mから Riemann多様体 (N, g)への挿入とする。このとき F ∗gはM

上の Riemann計量になる。

証明 各 x ∈ Tx(M)について dFx : Tx(M) → TF (x)(N) は単射だから、引き戻し (F ∗g)x

も Tx(M)上の正定値対称 2次形式になる。したがって、F ∗gがM上の Riemann計量にな
ることがわかる。

注意 3.3.6 多様体Mから Riemann多様体 (N, g)への挿入 Fがあるときには特に断わらな
い限り F ∗gをM上の Riemann計量として考えることにする。

命題 3.3.7 Fを実数の開区間 Iから Riemann多様体 (N, g)への挿入とすると、I上の座標
sが存在し F ∗g( d

ds
, d

ds
) = 1が I上のすべての点で成り立つ。

証明 実数から定まる Iの自然な座標を tとすると F ∗g( d
dt

, d
dt

)は I上の正の値をとる C∞

級関数になる。そこで t0 ∈ Iを 1つ固定し

s(t) =
∫ t

t0
F ∗g

(
d

dt
,

d

dt

)1/2

dt (t ∈ I)

として I上の C∞級関数 sを定める。

ds

dt
= F ∗g

(
d

dt
,

d

dt

)1/2

> 0

だから sは単調増加関数になり s : I → s(I)は微分同型写像になる。つまり sも Iの座標
になる。さらに、

F ∗g

(
d

ds
,

d

ds

)
= F ∗g

(
dt

ds

d

dt
,
dt

ds

d

dt

)
=

(
dt

ds

)2

F ∗g

(
d

dt
,

d

dt

)

=

(
dt

ds

)2 (
ds

dt

)2

= 1.
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注意 3.3.8 実数の開区間 Iから Riemann多様体 (N, g)への挿入 Fがあるとき、一般性を
失うことなく I上の座標 sは F ∗g( d

ds
, d

ds
) = 1を満たすとしてよい。

定義 3.3.9 実数の開区間 IからRnへの挿入 x : I → Rnが 〈dx
ds

, dx
ds
〉 = 1を満たし、

dx

ds
,
d2x

ds2
, . . . ,

dn−1x

dsn−1

が Iのすべての点で線形独立になるとき、曲線 xを正則曲線と呼ぶ。

定理 3.3.10 実数の開区間 IからRnへの正則曲線x : I → Rnに対して、曲線x̃ : I → SE(n)

と I上で定義されたC∞級関数κ1, . . . , κn−1が一意的に存在し、κ1, . . . , κn−2は正の値をとり、

x = x ◦ x̃,

x̃∗[ω θ] =




0 −κ1 0 · · · · · · 0 1

κ1 0 −κ2 0 · · · 0 0

0 κ2 0 −κ3
...

...
... 0

. . . . . . . . . 0
...

...
... κn−2 0 −κn−1 0

0 0 · · · 0 κn−1 0 0




ds

を満たす。

証明 dx
ds

, d2x
ds2 , . . . , dn−1x

dsn−1にGram-Schmidtの直交化を行いその結果を e1, . . . , en−1で表す。
enは det[e1 · · · en] = 1を満たす単位ベクトルをとる。このような enは e1, . . . , en−1の成分
の小行列式で一意的に表される。各 eiは IからRnへのC∞級写像になり、Iのすべての点で

dx

ds
= e1, ek ∈

k∑

i=1

R
dix

dsi

が成り立つ。したがって

dx = e1ds, dek ∈
k∑

i=1

R
di+1x

dsi+1
ds ⊂

k+1∑

i=1

Reids.

x̃ = [e1 · · · en x]とおくとx̃は Iから E(n)への C∞級写像になる。x̃の定め方より x = x ◦ x̃

が成り立つ。
命題 3.1.11で得た E(n)のMaurer-Cartan形式 [ω θ]の表示を使って、そのx̃による引き
戻しを求める。命題 3.1.11よりθ = tAdxだから

x̃∗θ = x̃∗(tAdx) = (tA ◦ x̃)x̃∗dx = (tA ◦ x̃)dx =




te1

...
ten


 e1ds =




1

0
...

0




ds.
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またω = tAdAを使うと

x̃∗ω = x̃∗(tAdA) = (tA ◦ x̃)x̃∗dA = (tA ◦ x̃)d(A ◦ x̃) =




te1

...
ten


 [de1 · · · den].

そこでteiejを求めよう。まずx̃∗ωは o (n)に値を持つ微分形式だから

teidej + tejdei = 0

が成り立つ。
te1de1 = 0, de1 ∈

2∑

i=1

Reids

だから、I上の C∞級関数κ1が存在して de1 = κ1e2dsとなる。したがって




te1

...
ten


 de1 =




0

κ1

0
...

0




ds

となり
te1[de1 · · · den] = [0 − κ1 0 · · · 0]ds

もわかる。これらよりさらに I上の C∞級関数κ2が存在して de2 = −κ1e1ds + κ2e3dsとな
る。したがって




te1

...
ten


 de2 =




−κ1

0

κ2

0
...

0




ds

となり
te2[de1 · · · den] = [κ1 0 − κ2 0 · · · 0]ds

もわかる。以上の考察を繰り返すと

x̃∗ω =




te1

...
ten


 [de1 · · · den] =




0 −κ1 0 · · · · · · 0

κ1 0 −κ2 0 · · · 0

0 κ2 0 −κ3
...

... 0
. . . . . . . . . 0

...
... κn−2 0 −κn−1

0 0 · · · 0 κn−1 0




ds
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を得る。ある 1 ≤ k ≤ n − 2 とある点でκk = 0 と仮定すると dek = −κk−1ek−1となり
dk+1x
dsk+1 ∈ ∑k

i=1 Rdix
dsi。これは xが正則曲線であることに矛盾するのでκkは 1 ≤ k ≤ n − 2の

とき零点を持たない。そこで必要なら ekを−1倍することによってκk > 0とできる。
最後にx̃とκ1, . . . , κn−1の一意性を証明しよう。x̃′とκ′

1, . . . , κ
′
n−1を同じ性質を持つものと

仮定する。x̃′ = [e′1 · · · e′n x′]とおくと x′ = x ◦ x̃′ = x。

x̃′∗θ = x̃′∗(tAdx) = (tA ◦ x̃′)x̃′∗dx =




te′1
...

te′n


 dx =




1

0
...

0




ds.

となるので dx = e′1ds となり e1 = e′1が成り立つ。κ1e2ds = de1 = κ′
1e

′
2ds となりκ1 =

κ′
1, e2 = e′2。以下同様にして 1 ≤ k ≤ n− 1に対してκk−1 = κ′

k−1, ek = e′kが成り立つ。した
がってx̃とx̃′の像はSE(n)に含まれるので en = e′nが成り立ち、de′n−1を考えるとκn−1 = κ′

n−1

もわかる。

定義 3.3.11 定理 3.3.10のx̃を xの Frenet標構と呼び、κ1, . . . , κn−1を xの曲率と呼ぶ。

定理 3.3.12 Iを実数の開区間とし x, x′ : I → Rnを 2つの正則曲線とし、それぞれの曲率
をκ1, . . . , κn−1とκ′

1, . . . , κ
′
n−1とおく。このときある g ∈ SE(n)が存在して x′ = gxとなる

ための必要十分条件はκi = κ′
i (1 ≤ i ≤ n − 1)である。

証明 x, x′の Frenet標構をそれぞれx̃, x̃′としておく。
まずある g ∈ SE(n)が存在して x′ = gxとなっていると仮定しよう。

x ◦ Lg ◦ x̃ = gx = x′

(Lg ◦ x̃)∗[ω θ] = x̃∗[ω θ] (定理 3.1.10)

が成り立つので、Lg ◦ x̃も x′の Frenet標構になり定理 3.3.10の一意性よりκi = κ′
i (1 ≤ i ≤

n − 1)となる。
逆にκi = κ′

i (1 ≤ i ≤ n − 1)と仮定しよう。するとx̃′∗[ω θ] = x̃∗[ω θ]となり、定理 3.1.10

よりある g ∈ SE(n)が存在してx̃′ = Lg ◦ x̃。これより x′ = x ◦ x̃′ = x ◦Lg ◦ x̃ = gxとなる。

定理 3.3.13 κ1, . . . , κn−1を実数の開区間 I上で定義された C∞級関数でκ1, . . . , κn−2は正の
値をとるとする。このとき曲率がκ1, . . . , κn−1になるような正則曲線 x : I → Rnが存在する。

証明

φ =




0 −κ1 0 · · · · · · 0 1

κ1 0 −κ2 0 · · · 0 0

0 κ2 0 −κ3
...

...
... 0

. . . . . . . . . 0
...

...
... κn−2 0 −κn−1 0

0 0 · · · 0 κn−1 0 0




ds
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とおくとφは e (n)に値を持つ I上の 1次微分形式になる。Iは 1次元多様体だから系 1.1.11よ
り I上の e (n)に値を持つ I上の 2次微分形式は 0だけになる。したがってφは dφ+ 1

2
[φ∧φ] = 0

を満たす。Iは連結で単連結だから g ∈ SE(n)と t0 ∈ Iをとると定理 3.2.3よりx̃∗[ω θ] = φ

とx̃(t0) = gを満たす C∞級写像x̃ : I → SE(n)が存在する。x = x ◦ x̃とおくと xは正則
曲線になる。さらにx̃(I) ⊂ SE(n)でφの定め方よりx̃は xの Frenet標構になり xの曲率は
κ1, . . . , κn−1になる。

3.4 Euclid空間内の超曲面

命題 3.4.1 Mを n次元 Riemann多様体とし、

Ox(M) = {[e1, . . . , en] | e1, . . . , en は Tx(M)の正規直交基底 } (x ∈ M)

O(M) =
⋃

x∈M

Ox(M)

とおく。[e1, . . . , en] ∈ O(M) に対して ei ∈ Tx(M) となる x ∈ Mが一つ定まるので、
π(e1, . . . , en) = x とおくと、写像π : O(M) → Mが定まる。このとき、O(M) は多様体
になり、π : O(M) → MはM上の主 O(n)束になる。

証明 Mの各点 p に対して p を含む座標近傍系 (U ; x1, . . . , xn) をとる。各 x ∈ Uに対
して、

(∗) ∂

∂x1

∣∣∣∣∣
x

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣∣
x

は Tx(M)の基底になっている。そこで、(∗)に Gram-Schmidtの直交化法を施し、得られ
たものを (e1)x, . . . , (en)xとすると、

[(e1)x · · · (en)x] =

[
∂

∂x1

∣∣∣∣∣
x

· · · ∂

∂xn

∣∣∣∣∣
x

]




a1
1(x) · · · · · · a1

n(x)

0
. . .

...
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 an
n(x)




となる。ai
j(x)は U上定義されたC∞級関数である。(∗)は U上定義されたC∞級ベクトル場

だから、(e1)x, . . . , (en)xもU上定義されたC∞級ベクトル場になる。さらに、(e1)x, . . . , (en)x

は Tx(M)の正規直交基底になり、ex = [(e1)x, . . . , (en)x] ∈ Ox(M)。これより、π−1(U) ⊂
O(M)の各元 u = (u1, . . . , un)は

[u1, . . . , un] = [(e1)π(f), . . . , (en)π(u)]g(u) (g(u) ∈ O(n))

と一意的に表すことができ、

ΦU(u) = (π(u), g(u)) (u ∈ π−1(U))
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によって、写像
ΦU : π−1(U) → U × O(n)

を定める。O(n)の局所座標系をとることにより、U × O(n)の局所座標系をとることがで
き、ΦUと合成するとπ−1(U)の開集合上の局所座標系になる。

Mの他の座標近傍系 (V ; y1, . . . , yn)をとり、上と同様にGram-Schmidtの直交化法によっ
て、y ∈ Vに対して正規直交系 (f1)y, . . . , (fn)yを定めると、

[(f1)y · · · (fn)y] =


 ∂

∂y1

∣∣∣∣∣
y

· · · ∂

∂yn

∣∣∣∣∣
y







b1
1(y) · · · · · · b1

n(y)

0
. . .

...
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 bn
n(y)




となる。各元 v ∈ π−1(V )は

v = fπ(v)h(v) (h(v) ∈ O(n))

と一意的に表すことができる。π−1(V )での局所座標系を定める写像ΦVは

ΦV (v) = (π(v), h(v)) (v ∈ π−1(V ))

で定まる。
以下で、U ∩ V 6= ∅のときのπ−1(U)とπ−1(V )の間の変換を求める。まず、x ∈ U ∩ Vに
対して、

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

=
n∑

j=1

∂yj

∂xi

∂

∂yj

∣∣∣∣∣
x

となるので、

[
∂

∂x1

∣∣∣∣∣
x

· · · ∂

∂xn

∣∣∣∣∣
x

]
=

[
∂

∂y1

∣∣∣∣∣
x

· · · ∂

∂yn

∣∣∣∣∣
x

]



∂y1

∂x1 (x) · · · ∂y1

∂xn (x)
...

...
∂yn

∂x1 (x) · · · ∂yn

∂xn (x)


 .

そこで、

J(x) =

[
∂yi

∂xj
(x)

]

とおく。さらに、
A(x) = [ai

j(x)], B(x) = [bi
j(x)]

とおいておく。これらの行列を使って上で得た基底の変換を表すと、

[e1 · · · en] =

[
∂

∂x1
· · · ∂

∂xn

]
A

[f1 · · · fn] =

[
∂

∂y1
· · · ∂

∂yn

]
B

[
∂

∂x1
· · · ∂

∂xn

]
=

[
∂

∂y1
· · · ∂

∂yn

]
J.
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よって、

[e1 · · · en] =

[
∂

∂x1
· · · ∂

∂xn

]
A

=

[
∂

∂y1
· · · ∂

∂yn

]
JA

= [f1 · · · fn] B−1JA

となり、
[e1 · · · en] = [f1 · · · fn] B−1JA

を得る。u ∈ π−1(U ∩ V )に対して

u = [f1 · · · fn]h(u) = [e1 · · · en]g(u) = [f1 · · · fn]B−1JAg(u).

よって、
h(u) = B−1JAg(u)

となり、変換

(U ∩ V ) × O(n) → (U ∩ V ) × O(n) ; (x, g(u)) 7→ (x, h(u))

は C∞級微分同型写像になる。これによって、O(M)は多様体になる。
O(M) の多様体構造の定め方より、写像π : O(M) → Mは C∞級写像になる。さらに、

a ∈ O(n)と u ∈ π−1(U)に対して、ua = eg(u)aであり、かつ ua = eg(ua)だから、

ΦU(ua) = (π(u), g(ua)) = (π(u), g(u)a)

となり、π : O(M) → Mは主 O(n)束になる。

定義 3.4.2 命題 3.4.1で定めた O(M)をMの直交フレーム束と呼ぶ。

注意 3.4.3 n 次元 Riemann 多様体の直交フレーム束 O(M) の各元は Mの一点の接ベク
トル空間 Tx(M) の正規直交基底 e = [e1, . . . , en] であるが、Rnに標準正規直交基底 e0 =

[e0
1, . . . , e

0
n]を定めておくと、各 e0

iを eiに写す等長線形同型写像を指定することと同等にな
る。そこで、x ∈ Mに対して、

Ox(M) = {e | e : Rn → Tx(M) は等長線形同型写像 }

とみなすこともできる。等長線形同型写像 e : Rn → Tx(M)に対して、e(e0
1), . . . , e(e

0
n)は

Tx(M)の正規直交基底になるので、命題 3.4.1での O(M)の定め方と対応がつく。このと
き、O(n)の O(M)への右からの作用は、等長線形同型写像の右からの合成になる。
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定義 3.4.4 n次元 Riemann多様体Mに対して、

θM(X) = e−1dπ(X) =




〈e1, dπ(X)〉
...

〈en, dπ(X)〉


 (e = [e1, . . . , en] ∈ O(M), X ∈ Te(O(M)))

によって、θM ∈ Ω1(O(M);Rn)を定め、Mの標準形式と呼ぶ。

補題 3.4.5 n次元 Riemann多様体Mの標準形式θMは、

[e1, . . . , en]θM(X) = dπ(X) (X ∈ T (O(M)))

を満たし、各 e ∈ O(M)において、θM : Te(O(M)) → Rnは全射になる。さらに、a ∈ O(n)

の O(M)への右からの作用を Raで表すと、R∗
aθM = a−1θMが成り立つ。

証明 定義より、

[e1, . . . , en]θM(X) = [e1, . . . , en]




〈e1, dπ(X)〉
...

〈en, dπ(X)〉


 =

n∑

i=1

ei〈ei, dπ(X)〉 = dπ(X).

e = [e1, . . . , en]を等長線形同型写像とみなせば、

[e1, . . . , en]θM(X) = ee−1dπ(X) = dπ(X)

となる。dπは全射だから、上の等式より、θM : Te(O(M)) → Rnも全射になる。
e ∈ O(M)とX ∈ Te(O(M))に対して

(R∗
aθM)(X) = θM(dRaX) = (ea)−1dπ(dRaX)

= a−1e−1d(π ◦ Ra)X = a−1e−1dπX

= a−1θM(X).

したがって、R∗
aθM = a−1θMが成り立つ。

定義 3.4.6 A ∈ o(n)に対して、n次元 Riemann多様体Mの直交フレーム束O(M)上のベ
クトル場 A∗を

A∗
e =

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

e exp tA (e ∈ O(M))

で定める。A∗を Aに対応する基本ベクトル場と呼ぶ。

補題 3.4.7 A,B ∈ o(n)と n次元 Riemann多様体Mの直交フレーム束 O(M)上のベクト
ル場Xに対して、

(−A)∗ = −A∗

[A∗, X] = lim
t→0

1

t
(X − dRexp tAX)

[A∗, B∗] = [A,B]∗

が成り立つ。
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証明 O(M)上の C∞級関数 fを任意にとる。任意の e ∈ O(M)に対して

(−A)∗ef =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

f(e exp(−tA)) = − d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

f(e exp tA) = −A∗
ef

となるので、(−A)∗ = −A∗が成り立つ。
次に

F (t, e) = f(e exp tA) − f(e) ((t, e) ∈ R × O(M))

とおき、F (t, e)の第一成分に関する微分を F ′(t, e)で表す。

E(t, e) =
∫ 1

0
F ′(ts, e)ds ((t, e) ∈ R × O(M))

とおくと、
E(0, e) = F ′(0, e) = A∗

ef.

t 6= 0のときは

E(t, e) =
∫ 1

0
F ′(ts, e)ds =

[
1

t
F (ts, e)

]1

0

=
1

t
(F (t, e) − F (0, e)) =

1

t
(f(e exp tA) − f(e)).

よって、
f(e exp tA) = f(e) + tE(t, e), E(0, · ) = A∗f

となる。これより、

(dRexp tAX)ef = (dRexp tAXe exp(−tA))f

= Xe exp(−tA)(f ◦ dRexp tA)

= Xe exp(−tA)(f + tE(t, · )).

したがって、

lim
t→0

1

t
(X − (dRexp tAX))ef = lim

t→0

1

t
(Xef − (dRexp tAX)ef)

= lim
t→0

1

t
(Xef − Xe exp(−tA)f) − lim

t→0
Xe exp(−tA)E(t, · )

= A∗
eXf − XeA

∗f

= [A∗, X]e f.

これが任意の e ∈ O(M)と f ∈ C∞(O(M))について成り立つので、

[A∗, X] = lim
t→0

1

t
(X − dRexp tAX)

を得る。
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上の結果より、

[A∗, B∗] = lim
t→0

1

t
(B∗ − dRexp tAB∗)

となるので、まず dRexp tAB∗を計算しておく。

(dRexp tAB∗)e = dRexp tAB∗
e exp(−tA)

= dRexp tA

(
d

ds

∣∣∣∣∣
s=0

e exp(−tA) exp sB

)

=
d

ds

∣∣∣∣∣
s=0

Rexp tA(e exp(−tA) exp sB)

=
d

ds

∣∣∣∣∣
s=0

e exp(−tA) exp sB exp tA

=
d

ds

∣∣∣∣∣
s=0

e exp(sAd(exp(−tA))B) (定理 2.3.10より)

= (Ad(exp(−tA))B)∗e.

以上より、

[A∗, B∗]e = lim
t→0

1

t
(B∗

e − (dRexp tAB∗)e)

= lim
t→0

1

t
(B∗

e − (Ad(exp(−tA))B)∗e)

=
(
lim
t→0

1

t
(B − Ad(exp(−tA))B)

)∗

e

=

(
− d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(−tA))B

)∗

e

= (−[−A,B])∗e (定理 2.3.10より)

= [A,B]∗e .

したがって、[A∗, B∗] = [A,B]∗が成り立つ。

補題 3.4.8 A ∈ o(n)と n次元 Riemann多様体Mの直交フレーム束 O(M)上のベクトル
場Xに対して、

θM(A∗) = 0

dθM(A∗, X) = −AθM(X)

が成り立つ。

証明 各 e ∈ O(M)に対して A∗
eはファイバーに接しているので、

θM(A∗
e) = e−1dπA∗

e = 0.
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よって、θM(A∗) = 0が成り立つ。定理 1.4.10より、

dθM(A∗, X) = A∗(θM(X)) − X(θM(A∗)) − θM([A∗, X])

= A∗(θM(X)) − θM([A∗, X]).

ここで、

A∗
e(θM(X)) =

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

θM(Xe exp tA)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(e exp tA)−1dπ(Xe exp tA)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(−tA)e−1dπ(Xe exp tA)

= −Ae−1dπ(Xe) +
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

e−1dπ(Xe exp tA)

= −AθM(Xe) +
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

e−1dπ(Xe exp tA).

さらに、補題 3.4.7より

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

e−1dπ(Xe exp tA) = lim
t→0

1

t
(e−1dπ(Xe exp tA) − e−1dπ(Xe))

= − lim
t→0

1

t
e−1(dπ(Xe) − dπdRexp(−tA)(Xe exp tA))

= −e−1dπ
(
lim
t→0

1

t
(Xe − dRexp(−tA)(Xe exp tA))

)

= −e−1dπ([−A∗, X]e)

= −θM(−[A∗, X]e)

= θM([A∗, X]e).

したがって、
dθM(A∗, X) = −AθM(X)

が成り立つ。

定理 3.4.9 n次元 Riemann多様体Mに対して、

dθM + ωM ∧ θM = 0

を満たすωM ∈ Ω1(O(M); o(n))が一意的に存在する。

証明 まず、一意性を示す。ω, ω′ ∈ Ω1(O(M); o(n))が

dθM + ω ∧ θM = 0

dθM + ω′ ∧ θM = 0
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を満たすと仮定する。α = ω′ − ω ∈ Ω1(O(M); o(n)) とおくと、上の二つの等式より、
α ∧ θM = 0となる。O(M)の任意の接ベクトルX,Yに対して

0 = (α ∧ θM)(X, Y ) = α(X)θM(Y ) − α(Y )θM(X)

となるので、α(X)θM(Y ) = α(Y )θM(X)が成り立つ。
O(M)の任意の接ベクトルX, Y, Zに対して

〈α(X)θM(Y ), θM(Z)〉 = 〈α(Y )θM(X), θM(Z)〉
= −〈θM(X), α(Y )θM(Z)〉
= −〈θM(X), α(Z)θM(Y )〉
= 〈α(Z)θM(X), θM(Y )〉
= 〈α(X)θM(Z), θM(Y )〉
= −〈θM(Z), α(X)θM(Y )〉.

よって、
〈α(X)θM(Y ), θM(Z)〉 = 0

となる。ところが、補題 3.4.5より、各 e ∈ O(M)において、θM : Te(O(M)) → Rnは全射
になるので、α(X) = 0となり、α = 0。したがって、ω = ω′となり、一意性が成り立つ。
次にωMの存在を証明する。u, v ∈ Rnに対して補題 3.4.5よりθM(Y ) = u, θM(Z) = vとな
るO(M)の接ベクトル Y, Zが存在するので、O(M)の接ベクトルXに対してωM(X) ∈ o(n)

を

〈ωM(X)u, v〉 =
1

2
(〈dθM(Y, X), θM(Z)〉 − 〈dθM(Z,X), θM(Y )〉 + 〈dθM(Y, Z), θM(X)〉)

によって定める。この定め方が Y, Zのとり方によらないことをまず示しておく。

θM(Y ) = θM(Y ′) = u, θM(Z) = θM(Z ′) = v

となる Y ′, Z ′をとると、Y ′ − Y, Z ′ − Zはファイバーに接するので、ある A,B ∈ o(n)が存
在し、

Y ′ − Y = A∗, Z ′ − Z = B∗

が成り立つ。補題 3.4.8より、

〈dθM(Y ′, X), θM(Z ′)〉 = 〈dθM(Y + A∗, X), θM(Z + B∗)〉
= 〈dθM(Y + A∗, X), θM(Z)〉
= 〈dθM(Y, X), θM(Z)〉 + 〈dθM(A∗, X), θM(Z)〉
= 〈dθM(Y, X), θM(Z)〉 − 〈AθM(X), θM(Z)〉.

よって、
〈dθM(Y ′, X), θM(Z ′)〉 = 〈dθM(Y, X), θM(Z)〉 − 〈AθM(X), θM(Z)〉
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となり、同様にして

〈dθM(Z ′, X), θM(Y ′)〉 = 〈dθM(Z,X), θM(Y )〉 − 〈BθM(X), θM(Y )〉.

ωM(X)の定義式の第三項について考える。

dθM(Y ′, Z ′) = dθM(Y + A∗, Z + B∗)

= dθM(Y, Z) + dθM(Y,B∗) + dθM(A∗, Z) + dθM(A∗, B∗).

となり、補題 3.4.7、補題 3.4.8と定理 1.4.10より、

dθM(Y,B∗) = −dθM(B∗, Y ) = BθM(Y )

dθM(A∗, Z) = −AθM(Z)

dθM(A∗, B∗) = A∗(θM(B∗)) − B∗(θM(A∗)) − θM([A∗, B∗])

= −θM([A,B]∗)

= 0.

よって、
dθM(Y ′, Z ′) = dθM(Y, Z) + BθM(Y ) − AθM(Z)

を得る。以上より、

〈dθM(Y ′, X), θM(Z ′)〉 − 〈dθM(Z ′, X), θM(Y ′)〉 + 〈dθM(Y ′, Z ′), θM(X)〉
= 〈dθM(Y, X), θM(Z)〉 − 〈AθM(X), θM(Z)〉

−〈dθM(Z, X), θM(Y )〉 + 〈BθM(X), θM(Y )〉
+〈dθM(Y, Z) + BθM(Y ) − AθM(Z), θM(X)〉

= 〈dθM(Y, X), θM(Z)〉 − 〈dθM(Z, X), θM(Y )〉 + 〈dθM(Y, Z), θM(X)〉.

これより、ωM(X)の定め方は、Y, Zの選び方によらないことがわかる。
ωM(X)の定義式において、右辺はYとZに関して交代的になっているので、ωM(X) ∈ o(n)

が成り立つ。したがって、O(M)上の 1次微分形式ωM ∈ Ω1(O(M); o(n))が定まる。
最後にωMが等式

dθM + ωM ∧ θM = 0

を満たすことを証明する。

〈(dθM + ωM ∧ θM)(X,Y ), θM(Z)〉
= 〈dθM(X,Y ) + ωM(X)θM(Y ) − ωM(Y )θM(X), θM(Z)〉
= 〈dθM(X,Y ), θM(Z)〉

+
1

2
(〈dθM(Y, X), θM(Z)〉 − 〈dθM(Z, X), θM(Y )〉 + 〈dθM(Y, Z), θM(X)〉)

−1

2
(〈dθM(X, Y ), θM(Z)〉 − 〈dθM(Z, Y ), θM(X)〉 + 〈dθM(X,Z), θM(Y )〉)

= 〈dθM(X,Y ), θM(Z)〉 − 〈dθM(X,Y ), θM(Z)〉
= 0.
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したがって、
dθM + ωM ∧ θM = 0

が成り立つ。

定義 3.4.10 定理 3.4.9のωMをMの接続形式と呼ぶ。

補題 3.4.11 n次元Riemann多様体MからRn+1への等長的挿入 x : M → Rn+1に対して、
C∞級写像x̃ : O(M) → SE(n + 1)とω ∈ Ω1(O(M);Rn)が一意的に存在し、

x ◦ π = x ◦ x̃, x̃∗ωG =

[
ωM ω

−tω 0

]
, x̃∗θG =

[
θM

0

]

を満たす。ただし、[ωG θG]は SE(n + 1)のMaurer-Cartan形式である。(命題 3.1.11参照)

さらにこのとき、

h =t ω ⊗ θM (すなわち h(X, Y ) =t ω(X)θM(Y ) (X,Y ∈ TO(M)))

とおくと、hは O(M)上の対称二次形式になる。

証明 e = [e1, . . . , en] ∈ O(M)に対して、dx(e1), . . . , dx(en)は Rn+1は正規直交系にな
る。det(dx(e1), . . . , dx(en)、en+1) = 1を満たす単位ベクトル en+1をとる。このような en+1

は dx(e1), . . . , dx(en)の成分の小行列式で一意的に表される。dx(ei) (1 ≤ i ≤ n)と en+1は
O(M)からRn+1への C∞級写像になる。そこで、

x̃ : O(M) → SE(n + 1) ; [e1, . . . , en] 7→ [dx(e1), . . . , dx(en)、en+1, x(π(e))]

によって写像x̃を定めると、x̃ : O(M) → SE(n + 1)は C∞級写像になる。e ∈ O(M)に対
してx̃の定め方より、

x ◦ x̃(e) = x(π(e)) = x ◦ π(e)

となり、x ◦ π = x ◦ x̃が成り立つ。
命題 3.1.11よりθG = tAdxだから

x̃∗θG = (tA ◦ x̃)d(x ◦ π) =




tdx(e1)
...

tdx(en+1)


 d(x ◦ π) =




〈dx(e1), d(x ◦ π)〉
...

〈dx(en), d(x ◦ π)〉
〈dx(en+1), d(x ◦ π)〉




=

[
θM

0

]
.

命題 3.1.11より
dθG + ωG ∧ θG = 0

となるので、

dx̃∗θG + x̃∗ωG ∧ x̃∗θG = 0[
dθM

0

]
+ x̃∗ωG ∧

[
θM

0

]
= 0.
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そこで、

x̃∗ωG =

[
ω̃ ω

−tω 0

]
(ω̃ ∈ Ω1(O(M); o(n)), ω ∈ Ω1(O(M);Rn))

と表すと、
dθM + ω̃ ∧ θM = 0, tω ∧ θM = 0

が成り立つ。定理 3.4.9の一意性より、ω̃ = ωMが成り立つ。よって、

x̃∗ωG =

[
ωM ω

−tω 0

]

が成り立つ。
次にx̃とωの一意性を示す。x ◦ π = x ◦ x̃より、x̃の最後の成分は xに対して一意的に定
まる。

x̃∗θG =

[
θM

0

]

より、x̃の第 1成分から第 n成分成分までは、dx(e1), . . . , dx(en)になり、x̃は SE(n + 1)へ
の写像であることから、en+1も一意的に定まる。命題 3.1.11より、

x̃∗ωG = x̃∗(tAdA) =




te1

...
ten+1


 [de1 · · · den+1]

となり、ωも一意的に定まる。
最後に h =t ω ⊗ θMが O(M)上の対称二次形式になることを示す。先に示したことより、

tω ∧ θM = 0だから、

0 = (tω ∧ θM)(X,Y ) =t ω(X)θM(Y ) −tω(Y )θM(X) = h(X, Y ) − h(Y, X).

よって、hは対称二次形式になる。

定義 3.4.12 補題 3.4.11のx̃を xのDarboux標構と呼び、hを xの第二基本形式と呼ぶ。

定理 3.4.13 Mを n次元連結 Riemann多様体とし、x, x′ : M → Rn+1を 2つの等長的挿入
とし、それぞれの第二基本形式を hと h′とおく。このときある g ∈ SE(n + 1)が存在して
x′ = gxとなるための必要十分条件は h = h′である。

証明 x, x′の Darboux標構をそれぞれx̃, x̃′とし、

x̃∗ωG =

[
ωM ω

−tω 0

]
, x̃′∗ωG =

[
ωM ω′

−tω′ 0

]
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としておく。
まずある g ∈ SE(n + 1)が存在して x′ = gxとなっていると仮定しよう。

x ◦ Lg ◦ x̃ = gx = x′

となり、
(Lg ◦ x̃)∗[ωG θG] = x̃∗L∗

g[ωG θG] = x̃∗[ωG θG] = [x̃∗ωG x̃∗θG]

となるので、Lg ◦ x̃も x′の Darboux 標構になる。したがって、補題 3.4.11の一意性より、
ω = ω′となり、

h =t ω ⊗ θM =t ω′ ⊗ θM = h′.

逆に h = h′と仮定しよう。任意のX, Y ∈ TO(M)に対して

〈ω(X), θM(Y )〉 = h(X, Y ) = h′(X,Y ) = 〈ω′(X), θM(Y )〉

となるので、補題 3.4.5よりω(X) = ω′(X)が成り立ち、ω = ω′を得る。これより、

x̃∗[ωG θG] = x̃′∗[ωG θG]

となり、定理 3.1.10よりある g ∈ SE(n + 1)が存在してx̃′ = Lg ◦ x̃。これより x′ = x ◦ x̃′ =

x ◦ Lg ◦ x̃ = gx となる。

命題 3.4.14 補題 3.4.11のωは次の等式を満たす。

(1) dωM + ωM ∧ ωM − ω ∧tω = 0,

(2) dω + ωM ∧ ω = 0.

証明 命題 3.1.11より

dωG +
1

2
[ωG ∧ ωG] = 0

となるので、

dx̃∗ωG +
1

2
[x̃∗ωG ∧ x̃∗ωG] = 0

[
dωM dω

−dtω 0

]
+

1

2

[[
ωM ω

−tω 0

]
∧

[
ωM ω

−tω 0

]]
= 0

[
dωM dω

−dtω 0

]
+

[
ωM ω

−tω 0

]
∧

[
ωM ω

−tω 0

]
= 0

[
dωM dω

−dtω 0

]
+

[
ωM ∧ ωM − ω ∧tω ωM ∧ ω

−tω ∧ ωM 0

]
= 0.

したがって、

dωM + ωM ∧ ωM − ω ∧tω = 0

dω + ωM ∧ ω = 0

が成り立つ。
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定義 3.4.15 命題 3.4.14の (1)をGaussの方程式と呼び、(2)をCodazziの方程式と呼ぶ。

定理 3.4.16 単連結 n次元 Riemann多様体M上の直交フレーム束 O(M)上の Rnに値を
持つ 1次微分形式ωが

dωM + ωM ∧ ωM − ω ∧tω = 0

dω + ωM ∧ ω = 0

を満たし、h =t ω⊗θMが対称になるとき、hを第二基本形式に持つ等長的挿入x : M → Rn+1

が存在する。

証明 O(M)上の e(n + 1)に値を持つ 1次微分形式φを

φ =

[
ωM ω θM

−tω 0 0

]

によって定める。すると、

dφ =

[
dωM dω dθM

−tdω 0 0

]

となり、

1

2
[φ ∧ φ] = φ ∧ φ

=

[[
ωM ω

−tω 0

]
∧

[
ωM ω

−tω 0

] [
ωM ω

−tω 0

]
∧

[
θM

0

]]

=

[
ωM ∧ ωM − ω ∧tω ωM ∧ ω ωM ∧ θM

−tω ∧ ωM 0 −tω ∧ θM

]
.

定理の仮定と
dθM + ωM ∧ θM = 0

より、tω ∧ θM = 0を示せば、

dφ +
1

2
[φ ∧ φ] = 0

がわかる。ところが、hの対称性より、tω∧θM = 0が成り立つ。したがって、定理 3.2.3より、
x̃∗[ωG θG] = φを満たすC∞級写像x̃ : O(M) → SE(n+1)が存在する。x◦x̃ : O(M) → Rn+1

は C∞級写像 x : M → Rn+1を誘導し、x̃は xのDarboux標構になり、hは第二基本形式に
なる。


