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第 1章 Morse理論

この講義では、断らない限り可算開基を持つ C∞級多様体を単に多様体と呼ぶことにす
る。特に、多様体上にはいつでも Riemann計量をとることができる。この章では、多様体
上定義された C∞級関数の挙動と多様体の位相の間の関係を記述するMorse理論の解説を
する。

1.1 多様体論からの準備

定義 1.1.1 多様体Mの点 pにおける接ベクトル空間を TpMで表し、多様体間の C∞級写
像 F : M → Nの pでの微分写像を dFp : TpM → TF (p)Nで表す。

f : M → Rを多様体M上のC∞級関数とする。fの p ∈ Mにおける微分写像 dfp : TpM →
Tf(p)R = Rが 0になるとき、pを fの特異点と呼ぶ。また、実数 f(p)を fの特異値と呼
ぶ。すなわち、実数 aが fの特異値であるとは、fの特異点 pが存在し a = f(p)となるこ
とである。

注意 1.1.2 多様体M上の C∞級関数 f : M → Rを考える。p ∈ Mのまわりの局所座標系
(x1, . . . , xn)をとると、

dfp =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(p)dxi

p

と表せ、dx1
p, . . . , dxn

pは余接ベクトル空間 T ∗
p M (TpMの双対空間)の基底になるので、pが

fの特異点であるための必要十分条件は、

∂f

∂x1
(p) = · · · =

∂f

∂xn
(p) = 0

が成り立つことである。

注意 1.1.3 多様体M上の C∞級関数 f : M → Rが定まっているとき、実数 aに対して

Ma = {x ∈ M | f(x) ≤ a}

とおく。aが fの特異値ではないとき、f(x) = aとなる任意のx ∈ Mに対して、dfx : TxM →
Rは全射になるので、陰関数定理より、f−1(a)はMの部分多様体になる。よって、Maは
部分多様体を境界として持つ境界付き多様体になる。
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2 第 1 章 Morse理論

補題 1.1.4 多様体M上の C∞級関数 f : M → Rが特異点 p ∈ Mを持っていると仮定す
る。接ベクトルX, Y ∈ TpMを pのまわりのベクトル場X̃, Ỹに拡張し、

(∇2f)p(X, Y ) = (X̃Ỹ f)(p)

によって (∇2f)p(X, Y )を定めると、これはX, Yの拡張のとり方によらずに定まり、

(∇2f)p : TpM × TpM → R

は対称二次形式になる。

証明 まず、
(X̃Ỹ f)(p) = X̃p(Ỹ f) = X(Ỹ f)

だから、これはXの拡張のとり方には依存しない。

(X̃Ỹ f)(p) − (Ỹ X̃f)(p) = ([X̃, Ỹ ]f)(p) = dfp([X̃, Ỹ ]) = 0

より (∇2f)pの対称性がわかる。さらに、対称性より (X̃Ỹ f)(p)は Yの拡張のとり方にも依
存しないことがわかる。

定義 1.1.5 点 p ∈ Mを多様体M上の C∞級関数 f : M → Rの特異点とする。補題 1.1.4

の (∇2f)pを fの pにおけるHessianと呼ぶ。(∇2f)pが非退化のとき、pを fの非退化特異
点と呼ぶ。

注意 1.1.6 多様体M上の C∞級関数 f : M → Rが特異点 p ∈ Mを持つと仮定する。pの
まわりの局所座標系 (x1, . . . , xn)をとると、注意 1.1.2より、

∂f

∂x1
(p) = · · · =

∂f

∂xn
(p) = 0

が成り立つ。接ベクトルX,Y ∈ TpMを

X =
n∑

i=1

X i ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

, Y =
n∑

i=1

Y i ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

と表す。Yを pのまわりのベクトル場に拡張したものを

Ỹ =
n∑

i=1

Ỹ i ∂

∂xi

で表す。このとき、

(∇2f)p(X,Y ) = X(Ỹ f) =
n∑

i=1

X i ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

n∑

j=1

Ỹ j ∂f

∂xj
=

n∑

i,j=1

X iY j ∂2f

∂xi∂xj
(p).

これより、行列
[

∂2f

∂xi∂xj
(p)

]
は、基底

∂

∂x1

∣∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣∣
p

に関する (∇2f)pの表現行列になる。

したがって、pが fの非退化特異点になるための必要十分条件は、行列
[

∂2f

∂xi∂xj
(p)

]
が非退

化行列になることである。
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定義 1.1.7 実ベクトル空間 V上の対称二次形式H : V × V → Rに対して、Hを制限する
と負定値になる部分ベクトル空間の次元の最大値をHの指数と呼び、index(H)で表す。H

の零化部分ベクトル空間

V0 = {v ∈ V | H(v, w) = 0 (∀w ∈ V )}

の次元をHの nullityと呼び、nullity(H)で表す。
多様体M上の C∞級関数 f : M → Rの特異点 pにおける fの Hessian(∇2f)pの指数と

nullityを単に fの pにおける指数と nullityと呼ぶことにする。

補題 1.1.8 実ベクトル空間 V上の対称二次形式Hを Vの基底 v1, . . . , vnにより対角化した
とき、Hの指数は負の対角成分の個数に一致する。

証明 Vの基底 v1, . . . , vnの内で、必要ならばこれらを並べ換えることにより、負の対角
成分に対応する元を v1, . . . , vλとし、0以上の対角成分に対応する元を vλ+1, . . . , vnとする
ことができる。v1, . . . , vλの張る部分ベクトル空間を V1で表し、vλ+1, . . . , vnの張る部分ベク
トル空間を V2で表すと、Vは V1と V2の直和になる。Hを V1に制限すると負定値になるの
で、Hの指数はλ以上になる。もしHを制限して負定値になり次元がλより大きい部分ベク
トル空間Wが存在すると仮定すると、

dim(W ∩ V2) = dim W + dim V2 − n ≥ (λ + 1) + (n − λ) − n ≥ 1.

よって、0ではない v ∈ W ∩V2をとることができ、v ∈ V2よりH(v, v) ≥ 0であるが、v ∈ W

よりH(v, v) < 0となり、矛盾。したがって、Hの指数はλに一致する。

補題 1.1.9 fを Rnの原点 0 を含む凸開集合 V上で定義された C∞級関数とする。このと
き、V上定義された C∞級関数 gi (1 ≤ i ≤ n)が存在し、

f(x) = f(0) +
n∑

i=1

xigi(x) (x = (x1, . . . , xn) ∈ V )

gi(0) =
∂f

∂xi
(0)

を満たす。

証明 x ∈ Vに対して tx ∈ V (t ∈ [0, 1])であり、

f(x) − f(0) =
∫ 1

0

d

dt
f(tx)dt

=
∫ 1

0

n∑

i=1

∂f

∂xi
(tx)xidt

=
n∑

i=1

xi

(∫ 1

0

∂f

∂xi
(tx)dt

)
.

そこで、gi(x) =
∫ 1

0

∂f

∂xi
(tx)dt とおけばよい。
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補題 1.1.10 (Morse) 多様体M上の C∞級関数 f : M → Rが非退化特異点 p ∈ Mを持つ
と仮定する。このとき、pのまわりの局所座標系 (x1, . . . , xn)が存在し、

f(x) = f(p) − (x1)2 − · · · − (xλ)2 + (xλ+1)2 + · · · + (xn)2

が成り立ち、λは fの pにおける指数に一致する。

証明 まず、pのまわりの局所座標系 (x1, . . . , xn)が存在し、

f(x) = f(p) − (x1)2 − · · · − (xλ)2 + (xλ+1)2 + · · · + (xn)2

となるとき、λは fの pにおける指数に一致することを示す。この表示より、

∂2f

∂xi∂xj
(p) =





−2 (i = j ≤ λ)

2 (i = j > λ)

0 (他の場合)

を得る。よって、fの pにおける Hessian (∇2f)pの
∂

∂x1

∣∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣∣
p

に関する表現行列は、




−2
. . .

−2

2
. . .

2




よって、補題 1.1.8より、Rnは (∇2f)pの指数はλに一致する。
次に補題の局所座標系の存在を示す。p のまわりの局所座標系 (y1, . . . , yn) で yj(p) =

0 (1 ≤ j ≤ n)を満たすものをとると、補題 1.1.9より、

f(y) = f(p) +
n∑

j=1

yjgj(y), gj(0) =
∂f

∂yj
(0) = 0

を満たす C∞級関数 gjが存在する。各 gjに再び補題 1.1.9を適用すると、

gj(y) =
n∑

i=1

yihij(y)

を満たす C∞級関数 hijが存在する。よって、

f(y) = f(p) +
n∑

i,j=1

yiyjhij(y)
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となる。

h̄ij(y) =
1

2
(hij + hji)

とおくと、

f(y) = f(p) +
n∑

i,j=1

yiyjh̄ij(y), h̄ij(y) = h̄ji(y)

が成り立つので、hijをh̄ijに置き換えることによって、hij = hjiが成り立つとしてよい。
以下では、

f(u) = f(p) +
∑

i≤r−1

±(ui)2 +
∑

r≤i,j

uiujHij(u), [Hij(u)]は対称行列

となる pを含む局所座標近傍 (U1; u
1, . . . , un)が存在することを仮定して、

f(v) = f(p) +
∑

i≤r

±(vi)2 +
∑

r+1≤i,j

vivjH ′
ij(u) [H ′

ij(v)]は対称行列

となる pを含む局所座標近傍 (U2; v
1, . . . , vn)が存在することを示す。

[
∂2f

∂ui∂uj
(0)

]
=




±2
. . .

±2

2Hrr(0) · · · 2Hrn(0)
...

. . .
...

2Hnr(0) · · · 2Hnn(0)




となり、pは fの非退化特異点だから、Hij(0)がすべて 0になることはない。局所座標系
を線形変換することにより、Hrr(0) 6= 0とできる。よって、pのある開近傍 U2 ⊂ U1が存
在し、Hrr(u)は U2上 0にならない。そこで、

g(u) =
√
|Hrr(u)| (u ∈ U2)

とおくと、gは U2上の C∞級関数になる。この gを使って、新しい局所座標系 v1, . . . , vnを
次のように定める。

vi = ui (i 6= r)

vr(u) = g(u)


ur +

∑

r+1≤i

ui Hir(u)

Hrr(u)


 .

ここで、
∂vr

∂ur
(0) = g(0) 6= 0
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となるので、

det

[
∂vi

∂uj
(0)

]
= g(0) 6= 0.

逆関数定理より、pのある開近傍 U3 ⊂ U2上で、v1, . . . , vnは局所座標系になる。

±(vr)2 = Hrr(u)


ur +

∑

r+1≤i

ui Hir(u)

Hrr(u)




2

= Hrr(u)


(ur)2 + 2ur

∑

r+1≤i

ui Hir(u)

Hrr(u)
+


 ∑

r+1≤i

ui Hir(u)

Hrr(u)




2



= (ur)2 + 2ur
∑

r+1≤i

uiHir(u) +
∑

r+1≤i,j

uiuj Hir(u)Hjr(u)

Hrr(u)
.

これより、

f = f(p) +
∑

i≤r−1

±(ui)2 +
∑

r≤i,j

uiujHij(u)

= f(p) +
∑

i≤r−1

±(vi)2 + (ur)2Hrr(u) + 2
∑

r+1≤i

uiurHir(u) +
∑

r+1≤i,j

uiujHij(u)

= f(p) +
∑

i≤r

±(vi)2 +
∑

r+1≤i,j

uiuj

(
Hij(u) − Hir(u)Hjr(u)

Hrr(u)

)
.

したがって、
f(v) = f(p) +

∑

i≤r

±(vi)2 +
∑

r+1≤i,j

vivjH ′
ij(v)

となる。H ′
ij(v)は

Hij(u) − Hir(u)Hjr(u)

Hrr(u)

を座標変換し、行と列を一つずつ減らしただけなので、対称行列になる。
上の r = 1の場合の局所座標系の存在はすでに示したので、rに関する数学的帰納法に
より、

f(x) = f(p) +
n∑

i=1

±(xi)2 (x ∈ U)

となる pを含む局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)の存在がわかる。

系 1.1.11 多様体上の C∞級関数の非退化特異点は孤立する。

証明 補題 1.1.10より、C∞級関数 fは非退化特異点 pの近傍で、

f(x) = f(p) − (x1)2 − · · · − (xλ)2 + (xλ+1)2 + · · · + (xn)2

と表せるので、この局所座標近傍内の fの特異点は pのみになる。
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補題 1.1.12 多様体上Mのコンパクトな台を持つ C∞級ベクトル場は、Mの微分同型の一
径数部分群を生成する。

証明 XをM上のコンパクトな台を持つ C∞級ベクトル場とする。XがMの微分同型の
一径数部分群φtを生成するための条件は、

dφt(p)

dt
= Xφt(p) (t ∈ R, p ∈ M)

φ0(p) = p (p ∈ M)

が成り立つことである。Mの各点 pで局所座標近傍をとり、局所座標によって上の条件を
書くと常微分方程式系になるので、常微分方程式の解の存在と一意性より、pの開近傍 Up

とεp > 0が存在し、

dφt(q)

dt
= Xφt(q) (|t| < εp, q ∈ Up)

φ0(q) = q (q ∈ Up)

の解が一意的に存在する。
{Up}p∈MはMの開被覆になり、Xの台はコンパクトだから、有限個の {Up1 , . . . , Upk

}で
Xの台は被覆される。そこで、

ε0 = min{εp1 , . . . , εpk
}

とおく。Xの台に含まれていない点 pに対しては、Xp = 0だから、任意の t ∈ Rについて
φt(p) = pが成り立つ。Mの任意の点についても、|t| < ε0となる tについてφtの作用が定ま
る。常微分方程式の解の一意性より、|s|, |t|, |s + t| < ε0となる s, tについてφs ◦ φt = φs+t

が成り立つ。
以下で、任意の t ∈ Rに対してφtを定める。t ∈ Rに対して

t = k(ε0/2) + r, k ∈ Z, |r| < ε0/2

となるように k, rをとる。k ≥ 0のときは、

φt =

k︷ ︸︸ ︷
φε0/2 ◦ · · · ◦ φε0/2 ◦φr

によってφtを定め、k < 0のときは、

φt =

−k︷ ︸︸ ︷
φ−ε0/2 ◦ · · · ◦ φ−ε0/2 ◦φr

によってφtを定める。これによって、すべての tについてφtが定まり、φs ◦ φt = φs+t が成
り立つこともわかる。φtはMの微分同型の一径数部分群になり、φtの定め方から、Xはφt

を生成することもわかる。
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注意 1.1.13 多様体Mに Riemann計量 〈 , 〉が存在する場合は、M上の C∞級関数 fの微
分 dfの双対ベクトル場を fの勾配ベクトル場と呼び、gradfで表す。すなわち、M上のベ
クトル場Xに対して、

〈gradf,X〉 = df(X)

となる。gradfの零点は、fの特異点に一致する。勾配ベクトル場 gradfは fの一階微分を
表している。fの二階微分は、Riemann計量から定まる共変微分∇を使って、∇2fで表現
できる。M上のベクトル場X, Yに対して、

(∇f)(Y ) = Y f

(∇2f)(X,Y ) = X((∇f)(Y )) − (∇f)(∇XY )

= XY f − (∇XY )f

となるので、fの特異点では、∇2fは定義 1.1.5で定めた fの Hessianに一致する。M全体
で定義される∇2fも fのHessianと呼ばれる。

1.2 代数的位相幾何学からの準備

定義 1.2.1 X, Yを位相空間とし、A ⊂ Xとする。f, g : X → Yを f |A = g|Aを満たす連続
写像とする。次の条件 (1)から (3)を満たす連続写像 F : X × [0, 1] → Yが存在するとき、

f ∼ g relA

と書き、f, gは Aを固定してホモトピックであるという。

(1) F (x, 0) = f(x) (x ∈ X),

(2) F (x, 1) = g(x) (x ∈ X),

(3) F (x, t) = f(x) = g(x) (x ∈ A, t ∈ [0, 1]).

Aが空集合のときは、単に f ∼ gと書く。

定義 1.2.2 位相空間の間の連続写像 f : X → Yに対してある連続写像 f ′ : Y → Xが存
在し

f ′ ◦ f ∼ 1X , f ◦ f ′ ∼ 1Y

を満たすとき、fをホモトピー同値と呼び、Xと Yはホモトピー同値である、または同じホ
モトピー型を持つという。

定義 1.2.3 位相空間Xの部分集合 Aに対して、連続写像 F : X × [0, 1] → Xが存在し、

(1) F (x, 0) = x (x ∈ X)
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(2) F (x, t) = x (x ∈ A, t ∈ [0, 1])

(3) F (x, 1) ∈ A (x ∈ X)

を満たすとき、AをXの強変形レトラクトと呼ぶ。

注意 1.2.4 Aが Xの強変形レトラクトのとき、包含写像 i : A → Xはホモトピー同値に
なる。

定義 1.2.5 R1 ⊂ R2 ⊂ · · · ⊂ Rk ⊂ · · · ⊂ R∞とみなして、

E0 = (0, . . . , 0, . . .)

E1 = (1, 0, . . . , 0, . . .)

E2 = (0, 1, 0, . . . , 0, . . .)
...

Eq = (0, . . . , 0,
q
^

1 , 0, . . . , 0, . . .)
...

によって、E0, E1, E2, . . . , Eq, . . .を定める。E0, . . . , Eqの張る q次元単体を∆qで表す。すな
わち、

∆q =

{
(t1, . . . , tq, 0, . . .)

∣∣∣∣∣ ti ≥ 0,
q∑

i=1

ti ≤ 1

}
.

q > 0に対してアファイン写像 F i
q : ∆q−1 → ∆qを

F i
q(Ej) =

{
Ej (j < i)

Ej+1 (j ≥ i)

によって定義する。

定義 1.2.6 Xを位相空間とする。連続写像σ : ∆q → Xを Xの特異 q単体と呼ぶ。体 Fを
一つとり、固定しておく。Xの特異 q単体全体の生成する Fベクトル空間を Sq(X; F )で表
し、Sq(X; F )の元を特異 q鎖と呼ぶ。すなわち、Xの特異 q鎖は

∑

σ

aσσと表せる。ここで、

aσは有限個のσを除いて 0になる。

定義 1.2.7 Xを位相空間とする。Xの特異 q単体σと 0 ≤ i ≤ qに対して

σ(i) = σ ◦ F i
q : ∆q−1 → X

によって、Xの特異 q − 1単体σ(i)を定め、

∂(σ) =
q∑

i=0

(−1)iσ(i) ∈ Sq−1(X; F )
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とおく。∂をベクトル空間の間の線形写像に拡張したものも∂ : Sq(X; F ) → Sq−1(X; F )で
表す。(空間を明示したいときは、∂Xと書く。)すると、∂ ◦∂ = 0が成り立つことがわかる。

Bq(X; F ) = {∂(c) ∈ Sq(X; F ) | c ∈ Sq+1(X; F )}
Zq(X; F ) = {c ∈ Sq(X; F ) | ∂(c) = 0}

とおくと、これらは Sq(X; F ) の部分ベクトル空間になり、∂ ◦ ∂ = 0 より、Bq(X; F ) ⊂
Zq(X; F )が成り立つ。商ベクトル空間 Zq(X; F )/Bq(X; F )をXの特異 qホモロジー空間と
呼び、Hq(X; F )で表す。

ホモロジー空間の定義より、比較的容易に次の例を得る。

例 1.2.8 一点だけからなる位相空間Xのホモロジーは

Hq(X; F ) =

{
F (q = 0)

{0} (q ≥ 1)

となる。

証明 X = {x}としておく。任意の qについてXの特異 q単体は

σq(t) = x (t ∈ ∆q)

のみになる。

∂(σq) =
q∑

i=0

(−1)iσq−1

だから、

∂(σq) =

{
σq−1 (qは偶数で正)

0 (qは奇数).

これより、

Zq(X; F ) = Bq(X; F ) =

{
{0} (qは偶数で正)

Sq(X; F ) (qは奇数).

したがって、q > 0のとき、
Hq(X; F ) = {0}.

q = 0のときは、Z0(X; F ) = S0(X; F ) = Fσ0であり、B0(X; F ) = {0}だから、

H0(X; F ) = Z0(X; F )/B0(X; F ) = F

となる。

命題 1.2.9 位相空間Xの弧状連結成分への分解をX = ∪kXkとする。このとき、各 qにつ
いて

Hq(X; F ) ∼= ⊕kHq(Xk; F )

が成り立つ。
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証明 q次元単体∆qは弧状連結だから、Xの特異 q単体σ : ∆q → Xの像は、Xのある弧
状連結成分Xkに含まれる。よって

Sq(X; F ) = ⊕kSq(Xk; F )

となり、さらに、∂Xの定め方より∂X(Sq(X; F )) ⊂ Sq(Xk; F )となる。したがって、

Zq(X; F ) = ⊕kZq(Xk; F ), Zq(Xk; F ) = Zq(X; F ) ∩ Sq(Xk; F )

Bq(X; F ) = ⊕kBq(Xk; F ), Bq(Xk; F ) = Bq(X; F ) ∩ Sq(Xk; F )

が成り立ち、
Hq(X; F ) ∼= ⊕kHq(Xk; F )

を得る。

命題 1.2.10 位相空間 Xの 0ホモロジー空間 H0(X; F )の次元は、Xの弧状連結成分の個
数に一致する。

証明 命題 1.2.9より、Xが弧状連結のときに、H0(X; F )が 1次元になることを示せば
よい。

Xの特異 0単体は自然にXの元と同一視できる。Xの特異 1単体σに対して、

∂(σ) = σ(1) − σ(0)

となる。特異 0鎖 c =
∑

x axxに対して、c ∈ B0(X; F )ならば、
∑

x ax = 0となる。逆に
∑

x ax = 0と仮定する。x0をとる。Xは弧状連結だから、任意の x ∈ Xに対して Xの特異
1単体σxであって

σx(0) = x0, σx(1) = x

を満たすものをとることができる。

c =
∑

x

axx −
(∑

x

ax

)
x0 =

∑

x

(σx(1) − σx(0)) = ∂

(∑

x

axσx

)

となるので、c ∈ B0(X; F )が成り立つ。よって

B0(X; F ) =

{∑

x

axx

∣∣∣∣∣
∑

x

ax = 0

}
.

他方、
∂# : S0(X; F ) → F ;

∑

x

axx 7→
∑

x

ax

とおくと、∂#は全射線形写像になり、

S0(X; F )/ker(∂#) ∼= F.

上で示したことより、ker(∂#)は B0(X; F )に一致するので、H0(X; F ) ∼= Fとなり、特に、
1次元になる。

次の例も知られている。
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例 1.2.11

Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1}
とおく。Snは n次元球面と呼ばれている。n ≥ 1のとき、

Hq(S
n; F ) =

{
F (q = 0または n)

{0} (それ以外)

が成り立つ。

定義 1.2.12 f : X → Yを位相空間の間の連続写像とする。Xの特異 q単体σに対して、f ◦σ

は Yの特異 q単体になる。そこで、対応σ 7→ f ◦ σをベクトル空間の間の線形写像

Sq(f) : Sq(X; F ) → Sq(Y ; F ) ;
∑

σ

aσσ 7→
∑

σ

aσf ◦ σ

に拡張する。すると、∂Y ◦ Sq(f) = Sq−1(f) ◦ ∂Xが成り立つ。これより、

Sq(f)Bq(X; F ) ⊂ Bq(Y ; F ), Sq(f)Zq(X; F ) ⊂ Zq(Y ; F )

となり、Sq(f)は線形写像

Hq(f) : Hq(X; F ) → Hq(Y ; F ) ; [z] 7→ [Sq(f)z]

を誘導する。Hq(f)を fの誘導する線形写像と呼ぶ。

Sq(1X) = 1Sq(X;F ), Sq(g ◦ f) = Sq(g) ◦ Sq(f)

が成り立つので、

Hq(1X) = 1Hq(X;F ), Hq(g ◦ f) = Hq(g) ◦ Hq(f)

が成り立つ。特に、fが位相同型ならば、Hq(f)は線形同型になる。

定理 1.2.13 位相空間の間の二つの連続写像 f, g : X → Yがホモトピックならば、f, gの誘
導する線形写像Hq(f), Hq(g) : Hq(X; F ) → Hq(Y ; F )は等しくなる。

定理 1.2.14 位相空間の間の連続写像 f : X → Yがホモトピー同値ならば、fの誘導する
線形写像Hq(f) : Hq(X; F ) → Hq(Y ; F )は線形同型になる。

例 1.2.15 Xを一点だけからなる位相空間とホモトピー同値な位相空間とする。このとき、

Hq(X; F ) =

{
F (q = 0)

{0} (q ≥ 1)

となる。特に、
Bn = {x ∈ Rn | |x| ≤ 1}

とおくと、Bnは一点とホモトピー同値になり、

Hq(B
n; F ) =

{
F (q = 0)

{0} (q ≥ 1)

が成り立つ。
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定義 1.2.16 Aを位相空間Xの部分空間とする。∂ : Sq(X; F ) → Sq−1(X; F )は

∂(Sq(A; F )) ⊂ Sq−1(A; F )

を満たすので、商ベクトル空間の間の線形写像

∂̄ : Sq(X; F )/Sq(A; F ) → Sq−1(X; F )/Sq−1(A; F )

を誘導する。∂ ◦ ∂ = 0より、∂̄ ◦ ∂̄ = 0が成り立ち、

Im[∂̄ : Sq+1(X; F )/Sq+1(A; F )) → Sq(X; F )/Sq(A; F )]

⊂ Ker[∂̄ : Sq(X; F )/Sq(A; F ) → Sq−1(X; F )/Sq−1(A; F )]

となる。商ベクトル空間

Ker[∂̄ : Sq(X; F )/Sq(A; F ) → Sq−1(X; F )/Sq−1(A; F )]

Im[∂̄ : Sq+1(X; F )/Sq+1(A; F )) → Sq(X; F )/Sq(A; F )]

を Xの A に関する q相対ホモロジー空間と呼び、Hq(X, A; F ) で表す。A = ∅ のときは、
Hq(X, ∅; F ) = Hq(X; F )となることに注意しておく。

補題 1.2.17 Aを位相空間Xの部分空間とする。

Zq(X, A; F ) = {c ∈ Sq(X; F ) | ∂c ∈ Sq−1(A; F )}
Bq(X, A; F ) = Sq(A; F ) + ∂Sq+1(X; F )

とおくと、
Hq(X, A; F ) ∼= Zq(X,A; F )/Bq(X, A; F )

が成り立つ。

証明 定め方より、

Ker[∂̄ : Sq(X; F )/Sq(A; F ) → Sq−1(X; F )/Sq−1(A; F )]

= Zq(X,A; F )/Sq(A; F )

Im[∂̄ : Sq+1(X; F )/Sq+1(A; F )) → Sq(X; F )/Sq(A; F )]

= Bq(X,A; F )/Sq(A; F )

となるので、
Hq(X, A; F ) ∼= Zq(X,A; F )/Bq(X, A; F )

を得る。

例 1.2.18 Aを弧状連結位相空間 Xの空でない部分空間とすると、H0(X,A; F ) = {0}が
成り立つ。
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証明 x0 ∈ Aを一つとっておく。任意の c =
∑

x axx ∈ S0(X; F ) = Z0(X, A; F )に対し
て、X弧状連結だから、Xの特異 1単体σxであって、

σx(0) = x0, σx(1) = x

を満たすものが存在する。このとき、

∂

(∑

x

axσx

)
=

∑

x

axx −
∑

x

axx0 = c −
∑

x

axx0.

よって、c ∈ S0(A; F ) + ∂S1(X; F ) = B0(X, A; F )となり、Z0(X,A; F ) = B0(X,A; F )。し
たがって、補題 1.2.17より、

H0(X,A; F ) = Z0(X,A; F )/B0(X, A; F ) = {0}.

定義 1.2.19 f : X → Yを位相空間の間の連続写像とし、A,BをそれぞれX, Yの部分空間
とする。fが f(A) ⊂ Bを満たすとき、

Sq(f)(Sq(A; F )) ⊂ Sq(B; F )

となるので、Sq(f)は

S̄q(f) : Sq(X; F )/Sq(A; F ) → Sq(Y ; F )/Sq(B; F )

を誘導し、さらにS̄q(f)は

Hq(f) : Hq(X, A; F ) → Hq(Y, B; F )

を誘導する。Hq(f)を fの誘導する線形写像と呼ぶ。

定理 1.2.20 Z ⊂ Y ⊂ Xを位相空間とする。包含写像 i : Y → Xは線形写像

Hq(i) : Hq(Y, Z; F ) → Hq(X, Z; F )

を誘導し、恒等写像 j : X → Xは線形写像

Hq(j) : Hq(X, Z; F ) → Hq(X, Y ; F )

を誘導する。さらに、ある線形写像

δq : Hq(X,Y ; F ) → Hq−1(Y, Z; F )

が存在し、

· · ·
δq+1−→ Hq(Y, Z; F )

Hq(i)−→ Hq(X, Z; F )
Hq(j)−→ Hq(X, Y ; F )

δq−→ Hq−1(Y, Z; F )
Hq−1(i)−→ Hq−1(X, Z; F )

Hq−1(j)−→ Hq−1(X, Y ; F )
δq−1−→ · · ·
δ1−→ H0(Y, Z; F )

H0(i)−→ H0(X, Z; F )
H0(j)−→ H0(X,Y ; F )

−→ {0}
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は完全系列になる。この系列をホモロジー完全系列と呼ぶ。特に、Z = ∅とすると、次の
ホモロジー完全系列を得る。

· · ·
δq+1−→ Hq(Y ; F )

Hq(i)−→ Hq(X; F )
Hq(j)−→ Hq(X,Y ; F )

δq−→ · · ·
δ1−→ H0(Y ; F )

H0(i)−→ H0(X; F )
H0(j)−→ H0(X, Y ; F )

−→ {0}

例 1.2.21 相対ホモロジーHq(B
n, Sn−1; F )を求める。Bnは弧状連結だから、例 1.2.18より、

H0(B
n, Sn−1; F ) = {0}.

(Bn, Sn−1)に関するホモロジー完全系列より、完全系列

H1(B
n; F ) → H1(B

n, Sn−1; F ) → H0(S
n−1; F ) → H0(B

n; F ) → H0(B
n, Sn−1; F )

|| ||
{0} {0}

を得る。さらに、n = 1のときは例 1.2.10より、上の完全系列は

{0} → H1(B
1, S0; F ) → F ⊕ F → F → {0}

となるので、
H1(B

1, S0; F ) = F.

n ≥ 2のときは、
{0} → H1(B

n, Sn−1; F ) → F → F → {0}

となるので、
H1(B

n, Sn−1; F ) = {0}.

q ≥ 2のとき、完全系列

Hq(B
n; F ) → Hq(B

n, Sn−1; F ) → Hq−1(S
n−1; F ) → Hq−1(B

n; F )

|| ||
{0} {0}

を得る。よって、Hq(B
n, Sn−1; F ) ∼= Hq−1(S

n−1; F )となり、例 1.2.11より、

Hq(B
n, Sn−1; F ) =

{
F (q = n)

{0} (q 6= n, q ≥ 2)

を得る。以上の結果をまとめる。

Hq(B
n, Sn−1; F ) =

{
F (q = n)

{0} (q 6= n)
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定理 1.2.22 U ⊂ A ⊂ Xを位相空間とする。Uの閉包が Aの内部に含まれるならば、包含
写像 i : X − U → Xは線形同型

Hq(i) : Hq(X − U,A − U ; F )
∼=−→ Hq(X, A; F )

を誘導する。

1.3 関数の特異値とホモトピー型

この節を通して、fを多様体M上の C∞級関数とし、実数 aに対して

Ma = f−1(−∞, a] = {x ∈ M | f(x) ≤ a}

とおく。

定理 1.3.1 fを多様体M上の C∞級関数とする。a < bとなる実数 a, bをとり、f−1[a, b]が
コンパクトであって、fの特異点を持たないと仮定する。このとき、MaとM bは微分同型
になる。さらに、MaはM bの強変形レトラクトになり、包含写像Ma → M bはホモトピー
同値になる。

証明 Mに Riemann 計量 〈 , 〉 を導入しておく。fの勾配ベクトル場 gradfは f−1[a, b]

で零点を持たないので、f−1[a, b] を含む開集合 Uが存在し、Ūはコンパクトになり、Uに
gradfの零点は存在しない。f−1[a, b]はコンパクトだから、f−1[a, b]上恒等的に 1であって
台が Uに含まれるM上の C∞級関数ρをとることができる。そこで、M上のベクトル場X

を
X =

ρ

|gradf |2
gradf

で定めると、Xは f−1[a, b]上で gradf/|gradf |2に一致し、台は Uに含まれる。特に、Xの
台はコンパクトになる。補題 1.1.12より、Xの生成するMの微分同型の一径数部分群φtが
存在する。p ∈ Mをとり、φt(p) ∈ f−1[a, b]とすると、注意 1.1.13より、

d

dt
f(φt(p)) = df

(
d

dt
φt(p)

)
=

〈
gradf,

d

dt
φt(p)

〉
= 1.

したがって、t 7→ f(φt(p))はφt(p) ∈ f−1[a, b]のとき、傾き 1の一次関数になる。これより、
φb−a : Ma → M bは微分同型写像になる。
さらに、φtの作用を fの値が bになると止めるようにする。すなわち、rt : M b → M bを

rt(p) =

{
p (f(p) ≤ a)

φt(a−f(p))(p) (a ≤ f(p) ≤ b)

で定める。すると、MaはM bの強変形レトラクトになる。
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定義 1.3.2 Mを境界∂Mを持つ多様体とし、連続写像φ : Sk−1 → ∂Mが存在するとき、
x ∈ Sk−1とφ(x) ∈ ∂Mを同一視することによって位相空間M ∪ Bkの同値関係を定め、商
集合M ∪φ Bkに商位相を入れたものを、Mに Bkを境界で接着した位相空間と呼ぶ。

定理 1.3.3 fを多様体 M上の C∞級関数とする。p を fの指数λの非退化特異点とする。
f(p) = cとおき、あるε > 0に対して f−1[c− ε, c + ε]はコンパクトであり、p以外の fの特
異点を含まないと仮定する。このとき、十分小さなε > 0に対してM c+εはM c−εに Bλを境
界で接着した位相空間M c−ε ∪ Bλと同じホモトピー型を持つ。

証明 補題 1.1.10より、pのまわりの局所座標系 (U ; x1, . . . , xn)が存在し、

f(x) = f(p) − (x1)2 − · · · − (xλ)2 + (xλ+1)2 + · · · + (xn)2

が成り立つ。
n∑

i=1

(xi(x))2 ≤ 2ε (x ∈ U)

としておくことができる。
{

x ∈ U

∣∣∣∣∣
λ∑

i=1

(xi(x))2 ≤ ε, xλ+1(x) = · · · = xn(x) = 0

}

は Bλと位相同型になり、Bλと同一視できる。このとき、Bλの境界 Sk−1は f−1(c − ε) =

∂M c−εに含まれている。したがって、M c−ε ∪Bλは、M c−εにBλを境界で接着した位相空間
になっている。

次の条件を満たす C∞級関数µ : R → Rをとる。

µ(0) > ε

µ(r) = 0 (r ≥ 2ε)

−1 < µ′(r) ≤ 0 (r ∈ R).

このµを使って、

F (x) =

{
f(x) − µ((x1)2 + · · · + (xλ)2 + 2(xλ+1)2 + · · · + 2(xn)2) (x ∈ U)

f(x) (x /∈ U)

によって、M上の関数 Fを定める。x ∈ Uが Uの境界に近づくと
∑

(xi)2は 2εを超えるので、
µ((x1)2 + · · ·+ (xλ)2 + 2(xλ+1)2 + · · ·+ 2(xn)2) = 0 になり、FはM上の C∞級関数になる。

U上の C∞級関数
ξ, η : U → R

を次の式で定める。

ξ(x) = (x1(x))2 + · · · + (xλ(x))2 (x ∈ U)

η(x) = (xλ+1(x))2 + · · · + (xn(x))2 (x ∈ U).
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すると、U上で f = c − ξ + ηが成り立ち、Fは U上で、

F = c − ξ + η + µ(ξ + 2η)

となる。

主張 1 F−1(−∞, c + ε] = M c+ε = f−1(−∞, c + ε]

証明 Uの外では Fと fは一致しているので、U内で考えればよい。µの定め方より、U内
のξ + 2η ≥ 2εを満たす点でも、Fと fは一致している。ξ + 2η < 2εを満たす点においては、

F = f − µ(ξ + 2η) ≤ f = c − ξ + η ≤ c +
1

2
ξ + η = c +

1

2
(ξ + 2η) ≤ c + ε

これより、U ⊂ F−1(−∞, c + ε]となり、F−1(−∞, c + ε] = f−1(−∞, c + ε]が成り立つ。

主張 2 Fの特異点と fの特異点は一致する。
証明 Uの外では Fと fは一致するので、U内で考えればよい。

∂F

∂ξ
= −1 − µ′(ξ + 2η) < 0

∂F

∂η
= 1 − 2µ′(ξ + 2η) ≥ 1

となるので、特にこれらは 0にはならない。また、

dF =
∂F

∂ξ
dξ +

∂F

∂η
dη

となり、原点以外では dξと dηは同時には 0にならないので、Fの特異点は、原点すなわち
pのみになる。したがって、Fの特異点と fの特異点は一致する。

主張 3 F−1(−∞, c − ε]はM c+εの強変形レトラクトになる。
証明 既に示したことより、F−1(−∞, c + ε] = f−1(−∞, c + ε]。x ∈ Mに対して

F (x) ≤ f(x)

だから、F−1[c − ε, c + ε] ⊂ f−1[c − ε, c + ε]。仮定より f−1[c − ε, c + ε]はコンパクトだか
ら、F−1[c− ε, c + ε]もコンパクトになる。仮定より f−1[c− ε, c + ε]内の fの特異点は pの
みであり、fの特異点は Fの特異点と一致している。だから、F−1[c − ε, c + ε]内の Fの特
異点は、あるとすれば pのみである。ところが、

F (p) = c − µ(0) < c − ε

となり、p /∈ F−1[c − ε, c + ε]。よって、F−1[c − ε, c + ε]内に Fの特異点は存在しない。以
上より、定理 1.3.1を適用することができ、F−1(−∞, c− ε]は F−1(−∞, c + ε] = M c+εの強
変形レトラクトになる。
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ここで、
H = F−1(−∞, c − ε] − M c−ε

とおくと、F−1(−∞, c − ε] = M c−ε ∪ H と表すことができる。

主張 4 M c−ε ∪ BλはM c−ε ∪ Hの強変形レトラクトになる。
証明 強変形レトラクション rt : M c−ε ∪ H → M c−ε ∪ H を次のように構成する。まず、

Uの補集合上では rtは恒等写像にする。U内を次の三つの場合に分けて考える。
ξ ≤ εとなる領域 R1では、

rt(u
1, . . . , un) = (u1, . . . , uλ, tuλ+1, . . . , tun)

によって、rtを定める。すると、r1は R1の恒等写像になり、r0は R1を Bλに写す。また、
∂F
∂η

≥ 1だから、rt(F
−1(−∞, c − ε]) ⊂ F−1(−∞, c − ε]。

ε ≤ ξ ≤ η + εとなる領域 R2では、

rt(u
1, . . . , un) = (u1, . . . , uλ, stu

λ+1, . . . , stu
n)

によって、rtを定める。ただし、

st =





t + (1 − t)
(

ξ−ε
η

)1/2
(η 6= 0)

1 (η = 0).

ε ≤ ξ ≤ η + εだから、η 6= 0のとき、

0 ≤ ξ − ε

η
≤ 1

となり、st ∈ [0, 1]。rtが連続になることを示すには、λ + 1 ≤ i ≤ nに対して

lim
η→0

stu
i = ui

を示せばよい。これは次の不等式からわかる。η 6= 0のとき、

(ui − stu
i)2 = (1 − st)

2(ui)2

=


1 − t − (1 − t)

(
ξ − ε

η

)1/2



2

(ui)2

= (1 − t)2


1 −

(
ξ − ε

η

)1/2



2

(ui)2

≤ (ui)2

≤ η.
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r1は R2の恒等写像になり、t = 0とすると、

s1 =

(
ξ − ε

η

)1/2

となり、

f(u1, . . . , uλ, s1u
λ+1, . . . , s1u

n)

= c − ((u1)2 + · · · + (uλ)2) + s2
1((u

λ+1)2 + · · · + (un)2)

= c − ξ +
ξ − ε

η
η

= c − ε.

これより、r0(R2) ⊂ f−1(c− ε)。R1の場合と同様に、rt(F
−1(−∞, c− ε]) ⊂ F−1(−∞, c− ε]。

また、R1 ∩R2はξ = εとなる領域になるので、st = tとなり、R1での rtと R2での rtは一致
する。

η + ε ≤ ξとなる領域 R3では、rtを R3の恒等写像として定める。R3では f ≤ c− εとなる
ので、R3 ⊂ M c−ε。R2 ∩ R3はξ = η + εとなる領域になり、R2において、st = 1となるの
で、rtは恒等写像になり R3での rtに一致する。
以上によって強変形レトラクション rt : M c−ε ∪H → M c−ε ∪H が構成され、M c−ε ∪Bλ

はM c−ε ∪ Hの強変形レトラクトになる。

主張 1、3、4より、M c−ε ∪BλはM c+εの強変形レトラクトになり、特に、これらは同じ
ホモトピー型を持つ。

1.4 Morseの不等式

定義 1.4.1 包含関係を持つ位相空間の組 X ⊃ Yに対して整数 S(X,Y )が対応する関数 S

について、
X ⊃ Y ⊃ Z ⇒ S(X, Z) ≤ S(X, Y ) + S(Y, Z)

が成り立つとき、Sを準加法的という。

X ⊃ Y ⊃ Z ⇒ S(X,Z) = S(X, Y ) + S(Y, Z)

が成り立つとき、Sを加法的という。

命題 1.4.2 Fを体とする。位相空間X ⊃ Yに対して

bq(X, Y ; F ) = dim Hq(X,Y ; F ), χ(X,Y ; F ) =
∑

q≥0

(−1)qbq(X,Y ; F )

によって、bq(X,Y ; F )とχ(X,Y ; F )を定める。bq(X, Y ; F )を組 (X, Y )の q次 Betti数と
呼び、χ(X, Y ; F )を組 (X, Y )の Euler数と呼ぶ。これらが定義できる位相空間の組に対
して、q次 Betti数は準加法的になり、Euler数は加法的になる。
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証明 定理 1.2.20より、

Hq(Y, Z; F )
Hq(i)−→ Hq(X, Z; F )

Hq(j)−→ Hq(X, Y ; F )

は完全系列になるので、

dim Hq(X, Z; F ) = dim ImHq(j) + dim KerHq(j)

= dim ImHq(j) + dim ImHq(i)

≤ dim Hq(X, Y ; F ) + dim Hq(Y, Z; F ).

よって、
bq(X, Z; F ) ≤ bq(X,Y ; F ) + bq(Y, Z; F )

を得る。すなわち、q次 Betti数は準加法的になる。
定理 1.2.20より、

δq+1−→ Hq(Y, Z; F )
Hq(i)−→ Hq(X,Z; F )

Hq(j)−→ Hq(X,Y ; F )
δq−→ Hq−1(Y, Z; F )

Hq−1(i)−→ Hq−1(X,Z; F )
Hq−1(j)−→ Hq−1(X,Y ; F )

は完全系列になるので、

rq = dim ImHq(i) = dim KerHq(j)

sq = dim ImHq(j) = dim Kerδq

tq = dim Imδq = dim KerHq−1(i)

とおくことができる。このとき、

bq(X,Z; F ) = dim Hq(X,Z; F ) = rq + sq

bq(X,Y ; F ) = dim Hq(X,Y ; F ) = sq + tq

bq(Y, Z; F ) = dim Hq(Y, Z; F ) = tq+1 + rq.

これらより、

χ(X, Z; F ) =
∑

q≥0

(−1)q(rq + sq)

=
∑

q≥0

(−1)q(sq + tq) +
∑

q≥0

(−1)q(tq+1 + rq)

= χ(X, Y ; F ) + χ(Y, Z; F )

となり、Euler数は加法的になる。

補題 1.4.3 Sを包含関係を持つ位相空間の組に整数を対応させる関数とする。X0 ⊂ X1 ⊂
· · · ⊂ Xnを位相空間の系列とする。Sが準加法的ならば、

S(Xn, X0) ≤
n∑

i=1

S(Xi, Xi−1)
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が成り立つ。Sが加法的ならば、

S(Xn, X0) =
n∑

i=1

S(Xi, Xi−1)

が成り立つ。

証明 nに関する数学的帰納法で証明する。Sを準加法的と仮定する。n = 1のときは、
等式になる。n − 1のとき、

S(Xn−1, X0) ≤
n−1∑

i=1

S(Xi, Xi−1)

が成り立つと仮定する。すると、

S(Xn, X0) ≤ S(Xn, Xn−1) + S(Xn−1, X0) ≤
n∑

i=1

S(Xi, Xi−1)

となる。
Sが加法的のときは、上の不等式をすべて等式にすることにより示すことができる。

定理 1.4.4 (Morseの不等式) Mをコンパクト多様体とし、fをM上定義された C∞関数
で非退化特異点のみを持つものとする。指数 qの特異点の個数を Cqで表すと、

bq(M ; F ) ≤ Cq, χ(M ; F ) =
∑

q≥0

(−1)qCq

が成り立つ。

証明 c1 < . . . < ckを fの特異値の全体とし、

a0 < c1 < a1 < . . . < ci < ai < . . . < ck < ak

を満たす実数a0 < a1 < . . . < akをとる。f−1(ci)内に指数λjの特異点 pj (1 ≤ j ≤ l)が存在す
るとき、定理 1.3.3の証明を各 pjの近傍で行うことにより、M ci+εはM ci−εにBλj (1 ≤ j ≤ l)

を境界で接着した位相空間M ci−ε ∪ Bλ1 ∪ · · · ∪ Bλlと同じホモトピー型を持つことがわか
る。よって、定理 1.2.22を使うと、

Hq(M
ai ,Mai−1 ; F ) = Hq(M

ci+ε,M ci−ε; F )

= Hq(M
ci−ε ∪ Bλ1 ∪ · · · ∪ Bλl ,M ci−ε; F )

= Hq(B
λ1 , ∂Bλ1 ; F ) ⊕ · · · ⊕ Hq(B

λl , ∂Bλl ; F )

= f−1(ci)内の指数 qの特異点の個数だけ Fを直和したもの

となるので、

bq(M
ai ,Mai−1 ; F ) = dim Hq(M

ai ,Mai−1 ; F )

= f−1(ci)内の指数 qの特異点の個数
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が成り立つ。
補題 1.4.3を∅ = Ma0 ⊂ · · · ⊂ Mak = Mと S = bqに適用すると、

bq(M ; F ) = bq(M
ak , Ma0 ; F )

≤
k∑

i=1

bq(M
ai ,Mai−1 ; F )

=
k∑

i=1

(f−1(ci)内の指数 qの特異点の個数)

= Cq

となり、
bq(M ; F ) ≤ Cq

を得る。
補題 1.4.3を∅ = Ma0 ⊂ · · · ⊂ Mak = Mと S = χに適用すると、

χ(M ; F ) = χ(Mak , Ma0 ; F )

=
k∑

i=1

χ(Mai ,Mai−1 ; F )

=
k∑

i=1

∑

q≥0

(−1)qbq(M
ai ,Mai−1 ; F )

=
k∑

i=1

∑

q≥0

(−1)q (f−1(ci)内の指数 qの特異点の個数)

=
∑

q≥0

(−1)qCq

となり、
χ(M ; F ) =

∑

q≥0

(−1)qCq

を得る。

補題 1.4.5 位相空間X ⊃ Yに対して

Sq(X,Y ) =
q∑

i=0

(−1)ibq−i(X, Y ; F )

とおくと、Sqは準加法的になる。

証明 命題 1.4.2の証明中の記号をそのまま使うことにする。

Sq(Y, Z) − Sq(X,Z) + Sq(X, Y )
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=
q∑

i=0

(−1)i(bq−i(Y, Z; F ) − bq−i(X,Z; F ) + bq−i(X,Y ; F ))

=
q∑

i=0

(−1)i(tq−i+1 + rq−i − rq−i − sq−i + sq−i + tq−i)

= tq+1

≥ 0.

したがって、
Sq(X,Z) ≤ Sq(Y, Z) + Sq(X, Y )

となり、Sqは準加法的になる。

定理 1.4.6 (Morseの不等式 (強い形)) 定理 1.4.4と同じ設定のもとに、

q∑

i=0

(−1)ibq−i(M ; F ) ≤
q∑

i=0

(−1)iCq−i

が成り立つ。

証明 定理 1.4.4の証明中の記号をそのまま使うことにする。定理 1.4.4の証明中に示し
たように、

bq(M
ai ,Mai−1 ; F ) = f−1(ci)内の指数 qの特異点の個数

が成り立っていることに注意しておく。また、補題 1.4.5の Sq準加法的だから、補題 1.4.3

を∅ = Ma0 ⊂ · · · ⊂ Mak = Mと S = Sqに適用することができる。

Sq(M) = Sq(M
ak ,Ma0)

≤
k∑

i=1

Sq(M
ai ,Mai−1)

=
k∑

i=1

q∑

j=0

(−1)jbq−j((M
ai ,Mai−1 ; F )

=
k∑

i=1

q∑

j=0

(−1)j (f−1(ci)内の指数 q − jの特異点の個数)

=
q∑

j=0

(−1)jCq−j

となり、

Sq(M) ≤
q∑

j=0

(−1)jCq−j

を得る。
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注意 1.4.7 定理 1.4.6の結論から定理 1.4.4を導くことは次のようにしてできる。各 qにつ
いて、

bq(M ; F ) − bq−1(M ; F ) + · · · ± b0(M ; F ) ≤ Cq − Cq−1 + · · · ± C0

bq−1(M ; F ) − bq−2(M ; F ) + · · · ∓ b0(M ; F ) ≤ Cq−1 − Cq−2 + · · · ∓ C0

の両辺を加えると bq(M ; F ) ≤ Cqを得る。
n = dim Mとすると、

bn(M ; F ) − bn−1(M ; F ) + · · · ± b0(M ; F ) ≤ Cn − Cn−1 + · · · ± C0

bn+1(M ; F ) − bn(M ; F ) + · · · ∓ b0(M ; F ) ≤ Cn+1 − Cn + · · · ∓ C0

となるが、bn+1(M ; F ) = Cn+1 = 0だから、

bn(M ; F ) − bn−1(M ; F ) + · · · ± b0(M ; F ) = Cn − Cn−1 + · · · ± C0

が成り立つ。したがって、

χ(M ; F ) =
∑

i≥0

(−1)ibi(M ; F ) =
∑

i≥0

(−1)iCi

を得る。

系 1.4.8 定理 1.4.4と同じ設定で、さらに、ある qについて Cq+1 = Cq−1 = 0が成り立つと
き、bq+1(M ; F ) = bq−1(M ; F ) = 0と bq(M ; F ) = Cqが成り立つ。

証明 定理 1.4.4より、

0 ≤ bq+1(M ; F ) ≤ Cq+1 = 0

0 ≤ bq−1(M ; F ) ≤ Cq−1 = 0

だから、bq+1(M ; F ) = bq−1(M ; F ) = 0が成り立つ。
定理 1.4.6より、

bq(M ; F ) − bq−1(M ; F ) + · · · ± b0(M ; F ) ≤ Cq − Cq−1 + · · · ± C0

bq+1(M ; F ) − bq(M ; F ) + · · · ∓ b0(M ; F ) ≤ Cq+1 − Cq + · · · ∓ C0

となるが、bq+1(M ; F ) = Cq+1 = 0だから、

bq(M ; F ) − bq−1(M ; F ) + · · · ± b0(M ; F ) = Cq − Cq−1 + · · · ± C0

を得る。同様にして、bq−1(M ; F ) = Cq−1 = 0より、

bq−2(M ; F ) − bq−3(M ; F ) + · · · ± b0(M ; F ) = Cq−2 − Cq−3 + · · · ± C0

を得る。以上より、

bq(M ; F ) = bq(M ; F ) − bq−1(M ; F ) = Cq − Cq−1 = Cq

となり、bq(M ; F ) = Cqが成り立つ。
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1.5 例

定理 1.5.1 (Reeb) Mをコンパクト n次元多様体とし、f : M → Rを二つの特異点のみ
持ち、それらはどちらも非退化であるような C∞級関数とする。このとき、Mは n次元球
面と位相同型になる。

証明 fの二つの特異点は最小値と最大値を与える点になる。
p ∈ Mを最小値を与える非退化特異点とし、q ∈ Mを最大値を与える非退化特異点とす
る。f(p) = a, f(q) = bとおく。pの指数は 0になるので、補題 1.1.10より、pのまわりの
局所座標系 (U ; x1, . . . , xn)が存在し、

f(x) = f(p) + (x1)2 + · · · + (xn)2

が成り立つ。よって、十分小さいε > 0をとると f−1[a, a + ε]は Bnと微分同型になる。他
方、qの指数は nになるので、補題 1.1.10より、pのまわりの局所座標系 (V ; y1, . . . , yn)が
存在し、

f(y) = f(q) − (y1)2 − · · · − (yn)2

が成り立つ。よって、さらに小さいε > 0をとると f−1[b − ε, b]は Bnと微分同型になる。
f−1[a + ε, b − ε]はコンパクトで fの特異点を持たないので、定理 1.3.1より、f−1[a, a + ε]

は f−1[a, b − ε]と微分同型になり、f−1[a, b − ε]も Bnと微分同型になる。

M = f−1[a, b − ε] ∪ f−1[b − ε, b]

だから、Mは n次元球面と位相同型になる。

例 1.5.2 複素射影空間上に非退化特異点しか持たない C∞級関数を定め、その特異点の指
数を調べることで、複素射影空間の Betti数、ホモロジー空間を決定する。

n次元複素射影空間CP nは、C× = C−{0}の自然なCn+1−{0}への作用によるCn+1−{0}
の商空間 (Cn+1 −{0})/C× として定義される。CP nの元の代表元は単位ベクトルをとるこ
とができるので、CP nは、

U(1) = {λ ∈ C | |λ| = 1}

の自然な
S2n+1 = {z ∈ Cn+1 | |z| = 1}

への作用による S2n+1の商空間 S2n+1/U(1)とみなすことができ、特に、

CP n = S2n+1/U(1)

はコンパクトになる。(z0, z1, . . . , zn) ∈ S2n+1に対して、対応するCP nの元を [z0, z1, . . . , zn]

で表す。0 ≤ i ≤ nに対して

Ui = {[z0, z1, . . . , zn] ∈ CP n | zi 6= 0}
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とおく。[z] = [z0, z1, . . . , zn] ∈ Uiに対して、

wj = |zi|
zj

zi

とおくと、λ ∈ U(1)に対して

|λzi|
λzj

λzi

= |zi|
zj

zi

となるので、wjは代表元のとり方によらずに定まる。|wj| = |zj|となっていることに注意
しておく。さらに、

[z] 7→ (w0, . . . , ŵi, . . . , wn) ∈ Cn ∼= R2n

は Uiの局所座標系になる。ただし、ŵiは wiを取り除くことを意味するものとする。
c0 < c1 < · · · < cnをとり、CP n上の C∞級関数 fを

f [z0, . . . , zn] =
n∑

j=0

cj|zj|2

で定める。λ ∈ U(1)に対して
n∑

j=0

cj|λzj|2 =
n∑

j=0

cj|zj|2

だから、fは代表元のとり方によらずに定まる。fの局所座標近傍系 (Ui; w0, . . . , ŵi, . . . , wn)

における局所表示を求める。[z0, . . . , zn] ∈ Uiに対して

|zi|2 = 1 −
∑

j 6=i

|zj|2

となるので、

f = ci


1 −

∑

j 6=i

|zj|2

 +

∑

j 6=i

cj|zj|2

= ci +
∑

j 6=i

(cj − ci)|zj|2

= ci +
∑

j 6=i

(cj − ci)|wj|2

を得る。この局所表示より、fが CP n上の C∞級関数であることがわかる。さらに、Ui内

では pi = [0, . . . ,
i

^

1 , . . . , 0] のみが fの特異点であり、piは指数

2#{cj | cj − ci < 0} = 2i

の非退化特異点になる。よって、fの特異点は非退化特異点のみになる。fの指数 kの非退
化特異点の個数を Ckで表すと、

Ck =

{
1 (kは偶数、0 ≤ k ≤ 2n)

0 (その他の場合)
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となる。系 1.4.8を適用することができ、

bk(CP n; F ) =

{
1 (kは偶数、0 ≤ k ≤ 2n)

0 (その他の場合).

したがって、

Hk(CP n; F ) =

{
F (kは偶数、0 ≤ k ≤ 2n)

{0} (その他の場合).

例 1.5.3 四元数射影空間上に非退化特異点しか持たない C∞級関数を定め、その特異点の
指数を調べることで、四元数射影空間の Betti数、ホモロジー空間を決定する。

n次元四元数射影空間HP nは、H× = H − {0}の自然なHn+1 − {0}への右からの積の
作用によるHn+1 −{0}の商空間 (Hn+1 −{0})/H× として定義される。HP nの元の代表元
は単位ベクトルをとることができるので、HP nは、

Sp(1) = {λ ∈ H | |λ| = 1}

の自然な
S4n+1 = {z ∈ Hn+1 | |z| = 1}

への右からの積の作用による S4n+1の商空間 S4n+1/Sp(1)とみなすことができ、特に、

HP n = S4n+1/Sp(1)

はコンパクトになる。(z0, z1, . . . , zn) ∈ S4n+1に対して、対応するHP nの元を [z0, z1, . . . , zn]

で表す。0 ≤ i ≤ nに対して

Ui = {[z0, z1, . . . , zn] ∈ HP n | zi 6= 0}

とおく。[z] = [z0, z1, . . . , zn] ∈ Uiに対して、

wj = |zi|zjz
−1
i

とおくと、λ ∈ Sp(1)に対して

|ziλ|zjλ(ziλ)−1 = |zi|zjλλ−1zi = |zi|zjz
−1
i

となるので、wjは代表元のとり方によらずに定まる。|wj| = |zj|となっていることに注意
しておく。さらに、

[z] 7→ (w0, . . . , ŵi, . . . , wn) ∈ Hn ∼= R4n

は Uiの局所座標系になる。
c0 < c1 < · · · < cnをとり、HP n上の C∞級関数 fを

f [z0, . . . , zn] =
n∑

j=0

cj|zj|2
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で定める。λ ∈ Sp(1)に対して

n∑

j=0

cj|zjλ|2 =
n∑

j=0

cj|zj|2

だから、fは代表元のとり方によらずに定まる。fの局所座標近傍系 (Ui; w0, . . . , ŵi, . . . , wn)

における局所表示を求める。[z0, . . . , zn] ∈ Uiに対して

|zi|2 = 1 −
∑

j 6=i

|zj|2

となるので、

f = ci


1 −

∑

j 6=i

|zj|2

 +

∑

j 6=i

cj|zj|2

= ci +
∑

j 6=i

(cj − ci)|zj|2

= ci +
∑

j 6=i

(cj − ci)|wj|2

を得る。この局所表示より、fがHP n上の C∞級関数であることがわかる。さらに、Ui内

では pi = [0, . . . ,
i

^

1 , . . . , 0] のみが fの特異点であり、piは指数

4#{cj | cj − ci < 0} = 4i

の非退化特異点になる。よって、fの特異点は非退化特異点のみになる。fの指数 kの非退
化特異点の個数を Ckで表すと、

Ck =

{
1 (kは 4の倍数、0 ≤ k ≤ 4n)

0 (その他の場合)

となる。系 1.4.8を適用することができ、

bk(HP n; F ) =

{
1 (kは 4の倍数、0 ≤ k ≤ 4n)

0 (その他の場合).

したがって、

Hk(HP n; F ) =

{
F (kは 4の倍数、0 ≤ k ≤ 4n)

{0} (その他の場合).

例 1.5.4 0 < b < aをとり、2次元トーラス T 2を

T 2 = {((a + b cos u) cos v, (a + b cos u) sin v, b sin u) | u, v ∈ R}

によって定める。u, vは T 2の局所座標系になっている。T 2の第一成分を対応させる関数を
fとする。すなわち、

f(u, v) = (a + b cos u) cos v
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である。この表示からわかるように、fは T 2上の C∞級関数になる。fの特異点を求めるた
めに、fの一階微分を計算する。

∂f

∂u
= −b sin u cos v,

∂f

∂v
= −(a + b cos u) sin v.

両方とも同時に 0になる点は、(u, v) = (0, 0), (π, 0), (0, π), (π, π)である。これらが fの特
異点になる。fの特異点における Hessianを調べるため、fの二階微分を計算する。

∂2f

∂u2
= −b cos u cos v,

∂2f

∂v2
= −(a + b cos u) cos v,

∂2f

∂u∂v
= b sin u sin v.

fの各特異点における Hessianの表現行列の成分が上の二階偏微分で表され、

det∇2f = b(a + b cos u) cos u cos2 v − b2 sin2 u sin2 v

tr∇2f = −(a + 2b cos u) cos v.

fの各特異点の非退化であることと指数を以下で示す。
(u, v) = (0, 0) に対応する T 2の点は (a + b, 0, 0)。det(∇2f)(0,0) = b(a + b) > 0 だから、
この特異点は非退化になり、(∇2f)(0,0)の二つの固有値の符号は一致する。tr(∇2f)(0,0) =

−(a + 2b) < 0だから、(∇2f)(0,0)の二つの固有値はともに負になり、特異点の指数は 2に
なる。

(u, v) = (π, 0)に対応する T 2の点は (a − b, 0, 0)。det(∇2f)(π,0) = −b(a − b) < 0だから、
この特異点は非退化になり、(∇2f)(π,0)の二つの固有値は逆符号を持つ。よって、特異点の
指数は 1になる。

(u, v) = (0, π)に対応する T 2の点は (−(a+ b), 0, 0)。det(∇2f)(0,π) = b(a+ b) > 0だから、
この特異点は非退化になり、(∇2f)(0,π)の二つの固有値の符号は一致する。tr(∇2f)(0,π) =

a+2b > 0だから、(∇2f)(0,π)の二つの固有値はともに正になり、特異点の指数は 0になる。
(u, v) = (π, π)に対応する T 2の点は (−(a− b), 0, 0)。det(∇2f)(π,π) = −b(a− b) < 0だか
ら、この特異点は非退化になり、(∇2f)(π,0)の二つの固有値は逆符号を持つ。よって、特異
点の指数は 1になる。
以上より、fの指数 0の特異点の個数は C0 = 1、fの指数 1の特異点の個数は C1 = 2、f

の指数 2の特異点の個数は C2 = 1となる。定理 1.4.4より、

χ(T 2; F ) = C0 − C1 + C2 = 0.

他方 T 2は連結でコンパクト向き付け可能 2次元多様体だから、b0(T
2; F ) = b2(T

2; F ) = 1

となる。よって、

0 = χ(T 2; F ) = b0(T
2; F ) − b1(T

2; F ) + b2(T
2; F ) = 2 − b1(T

2; F )

となり、b1(T
2; F ) = 2が成り立つ。したがって、

H0(T
2; F ) = F, H1(T

2; F ) = F ⊕ F, H2(T
2; F ) = F.
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2.1 第二基本形式と法接続

定義 2.1.1 ι : M → M̃を多様体Mから Riemann多様体 (M̃, g̃)への挿入とする。すなわ
ちMの各点 xでのιの微分写像 dιx : TxM → Tι(x)M̃が単射であるとする。このとき、M̃上
のRiemann計量g̃の dιによる引き戻し g = ι∗g̃はM上のRiemann計量になる。この (M, g)

を (M̃, g̃)のRiemann部分多様体と呼ぶ。各 x ∈ Mに対して、

T⊥
x M = {u ∈ Tι(x)M̃ | 〈u, dιx(TxM)〉 = 0}

とおき、
T⊥M =

⋃

x∈M

T⊥
x M

で T⊥Mを定める。u ∈ T⊥Mに対して u ∈ T⊥
x Mとなる x ∈ Mが一つ定まるので、π(u) = x

とおくと、写像
π : T⊥M → M

が定まる。このとき、π : T⊥M → Mはベクトル束になる。これを、Riemann部分多様体
Mの法ベクトル束と呼ぶ。法ベクトル束 T⊥Mの C∞級断面をM上の法ベクトル場と呼ぶ。

注意 2.1.2 定義 2.1.1では、M̃の Riemann計量からMの Riemann計量を誘導したが、M

の Riemann計量を固定して議論する場合もある。そのときは、Riemann多様体 (M, g)か
ら (M̃, g̃)への C∞級写像ιが、Mの各点 xに対して dιx : TxM → Tι(x)M̃は等長線形写像に
なるという条件を満たすとき、ιを等長的挿入と呼び、(M, g)を (M̃, g̃)の Riemann部分
多様体と呼ぶ。

この節では、今後ι : M → (M̃, g̃)を Riemann多様体 (M̃, g̃)の Riemann部分多様体
として議論する。

命題 2.1.3 M̃の Levi-Civita接続を∇̃で表す。M上のベクトル場 X, Y ∈ C∞(TM)に対し
て、∇̃XYはベクトル束 TM̃ |Mの C∞級断面として定まり、

∇̃XY = ∇XY + h(X,Y ) (∇XY ∈ TM, h(X, Y ) ∈ T⊥M)

と分解すると、∇はRiemann部分多様体の Levi-Civita接続に一致し、hは L2(TM, T⊥M)

の C∞級断面になる。さらに、hは対称になる。

31
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証明 x ∈ Mに対して、c(0) = xと c′(0) = Xxを満たす Mの曲線 cをとる。曲線 cに
沿った c(t)から c(0)までの∇̃に関する平行移動をτ t

0で表すと、

(∇̃XY )(x) = lim
t→0

1

t
(τ t

0Yc(t) − Yx)

が成り立つ。よって、∇̃XYはベクトル束 TM̃ |Mの C∞級断面として定まる。
a, bをM上の C∞級関数とする。

∇̃aX(bY ) = a((Xb)Y + b∇̃XY )

= (a(Xb)Y + ab∇XY ) + abh(X,Y )

となるので、

∇aX(bY ) = a(Xb)Y + ab∇XY

h(aX, bY ) = abh(X,Y )

を得る。これより、∇は TM上の線形接続になり、hは L2(TM, T⊥M)の C∞級断面にな
ることがわかる。

M̃の Levi-Civita接続の性質より、

0 = ∇̃XY − ∇̃Y X − [X,Y ]

= ∇XY + h(X,Y ) −∇Y X − h(Y, X) − [X,Y ]

= (∇XY −∇Y X − [X, Y ]) + (h(X,Y ) − h(Y,X)).

上の等式の TM成分と T⊥M成分をみることにより、

∇XY −∇Y X − [X, Y ] = 0

h(X,Y ) − h(Y,X) = 0

を得る。第二式より、hは対称になる。第一式は、∇がMの Levi-Civita接続になるため
の条件である。
∇̃はM̃の Riemann計量g̃を保つので、M上のベクトル場X, Y, Z ∈ C∞(TM)に対して、

X(g(Y, Z)) = X(g̃(Y, Z))

= g̃(∇̃XY, Z) + g̃(Y, ∇̃XZ)

= g̃(∇XY, Z) + g̃(Y,∇XZ)

= g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ).

よって、∇はMの Riemann計量 gを保つ。Mの Levi-Civitaは一意的に定まるので、∇は
Mの Levi-Civitaに一致する。
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定義 2.1.4 命題 2.1.3で定めた hをMの第二基本形式と呼ぶ。ベクトル場X,Y ∈ C∞(TM)

に対する∇̃XYの分解

∇̃XY = ∇XY + h(X,Y ) (∇XY ∈ TM, h(X, Y ) ∈ T⊥M)

をGaussの公式と呼ぶ。

命題 2.1.5 M̃の Levi-Civita接続を∇̃で表す。M上のベクトル場 X ∈ C∞(TM)と法ベク
トル場ξ ∈ C∞(T⊥M)に対して、∇̃Xξはベクトル束 TM̃ |Mの C∞級断面として定まり、

∇̃Xξ = −AξX + ∇⊥
Xξ (AξX ∈ TM, ∇⊥

Xξ ∈ T⊥M)

と分解すると、∇⊥は TM̃の Riemann計量から自然に誘導される T⊥Mの計量を保つ T⊥M

の接続になり、Aは L(T⊥M, Sym(TM))の C∞級断面になる。ここで、Sym(TM)は TM

の各ファイバーの対称線形変換全体の成すベクトル束である。

証明 ∇̃Xξがベクトル束 TM̃ |Mの C∞級断面として定まることは、命題 2.1.3の証明と
同様。

a, bをM上の C∞級関数とする。

∇̃aX(bξ) = a((Xb)ξ + b∇̃Xξ)

= −abAξX + (a(Xb)ξ + ab∇⊥
Xξ)

となるので、

∇⊥
aX(bξ) = a(Xb)ξ + ab∇⊥

Xξ

Abξ(aX) = abAξX

を得る。∇⊥は T⊥M上の線形接続になり、Aは L(T⊥M, End(TM))の C∞級断面になるこ
とがわかる。
∇̃はM̃の Riemann計量g̃を保つので、M上の法ベクトル場ξ, η ∈ C∞(T⊥M)に対して、

X(g̃(ξ, η)) = g̃(∇̃Xξ, η) + g̃(ξ, ∇̃Xη)

= g̃(∇⊥
Xξ, η) + g̃(ξ,∇⊥

Xη).

よって、∇⊥は T⊥Mのg̃を保つ。
Aξ ∈ Sym(TM)となることは、次の補題から従う。

補題 2.1.6 M上のベクトル場X, Y ∈ C∞(TM)と法ベクトル場ξ ∈ C∞(T⊥M)に対して、

g̃(h(X,Y ), ξ) = g̃(AξX, Y )

が成り立つ。
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証明 YはMの接ベクトル場でありξはMの法ベクトル場だからg̃(Y, ξ) = 0となり、

0 = X(g̃(Y, ξ))

= g̃(∇̃XY, ξ) + g̃(Y, ∇̃Xξ)

= g̃(h(X, Y ), ξ) + g̃(Y,−AξX).

したがって、
g̃(h(X, Y ), ξ) = g̃(AξX, Y )

が成り立つ。

命題 2.1.5の証明の続き 補題 2.1.6と命題 2.1.3より、

g̃(AξX, Y ) = g̃(h(X, Y ), ξ) = g̃(h(Y, X), ξ) = g̃(AξY, X).

したがって、Aξは対称線形変換になる。

定義 2.1.7 命題 2.1.5で定めた∇⊥をMの法接続と呼び、AをMのシェイプ作用素と呼ぶ。
ベクトル場X ∈ C∞(TM)と法ベクトル場ξ ∈ C∞(T⊥M)に対する∇̃Xξの分解

∇̃Xξ = −AξX + ∇⊥
Xξ (AξX ∈ TM, ∇⊥

Xξ ∈ T⊥M)

をWeingartenの公式と呼ぶ。法接続∇⊥の曲率テンソル R∇⊥
を R⊥で表し、法曲率テン

ソルと呼ぶ。法ベクトル場ξ ∈ C∞(T⊥M) が ∇⊥ξ = 0 を満たすとき、すなわち、任意の
X ∈ C∞(TM)に対して∇⊥

Xξ = 0を満たすとき、ξを平行法ベクトル場と呼ぶ。

定義 2.1.8 h = 0となる Riemann部分多様体Mを、全測地的部分多様体と呼ぶ。Mが全
測地的になるための必要十分条件は、Mの任意の測地線がM̃の測地線になるもことが知ら
れている。

H = tr(h) =
n∑

i=1

h(ei, ei) ({ei} は TMの正規直交基底)

によって Hを定めると、Hは T⊥Mの C∞級断面になる。HをMの平均曲率ベクトルと呼
ぶ。H = 0となる Riemann部分多様体Mを、極小部分多様体と呼ぶ。特に、全測地的部
分多様体は極小部分多様体になる。

2.2 基本的な方程式

この節では、Riemann部分多様体の三つの基本的な方程式、Gaussの方程式、Codazzi

の方程式、Ricciの方程式を導く。前節と同様に、この節でも、ι : M → M̃を Riemann多
様体M̃の Riemann部分多様体として議論する。ただし、MとM̃の Riemann計量は、どち
らも 〈 , 〉で表すことにする。また、前節で導入した他の記号はそのまま使うことにする。
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命題 2.2.1 (Gaussの方程式) M̃とMの曲率テンソルをそれぞれR̃とRで表すと、Mのベ
クトル場X,Y, Z, Wに対して、

〈R̃(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z, W 〉 + 〈h(X,Z), h(Y,W )〉 − 〈h(X, W ), h(Y, Z)〉

が成り立つ。

証明 曲率テンソルの定義と Gaussの公式、Weingartenの公式より、

R̃(X,Y )Z

= ∇̃X∇̃Y Z − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z

= ∇̃X(∇Y Z + h(Y, Z)) − ∇̃Y (∇XZ + h(X, Z)) − (∇[X,Y ]Z + h([X,Y ], Z))

= ∇X∇Y Z + h(X,∇Y Z) − Ah(Y,Z)X + ∇⊥
X(h(Y, Z))

−∇Y ∇XZ − h(Y,∇XZ) + Ah(X,Z)Y −∇⊥
Y (h(X, Z))

−∇[X,Y ]Z − h([X, Y ], Z)

= R(X,Y )Z − Ah(Y,Z)X + Ah(X,Z)Y

+h(X,∇Y Z) − h(Y,∇XZ) − h([X, Y ], Z)

+∇⊥
X(h(Y, Z)) −∇⊥

Y (h(X, Z)).

よって、補題 2.1.6より、

〈R̃(X, Y )Z,W 〉
= 〈R(X, Y )Z,W 〉 − 〈Ah(Y,Z)X, W 〉 + 〈Ah(X,Z)Y,W 〉
= 〈R(X, Y )Z,W 〉 − 〈h(X, W ), h(Y, Z)〉 + 〈h(Y, W ), h(X, Z)〉.

Codazziの方程式を定式化するために、ベクトル束 L2(TM, T⊥M)に接続を導入する。

補題 2.2.2 a ∈ C∞(L2(TM, T⊥M))とX,Y, Z ∈ C∞(TM)に対して

(∇̄Xa)(Y, Z) = ∇⊥
X(a(Y, Z)) − a(∇XY, Z) − a(Y,∇XZ)

によって
∇̄ : C∞(TM) × C∞(L2(TM, T⊥M)) → C∞(L2(TM, T⊥M))

が定まり、∇̄は L2(TM, T⊥M)上の接続になる。

証明 f, g ∈ C∞(M)に対して、

(∇̄Xa)(fY, gZ)

= ∇⊥
X(a(fY, gZ)) − a(∇X(fY ), gZ) − a(fY,∇X(gZ))

= X(fg)a(Y, Z) + fg∇⊥
X(a(Y, Z))
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−(Xf)ga(Y, Z) − fga(∇XY, Z)

−f(Xg)a(Y, Z) − fga(Y,∇XZ)

= fg(∇⊥
X(a(Y, Z)) − a(∇XY, Z) − a(Y,∇XZ))

= fg(∇̄Xa)(Y, Z)

となるので、∇̄Xaは C∞(L2(TM, T⊥M))の元になる。
∇は TMの接続であることと、∇⊥は T⊥Mの接続であることから、

∇̄fXa = f∇̄Xa

が従う。
さらに、

(∇̄X(fa))(Y, Z)

= ∇⊥
X(fa(Y, Z)) − fa(∇XY, Z) − fa(Y,∇XZ)

= (Xf)a(Y, Z) + f∇⊥
X(a(Y, Z)) − fa(∇XY, Z) − fa(Y,∇XZ)

= (Xf)a(Y, Z) + (∇̄Xa)(Y, Z)

より、
∇̄X(fa) = (Xf)a + f∇̄Xa

となり、∇̄は L2(TM, T⊥M)上の接続になる。

命題 2.2.3 (Codazziの方程式) Mのベクトル場X, Y, Z ∈ C∞(TM)に対して、R̃(X,Y )Z

の法成分は
(R̃(X, Y )Z)⊥ = (∇̄Xh)(Y, Z) − (∇̄Y h)(X, Z)

を満たす。

証明 命題 2.2.1の証明中に得た等式

R̃(X,Y )Z = R(X, Y )Z − Ah(Y,Z)X + Ah(X,Z)Y

+h(X,∇Y Z) − h(Y,∇XZ) − h([X,Y ], Z)

+∇⊥
X(h(Y, Z)) −∇⊥

Y (h(X,Z)).

より、

(R̃(X, Y )Z)⊥ = h(X,∇Y Z) − h(Y,∇XZ) − h([X, Y ], Z)

+∇⊥
X(h(Y, Z)) −∇⊥

Y (h(X,Z))

= h(X,∇Y Z) − h(Y,∇XZ) − h(∇XY, Z) + h(∇Y X,Z)

+∇⊥
X(h(Y, Z)) −∇⊥

Y (h(X,Z))

= (∇̄Xh)(Y, Z) − (∇̄Y h)(X, Z).
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命題 2.2.4 (Ricciの方程式) Mのベクトル場 X, Y ∈ C∞(TM) と法ベクトル場ξ, η ∈
C∞(T⊥M)に対して、

〈R̃(X, Y )ξ, η〉 = 〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉

が成り立つ。

証明 Weingartenの公式より、

〈R̃(X, Y )ξ, η〉
= 〈∇̃X∇̃Y ξ − ∇̃Y ∇̃Xξ − ∇̃[X,Y ]ξ, η〉
= 〈∇̃X(−AξY + ∇⊥

Y ξ) − ∇̃Y (−AξX + ∇⊥
Xξ) − (−Aξ[X,Y ] + ∇⊥

[X,Y ]ξ), η〉
= 〈h(X,−AξY ) + ∇⊥

X∇⊥
Y ξ − h(Y,−AξX) −∇⊥

Y ∇⊥
Xξ −∇⊥

[X,Y ]ξ, η〉
= 〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 − 〈h(X, AξY ), η〉 + 〈h(Y, AξX), η〉
= 〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 − 〈AηX, AξY 〉 + 〈AηY,AξX〉
= 〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 − 〈AξAηX,Y 〉 + 〈Y,AηAξX〉
= 〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉.

命題 2.2.5 M̃を曲率Kの定曲率空間とすると、Riemann部分多様体MのGauss, Codazzi,

Ricciの方程式は、次のようになる。Mのベクトル場X,Y, Z,W ∈ C∞(TM)と法ベクトル
場ξ, η ∈ C∞(T⊥M)に対して、

K(〈Y, Z〉〈X,W 〉 − 〈X, Z〉〈Y, W 〉)
= 〈R(X,Y )Z, W 〉 + 〈h(X, Z), h(Y, W )〉 − 〈h(X, W ), h(Y, Z)〉,
(∇̄Xh)(Y, Z) = (∇̄Y h)(X,Z),

〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 = 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉.

証明 M̃の曲率テンソルR̃は、M̃の接ベクトル S, T, Uに対して、

R̃(S, T )U = K(〈T, U〉S − 〈S, U〉T )

を満たしている。命題 2.2.1(Gaussの方程式)より、

K(〈Y, Z〉〈X,W 〉 − 〈X, Z〉〈Y, W 〉)
= 〈R(X,Y )Z,W 〉 + 〈h(X, Z), h(Y, W )〉 − 〈h(X,W ), h(Y, Z)〉

を得る。命題 2.2.3(Codazziの方程式)より、

(∇̄Xh)(Y, Z) − (∇̄Y h)(X, Z) = (R̃(X,Y )Z)⊥

= K(〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y )⊥

= 0.
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よって、
(∇̄Xh)(Y, Z) = (∇̄Y h)(X, Z)

を得る。命題 2.2.4(Ricciの方程式)より、

〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉 = 〈R̃(X, Y )ξ, η〉
= K(〈Y, ξ〉〈X, η〉 − 〈X, ξ〉〈Y, η〉)
= 0.

よって、
〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 = 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉

を得る。

2.3 Gauss曲率とその一般化

この節では、R3内の 2次元 Riemann部分多様体 (曲面)のGauss曲率を一般化し、Rn+r

内の n次元 Riemann部分多様体の曲率を定義する。
まず、平面R2内の 1次元Riemann部分多様体 (曲線)の曲率を見直しておく。c(s)をR2

内の曲線とし、sを弧長パラメータとする。すなわち、c′(s)の長さは 1である。e1(s) = c′(s)

とおき、e1(s)を反時計回りにπ/2回転させた単位ベクトルを e2(s)で表す。このとき、c(s)

の曲率κ(s)は
e′1(s) = κ(s)e2(s)

によって定義され、Frenet-Serretの公式より

e′2(s) = −κ(s)e1(s)

が成り立つ。
c(s)のシェイプ作用素 Aは、

e′2(s) = ∇̃e1(s)e2(s) = −Ae2(s)es(s)

を満たす。よって、
Ae2(s)e1(s) = κ(s)e1(s).

このように、平面曲線の場合は、曲率は第二基本形式またはシェイプ作用素の大きさを表
している。

定義 2.3.1 ι : M → R3を 2次元 Riemann部分多様体とする。x ∈ Mをとる。単位法ベク
トルξ ∈ T⊥

x Mに対して、シェイプ作用素 Aξ : TxM → TxMの固有値をMの xにおけるξに
関する主曲率と呼ぶ。二つの主曲率の積をMの xにおけるGauss曲率と呼び、G(x)で表
す。G(x) = det Aξで定義してもよい。
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注意 2.3.2 定義 2.3.1において、T⊥
x Mは 1次元だから、単位法ベクトルξのとり方には二通

りある。ξの代りに−ξをとると、A−ξ = −Aξとなるので、主曲率の符号は逆になる。とこ
ろが、Gauss曲率は二つの主曲率の積だから、−ξに対しても変わらない。
主曲率はMの挿入ιに依存するが、Gauss曲率はMの Riemann計量だけから定まること
が以下のようにわかる。Gaussの方程式 (命題 2.2.1または命題 2.2.5)より、Mの接ベクト
ルX,Y, Z, Wに対して

〈R̃(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z, W 〉 + 〈h(X,Z), h(Y,W )〉 − 〈h(X, W ), h(Y, Z)〉

となるが、R3の曲率テンソルR̃は 0だから、

0 = 〈R(X,Y )Z, W 〉 + 〈h(X, Z), h(Y, W )〉 − 〈h(X, W ), h(Y, Z)〉.

よって、補題 2.1.6より

〈R(X, Y )Y, X〉 = 〈h(X,X), h(Y, Y )〉 − 〈h(X, Y ), h(X, Y )〉
= 〈h(X,X), ξ〉〈h(Y, Y ), ξ〉 − 〈h(X,Y ), ξ〉〈h(X, Y ), ξ〉
= 〈AξX, X〉〈AξY, Y 〉 − 〈AξX, Y 〉〈AξX,Y 〉.

そこで、X, YをMの接ベクトル空間の正規直交基底にすると、Mの断面曲率Kは

K = 〈R(X, Y )Y,X〉 = det Aξ

となり、Gauss曲率に一致する。KはMの Riemann計量だけから定まる。

定義 2.3.3 ι : M → Rn+1を n次元 Riemann部分多様体とする。x ∈ Mをとる。単位法ベ
クトルξ ∈ T⊥

x Mに対して、シェイプ作用素 Aξ : TxM → TxMの固有値をMの xにおけるξ

に関する主曲率と呼ぶ。n個の主曲率の積をMの xにおけるξに関するGauss-Kronecker

曲率と呼び、G(x, ξ)で表す。G(x, ξ) = det Aξで定義してもよい。

注意 2.3.4 定義 2.3.3において、T⊥
x Mは 1次元だから、単位法ベクトルξのとり方には二通

りある。ξの代りに−ξをとると、A−ξ = −Aξとなるので、

G(x,−ξ) = det A−ξ = det(−Aξ) = (−1)n det Aξ = (−1)nG(x, ξ).

よって、Mが偶数次元のとき、Gauss-Kronecker曲率G(x, ξ)は単位法ベクトルξのとり方に
依存しない。Mが奇数次元のとき、単位法ベクトルを−1倍すると対応するGauss-Kronecker

曲率も−1倍になる。
主曲率はMの挿入ιに依存するが、Mが偶数次元のとき、Gauss-Kronecker曲率はMの

Riemann計量だけから定まることが以下のようにわかる。det Aξは 2次小行列式の多項式
で表され、det Aξの 2 次小行列式は注意 2.3.2で示したように Mの断面曲率になる。した
がって、Mの Riemann計量だけから定まる。

定義 2.3.5 ι : M → Rn+rを n次元 Riemann部分多様体とする。x ∈ Mをとる。単位法ベ
クトルξ ∈ T⊥

x Mに対して、シェイプ作用素 Aξ : TxM → TxMの固有値をMの xにおけるξ

に関する主曲率と呼ぶ。n個の主曲率の積をMの xにおけるξに関する Lipschitz-Killing

曲率と呼び、G(x, ξ)で表す。G(x, ξ) = det Aξで定義してもよい。
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3.1 Riemann多様体上の積分

補題 3.1.1 Vを有限次元実ベクトル空間とする。このとき V ∗ ⊗ V ∗の元 Aと Vから V ∗へ
の線形写像αは

A(x, y) = (α(x))(y) (x, y ∈ V )

によって一対一に対応する。この対応によって V ∗ ⊗ V ∗と、Vから V ∗への線形写像全体の
成すベクトル空間 Hom(V, V ∗)は線形同型になる。α ∈ Hom(V, V ∗)に対応する V ∗ ⊗ V ∗の
元Aが対称になっていて、さらに、0でない x ∈ Vに対して (α(x))(x) > 0が成り立つとき
Aは V上の内積になる。

証明 α ∈ Hom(V, V ∗)に対して

A(x, y) = (α(x))(y) (x, y ∈ V )

で定まる Aは二重線形になり、V ∗ ⊗ V ∗の元になる。
逆に、A ∈ V ∗ ⊗ V ∗に対して、上の等式で定まるαは Hom(V, V ∗)の元になる。
定め方より、この対応は一対一になり、V ∗ ⊗ V ∗と Hom(V, V ∗)は線形同型になる。
Aが対称になっていて、0でない x ∈ Vに対して (α(x))(x) > 0が成り立つとき、A(x, x) >

0となり、Aは V上の内積になる。

命題 3.1.2 Vを内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間とする。内積 〈 , 〉に補題 3.1.1によ
って対応するHom(V, V ∗)の元をαで表す。∧pV ∗は自然に (∧pV )∗と同一視され、α : V → V ∗

が誘導する線形写像
α(p,0) : ∧pV → ∧pV ∗ = (∧pV )∗

に対応する (∧pV )∗ ⊗ (∧pV )∗の元は、∧pV上の内積になる。

証明 まず、∧pV ∗と (∧pV )∗を同一視する対応を述べておく。∧pV ∗の元φと (∧pV )∗の元Φ

は
φ(v1, . . . , vp) = Φ(v1 ∧ . . . ∧ vp) (v1, . . . , vp ∈ V )

によって対応している。

40
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α(p,0)に対応する (∧pV )∗ ⊗ (∧pV )∗の元を Aで表すと、Vの元 u1, . . . , upと v1, . . . , vpに対
して、

A(u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vp)

= (α(p,0)(u1 ∧ · · · ∧ up))(v1 ∧ · · · ∧ vp)

= (α(u1) ∧ · · · ∧ α(up))(v1 ∧ · · · ∧ vp)

= (α(u1) ∧ · · · ∧ α(up))(v1, . . . , vp)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)(α(uσ(1)) ⊗ · · · ⊗ α(uσ(p)))(v1, . . . , vp)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)(α(uσ(1)))(v1) · · · (α(uσ(p)))(vp)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)〈uσ(1), v1〉 · · · 〈uσ(p), vp〉

= det(〈ui, vj〉)1≤i,j≤p.

そこで、u1, . . . , unを Vの正規直交基底とすると、

ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は∧pVの基底になる。さらに、上の計算より、1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ nと 1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ n

をとると
A(ui1 ∧ · · · ∧ uip , uj1 ∧ · · · ∧ ujp) = δi1j1 · · · δipjp

が成り立つ。したがって、Aは∧pV上の内積になり、上の基底はこの内積に関する正規直
交基底になる。

注意 3.1.3 以後、特に断わらない限り、内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間 Vの外
積代数∧pVの内積は命題 3.1.2で示したAを考えることとし、Aも 〈 , 〉で表すことにする。
また、これらの内積から定まるノルムは | |で表す。すなわち、|u| =

√
〈u, u〉。

系 3.1.4 命題 3.1.2の条件のもとで、Vの元 u1, . . . , upと v1, . . . , vpに対して、

〈u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vp〉 = det(〈ui, vj〉)1≤i,j≤p

が成り立つ。さらに、Vの正規直交基底 u1, . . . , unをとると、

ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は∧pVの正規直交基底になる。

注意 3.1.5 Vの元 u1, u2のなす角をθとおくと

〈u1, u2〉 = |u1||u2| cos θ
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となる。上の系 3.1.4より、

|u1 ∧ u2|2 = |u1|2|u2|2 − 〈u1, u2〉2 = |u1|2|u2|2 − |u1|2|u2|2 cos2 θ = |u1|2|u2|2 sin2 θ

となるので、|u1 ∧ u2| = |u1||u2| sin θは、u1と u2の張る平行四辺形の面積になる。このよう
に∧2Vの内積によって、V内の平行四辺形の面積を求めることができる。3個以上の元の外
積の長さについても同様である。

補題 3.1.6 VとWをともに内積を持つ n次元実ベクトル空間とし、F : V → Wを線形写
像とする。Vの基底 v1, . . . , vnをとり、

JF =
|F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn|

=
|F (v1) ∧ · · · ∧ F (vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|

とおくと、JFは基底 v1, . . . , vnのとり方に依存しない。

証明 v′
1, . . . , v

′
nを Vの基底とする。基底 v1, . . . , vnとの間の変換行列を (aij)で表す。す

なわち、

v′
j =

n∑

i=1

aijvi

とおく。すると、

v′
1 ∧ · · · ∧ v′

n = det(aij)v1 ∧ · · · ∧ vn

F (v′
1 ∧ · · · ∧ v′

n) = det(aij)F (v1 ∧ · · · ∧ vn).

したがって、

|F (v′
1 ∧ · · · ∧ v′

n)|
|v′

1 ∧ · · · ∧ v′
n|

=
| det(aij)||F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|
| det(aij)||v1 ∧ · · · ∧ vn|

=
|F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn|

.

定義 3.1.7 集合 Xの部分集合全体 2X上で定義された [0,∞]に値を持つ関数µが次の条件
を満たすとき、µをX上の測度と呼ぶ。

(1) µ(∅) = 0

(2) Xの部分集合の可算族 {Ai}と A ⊂
∞
∪

i=1
Aiを満たす A ∈ 2Xに対して

µ(A) ≤
∞∑

i=1

µ(Ai).

定義 3.1.8 µを集合X上の測度とする。Xの部分集合 Aに対して、

µ(T ) = µ(T − A) + µ(T ∩ A)

が任意の T ∈ 2Xについて成り立つとき、AをXのµ可測部分集合という。
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定義 3.1.9 fを測度µを持つ集合Xの部分集合 S上で定義された [−∞,∞]に値を持つ関数
とする。さらにµ(X − S) = 0を仮定する。[−∞,∞]の任意の開集合 Oに対して f−1(O)が
Xのµ可測部分集合になるとき、fをµ可測関数と呼ぶ。

注意 3.1.10 以上の概念を使って集合上の測度に関する積分論をRnにおける Lebesgue積
分論と同様に展開することができ、Lebesgueの収束定理や Fubiniの定理等が成り立つ。

定義 3.1.11 位相空間 Xの開集合全体が生成するσ集合族の元を Borel 集合と呼ぶ。µを
X上の測度とする。Xの Borel 集合がすべてµ可測になり、任意の A ⊂ Xに対して Borel

集合 Bが存在し、A ⊂ Bとµ(A) = µ(B)を満たすとき、µを Borel正則測度と呼ぶ。

定義 3.1.12 Xを局所コンパクト可分 Hausdorff 空間とする。X上の Borel 正則測度µが、
任意のコンパクト集合K ⊂ Xに対してµ(K) < ∞を満たすとき、µをRadon測度と呼ぶ。

定理 3.1.13 (Rieszの表現定理) Xを局所コンパクト可分 Hausdorff空間とする。X上の
台がコンパクトになる実数値連続関数の全体を K(X)で表す。K(X)上の実数値線形汎関
数 L : K(X) −→ Rが、

(1) f ≥ 0となる f ∈ K(X)に対して L(f) ≥ 0

(2) コンパクト集合K ⊂ Xに対して

sup{L(f) | f ∈ K(X), |f | ≤ 1, suppf ⊂ K} < ∞

を満たすとき、Radon測度µがX上に存在し、

L(f) =
∫

X
fdµ (f ∈ K(X))

が成り立つ。

注意 3.1.14 この講義では多様体は可算開基を持つ C∞級多様体のみ考察の対象にしてい
て、可算開基を持つ多様体は可分になるので、ここでの多様体は定理 3.1.13の仮定を満た
している。

定義 3.1.15 (M, g)を Riemann多様体とする。Mの局所座標系 (U ; x1, . . . , xn)をとる。各
x ∈ Uに対して∧nTx(M)に Riemann計量から自然に定まる内積を入れておく。suppf ⊂ U

となる f ∈ K(M)に対して

L(f) =

∫

U

f(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∣∣∣∣∣ dx1 · · · dxn

によって L(f)を定める。右辺は Euclid空間における Lebesgue積分である。被積分関数
はコンパクトな台を持つ連続関数だから、Riemann積分に一致している。この値 L(f)は
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積分の変数変換の公式から、局所座標系のとり方に依存しないことがわかる。さらに一つ
の局所座標近傍に台が含まれないK(M)の元に対しては、単位の分割を使うことによって
L : K(M) −→ Rを定義することができる。これも単位の分割のとり方に依存しないこと
がわかる。さらに Lは定理 3.1.13の仮定を満たすので、Radon測度µがM上に存在し、

L(f) =
∫

M
fdµ (f ∈ K(M))

が成り立つ。この測度µを Mの Riemann測度と呼ぶ。今後 Riemann 多様体上の測度は
Riemann測度のみを考えることにする。µをµ(M,g)と記したり、Riemann計量がわかってい
るときはµMと記したりする。vol(M) = µM(M)と表し、vol(M)をMの体積と呼ぶ。通常
Mの次元が 1のときは、体積を長さと呼び、Mの次元が 2のときは、体積を面積と呼ぶ。

注意 3.1.16 n次元多様体上のコンパクトな台を持つ n次連続微分形式の積分の定義をす
るためには、多様体に向きがついていることが必要になるが、Riemann多様体上のコンパ
クトな台を持つ連続関数の積分を定義するためには、多様体の向きは必要ない。

命題 3.1.17 Mを Riemann多様体とし、(U ; x1, . . . , xn)をMの局所座標近傍とする。U上
定義されたµM可測関数φが、µM可積分であるかまたはφ ≥ 0であるとき、

∫

U
φdµM =

∫

U

φ(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∣∣∣∣∣ dx1 · · · dxn

が成り立つ。

定義 3.1.18 f : M −→ Nを多様体Mから多様体 Nへの C∞級写像とする。x ∈ Mに対し
て、dfx : Tx(M) −→ Tf(x)(N)が全射になるとき、xを fの正則点と呼ぶ。Mの正則点では
ない点を特異点と呼ぶ。y ∈ Nに対して、f(x) = yとなる fの特異点 xが存在するとき、y

を fの特異値と呼ぶ。Nの特異値ではない点を正則値と呼ぶ。

定理 3.1.19 (Sardの定理) Uを Rn内の開集合とし、f : U → Rpを C∞級写像とする。f

の特異点の全体を Cで表し、Rpの Lebesgue測度をµで表すと、µ(f(C)) = 0が成り立つ。

定理 3.1.20 f : M −→ Nを Riemann多様体Mから Riemann多様体 Nへの C∞級写像と
する。fの特異点の全体を Cで表すと、µN(f(C)) = 0が成り立つ。

証明 Mと Nは可算開基を持っているので、Mと Nの可算開被覆 {Ui}と {Vi}を、各 i

について

(1) UiはMの局所座標近傍に含まれる、

(2) V̄iはコンパクトで、Nの局所座標近傍に含まれる、

(3) f(Ui) ⊂ Viを満たす
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が成り立つようにとることができる。Ci = C ∩Uiとおいて、V̄iを含むNの局所座標近傍を
(V ′

i ; x1, . . . , xp)で表す。V ′
i ⊂ Rpとみなし、Rpの Lebesgue測度をµと書くことにすると、

定理 3.1.19より、µ(f(Ci)) = 0が成り立つ。
∣∣∣∣∣

∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xp

∣∣∣∣∣

は V ′
i上の連続関数になり、V̄i(⊂ V ′

i )はコンパクトだから

A = sup
V̄i

∣∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xp

∣∣∣∣∣

が存在する。したがって、命題 3.1.17より、

0 ≤ µN(f(Ci)) ≤ Aµ(f(Ci)) = 0

となり、µN(f(Ci)) = 0。これより、

0 ≤ µN(f(C)) ≤
∑

i

µN(f(Ci)) = 0,

つまり、µN(f(C)) = 0が成り立つ。

定義 3.1.21 f : M −→ Nを n次元 Riemann多様体Mから n次元 Riemann多様体Nへの
C∞級写像とする。x ∈ Mに対して補題 3.1.6の Jを使って、Jf(x) = Jdfxとおく。

定理 3.1.22 (余積公式) f : M −→ Nを n次元 Riemann多様体 Mから n次元 Riemann

多様体 Nへの C∞級写像とし、φをM上のµM可測関数とする。このとき、Nの元 yに対し
て

∑

x∈f−1(y)

φ(x)を対応させる関数は N上のµN可測関数になる。さらに、φJfがM上µM可

積分であるか、またはφ ≥ 0のとき、
∫

N


 ∑

x∈f−1(y)

φ(x)


 dµN(y) =

∫

M
φ(x)Jf(x)dµM(x)

が成り立つ。

証明 JfはM上の連続関数になるので、

O = {x ∈ M | Jf(x) 6= 0}

はMの開集合になる。したがって、OはµM可測集合になり、
∫

M
φ(x)Jf(x)dµM(x) =

∫

O
φ(x)Jf(x)dµM(x)



46 第 3 章 Chern-Lashofの定理

が成り立つ。各 x ∈ Oに対して、逆関数定理より xの局所座標近傍 Uxが存在し、f(Ux)は
f(x)の開近傍になり、f : Ux → f(Ux)は微分同型写像になる。そこで、f自身が Euclid空
間の開集合から Euclid空間の開集合への微分同型写像になっている場合に、まず定理の公
式を証明する。

Mと NがともにRnの開集合になっていて、f : M → Nが微分同型写像になっていると
する。x1, . . . , xnをM ⊂ Rnの座標とし、y1, . . . , ynをN ⊂ Rnの座標とする。φはM上の可
測関数だから、

φ

∣∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣∣
N

◦ f

もM上の可測になる。さらに、fは微分同型写像だから、

y 7→ φ(f−1(y))

∣∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣∣
N

は N上の可測関数になり、命題 3.1.17と積分の変数変換の公式を使うと

∫

M
φJfdµM =

∫

M

φ

∣∣∣df
(

∂
∂x1

)
∧ · · · ∧ df

(
∂

∂xn

)∣∣∣
∣∣∣ ∂
∂x1

∧ · · · ∧ ∂
∂xn

∣∣∣

∣∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∣∣∣∣∣ dx1 · · · dxn

=

∫

M

φ

∣∣∣∣∣df
(

∂

∂x1

)
∧ · · · ∧ df

(
∂

∂xn

)∣∣∣∣∣ dx1 · · · dxn

=

∫

M

φ

∣∣∣∣∣det

(
∂yi ◦ f

∂xj

)∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣∣ dx1 · · · dxn

=

∫

N

φ ◦ f−1

∣∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣∣ dy1 · · · dyn

=
∫

N
φ ◦ f−1dµN

を得る。これで fが Euclid空間の開集合から Euclid空間の開集合への微分同型写像になっ
ている場合に、定理の証明ができた。
一般の場合にもどる。各 x ∈ Oに対して、xの局所座標近傍 Uxが存在し、f(Ux)は f(x)

の開近傍になり、f : Ux → f(Ux)は Euclid空間の開集合から Euclid空間の開集合への微分
同型写像とみなすことができる。そこで、このような開集合をOの各点でとると、{Ux}x∈O

は Oの開被覆になる。Mは可算開基を持つので、Oも可算開基を持つ。したがって Oの開
被覆 {Ux}x∈Oから可算個 {Uk}をとり、{Uk}がOの開被覆になるようにできる。{Uk}に付
随する単位の分割 {ψk}をとる。fの Ukへの制限を

fk : Uk → Vk = f(Uk)

で表すことにして、すでに示したことをψkφに適用すると、

y 7→ (ψkφ)(f−1
k (y))
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は Vk上のµN可測関数になり、
∫

Vk

(ψkφ)(f−1
k (y))dµVk

(y) =
∫

Uk

ψkφJfdµUk
.

よって
y 7→

∑

k

(ψkφ)(f−1
k (y))

は N上のµN可測関数になる。{ψk}は単位の分割なので、
∑

k

(ψkφ)(f−1
k (y)) =

∑

x∈f−1(y)

φ(x)

となる。これより
y 7→

∑

x∈f−1(y)

φ(x)

は N上のµN可測関数になる。φJfがM上µM可積分のときは Lebesgueの有界収束定理を
使い、φ ≥ 0のときは Lebesgueの単調収束定理を使うと、

∫

M
φJfdµM =

∑

k

∫

Uk

ψkφJfdµUk

=
∑

k

∫

Vk

(ψkφ)(f−1
k (y))dµVk

(y)

=

∫

N

(∑

k

(ψkφ)(f−1
k (y))

)
dµN(y)

=

∫

N


 ∑

x∈f−1(y)

φ(x)


 dµN(y)

となり、
∫

M
φJfdµM =

∫

N


 ∑

x∈f−1(y)

φ(x)


 dµN(y)

を得る。

注意 3.1.23 定理 3.1.22において、写像 fが微分同型写像のときは、余積公式は積分の変数
変換の公式に他ならない。

3.2 Γ関数

単位球面の体積はこの節で定義するΓ関数を使って表示することができる。次の節以降
で Euclid空間内の Riemann部分多様体の全曲率 (定義 3.3.2)は Lipschitz-Killing曲率 (定
義 2.3.5)を単位球面の体積で割ることによって定義されるので、全曲率の性質を詳しく調
べる上でΓ関数のいくつかの性質が必要になる。その準備として、この節ではΓ関数を定義
しその性質を調べておく。
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定義 3.2.1 Γ(z)を

Γ(z) =
∫ ∞

0
e−ttz−1dt (z > 0)

によって定める。Γ(z)をΓ関数と呼ぶ。

補題 3.2.2 Γ(z + 1) = zΓ(z) (z > 0)

証明 z > 0のとき、

Γ(z + 1) =
∫ ∞

0
e−ttzdt = [−e−ttz]∞o +

∫ ∞

0
e−tztz−1dt = zΓ(z)

となるので、Γ(z + 1) = zΓ(z)が成り立つ。

命題 3.2.3 自然数 nに対して
Γ(n) = (n − 1)!

が成り立つ。ただし、0! = 1とする。

証明

Γ(1) =
∫ ∞

0
e−1dt = [−e−t]∞0 = 1

より、Γ(1) = 1。補題 3.2.2より、z > 0と自然数 nに対して

Γ(z + n) = (z + n − 1)(z + n − 2) · · · zΓ(z)

となり、さらにΓ(1) = 1より
Γ(n) = (n − 1)!

を得る。

補題 3.2.4

Γ(z) = 2
∫ ∞

0
e−t2t2z−1dt (z > 0)

証明 Γ(z)の定義の積分変数を t = s2と変数変換すると、

Γ(z) =
∫ ∞

0
e−z2

s2z−22sds = 2
∫ ∞

0
e−s2

s2s−1ds.

命題 3.2.5
Γ(p)Γ(q)

Γ(p + q)
= 2

∫ π/2

0
cos2p−1 θ sin2q−1 θdθ (p, q > 0)
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証明 補題 3.2.4より、

Γ(p) = 2
∫ ∞

0
e−u2

u2p−1du

Γ(q) = 2
∫ ∞

0
e−v2

v2q−1dv

より
Γ(p)Γ(q) = 4

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−u2−v2

u2p−1v2q−1dudv.

そこで、u = r cos θ, v = r sin θと変数変換すると、

Γ(p)Γ(q) = 4
∫ π/2

0

∫ ∞

0
e−r2

r2p−1 cos2p−1 θr2q−1 sin2q−1 θrdrdθ

= 2
∫ ∞

0
e−r2

r2p+2q−1dr2
∫ π/2

0
cos2p−1 θ sin2q−1 θdθ

= Γ(p + q)2
∫ π/2

0
cos2p−1 θ sin2q−1 θdθ.

以上より、
Γ(p)Γ(q)

Γ(p + q)
= 2

∫ π/2

0
cos2p−1 θ sin2q−1 θdθ

を得る。

系 3.2.6 Γ
(

1
2

)
=

√
π.

証明 命題 3.2.5において p = q = 1/2とし、Γ(1) = 1を使うと

Γ
(

1

2

)2

= 2
∫ π/2

0
dθ = π.

よって、

Γ
(

1

2

)
=

√
π.

命題 3.2.7

vol(Sn−1) =
2Γ(1

2
)n

Γ
(

n
2

)

証明 補題 3.2.4より、
Γ(pi) = 2

∫ ∞

0
e−u2

i u2pi−1
i dui

だから、

Γ(p1) · · ·Γ(pn)

= 2n
∫ ∞

0
· · ·

∫ ∞

0
e−(u2

1+···+u2
n)u2p1−1

1 · · ·u2pn−1
n du1 · · · dun.
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ここで、
φ : (0,∞) × (Sn−1 ∩ (0,∞)n) → (0,∞)n ; (r, ξ) 7→ rξ

によってφを定めると、φは微分同型写像になる。Jφ(r, ξ) = rn−1となるので、余積公式より、

Γ(p1) · · ·Γ(pn)

= 2n
∫ ∞

0

∫

Sn−1∩(0,∞)n
e−r2

r2(p1+···+pn)−nξ2p1−1
1 · · · ξ2pn−1

n rn−1dµSn−1(ξ)dr

= 2
∫ ∞

0
e−r2

r2(p1+···+pn)−1dr2n−1
∫

Sn−1∩(0,∞)n
ξ2p1−1
1 · · · ξ2pn−1

n dµSn−1(ξ)

= Γ(p1 + · · · + pn)2n−1
∫

Sn−1∩(0,∞)n
ξ2p1−1
1 · · · ξ2pn−1

n dµSn−1(ξ).

したがって、

Γ(p1) · · ·Γ(pn)

Γ(p1 + · · · + pn)
= 2n−1

∫

Sn−1∩(0,∞)n
ξ2p1−1
1 · · · ξ2pn−1

n dµSn−1(ξ).

特に p1 = · · · = pn = 1/2とおくと、

Γ
(

1
2

)n

Γ
(

n
2

) = 2n−1 vol(Sn−1)

2n
=

vol(Sn−1)

2
.

よって、

vol(Sn−1) =
2Γ

(
1
2

)n

Γ
(

n
2

)

を得る。

3.3 全曲率

定義 3.3.1 ι : M → M̃を多様体 Mから Riemann 多様体M̃への挿入とする。x ∈ Mと
ξ ∈ T⊥

x Mをとる。X ∈ TxMに対して c(0) = x, c′(0) = Xとなる Mの曲線をとり、c(t)

に沿った初期条件ξ(0) = ξの平行法ベクトル場ξ(t)をとる。ξ(t)を T⊥Mの曲線とみると、
速度ベクトルξ′(0) は曲線 c(t) のとり方に依存しないことがわかる。ξ′(0) ∈ Tξ(T

⊥M) を
X ∈ TxMの水平持ち上げと呼び、X∗で表す。定め方より、dπξX

∗ = Xとなり、

TxM → Tξ(T
⊥M) ; X 7→ X∗

は単射線形写像になる。
Hξ = {X∗ | X ∈ TxM}

とおき、Hξをξにおける水平部分空間と呼ぶ。dπξ : Hξ → TxMは線形同型になる。

Vξ = Ker(dπξ) ⊂ Tξ(T
⊥M)
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とおき、Vξをξにおける垂直部分空間と呼ぶ。Vξは自然に T⊥
x Mと同一視することができ、

Tξ(T
⊥M) = Hξ + Vξは直和分解になる。そこで、Hξには dπξ : Hξ → TxMによって TxM

の計量を引き戻し、Vξには T⊥
x Mとの同一視から定まる計量を入れ、Hξと Vξが直交するよ

うに Tξ(T
⊥M)全体に計量を定める。これによって、T⊥Mに Riemann計量が定まる。各

x ∈ Mに対して、
U⊥

x M = {u ∈ T⊥
x M | |u| = 1}

とおき、
U⊥M =

⋃

x∈M

U⊥
x M

で U⊥Mを定める。π : T⊥M → Mの U⊥Mへの制限もπで表すことにすると、π : U⊥M →
Mは球面束になる。上で定めた T⊥M上のRiemann計量は U⊥M上のRiemann計量を誘導
する。今後 U⊥Mはこの Riemann計量を入れて考える。

定義 3.3.2 ι : M → Rn+rをコンパクト n次元多様体Mから Euclid空間への挿入とする。
Mの Lipschitz-Killing曲率の絶対値の U⊥M上の積分

τ(M, ι) =
1

vol(Sn+r−1)

∫

U⊥M
| det Aξ|dµU⊥M(ξ)

をMの全曲率と呼ぶ。

例 3.3.3 R2内の曲線 c(s)の曲率をκ(s)とすると、2.3の最初に見たように、単位法ベクト
ル場 e2(s)に関するシェイプ作用素は、接ベクトルをκ(s)倍する線形写像になり、曲線の
一点での単位法ベクトルは e2(s)と−e2(s)の二つある。さらに、e2(s)は平行法ベクトル場
だから、π : U⊥c → cは局所等長的な二重被覆写像になり、

τ(c) =
2

vol(S1)

∫

c
|κ(s)|ds =

1

π

∫

c
|κ(s)|ds.

よって、通常の平面曲線の全曲率をπで割った値になっている。

例 3.3.4 c(s)を R1+r内の曲線とし、sを弧長パラメータとする。e1(s) = c′(s)とおくと、
c(s)の曲率κ(s)は e′1(s)の長さとして定義される。cの第二基本形式を hで表すと、

e′1(s) = ∇̃e1(s)e1(s) = h(e1(s), e1(s)).

よって、κ(s) = |h(e1(s), e1(s))|となる。他方、ξ ∈ U⊥cに対して、

〈h(e1(s), e1(s)), ξ〉 = 〈Aξ(e1), e1〉

だから、
| det Aξ| = |〈h(e1(s), e1(s)), ξ〉|
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となる。これより、

τ(c) =
1

vol(Sr)

∫

U⊥c
| det Aξ|dµU⊥c(ξ)

=
1

vol(Sr)

∫

c

∫

U⊥
c(s)

c
| det Aξ|dµU⊥

c(s)
c(ξ)ds

=
1

vol(Sr)

∫

c

∫

U⊥
c(s)

c
|〈h(e1(s), e1(s)), ξ〉|dµU⊥

c(s)
c(ξ)ds.

そこで、 ∫

U⊥
c(s)

c
|〈h(e1(s), e1(s)), ξ〉|dµU⊥

c(s)
c(ξ)

を計算するために、
∫

Sr−1
|ξr|dµSr−1(ξ) を計算しておく。p = (0, . . . , 0, 1) ∈ Sr−1とおいて

φ : Sr−2 × (−π/2, π/2) → Sr−1 − {±p} ; (u, θ) 7→ (cos θu, sin θ)

によってφを定めると、φは微分同型写像になる。Jφ(u, θ) = cosr−2 θとなるので、余積公式
より、

∫

Sr−1
|ξr|dµSr−1(ξ) =

∫ π/2

−π/2
vol(Sr−2)| sin θ| cosr−2 θdθ

= vol(Sr−2)2
∫ π/2

0
cosr−2 θ sin θdθ.

ここで、命題 3.2.7より

vol(Sr−2) =
2Γ(1

2
)r−1

Γ( r−1
2

)

が成り立つ。また、Γ関数の満たす公式 (命題 3.2.5)

Γ(p)Γ(q)

Γ(p + q)
= 2

∫ π/2

0
cos2p−1 θ sin2q−1 θdθ

において、p =
r − 1

2
, q = 1とおくと、

2
∫ π/2

0
cosr−2 θ sin θdθ =

Γ( r−1
2

)Γ(1)

Γ( r+1
2

)
=

Γ( r−1
2

)

Γ( r+1
2

)
.

よって、

vol(Sr−2)2
∫ π/2

0
cosr−2 θ sin θdθ. =

2Γ(1
2
)r−1

Γ( r−1
2

)
·
Γ( r−1

2
)

Γ( r+1
2

)

=
2Γ(1

2
)r−1

Γ( r+1
2

)

=
1

Γ(1
2
)2

2Γ(1
2
)r+1

Γ( r+1
2

)

=
1

π
vol(Sr).
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以上の計算より、
∫

U⊥
c(s)

c
|〈h(e1(s), e1(s)), ξ〉|dµU⊥

c(s)
c(ξ)

=
1

π
vol(Sr)|h(e1(s), e1(s))|

=
1

π
vol(Sr)κ(s).

したがって、

τ(c) =
1

vol(Sr)

∫

c

∫

U⊥
c(s)

c
|〈h(e1(s), e1(s)), ξ〉|dµU⊥

c(s)
c(ξ)ds

=
1

vol(Sr)

∫

c

1

π
vol(Sr)κ(s)ds

=
1

π

∫

c
κ(s)ds.

定理 3.3.5 ι : M → Rn+rをコンパクト n次元多様体Mから Euclid空間への挿入とする。
x ∈ Mに対して T⊥

x M ⊂ Rn+rとみなすと、ξ ∈ U⊥
x Mはξ ∈ Sn+r−1とみなすことができる。

これによって
ν : U⊥M → Sn+r−1 ; ξ 7→ ξ

を定めると、νは C∞級写像になる。νを挿入ι : M → Rn+rの Gauss 写像と呼ぶ。この
とき、

Ker(dν)ξ = {X∗ | X ∈ KerAξ}

となり、dim Ker(dν)ξ = dim KerAξが成り立つ。さらに、Jν(ξ) = | det Aξ|となり、

τ(M, ι) =
1

vol(Sn+r−1)

∫

Sn+r−1
#(ν−1(u))dµSn+r−1(u)

=
1

vol(Sn+r−1)

∫

Sn+r−1
#{x ∈ M | u ⊥ TxM}dµSn+r−1(u)

が成り立つ。

証明 C∞級写像ν : U⊥M → Sn+r−1に余積公式 (定理 3.1.22)を適用するため、νの微分を
計算する。x ∈ M, ξ ∈ U⊥

x Mをとる。e1, . . . , enをTxMの正規直交基底とし、ξ1, . . . , ξr = ξを
T⊥

x Mの正規直交基底とする。このとき、定義 3.3.1より、e∗1, . . . , e
∗
n, ξ1, . . . , ξr−1は Tξ(U

⊥M)

の正規直交基底になる。1 ≤ s ≤ r − 1に対して

dνξ(ξs) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ν(cos tξ + sin tξs)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(cos tξ + sin tξs)

= ξs.
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1 ≤ i ≤ nに対して、c(0) = x, c′(0) = X ∈ TxMとなるMの曲線 c(t)をとり、c(t)に沿っ
た初期条件ξ(0) = ξの平行法ベクトル場ξ(t)をとる。定義 3.3.1よりX∗ = ξ′(0)となるので、

dνξ(X
∗) =

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ν(ξ(t))

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ξ(t)

= ∇̃Xξ(t)

= −Aξ(X). (Weingartenの公式 (定義 2.1.7))

以上より、
Ker(dν)ξ = {X∗ | X ∈ KerAξ}

となり、dim Ker(dν)ξ = dim KerAξも得る。さらに、定義 3.1.21と、補題 3.1.6より、

Jν(ξ) =
|dνξ(e

∗
1) ∧ · · · ∧ dνξ(e

∗
n) ∧ dνξ(ξ1) ∧ · · · ∧ dνξ(ξr−1)|

|e∗1 ∧ · · · ∧ e∗n ∧ ξ1 ∧ · · · ∧ ξr−1|
= |Aξ(e1) ∧ · · · ∧ Aξ(en) ∧ ξ1 ∧ · · · ∧ ξr−1|
= |Aξ(e1) ∧ · · · ∧ Aξ(en)|
= |(det Aξ)e1 ∧ · · · ∧ en|
= | det Aξ|.

C∞級写像ν : U⊥M → Sn+r−1と Sn+r−1上の関数φ = 1に余積公式を適用すると、
∫

Sn+r−1
#(ν−1(u))dµSn+r−1(u) =

∫

U⊥M
| det Aξ|dµU⊥M(ξ)

を得る。したがって、

τ(M, ι) =
1

vol(Sn+r−1)

∫

Sn+r−1
#(ν−1(u))dµSn+r−1(u)

が成り立つ。
u ∈ Sn+r−1に対して

#(ν−1(u)) = #{x ∈ M | u ⊥ TxM}

となるので、

τ(M, ι) =
1

vol(Sn+r−1)

∫

Sn+r−1
#{x ∈ M | u ⊥ TxM}dµSn+r−1(u)

も成り立つ。

命題 3.3.6 ι : M → Rn+rをコンパクト n次元多様体Mから Euclid空間への挿入とする。
各 u ∈ Sn+r−1に対して

fu(x) = 〈x, u〉 (x ∈ M)
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によってM上の C∞級関数 fu : M → Rを定める。x ∈ Mが fuの特異点であるための必要
十分条件は、u ⊥ TxMとなることである。さらに x ∈ Mが fuの特異点のとき、fuのHessian

(∇2fu)xは
(∇2fu)x(X,Y ) = 〈AuX, Y 〉 (X, Y ∈ TxM)

を満たす。

証明 x ∈ Mをとる。X ∈ TxMに対して c(0) = x, c′(0) = XとなるMの曲線 c(t)をと
ると、

(dfu)x(X) = (dfu)x(c
′(0))

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

fu(c(t))

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

〈c(t), u〉

= 〈X, u〉.

よって、x ∈ Mが fuの特異点であるための必要十分条件は、u ⊥ TxMとなることである。
次ぎに fuの特異点における Hessian を計算する。x ∈ Mを fuの特異点とする。このと
き、上で示したように、u ∈ T⊥

x Mとなる。さらに、Y ∈ TxMをとり、Yを xのまわりのベ
クトル場Ỹに拡張すると、

Ỹ fu = dfu(Ỹ ) = 〈Ỹ , u〉.

X ∈ TxMに対して、Weingartenの公式 (定義 2.1.7)、u ∈ T⊥
x Mと補題 2.1.6を使うと、

XỸ fu = X〈Ỹ , u〉 = 〈∇̃X Ỹ , u〉 = 〈h(X, Y ), u〉 = 〈AuX,Y 〉.

よって、fuの特異点 x ∈ Mに対して

(∇2fu)x(X,Y ) = 〈AuX, Y 〉 (X, Y ∈ TxM)

が成り立つ。

系 3.3.7 ι : M → Rn+rをコンパクト n次元多様体Mから Euclid空間への挿入とする。こ
のとき、τ(M, ι) ≥ 2が成り立つ。

証明 Mはコンパクトだから、すべての u ∈ Sn+r−1に対して、fuは特異点を二点以上を
持つ。命題 3.3.6より、x ∈ Mが fuの特異点であるための必要十分条件は、u ⊥ TxMとな
ることである。これより、すべての u ∈ Sn+r−1に対して、

#{x ∈ M | u ⊥ TxM} = #{x ∈ M | xは fuの特異点 } ≥ 2

となり、

τ(M, ι) =
1

vol(Sn+r−1)

∫

Sn+r−1
#{x ∈ M | u ⊥ TxM}dµSn+r−1(u) ≥ 2

を得る。
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注意 3.3.8 系 3.3.7において、Mを R1+r内の閉曲線とすると、τ(c) ≥ 2となる。例 3.3.4

より、

τ(c) =
1

π

∫

c
κ(s)ds

だから、 ∫

c
κ(s)ds ≥ 2π

となり、これは閉曲線に関する Fenchelの定理に他ならない。

命題 3.3.9 コンパクト n次元多様体Mから Euclid空間への挿入ι : M → Rn+rが

ι(x) = (ι1(x), . . . , ιn+r(x)) (x ∈ M)

で与えられているとする。もう一つの挿入ι̃ : M → Rn+r′ (r < r′)が

ι̃(x) = (ι1(x), . . . , ιn+r(x), 0, . . . , 0) (x ∈ M)

で与えられているとき、τ(M, ι) = τ(M, ι̃)が成り立つ。

証明 r′ = r + 1の場合が証明できれば、一般の場合は、それから帰納的に示すことが
できるので、以下では r′ = r + 1の場合に命題を証明する。
挿入ι : M → Rn+rに対して、定理 3.3.5で定めた Gauss 写像をν : U⊥M → Sn+r−1

で表し、挿入ι̃ : M → Rn+r+1の Gauss 写像をν̃ : Ũ⊥M → Sn+rで表す。u ∈ Sn+r−1と
−π/2 < θ < π/2に対して、(cos θu, sin θ) ∈ Sn+rとなり、(cos θu, sin θ) ⊥ TxMとなるため
の必要十分条件は、u ⊥ TxMとなることである。よって、

#{x ∈ M | (cos θu, sin θ) ⊥ TxM} = #{x ∈ M | u ⊥ TxM}

が成り立つ。p = (0, . . . , 0, 1) ∈ Sn+rとおいて

φ : Sn+r−1 × (−π/2, π/2) → Sn+r − {±p} ; (u, θ) 7→ (cos θu, sin θ)

によってφを定めると、φは微分同型写像になる。Jφ(u, θ) = cosn+r−1 θとなるので、余積公
式と定理 3.3.5より、

τ(M, ι̃)

=
1

vol(Sn+r)

∫

Sn+r
#{x ∈ M | (cos θu, sin θ) ⊥ TxM}dµSn+r(cos θu, sin θ)

=
1

vol(Sn+r)

∫ π/2

−π/2

∫

Sn+r−1
#{x ∈ M | u ⊥ TxM}dµSn+r−1(u) cosn+r−1 θdθ

=
vol(Sn+r−1)

vol(Sn+r)

∫ π/2

−π/2
cosn+r−1 θdθτ(M, ι).
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ここで、命題 3.2.7より

vol(Sn+r−1) =
2Γ(1

2
)n+r

Γ(n+r
2

)
, vol(Sn+r) =

2Γ(1
2
)n+r+1

Γ(n+r+1
2

)

が成り立つ。また、公式 (命題 3.2.5)

Γ(p)Γ(q)

Γ(p + q)
= 2

∫ π/2

0
cos2p−1 θ sin2q−1 θdθ

において、p =
n + r

2
, q =

1

2
とおくと、

Γ(n+r
2

)Γ(1
2
)

Γ(n+r+1
2

)
= 2

∫ π/2

0
cosn+r−1 θdθ =

∫ π/2

−π/2
cosn+r−1 θdθ.

以上より、

vol(Sn+r−1)

vol(Sn+r)

∫ π/2

−π/2
cosn+r−1 θdθ

=
2Γ(1

2
)n+rΓ(n+r+1

2
)

Γ(n+r
2

)2Γ(1
2
)n+r+1

·
Γ(n+r

2
)Γ(1

2
)

Γ(n+r+1
2

)

= 1.

したがって、τ(M, ι̃) = τ(M, ι)を得る。

3.4 Chern-Lashofの定理

この節では、以下の論文の結果のいくつかを紹介する。
S. S. Chern and R. K. Lashof, On th total curvature of immersed manifolds, Amer. J.

Math. 79 (1957), 306 – 318.

S. S. Chern and R. K. Lashof, On th total curvature of immersed manifolds, II, Mich.

Math. J. 5 (1958), 5 – 12.

定理 3.4.1 ι : M → Rn+rをコンパクト n次元多様体Mから Euclid空間への挿入とする。
このとき、任意の体 Fについて

τ(M, ι) ≥
n∑

q=0

bq(M ; F )

が成り立つ。

証明 系 3.3.7の証明中の記号を使うことにする。ほとんどすべての u ∈ Sn+r−1につい
て、fu : M → Rが非退化特異点のみを持つことを示せば、定理 1.4.4より、

#{x ∈ M | xは fuの特異点 } =
n∑

q=0

Cq ≥
n∑

q=0

bq(M ; F )
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となり、

τ(M, ι) =
1

vol(Sn+r−1)

∫

Sn+r−1
#{x ∈ M | xは fuの特異点 }dµSn+r−1(u)

≥
n∑

q=0

bq(M ; F )

を得る。
そこで、次の補題を示せば、定理の証明が完結する。

補題 3.4.2 ι : M → Rn+rをコンパクト n次元多様体Mから Euclid空間への挿入とする。
このとき、測度 0の集合を除く u ∈ Sn+r−1について、fu : M → Rは非退化特異点のみを
持つ。

証明 x ∈ Mを fuの特異点とすると、命題 3.3.6より、u ∈ T⊥
x Mとなり、

(∇2fu)x(X, Y ) = 〈AuX, Y 〉 (X, Y ∈ TxM)

が成り立つ。これより、fuの特異点 xが非退化になるための必要十分条件は、Au : TxM →
TxMが非退化になることである。すなわち、定理 3.3.5より、

0 6= | det Au| = Jν(u).

さらに、これは u ∈ U⊥
x Mがνの正則点になることと同値になる。よって、u ∈ Sn+r−1がν

の正則値ならば、fuのすべての特異点は非退化になる。Sardの定理 (定理 3.1.20)より、測
度 0の集合を除く u ∈ Sn+r−1について、uはνの正則値になり、fu : M → Rが非退化特異
点のみを持つ。

定理 3.4.3 ι : M → Rn+rをコンパクト n次元多様体Mから Euclid空間への挿入とする。
このとき、τ(M, ι) < 3が成り立つならば、Mは n次元球面に位相同型になる。

証明 定理 3.3.5と系 3.3.7の証明中に示したことより、

τ(M, ι) =
1

vol(Sn+r−1)

∫

U⊥M
#{x ∈ M | xは fuの特異点 }dµSn+r−1(u)

が成り立つ。また、
2 ≤ #{x ∈ M | xは fuの特異点 }

も成り立つので、Sn+r−1の部分集合

{u ∈ Sn+r−1 | 2 = #{x ∈ M | xは fuの特異点 }}

の測度が 0 ならば、τ(M, ι) < 3 という仮定に矛盾する。さらに、補題 3.4.2より、ある
u ∈ Sn+r−1が存在し、fuは二つの非退化特異点のみ持つ。したがって、Reebの定理 (定理
1.5.1)より、Mは n次元球面と位相同型になる。
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定理 3.4.4 ι : M → Rn+rをコンパクト n次元多様体Mから Euclid空間への挿入とする。
このとき、τ(M, ι) = 2が成り立つならば、Mはある n + 1次元平面Rn+1に含まれる。

証明 r = 1のときは、Mは Rn+1に含まれることになり、補題の結論が成り立つので、
r ≥ 2の場合を考えればよい。まず、MがRn+rの超平面に含まれることを示す。そのため
に、MがRn+rの超平面に含まれないと仮定して、矛盾を導く。
系 3.3.7よりτ(M, ι) ≥ 2 だから、すべてのξ ∈ U⊥Mについて | det Aξ| = 0 となること
はない。そこで、| det Aξ̄| 6= 0となるξ̄ ∈ U⊥Mをとることができる。p̄ = π(ξ̄) ∈ Mとお
く、すなわち、ξ̄ ∈ U⊥

p̄ M ⊂ T⊥
p̄ M。p̄の近傍で定義された正規直交法ベクトル場ξ1, . . . , ξr

をξr(p̄) = ξ̄を満たすようにとる。このとき、任意のξ ∈ U⊥
p̄ Mは

ξ =
r∑

i=1

ξiξi(p̄)

と表すことができる。Aξはξに関して線形だから、

Aξ =
r∑

i=1

ξiAξ(p̄)

となり、

det Aξ = det

(
r∑

i=1

ξiAξ(p̄)

)

が成り立つ。r ≥ 2だから

ξ(θ) = cos θξr(p̄) + sin θξr−1(p̄) = cos θξ̄ + sin θξr−1(p̄)

とおくことができる。このとき、ξ(θ) ∈ U⊥
p̄ Mとなり、

Aξ(θ) = det
(
cos θAξ̄ + sin θAξr−1(p̄)

)
.

これを f(θ)とおくと、f(θ)は cos θと sin θの多項式になり、特に、θに関する実解析関数に
なる。f(0) = det Aξ̄ 6= 0だから、f(θ)は恒等的に 0にはならない。

Hθでp̄をとおりν(θ)に直交するRn+r内の超平面とする。∩θHθはp̄をとおりξr−1(p̄)とξr(p̄)

の両方に直交する余次元 2の平面になる。仮定よりι(M) ⊂ ∩θHθとなることはないので、
ある p1 ∈ Mが存在してι(p1) /∈ ∩θHθとなる。他方 Rn+r = ∪θHθだから、あるθ1が存在し
てι(p1) ∈ Hθ1となる。p1のとり方より、Hθ 6= Hθ1となる Hθはι(p1) を含まない。仮定よ
りι(M) ⊂ Hθ1となることはないので、ある p2 ∈ Mが存在してι(p2) /∈ Hθ1となる。また
Rn+r = ∪θHθよりあるθ2が存在してι(p2) ∈ Hθ2となる。ι(p2) /∈ Hθ1だから Hθ1 6= Hθ2とな
り、ι(p1) /∈ Hθ2が成り立つ。ι(p1)とι(p2)が超平面Hθに関して反対側の点になるようなθであ
って、f(θ) 6= 0を満たすθをとり、θ3としておく。このとき、fξ(θ3)(p1) < fξ(θ3)(p̄) < fξ(θ3)(p2)

となるか、または、fξ(θ3)(p2) < fξ(θ3)(p̄) < fξ(θ3)(p1) となるので、必要なら番号を付け替え
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ることにより fξ(θ3)(p1) < fξ(θ3)(p̄) < fξ(θ3)(p2) と仮定してよい。定理 3.3.5の証明中に示し
たことから、挿入ι : M → Rn+rの Gauss写像

ν : U⊥M → Sn+r−1 ; ξ 7→ ξ

は Jν(ξ) = |Aθ|を満たす。よって、

Jν(ξ(θ3)) = |Aξ(θ3)| = |f(θ3)| 6= 0.

逆写像定理より、U⊥Mにおけるξ(θ3)のある開近傍Wが存在して、Gauss写像νはW上微
分同型写像になる。Wを十分小さくとることによって、任意の (p, ξ) ∈ Wに対して、ι(p1)

とι(p2)がι(p)をとおりξに直交する超平面の反対側になるようにすることができる。すな
わち、任意の (p, ξ) ∈ Wに対して、fξ(p1) < fξ(p) < fξ(p2)が成り立つ。このとき、fξのM

における最大値は fξ(p2)以上になり、特に最大値をとる点は pとは異なる。同様に fξのM

における最小値をとる点も pとは異なる。さらに、ξ ∈ U⊥
p Mだから、fξは三点以上の特異

点を持つ。よって、Sn+r−1の開集合ν(W )の点ξに対して fξは三点以上の特異点を持つこと
になる。
他方、Mはτ(M, ι) = 2を満たすので、定理 3.3.5とすべてのξ ∈ Sn+r−1に対して fξの特
異点は二点以上になることから、ほとんどすべてのξ ∈ Sn+r−1に対して fξの特異点は二点
になる。これは上で示したことに矛盾する。したがって、MはRn+rの超平面に含まれる。

Mの超平面Rn+r−1 ⊂ Rn+rへの挿入をι′で表すと、命題 3.3.9より、τ(M, ι′) = τ(M, ι) = 2

となる。これより、帰納的にMがRn+r内の n + 1次元平面に含まれることがわかる。

注意 3.4.5 定理 3.4.4において、τ(M, ι) = 2を満たすMはある n + 1次元平面 Rn+1内の
凸超曲面になることが知られている。

定理 3.4.6 ι : M → Rn+1をコンパクト n次元多様体Mから Euclid空間への挿入とする。
さらに、nは偶数でMの各点 x ∈ Mの Gauss-Kronecker曲率 G(x)が G(x) ≥ 0を満たす
とき、Mの奇数次元の Betti数は 0になる。

証明 補題 3.4.2より、u ∈ Snを fu : M → Rが非退化特異点のみ持つようにとることが
できる。このとき、命題 3.3.6より、fuの各特異点 x ∈ Mにおいて、

(∇2fu)x(X, Y ) = 〈AuX, Y 〉 (X, Y ∈ TxM)

が成り立つ。よって、Au : TxM → TxMは非退化対称線形変換になる。仮定より、G(x) =

det Au ≥ 0だから、det Au > 0が成り立つ。これより、Auの負の固有値の個数は偶数にな
り、fuの特異点としての xの指数は偶数になる。以上より、fuは偶数の指数の非退化特異
点のみ持つことになり、系 1.4.8より、Mの奇数次元の Betti数は 0になる。
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この章を書くにあたって、以下の文献を参考にした。
M. Berger, Geometry I, Springer 1987.

T. E. Cecil and P. J. Ryan, Tight and taut immersions of manifolds, Pitman 1985.

H. G. Eggleston, Convexity, Cambridge University 1958.

4.1 最小全曲率

定義 4.1.1 Mをコンパクト多様体とする。M上の C∞級関数 fの特異点がすべて非退化で
あるとき、fをMorse関数と呼ぶ。系 1.1.11より fの特異点は孤立し、その全体は有限に
なる。そこで、Morse関数 fの特異点の個数を C(f)で表し、MのMorse数 γ(M)を

γ(M) = min{C(f) | fはM上のMorse関数 }

で定める。

補題 4.1.2 コンパクト多様体Mと体 Fに対して

b(M ; F ) =
∑

q≥0

bq(M ; F )

とおく。このとき、b(M ; F ) ≤ γ(M)が成り立つ。

証明 M上のMorse関数 fに対して、fの指数 qの特異点の数を Cq(f)で表す。Morseの
不等式 (定理 1.4.4)より、

b(M ; F ) =
∑

q≥0

bq(M ; F ) ≤
∑

q≥0

Cq(f) = C(f)

が成り立つ。これより b(M ; F ) ≤ γ(M)が成り立つ。

定理 4.1.3 コンパクト多様体Mに対して

γ(M) = inf{τ(M, ι) | ι : M → Rmは挿入 }

が成り立つ。

61
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証明 Whitneyの定理よりMの Euclid空間への挿入は存在するので、定理の等式の右
辺の集合は空集合ではないことに注意しておく。
定理 3.4.1の証明と同様に、任意の挿入ι : M → Rmに対して

τ(M, ι) =
1

vol(Sm−1)

∫

Sm−1
C(fu)dµSm−1(u)

≥ 1

vol(Sm−1)

∫

Sm−1
γ(M)dµSm−1(u)

= γ(M)

を得る。よって
γ(M) ≤ τ(M, ι).

次にMの Euclid空間への挿入 hλ (λ > 0)であって、

γ(M) = lim
λ→∞

τ(M,hλ)

を満たすものを構成する。ι : M → Rmを挿入とし、C(φ) = γ(M)を満たすMのMorse関
数φをとる。λ > 0に対して

hλ(x) = (ι(x), λφ(x)) ∈ Rm × R = Rm+1 (x ∈ M)

によって C∞級写像 hλ : M → Rm+1を定める。定め方より、各 x ∈ Mに対して

rank(dhλ)x ≥ rankdιx = dim M

だから、rank(dhλ)x = dim Mとなり、hλも挿入になる。
p = (0, 1) ∈ Rm × R = Rm+1とおくと、x ∈ Mに対して

fp(hλ(x)) = 〈hλ(x), p〉 = λφ(x)

となる。φはM上のMorse関数だから fp ◦ hλもM上のMorse関数になり、定理 3.3.5と命
題 3.3.6より、pは挿入 hλの Gauss写像の正則値になる。
単位ベクトルではない qに対しても fqを考えることにする。fαq = αfqとなるので、fαq◦hλ

がM上のMorse関数になることと、fq ◦ hλがM上のMorse関数になることは同値になる。
さらにこれらの特異点の数は一致する。w ∈ Rmをとり、q = w + p とおく。十分小さい
ε > 0に対して |w|2 < εならば、fq ◦ h1はMのMorse関数になり、C(fq ◦ h1) = γ(M)と
なる。

fq(hλ(x)) = 〈hλ(x), q〉 = 〈ι(x), w〉 + λφ(x)

となるので、w = λu ∈ Rmとすると

fq(hλ(x)) = 〈ι(x), λu〉 + λφ(x) = λ(〈ι(x), u〉 + φ(x)).

したがって、|u|2 < εのとき、すなわち、|w|2 < λ2εのとき、fq ◦ hλはM上のMorse関数に
なり、C(fq ◦ hλ) = γ(M)となる。
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単位ベクトル q = w + βpについて q′ = w/β + pとおくと、fq ◦ hλと fq′ ◦ hλは同じ特異
点を持ち、特異点の非退化性も一致する。よって、(|w|/β)2 < λ2εのとき、fq ◦ hλはM上
のMorse関数になり、C(fq ◦ hλ) = γ(M)が成り立つ。qは単位ベクトルだから

1 = |q|2 = |w + βp|2 = |w|2 + β2

となり |w|2 = 1 − β2。よって条件 (|w|/β)2 < λ2εは

λ2ε >
1 − β2

β2
=

1

β2
− 1,

すなわち、

1 + λ2ε >
1

β2

β2 > (1 + λ2ε)−1

|β| > (1 + λ2ε)−1/2

となる。そこで、α = (1 + λ2ε)−1/2して

Wλ = (Rm × [−α, α]) ∩ Sm

とおくと、q ∈ Sm − Wλに対して fq ◦ hλはM上のMorse関数になり、C(fq ◦ hλ) = γ(M)

が成り立つ。ここで、全曲率を表す積分を分解して

τ(M,hλ) =
1

vol(Sm)

∫

Sm
C(fu ◦ hλ)dµSm(u)

=
1

vol(Sm)

∫

Sm−Wλ

C(fu ◦ hλ)dµSm(u) +
1

vol(Sm)

∫

Wλ

C(fu ◦ hλ)dµSm(u)

=
1

vol(Sm)
vol(Sm − Wλ)γ(M) +

1

vol(Sm)

∫

Wλ

C(fu ◦ hλ)dµSm(u)

とする。αの定め方より、 lim
λ→∞

α = 0だから、Wλ = (Rm × [−α, α]) ∩ Sm は

W0 = (Rm × {0}) ∩ Sm = Sm−1

に近づく。これより

lim
λ→∞

vol(Sm − Wλ) = vol(Sm − Sm−1) = vol(Sm)

となるので

lim
λ→∞

1

vol(Sm)

∫

Sm−Wλ

C(fu ◦ hλ)dµSm(u) = γ(M)

が成り立つ。
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そこで、
Iλ =

∫

Wλ

C(fu ◦ hλ)dµSm(u)

とおいて、以下で lim
λ→∞

Iλ = 0を証明する。

すべての u ∈ Smについて C(fu ◦ h1) > 0だから、

0 ≤ I1 =
∫

W1

C(fu ◦ h1)dµSm(u) ≤
∫

Sm
C(fu ◦ h1)dµSm(u) = vol(Sm)τ(M, h1) < ∞.

よって 0 ≤ I1 < ∞となる。
Iλの積分表示は Wλ上の積分になっているが、これを V = Sm−1 × [−ε−1/2, ε1/2]上の積
分として表す。Smの元 q = w + βp (w ∈ Rm)とする。q ∈ Wλとなるための必要十分条件
は、|β| ≤ αである。α = (1 + λ2ε)−1/2であり、|w|2 = 1 − β2となるので、条件 |β| ≤ αは、

|β|2 ≤ 1

1 + λ2ε

1 + λ2ε ≤ 1

|β|2

λ2ε ≤ 1

|β|2
− 1 =

1 − |β|2

|β|2
=

|w|2

|β|2
λ2β2

|w|2
≤ ε−1

∣∣∣∣∣
λβ

|w|

∣∣∣∣∣ ≤ ε−1/2

となる。そこで

w′ =
w

|w|
, η =

λβ

|w|

とおいて、
q′ = (w′, ηp)

とすると、q ∈ Wλとなるための必要十分条件は、q′ ∈ Vとなることである。これより、C∞

級写像
F : Wλ → V ; q = w + βp 7→ q′ = (w′, ηp)

を定める。すなわち、

F (w + βp) =

(
w

|w|
,
λβ

|w|
p

)
.

F : Wλ → Vが微分同型写像になることを、まず示しておく。(w′, η) ∈ Vに対して

w′ + η
λ
p∣∣∣w′ + η

λ
p
∣∣∣

=
w′

∣∣∣w′ + η
λ
p
∣∣∣
+

η

λ
∣∣∣w′ + η

λ
p
∣∣∣
p
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を対応させる。
∣∣∣∣∣∣

η

λ
∣∣∣w′ + η

λ
p
∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

2

=
1

λ2
∣∣∣w′

η
+ 1

λ
p
∣∣∣
2 =

1

λ2
(

1
η2 + 1

λ2

) =
1

λ2

η2 + 1

≤ 1

λ2ε + 1
= α2.

したがって、この対応は VからWλへの C∞級写像を与える。さらに簡単な計算から、この
写像は Fの逆写像になることがわかり、Fは微分同型写像になる。この FによってWλ上の
積分を V上の積分に変換するため、JFを計算しておく。q = w + βp ∈ Wλに対して、Sm−1

の曲線 c(t)を c(0) = w/|w| ∈ Sm−1となるようにとる。|w|c(t) + βpは qを通るWλの曲線
になり、

F (|w|c(t) + βp) = c(t) +
λβ

|w|
p.

両辺を t = 0で微分すると

|w|dF (c′(0)) = c′(0) すなわち、 dF (c′(0)) =
c′(0)

|w|

を得る。次に
cos θ = |w|, sin θ = β

となるθをとり、Wλの qを通る曲線

d(t) = cos(θ + t)
w

|w|
+ sin(θ + t)p

を考える。この曲線の速度ベクトルは、

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

d(t) = − sin θ
w

|w|
+ cos θp = −β

w

|w|
+ |w|p.

次に

F

(
cos(θ + t)

w

|w|
+ sin(θ + t)p

)
=

w

|w|
+

λ sin(θ + t)

cos(θ + t)
p

となるので、

dF

(
−β

w

|w|
+ |w|p

)
=

λ

cos2 θ
p =

λ

|w|2
p

を得る。以上より、

JF =
1

|w|m−1
· λ

|w|2
=

λ

|w|m+1
.

よって

J(F−1) =
|w|m+1

λ
.
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q = w + βp ∈ Wλに対して、

q′ = w′ + ηp =
w

|w|
+

λβ

|w|
p

とおく。さらに q′ = w′ + ηp ∈ Vに対して

wλ(q
′) =

w′
∣∣∣w′ + η

λ
p
∣∣∣

とおくと

J(F−1)(q′) =
|wλ(q

′)|m+1

λ

となる。

fq ◦ hλ(x) = 〈w, ι(x)〉 + λβφ(x)

= |w|
(
〈w′, ι(x)〉 +

λβ

|w|
φ(x)

)

= |w|(〈w′, ι(x)〉 + ηφ(x))

= |w|fq′ ◦ h1(x)

となるので、
C(fq ◦ hλ) = C(fq′ ◦ h1)

が成り立つ。余積公式より

Iλ =
∫

Wλ

C(fq ◦ hλ)dµSm(q)

=
∫

V
C(fq′ ◦ h1)J(F−1)dµSm−1dη(q′)

=
∫

V
C(fq′ ◦ h1)

|wλ(q
′)|m+1

λ
dµSm−1dη(q′)

=
1

λ

∫

V
C(fq′ ◦ h1)|w1(q

′)|m+1 · |wλ(q
′)|m+1

|w1(q′)|m+1
dµSm−1dη(q′).

ここで

|wλ(q
′)|

|w1(q′)|
=

|w′ + ηp|∣∣∣w′ + η
λ
p
∣∣∣
≤ |w′ + ηp| = (|w′ + ηp|2)1/2 = (1 + η2)1/2 ≤

(
1 +

1

ε

)1/2

だから、

Iλ ≤ 1

λ

(
1 +

1

ε

)(m+1)/2 ∫

V
C(fq′ ◦ h1)|w1(q

′)|m+1dµSm−1dη(q′)

=
1

λ

(
1 +

1

ε

)(m+1)/2

I1
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となり、
lim

λ→∞
Iλ = 0

を得る。以上で定理の証明が完結する。

定義 4.1.4 コンパクト多様体Mの挿入ι : M → Rmがτ(M, ι) = γ(M)を満たすとき、最
小全曲率を持つという。

命題 4.1.5 コンパクト多様体Mの挿入ι : M → Rmが最小全曲率を持つための必要十分条
件は、すべてのMorse関数 fu (u ∈ Sm−1)が C(fu) = γ(M)を満たすことである。

証明 すべてのMorse関数 fu (u ∈ Sm−1)が C(fu) = γ(M)を満たすとき、

τ(M, ι) =
1

vol(Sm−1)

∫

Sm−1
C(fu)dµSm−1(u) = γ(M)

となり、ι : M → Rmは最小曲率を持つ。
逆にあるMorse関数 fv (v ∈ Sm−1)が C(fv) > γ(M)を満たすとすると、vのある近傍 U

においても u ∈ Uに対して C(fu) > γ(M)を満たす。すべてのMorse関数 fu (u ∈ Sm−1)

は C(fu) ≥ γ(M)を満たすので、τ(M, ι) > γ(M)となり、ι : M → Rmは最小曲率を持た
ない。

4.2 凸集合

この節以降、Rn内の部分集合 Aの補集合を Acで表すことにする。y ∈ Rnと r > 0に対
して

U(y; r) = {x ∈ Rn | |x − y| < r}
B(y; r) = {x ∈ Rn | |x − y| ≤ r}

とおく。Rn内の空でない部分集合 Aに対して

d(x,A) = inf{|x − y| | y ∈ A} (x ∈ Rn)

によって点 xと部分集合 Aの距離 d(x,A)を定め、r > 0に対して

U(A; r) = {x ∈ Rn | d(x, A) < r}

によって Aの近傍 U(A; r)を定める。

定義 4.2.1 Rnの二点 x, yを結ぶ線分をxyで表す。すなわち、

xy = {λx + µy | λ ≥ 0, µ ≥ 0, λ + µ = 1}.

Rnの空でない部分集合 Cが次の条件を満たすとき、Cを凸集合と呼ぶ。任意の x, y ∈ Cに
対してxy ⊂ Cが成り立つ。
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例 4.2.2 Rn内のアファイン部分空間は凸集合になる。y ∈ Rnと r > 0に対して U(y; r)と
B(y; r)も凸集合になる。

命題 4.2.3 Ciを Rni内の凸集合とすると、C1 × C2は Rn1 × Rn2 = Rn1+n2 内の凸集合に
なる。

証明 (x1, x2), (y1, y2) ∈ C1 × C2と

λ ≥ 0, µ ≥ 0, λ + µ = 1

に対して C1, C2の凸性より

λ(x1, x2) + µ(y1, y2) = (λx1 + µy1, λx2 + µy2) ∈ C1 × C2

となる。したがって、C1 × C2も凸になる。

命題 4.2.4 kを 2以上の整数とする。Rnの空でない部分集合 Cが凸集合になるための必要
十分条件は、任意の x1, . . . , xk ∈ Cと

λi ≥ 0, λ1 + · · · + λk = 1

に対して
λ1x1 + · · · + λkxk

が Cに含まれることである。

証明 kに関する帰納法で証明する。k = 2のときは、凸集合の定義に一致する。k = m

のときに命題の主張が成り立つと仮定して、m + 1の場合にも主張が成り立つことを示す。
任意の x1, . . . , xm+1 ∈ Cと

λi ≥ 0, λ1 + · · · + λm+1 = 1

に対して
λ1x1 + · · · + λm+1xm+1

が Cに含まれると仮定する。特にλ3 = · · · = λm+1 = 0とすると、Cが凸になることがわ
かる。
逆に、Cが凸であると仮定する。任意の x1, . . . , xm+1 ∈ Cと

λi ≥ 0, λ1 + · · · + λm+1 = 1

に対して、λm+1 = 1のときは、

λ1x1 + · · · + λm+1xm+1 = xm+1 ∈ C.
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そうでないときは、λm+1 < 1となり、

λ1 + · · · + λm = 1 − λm+1 > 0.

これより、

λ1x1 + · · · + λm+1xm+1

= (λ1 + · · · + λm)

(
λ1

λ1 + · · · + λm

x1 + · · · + λm

λ1 + · · · + λm

xm

)
+ λm+1xm+1

と書き直すことができる。帰納法の仮定より、

λ1

λ1 + · · · + λm

x1 + · · · + λm

λ1 + · · · + λm

xm ∈ C

となり、さらに、Cが凸であることから

λ1x1 + · · · + λm+1xm+1 ∈ C

を得る。

命題 4.2.5 fを Rmから Rnへのアファイン写像とする。x, y ∈ Rmに対して、f(xy) =

f(x)f(y)が成り立つ。さらに、Rmの凸集合の fによる像も凸集合になる。また、Rnの凸
集合の fによる逆像も凸集合になる。

証明 アファイン写像 fを線形写像 Lと定ベクトル a ∈ Rnによって

f(x) = Lx + a (x ∈ Rm)

で表す。x, y ∈ Rmと
λ ≥ 0, µ ≥ 0, λ + µ = 1

に対して、

λf(x) + µf(y) = λ(Lx + a) + µ(Ly + a) = L(λx + µy) + a = f(λx + µy)

となるので、f(xy) = f(X)f(y)が成り立つ。これより、Rm内の凸集合 Cの任意の点 x, y

に対して
f(X)f(y) = f(xy) ⊂ f(C)

となり、f(C)も凸集合になる。
次にRnの凸集合 Cに対して、x, y ∈ f−1(C)をとる。f(x), f(y) ∈ Cとなり、

f(xy) = f(x)f(y) ⊂ C.

したがって、xy ⊂ f−1(C)となり、f−1(C)も凸集合になる。
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系 4.2.6 C1, C2をRn内の凸集合とし、実数λ, µをとると、

λC1 + µC2 = {λx + µy | x ∈ C1, y ∈ C2}

も凸集合になる。

証明 命題 4.2.3より、C1 × C2はRn × Rn = R2n内の凸集合になる。

f : R2n → Rn ; (x, y) 7→ λx + µy

によって写像 fを定めると、fは線形写像になり、特にアファイン写像になる。命題 4.2.5

より、f(C1 × C2) = λC1 + µC2も凸集合になる。

定義 4.2.7 C1, C2をRn内の凸集合とし、実数λ, µをとる。系 4.2.6で定めたλC1 +µC2をC1

と C2のMinkowski和と呼ぶ。

命題 4.2.8 {Ci}i∈IをRnの凸集合の族とする。このとき、
⋂

i∈I

Ci もRnの凸集合になる。

証明 x, y ∈ ∩i∈ICiとすると、各 i ∈ Iについて x, y ∈ Ciとなり、xy ⊂ Ci。よって
xy ⊂ ∩i∈ICiが成り立ち、∩i∈ICiも凸集合になる。

定理 4.2.9 CをRn内の凸集合とすると、r > 0に対して U(C; r)も凸集合になる。

証明 x, y ∈ U(C; r)とすると、

d(x,C) < r, d(y, C) < r

となるので、ある x′, y′ ∈ Cが存在し

|x − x′| < r, |y − y′| < r

を満たす。λ + µ = 1を満たすλ ≥ 0, µ ≥ 0をとる。Cが凸であることより、λx′ + µy′ ∈ C

となる。さらに、

|(λx + µy) − (λx′ + µy′)| ≤ |λx − λx′| + |µy − µy′|
= λ|x − y| + µ|y − y′|
< r.

これより、λx+µy ∈ U(C; r)となり、xy ⊂ U(C; r)。したがって、U(C; r)も凸集合になる。

系 4.2.10 Rn内の凸集合の閉包は凸集合になる。
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証明 CをRn内の凸集合とする。Cの閉包C̄は

C̄ =
⋂

r>0

U(C; r)

と表せるので、命題 4.2.8と定理 4.2.9より、C̄も凸集合になる。

定理 4.2.11 Cを Rn内の凸集合とし、その内部 C◦も空ではないと仮定する。このとき、
x ∈ Cと y ∈ C◦に対してxy ∩ {x}c ⊂ C◦が成り立つ。

証明 Cは凸だから、xy ⊂ Cはすぐにわかる。そこで、以下では x以外のxyの点は C◦

に含まれることを示す。
yは Cの内部 C◦に含まれるので、ある r > 0 が存在し U(y; r) ⊂ Cが成り立つ。z ∈

xy ∩ {x}cとする。あるλ ≥ 0, µ > 0が存在し、λ + µ = 1を満たし

z = λx + µy

が成り立つ。そこで、U(z; µr) ⊂ Cが成り立つことを示す。z′ ∈ U(z; µr)をとる。|z′−z| < µr

となるので、

|z′ − (λx + µy)| < µr.

両辺をµ > 0で割ると ∣∣∣∣∣
z′ − λx

µ
− y

∣∣∣∣∣ < r.

これより、(z′ − λx)/µ ∈ U(y; r) ⊂ Cとなる。よって、(z′ − λx)/µ ∈ Cとなり、

z = λx + µ
z′ − λx

µ
∈ C.

つまり、U(z; µr) ⊂ Cとなり、z ∈ C◦。したがって、xy ∩ {x}c ⊂ C◦が成り立つ。

系 4.2.12 Rn内の凸集合 Cの内部が空でないならば、内部 C◦も凸になる。

系 4.2.13 定理 4.2.11において、仮定の x ∈ Cを x ∈ C̄に置き換えても、同じ結論が成り
立つ。

証明 z ∈ xy ∩ {x, y}cが Cの内部 C◦に含まれることを示せばよい。
xの近傍の点 z1に対して z1から出発し zを通って yの近傍の点 z2にいたる線分を構成す
る。まず、

z =
1

|x − y|
(|y − z|x + |x − z|y)
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に注意しておく。zがz1z2上でこれと同じ比になるように z2を定める。

z2 = z1 +
|x − y|
|x − z|

(z − z1)

= z1 +
|x − y|
|x − z|

(
1

|x − y|
(|y − z|x + |x − z|y) − z1

)

= z1 +
1

|x − z|
(|y − z|x + |x − z|y) − |x − y|

|x − z|
z1

= −|y − z|
|x − z|

z1 +
|y − z|
|x − z|

x + y

= y − |y − z|
|x − z|

(z1 − x).

yは Cの内部に含まれているので、ある r > 0が存在し U(y; r) ⊂ C◦となる。そこで、z1を

|z1 − x| <
r|x − z|
|y − z|

を満たし、かつ、z1 ∈ Cとなるようにとる。x ∈ C̄だから、このような z1をとることがで
きる。このとき、

|z2 − y| =
|y − z|
|x − z|

|z1 − x| <
|y − z|
|x − z|

r|x − z|
|y − z|

= r

となるので、
z2 ∈ U(y; r) ⊂ C◦

が成り立つ。定理 4.2.11より、

z ∈ z1z2 ∩ {z1}c ⊂ C◦

となり、zは C◦に含まれる。

系 4.2.14 Rn内の凸集合 Cの内部が空でないならば、(C◦) = C̄と (C̄)◦ = C◦が成り立つ。

証明 C◦ ⊂ Cだから、(C◦) ⊂ C̄が成り立つ。以下で逆の包含関係を示す。x ∈ C̄をと
る。x1 ∈ C◦をとると、系 4.2.13よりxx1 ∩ {x}c ⊂ C◦となり、x ∈ (C◦)が成り立つ。した
がって、C̄ ⊂ (C◦)となり、(C◦) = C̄を得る。

C ⊂ C̄だから、C◦ ⊂ (C̄)◦が成り立つ。以下で逆の包含関係を示す。x /∈ C◦をとる。
x1 ∈ C◦をとっておく。x1から xへの線分を少し延ばした点を yとすると、x ∈ yx1 ∩{y}cと
なる。もし、y ∈ C̄ならば系 4.2.13より x ∈ C◦となり xのとり方に反する。よって y /∈ C̄と
なる。これより、xのどんな近傍にもC̄に含まれない点がある。つまり、x /∈ (C̄)◦となり、
(C̄)◦ ⊂ C◦が成り立つ。したがって、C◦ = (C̄)◦を得る。
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定義 4.2.15 CをRn内の凸集合とする。

max{r | x1, . . . , xr+1 ∈ C, x2 − x1, . . . , xr+1 − x1は線形独立 }

を凸集合 Cの次元と呼び、dim Cで表す。

補題 4.2.16 Rnの元 x1, . . . , xn+1を

x2 − x1, . . . , xr+1 − x1, xr+2 − x1, . . . , xn+1 − x1

が線形独立になるようにとる。このとき、任意の x ∈ Rnに対して

x =
n+1∑

i=1

χixi,
n+1∑

i=1

χi = 1

を満たすχ1, . . . , χn+1が一意的に存在する。また、

n+1∑

i=1

λixi = 0,
n+1∑

i=1

λi = 0

と仮定すると、λ1 = · · · = λn+1 = 0 が成り立つ。

証明 まず、
(∗)

[
x1

1

]
, . . . ,

[
xn+1

1

]

がRn+1の基底になることを示しておく。

n+1∑

i=1

χi

[
xi

1

]
= 0

とすると、
n+1∑

i=1

χixi = 0,
n+1∑

i=1

χi = 0.

よって

χ1 = −
n+1∑

i=2

χi

となり、

0 =
n+1∑

i=1

χixi =

(
−

n+1∑

i=2

χi

)
x1 +

n+1∑

i=2

χixi =
n+1∑

i=2

χi(xi − x1).

よって、χ2 = · · · = χn+1 = 0となり、χ1 = 0。以上より、(∗)は線形独立になり、Rn+1の
基底になる。
任意の x ∈ Rnに対して、一意的にχ1, . . . , χn+1が存在し

[
x

1

]
=

n+1∑

i=1

χi

[
xi

1

]
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を満たす。すなわち、

x =
n+1∑

i=1

χixi,
n+1∑

i=1

χi = 1

となる。
次に

n+1∑

i=1

λixi = 0,
n+1∑

i=1

λi = 0

と仮定すると、
n+1∑

i=1

λi

[
xi

1

]
= 0

となり、(∗)が線形独立であることより、λ1 = · · · = λn+1 = 0 が成り立つ。

定理 4.2.17 CをRn内の r次元凸集合に対して、Cを含む r次元アファイン部分空間A(C)

が一意的に存在する。さらに、A(C)内で Cは内部を持つ。

証明 dim C = rとし、x1, . . . , xr+1 ∈ Cを x2 − x1, . . . , xr+1 − x1が線形独立になるよう
にとる。さらに、

x2 − x1, . . . , xr+1 − x1, xr+2 − x1, . . . , xn+1 − x1

が Rnの基底になるように xr+2, . . . , xn+1をとる。このとき、補題 4.2.16より、x ∈ Cに対
して

x =
n+1∑

i=1

χixi,
n+1∑

i=1

χi = 1

となるχ1, . . . , χn+1が存在する。
以下で、χr+2 = · · · = χn+1 = 0となることを示す。x1, . . . , xr+1, xはすべて Cに含まれ、

dim C = rだから、凸集合の次元の定義から

x2 − x1, . . . , xr+1 − x1, x − x1

は線形従属になる。よって、すべては 0でない実数λ1, . . . , λr+1, λが存在し、

λ2(x2 − x1) + · · · + λr+1(xr+1 − x1) + λ(x − x1) = 0

となる。x2 − x1, . . . , xr+1 − x1は線形独立だから、λ 6= 0であることに注意しておく。この
等式に xの x1, . . . , xn+1による表示を代入すると、

0 = λ2(x2 − x1) + · · ·λr+1(xr+1 − x1) + λ(x − x1)

= (λ(χ1 − 1) − λ2 − · · · − λr+1)x1

+(λχ2 + λ2)x2 + · · · + (λχr+1 + λr+1)xr+1

+λχr+2xr+2 + · · · + λχn+1xn+1.
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ここで、これらの係数の和を考えると、

(λ(χ1 − 1) − λ2 − · · · − λr+1) + (λχ2 + λ2) + · · · + (λχr+1 + λr+1)

+λχr+2 + · · · + λχn+1

= λ(χ1 + · · · + χn+1 − 1)

= 0.

よって、補題 4.2.16より、
λχr+2 = · · · = λχn+1 = 0

となり、λ 6= 0だから、χr+2 = · · · = χn+1 = 0が成り立つ。
以上より、任意の x ∈ Cに対して

x =
r+1∑

i=1

χixi,
r+1∑

i=1

χi = 1

となるχ1, . . . , χr+1が存在する。そこで、

A(C) =

{
r+1∑

i=1

χixi

∣∣∣∣∣
r+1∑

i=1

χi = 1

}

とおくと、A(C)は r次元アファイン部分空間になり、Cを含む。
Cを含む r次元アファイン部分空間の一意性を示す。もし、A1,A2が Cを含む異なる二つ
の r次元アファイン部分空間とすると、A1 ∩ A2も Cを含み、次元は rよりも小さくなる。
ところが、これは Cの次元が rであることに矛盾する。したがって、Cを含む r次元アファ
イン部分空間は一意である。
最後に、A(C)内で Cが内部を持つことを示す。命題 4.2.4より、

{
r+1∑

i=1

χixi

∣∣∣∣∣ χi > 0, χ1 + · · · + χr+1 = 1

}

は Cに含まれ、A(C)の開集合になる。したがって、A(C)内で Cは内部を持つ。

定義 4.2.18 Rn内の凸集合CのA(C)における内部をCの相対内部と呼びCr◦で表す。A(C)

における境界を Cの相対境界と呼び∂rCで表す。

4.3 凸集合の位相

補題 4.3.1 Cを Rn内の凸集合とする。Cの相対内部の点 pをとる。A(C)に平行な Rnの
部分ベクトル空間内の単位球面を Sで表す。各 y ∈ Sに対して、p を出発する方向 yの半
直線と Cとの共通部分は線分、または、半直線になる。その長さをσ(y) で表すと、関数
σ : S → (0,∞]は連続になる。
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証明 dim C = nとし、p = 0としても一般性は失われない。このとき、A(C) = Rnと
なる。各 y ∈ Sに対して、0を出発する方向 yの半直線を l(y)で表すことにする。l(y)は凸
集合になるので、それとCとの共通部分も凸集合になり、線分または半直線になる。0はC

の内部の点だから、ある r > 0が存在し B(0; r) ⊂ C◦が成り立つ。σの連続性をσ(y) < ∞
となる点 yとσ(y) = ∞となる点 yに場合分けして示す。

σ(y) < ∞のとき、l(y)と Cの境界との共通部分は一点になるので、それを f(y)で表す。

H(f(y), B(0; r)) = ∪{f(y)x | x ∈ B(0; r)}

によって H(f(y), B(0; r))を定める。f(y) ∈ C̄だから、系 4.2.13より、H(f(y), B(0; r)) ∩
{f(y)}c ⊂ Cが成り立つ。z ∈ Sに対して、l(z)と H(f(y), B(0; r))との共通部分の長さを
ρ(z)で表すと、関数ρ : S → (0,∞)は連続になり、ρ ≤ σが成り立つ。ρの連続性より、任
意のε > 0に対してあるδ1 > 0が存在し、

|z − y| < δ1 ⇒ |ρ(z) − ρ(y)| < ε.

ここで、ρ(y) = σ(y)だから、|z − y| < δ1のとき、

−ε < ρ(z) − ρ(y) ≤ σ(z) − σ(y).

次にH(f(y), B(0; r))の境界の内で f(y)を中心にした錐になっている部分を、f(y)に関し
て点対称に写した錐を伸ばしたものの内部をDとする。このとき、D ∩ C = ∅となる。な
ぜならば、z ∈ D ∩ Cとすると、z1 ∈ B(0; r)を f(y) ∈ zz1となるようにとることができ、
定理 4.2.11より、f(y) ∈ C◦となり f(y)が Cの境界の点であることに矛盾する。δ2 > 0を
十分小さくとると、|z − y| < δ2のとき l(z)は Dと交わる。この半直線 l(z)が Dに始めて
ぶつかる点までの距離をτ(z)で表すと、τは連続関数になり、σ ≤ τが成り立つ。τの連続
性より、あるδ3 > 0が存在し、

|z − y| < δ3 ⇒ |τ(z) − τ(y)| < ε.

ここで、τ(y) = σ(y)だから、|z − y| < δ3のとき、

ε > τ(z) − τ(y) ≥ σ(z) − σ(y).

以上より、δ = max{δ1, δ3}とおくと、

|z − y| < δ ⇒ |σ(z) − σ(y)| < ε

となり、σは yにおいて連続になる。
σ(y) = ∞の場合を考える。このとき、l(y) ⊂ Cとなる。

E = ∪{z1z2 | z1 ∈ U(0; r), z2 ∈ l(y)}

とおくと、Cの凸性より E ⊂ Cが成り立つ。Eの定め方より E = U(l(y); r)が成り立つ。
z ∈ Sに対して、l(z)と Eとの共通部分の長さをρ(z)で表すと、関数ρ : S → (0,∞]は連続
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になり、ρ ≤ σが成り立つ。ρ(y) = σ(y) = ∞だから、ρの連続性より、任意の R > 0に対
してあるδ > 0が存在し、

|z − y| < δ ⇒ R < ρ(z).

|z − y| < δのとき、
R < ρ(z) ≤ σ(z)

となり、σは yで連続になる。

定理 4.3.2 CをRn内の凸集合とする。このとき、Cr◦は A(C)と位相同型になる。さらに
Cがコンパクトのときは、Cの相対境界は A(C)内の単位球面に位相同型になる。

証明 dim C = n とし、0 が Cの内部に含まれると仮定しても一般性は失われない。
このとき、A(C) = Rnとなる。補題 4.3.1の記号をそのまま使うことにする。連続関数
σ : S → (0,∞]を使って、写像 f : C◦ → Rnを

f(x) =





0 (x = 0)

x (x 6= 0, σ(x/|x|) = ∞)
σ(x/|x|)

σ(x/|x|) − |x|
· x (x 6= 0, σ(x/|x|) < ∞)

によって定める。以下で f : C◦ → Rnが位相同型写像になることを示す。

{x ∈ C∞ | x 6= 0, σ(x/|x|) < ∞}

はRn内の開集合になり、ここでは fは連続写像の合成だから連続になる。
0における fの連続性を示す。任意のε > 0をとる。B(0; ε) ⊂ C◦となる場合を考えれば
十分である。σ(z/|z|) = ∞となる z ∈ U(0; ε) ∩ {0}cについては

|f(z) − f(0)| = |z| < ε.

σ(z/|z|) < ∞となる z ∈ U(0; ε) ∩ {0}cについては、B(0; ε) ⊂ C◦だから |z| < σ(z/|z|)と
なり、

|f(z) − f(0)| =
σ(z/|z|)

σ(z/|z|) − |z|
|z| < |z| < ε.

以上より fは 0において連続になる。
σ(x/|x|) = ∞となる x 6= 0における fの連続性を示す。σの x/|x|における連続性より、
任意のε > 0に対して Sにおける x/|x|の開近傍 Uが存在し、

y ∈ U ⇒ 2

ε

(
|x| + ε

2

)2

+ |x| + ε

2
< σ(y)

となる。
V = {ty | y ∈ U, t > 0}
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とおくと VはRnにおける xの開近傍になる。そこで、

U(x; δ) ⊂ V, 0 < δ < min
{

ε

2
, |x|

}

となるδをとる。このとき、z ∈ U(x; δ)に対して z 6= 0となり、σ(z/|z|) = ∞のときは、

|f(z) − f(x)| = |z − x| <
ε

2
< ε.

σ(z/|z|) < ∞のときは、

|f(z) − f(x)| = |f(z) − z + z − x|
≤ |f(z) − z| + |z − x|

=

∣∣∣∣∣
σ(z/|z|)

σ(z/|z|) − |z|
z − z

∣∣∣∣∣ + |z − x|

=
σ(z/|z|) − (σ(z/|z|) − |z|)

σ(z/|z|) − |z|
|z| + |z − x|

=
|z|2

σ(z/|z|) − |z|
+ |z − x|.

ここで、U(x; δ) ⊂ Vだから、z/|z| ∈ Uとなり

σ(z/|z|) − |z| >
2

ε

(
|x| + ε

2

)2

+ |x| + ε

2
− |z| =

2

ε

(
|x| + ε

2

)2

.

したがって、
|f(z) − f(z)| <

ε

2
+

ε

2
= ε.

よって、fは xにおいて連続になる。以上より、fは C◦で連続になる。
次に fが位相同型写像になることを示すために、fの逆写像を構成する。写像 g : Rn → C◦

を

g(x) =





0 (x = 0)

x (x 6= 0, σ(x/|x|) = ∞)
σ(x/|x|)

σ(x/|x|) + |x|
· x (x 6= 0, σ(x/|x|) < ∞)

によって定める。x 6= 0, σ(x/|x|) < ∞のとき、

|g(x)| =
σ(x/|x|)

σ(x/|x|) + |x|
|x| < σ(x/|x|)

となり、gが C◦への写像であることがわかる。
まず、gが fの逆写像になることを示す。gf(0) = 0となり、x 6= 0, σ(x/|x|) = ∞のとき、

gf(x) = g(x) = x.
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x 6= 0, σ(x/|x|) < ∞のとき、σ(f(x)/|f(x)|) = σ(x/|x|)となり

gf(x) = g

(
σ(x/|x|)

σ(x/|x|) − |x|
x

)

=
σ(x/|x|)

σ(x/|x|) + |f(x)|
σ(x/|x|)

σ(x/|x|) − |x|
x

=
σ(x/|x|)

σ(x/|x|) +
σ(x/|x|)|x|

σ(x/|x|) − |x|

σ(x/|x|)
σ(x/|x|) − |x|

x

=
σ(x/|x|)2

σ(x/|x|)(σ(x/|x|) − |x|) + σ(x/|x|)|x|
x

= x.

以上より gfは C◦の恒等写像になる。
次に fg(0) = 0となり、x 6= 0, σ(x/|x|) = ∞のとき、

fg(x) = f(x) = x.

x 6= 0, σ(x/|x|) < ∞のとき、σ(g(x)/|g(x)|) = σ(x/|x|)となり

fg(x) = f

(
σ(x/|x|)

σ(x/|x|) + |x|
x

)

=
σ(x/|x|)

σ(x/|x|) − |g(x)|
σ(x/|x|)

σ(x/|x|) + |x|
x

=
σ(x/|x|)

σ(x/|x|) − σ(x/|x|)|x|
σ(x/|x|) + |x|

σ(x/|x|)
σ(x/|x|) + |x|

x

=
σ(x/|x|)2

σ(x/|x|)(σ(x/|x|) + |x|) − σ(x/|x|)|x|
x

= x.

以上より fgはRnの恒等写像になり、gは fの逆写像になる。

{x ∈ Rn | x 6= 0, σ(x/|x|) < ∞}

はRn内の開集合になり、ここでは gは連続写像の合成だから連続になる。
0における gの連続性を示す。任意のε > 0をとる。σ(z/|z|) = ∞となる z ∈ U(0; ε)∩{0}c

については
|g(z) − g(0)| = |z| < ε.

σ(z/|z|) < ∞となる z ∈ U(0; ε) ∩ {0}cについては、

|g(z) − g(0)| =
σ(z/|z|)

σ(z/|z|) + |z|
|z| < |z| < ε.
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以上より gは 0において連続になる。
σ(x/|x|) = ∞となる x 6= 0における gの連続性を示す。σの x/|x|における連続性より、
任意のε > 0に対して Sにおける x/|x|の開近傍 Uが存在し、

y ∈ U ⇒ 2

ε

(
|x| + ε

2

)2

< σ(y)

となる。
V = {ty | y ∈ U, t > 0}

とおくと VはRnにおける xの開近傍になる。そこで、

U(x; δ) ⊂ V, 0 < δ < min
{

ε

2
, |x|

}

となるδをとる。このとき、z ∈ U(x; δ)に対して z 6= 0となり、σ(z/|z|) = ∞のときは、

|g(z) − g(x)| = |z − x| <
ε

2
< ε.

σ(z/|z|) < ∞のときは、

|g(z) − g(x)| = |g(z) − z + z − x|
≤ |g(z) − z| + |z − x|

=

∣∣∣∣∣
σ(z/|z|)

σ(z/|z|) + |z|
z − z

∣∣∣∣∣ + |z − x|

=
σ(z/|z|) − (σ(z/|z|) + |z|)

σ(z/|z|) + |z|
|z| + |z − x|

=
|z|2

σ(z/|z|) + |z|
+ |z − x|

<
|z|2

σ(z/|z|)
+ |z − x|.

ここで、U(x; δ) ⊂ Vだから、z/|z| ∈ Uとなり

σ(z/|z|) >
2

ε

(
|x| + ε

2

)2

したがって、
|f(z) − f(z)| <

ε

2
+

ε

2
= ε.

よって、gは xにおいて連続になる。以上より、gはRnで連続になる。
Cがコンパクトのときは、すべての y ∈ Sに対してσ(y) < ∞ となる。そこで、写像

g : S → ∂Cを
g(y) = σ(y)y (y ∈ S)

によって定める。σが連続だから、gも連続になる。さらに、gは全単射になる。Sはコンパ
クトで、∂Cは Hausdorff位相空間だから、g : S → ∂Cは位相同型写像になる。
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4.4 凸集合と超平面

定義 4.4.1 Rn内の超平面 Pが部分集合 Xを切断するとは、Pを境界に持つ二つの開半空
間がともにXの元を持つことである。

定理 4.4.2 Rn内の超平面 Pが凸集合 Cを切断するための必要十分条件は、Pと Cが次の
(1)と (2)を満たすことである。

(1) P 6⊃ A(C).

(2) Pと Cの相対内部は共通部分を持つ。

証明 Pが Cを切断すると仮定する。超平面 Pを

P = {x ∈ Rn | 〈a, x〉 = α}

と表すことにする。Pは Cを切断するので、〈a, x1〉 < αを満たす x1 ∈ Cとα < 〈a, x2〉を満
たす x2 ∈ Cが存在する。x1 ∈ C ⊂ A(C)と x1 /∈ Pが成り立つので、(1)の P 6⊃ A(C)を
得る。次に定理 4.2.11より、x ∈ Cr◦に対してx1x∩ {x1}c ⊂ Cr◦とx2x∩ {x2}c ⊂ Cr◦が成り
立つ。折線x1x ∪ x2x上の連続関数

x1x ∪ x2x 3 y 7→ 〈a, y〉

は端点で
〈a, x1〉 < α < 〈a, x2〉

となる。よって中間値の定理よりある y ∈ x1x ∪ x2xが存在し、〈a, y〉 = αとなる。さらに
y ∈ C◦ ∩ Pが成り立ち、Pと Cの相対内部は共通部分を持つ。
逆に Pと Cが (1) と (2) を満たすと仮定する。(1) より y /∈ Pとなる y ∈ A(C) をとる
ことができる。(2)より Pと Cの相対内部の共通部分から点 xをとることができる。yと x

を結ぶ直線を lとすると、lと Pの共通部分は一点になる。もし共通部分が二点以上あると
すると、l ⊂ Pとなり y /∈ Pに矛盾する。よって l ∩ P = {x}となる。x, y ∈ A(C)だから
l ⊂ A(C)が成り立つ。xは Cの相対内部の点なので、l内の線分x1x2 ⊂ Cr◦であって、xを
相対内部に含むものが存在する。このとき、Pを境界に持つ二つの開半空間にそれぞれ x1

と x2が含まれ、Pは Cを切断する。

系 4.4.3 Rn内の超平面 Pが凸集合 Cを切断するとき、Pは Cの相対内部も切断する。

定理 4.4.4 (Hahn-Banach) Cを Rn内の開凸集合とし、A を Rn内の Cと共通部分を持
たないアファイン部分空間とする。このとき、Aを含む超平面であって Cと共通部分を持
たないものが存在する。
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証明 Aを含み Cと共通部分を持たないアファイン部分空間の内で最大次元のものを一
つとり Pとする。dim P = n − 1ならば、定理の主張が成立する。そこで、dim P ≤ n − 2

と仮定して矛盾を導く。
Pの直交補空間の一つをQとすると、仮定より dim Q ≥ 2となる。RnからQへの直交射
影を p : Rn → Qで表し、P ∩Q = {x}とおく。すると、p(P ) = {x}となり、直交射影 pは
開写像だから、p(C)はQ内の開集合になる。pはアファイン写像でもあるので、命題 4.2.5

より、p(C)はQ内の開凸集合になる。PとCは共通部分を持たないので、xは p(C)に含ま
れない。xを通るQ内の任意の直線 lをとると、p−1(l)は Pを含み、よってAを含むアファ
イン部分空間になり、dim p−1(l) = dim P + 1だから、Pの次元の最大性より、p−1(l)は C

と交わる。これより、lは p(C)と交わる。すなわち、xを通るQ内の任意の直線と p(C)は
共通部分を持つ。よって、xを通るQ内の 2次元平面Rをとると、Rと p(C)も共通部分を
持つ。このとき、C1 = R ∩ p(C)は R内の xを含まない開凸集合になる。

D = {u | |u| = 1, x + tu (t ≥ 0)は Rの半直線で C1と共通部分を持つ }

とおくと、Dは円 S1内の連結開集合になる。Dの長さを L(D)で表すと、C1が Rの開凸集
合であることから、L(D) ≤ πとなる。なぜならば、もし、L(D) > πとすると、ある u ∈ D

は−u ∈ Dを満たし、定理 4.2.11より x ∈ (x − u)(x + u) ⊂ C1となり、C1が xを含まない
ことに矛盾する。ところが、L(D) ≤ πは xを通る R内の直線が C1と交わることに矛盾す
る。以上より、dim P = n − 1となり、Pは Aを含む超平面であって Cと共通部分を持た
ない。

定義 4.4.5 Rn内の超平面 Pが 0でないベクトル aと実数αによって

P = {x ∈ Rn | 〈a, x〉 = α}

によって与えられているとする。Rn内の部分集合X1, X2が

X1 ⊂ {x ∈ Rn | 〈a, x〉 < α}, X2 ⊂ {x ∈ Rn | 〈a, x〉 ≥ α}

または、
X2 ⊂ {x ∈ Rn | 〈a, x〉 < α}, X1 ⊂ {x ∈ Rn | 〈a, x〉 ≥ α}

を満たすとき、PはX1とX2を分離するという。さらに、X1, X2が

X1 ⊂ {x ∈ Rn | 〈a, x〉 < α}, X2 ⊂ {x ∈ Rn | 〈a, x〉 > α}

または、
X2 ⊂ {x ∈ Rn | 〈a, x〉 < α}, X1 ⊂ {x ∈ Rn | 〈a, x〉 > α}

を満たすとき、PはX1とX2を強く分離するという。

系 4.4.6 C1をRn内の開凸集合とし、C2をRn内の凸集合とする。このとき、C1 ∩ C2 = ∅
ならば、ある超平面 Pが存在し、Pは C1と C2を分離する。
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証明 系 4.2.6より、C1 − C2は凸集合になる。さらに、

C1 − C2 =
⋃

x2∈C2

(C1 − {x2})

となるので、C1 − C2は開凸集合になる。C1 ∩ C2 = ∅より、C1 − C2は原点 0を含まない。
よって、定理 4.4.4より、原点を通る超平面 Pが存在し (C1 − C2) ∩ P = 0となる。超平面
Pは 0でないベクトル aによって

P = {x ∈ Rn | 〈a, x〉 = 0}

で与えられるとする。必要なら aを−1倍することにより、

x ∈ C1 − C2 ⇒ 〈a, x〉 > 0

となる。よって、
x1 ∈ C1, x2 ∈ C2 ⇒ 〈a, x1〉 > 〈a, x2〉

が成り立つ。これより特に {〈a, x1〉 | x1 ∈ C1}は下に有界になり、下限αが存在する。C1は
開集合だから、

C1 ⊂ {x ∈ Rn | 〈a, x〉 > α}

となり、上で示したことから、

C2 ⊂ {x ∈ Rn | 〈a, x〉 ≤ α}

となるので、超平面 {x ∈ Rn | 〈a, x〉 = α} は C1と C2を分離する。

定義 4.4.7 PをRn内の超平面とし、XをRn内の部分集合とする。PがXの支持超平面で
あるとは、PとXの閉包X̄が共通部分を持ち、PがXを切断しないことである。

系 4.4.8 CをRn内の凸集合とする。∂Cの任意の点 xに対して、xを通る Cの支持超平面
が存在する。

証明 dim C ≤ n − 1の場合は、A(C)を含む任意の超平面 Pは Cの支持超平面になり、
C ⊂ Pとなるので、Pは Cの任意の点を通る。
以下では dim C = nの場合を考える。このとき、Cは内点を持ち、C◦は空ではない。C◦

は開凸集合になるので、x ∈ ∂Cを任意にとると、C◦は x を含まない。系 4.4.6より C◦と
{x}を分離する超平面 Pが存在する。Pは C◦と共通部分を持たないことになり、定理 4.4.2

より Pは Cを切断しない。系 4.2.14より、(C◦) = C̄ 3 xとなり、Pは C◦と {x}を分離す
ることから、xは Pに含まれる。したがって、Pは xを通る Cの支持超平面になる。

定理 4.4.9 CをRn内の内点を持つ閉集合とし、n ≥ 2と仮定する。Cが凸集合になるため
の必要十分条件は、∂Cの任意の点 xに対して xを通る Cの支持超平面が存在することで
ある。
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証明 Cが凸集合のとき、系 4.4.8より∂Cの任意の点 xに対して xを通る Cの支持超平
面が存在する。
次に Cが凸集合ではないとする。このとき、ある x1, x2 ∈ Cが存在し C 6⊃ x1x2となる。
つまり、y /∈ Cとなる y ∈ x1x2が存在する。n ≥ 2だから x1, x2を通る直線上にない C◦の点
zが存在する。yは Cに含まれない点だから、線分zyは相対内部に∂Cの点 p を持つ。よっ
て、x1, x2, zを頂点に持つ三角形 Sは相対内部に pを持つ。以下で pを通る Cの支持超平面
は存在しないことを示す。pを通る超平面 Pをとる。Pが Sを含むとすると Pは zを含むこ
とになり、Pは Cを切断する。よって、Pは Cの支持超平面ではない。次に Pが Sを含まな
い場合を考える。このとき、S ∩ Pは Sの辺を結ぶ線分になり、Sの三頂点を切断する。し
たがって、Pは Cを切断し Cの支持超平面ではない。以上より、pを通る Cの支持超平面
は存在しないことがわかった。

命題 4.4.10 C1と C2を Rn内の共通部分を持たないコンパクト凸集合とする。このとき、
C1と C2を強く分離する超平面が存在する。

証明 C1と C2はコンパクト凸集合であって共通部分を持たないので、

d(C1, C2) = inf{|x − y| | x ∈ C1, y ∈ C2}

とおくと、d(C1, C2) > 0となる。さらに、|x0−y0| = d(C1, C2)を満たす x0 ∈ C1と y0 ∈ C2

が存在する。線分x0y0の中点 zを通り、この線分に垂直な超平面を Pとする。
以下で Pが C1と C2を強く分離することを示す。a = y0 − x0とおき、

P = {x ∈ Rn | 〈a, x〉 = 〈a, z〉}

とする。
〈a, x0〉 < 〈a, z〉 < 〈a, y0〉

が成り立つ。
C1 ⊂ {x ∈ Rn | 〈a, x〉 ≤ 〈a, x0〉}

を示す。そのために
〈a, x〉 > 〈a, x0〉

を満たす x ∈ C1が存在すると仮定して矛盾を導く。C1は凸集合だからx0x ⊂ C1となり、仮
定よりx0x ⊂ C1上に

|x1 − y0| < |x0 − y0|

を満たす点 x1が存在する。これは |x0 − y0| = d(C1, C2)に矛盾する。したがって、

C1 ⊂ {x ∈ Rn | 〈a, x〉 ≤ 〈a, x0〉}

が成り立つ。同様にして、

C1 ⊂ {x ∈ Rn | 〈a, x〉 ≥ 〈a, y0〉}

も成り立つ。以上より Pが C1と C2を強く分離することがわかった。
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4.5 凸包

補題 4.5.1 Xを Rn内の空でない部分集合とすると、Xを含む凸集合の内で包含関係に関
して最小になる凸集合が存在する。

証明 命題 4.2.8より、

H = ∩{C ⊂ Rn | X ⊂ C, Cは凸集合 }

は凸集合になる。定め方から、HはXを含み、Xを含む凸集合の内で包含関係に関して最
小になる。

定義 4.5.2 Rn内の空でない部分集合 Xに対して、Xを含む凸集合の内で包含関係に関し
て最小になる凸集合 (存在は補題 4.5.1)を Xの凸包と呼び、H(C)で表す。Rn内の空でな
い部分集合X1, . . . , Xkに対して、

H(X1, . . . , Xk) = H(X1 ∪ · · · ∪ Xk)

と表す。Xi = {xi}のときは、

H(x1, . . . , xk) = H(X1, . . . , Xk) = H({x1, . . . , xk})

と表すことにする。すなわち、H(x1, . . . , xk)は x1, . . . , xkの張る単体に一致する。

定理 4.5.3 (Carathéodory) XをRn内の空でない部分集合とする。このとき、

H(X) = ∪{H(x1, . . . , xs) | xi ∈ X, s ≤ n + 1}

が成り立つ。Xの連結成分の個数が n個以下のときには、

H(X) = ∪{H(x1, . . . , xs) | xi ∈ X, s ≤ n}

が成り立つ。

定理 4.5.3の証明の準備をしておく。

補題 4.5.4 y1, . . . , ys, z1, . . . , zt ∈ Rnと実数 0 ≤ χ ≤ 1に対して

χH(y1, . . . , ys) + (1 − χ)H(z1, . . . , zt) ⊂ H(y1, . . . , ys, z1, . . . , zt)

が成り立つ。
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証明 y ∈ H(y1, . . . , ys)と z ∈ H(z1, . . . , zt)に対して、実数λj, µkが存在し、

y = λ1y1 + · · · + λsys (λj ≥ 0, λ1 + · · · + λs = 1)

z = µ1z1 + · · · + µtzt (µk ≥ 0, µ1 + · · · + µt = 1)

が成り立つ。このとき、x = χy + (1 − χ)zとおくと

x = χy + (1 − χ)z

= χλ1y1 + · · · + χλsys + (1 − χ)µ1z1 + · · · + (1 − χ)µtzt

が成り立つ。ここで、χλj, (1 − χ)µk ≥ 0であり、

χλ1 + · · · + χλs + (1 − χ)µ1 + · · · + (1 − χ)µt = χ + (1 − χ) = 1

だから、x ∈ H(y1, . . . , ys, z1, . . . , zt)となり、

χH(y1, . . . , ys) + (1 − χ)H(z1, . . . , zt) ⊂ H(y1, . . . , ys, z1, . . . , zt)

を得る。

補題 4.5.5 XをRn内の空でない部分集合とする。このとき、

H(X) = ∪{H(x1, . . . , xs) | xi ∈ X}

が成り立つ。

証明 まず、
R(X) = ∪{H(x1, . . . , xs) | xi ∈ X}

とおく。xi ∈ Xに対して、H(x1, . . . , xs) ⊂ H(X)となるので、R(X) ⊂ H(X)が成り立つ。
次にR(X)が凸集合であることを示す。任意の y, z ∈ R(X)に対して、ある yj, zk ∈ Xが
存在し、

y ∈ H(y1, . . . , ys), z ∈ H(z1, . . . , zt).

補題 4.5.4より、
yz ⊂ H(y1, . . . , ys, z1, . . . , zt) ⊂ R

となり、R(X)は凸集合になる。
R(X)の定め方よりX ⊂ R(X)であり、R(X)は凸集合だから、凸包の最小性よりH(X) ⊂

R(X)が成り立つ。したがって、H(X) = R(X)を得る。

定理 4.5.3の証明 補題 4.5.5の証明中の記号 R(X)はそのまま使うことにする。まず、

R1(X) = {H(x1, . . . , xs) | xi ∈ X, s ≤ n + 1}
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とおくと、R1(X) ⊂ R(X) が成り立つ。補題 4.5.5より、H(X) = R(X) となるので、
R1(X) = R(X)を示せばよい。任意の x ∈ R(X)に対してある xi ∈ Xと実数λiが存在し、

x = λ1x1 + · · · + λkxk (λi ≥ 0, λ1 + · · · + λk = 1)

と表すことができる。k ≤ n + 1のときは x ∈ R(X)となる。そこで、以下では k > n + 1

の場合を考える。
x2 − x1, . . . , xk − x1

は線形従属になるので、すべては 0でない実数α2, . . . , αkが存在し、

α2(x2 − x1) + · · · + αk(xk − x1) = 0

となる。そこで、α1 = −α2 − · · · − αkとおくと、

α1x1 + α2x2 + · · · + αkxk = 0

が成り立つ。
S = {τ ∈ R | ταi ≥ −λi (1 ≤ i ≤ k)}

とおくと、0 ∈ Sだから、Sは空集合ではない。よって、SはRの凸集合になる。また、あ
るαiは 0ではないので、SはRに一致することはない。そこで、Sの境界の点τ0をとる。S

の定め方から、ある 1 ≤ j ≤ kが存在して、τ0αj = −λjとなる。βi = λi + τ0αiとおくと、
βi ≥ 0が成り立ち、

β1 + · · · + βk = (λ1 + · · · + λk) + τ0(α1 + · · · + αk) = 1

となる。さらに、

β1x1 + · · · + βkxk = (λ1x1 + · · · + λkxk) + τ0(α1x1 + · · · + αkxk) = x.

ここで、βj = 0だから、

x = β1x1 + · · · + βj−1xj−1 + βj+1xj+1 + · · · + βkxk

となる。以下、帰納的に同様の操作を行うことにより、x ∈ R1(X)であることがわかり、
R1(X) = R(X)が成り立つ。

Xの連結成分の個数が n個以下の場合を考える。

R0(X) = {H(x1, . . . , xs) | xi ∈ X, s ≤ n}

とおく。R0(X) = R1(X)を示せばよい。y ∈ R1(X)をとると、ある x1, . . . , xs ∈ X (s ≤
n+1)が存在し y ∈ H(x1, . . . , xs)となる。すなわち、λ1+· · ·+λs = 1を満たすλ1, . . . , λs ≥ 0

が存在し、
y = λ1x1 + · · · + λsxs
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が成り立つ。s ≤ nのときは y ∈ R0(X)となるので、s = n + 1の場合を考えればよい。
さらに、あるλiが 0になるときも y ∈ R0(X)となるので、λi > 0の場合を考えればよい。
dim H(x1, . . . , xn+1) < nの場合は y ∈ R0(X)となるので、dim H(x1, . . . , xn+1) = nの場
合を考えればよい。yに関する xiの対称点を x′

iで表す。すなわち、

x′
i = y + (y − xi) = 2y − xi.

このとき、yはH(x′
1, . . . , x

′
n+1)の内部に含まれる。さらに

Ci = {y + t(x − y) | x ∈ H(x′
1, . . . , x̂

′
i, . . . , x

′
n+1), t ≥ 0}

とおく。ただし、x̂′
iは x′

iを取り除くことを意味する。すると、

Rn = C1 ∪ · · · ∪ Cn+1, C◦
i ∩ C◦

j = ∅ (i 6= j)

が成り立つ。1 ≤ j ≤ n + 1を一つとる。

1

λj

y =
1

λj

∑

i 6=j

λixi + xj

となるので、

xj =
1

λj

y − 1

λj

∑

i6=j

λixi

= y +
1 − λj

λj

y − 1

λj

∑

i 6=j

λi(2y − x′
i)

= y +
1 − λj

λj

y +
1

λj


−2(1 − λj)y +

∑

i 6=j

λix
′
i




= y +
1 − λj

λj


 1

1 − λj

∑

i6=j

λix
′
i − y


 .

ここで、
1

1 − λj

∑

i6=j

λix
′
i ∈ H(x′

1, . . . , x̂
′
j, . . . , x

′
n+1)

であり、各λiは正だから、xjは Cjの内部に含まれる。
x1, . . . , xn+1はXの点であり、Xの連結成分の個数は n個以下だから、ある xi, xj (i 6= j)

は同じ連結成分に含まれる。つまり Xの xiと xjを含む連結成分は C◦
i , C

◦
jと共通部分を持

つ。C◦
i ∩C◦

j = ∅だから、この連結成分は∂Ciとの共通部分を持つ。よってX ∩ ∂Ci 6= ∅と
なる。z ∈ X ∩ ∂Ciをとると、

∑

k 6=i,j

µk = 1を満たすµk ≥ 0と t ≥ 0が存在し

z = y + t


 ∑

k 6=i,j

µkx
′
k − y



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を満たす。

z = y + t


 ∑

k 6=i,j

µkx
′
k − y




= y + t


 ∑

k 6=i,j

µk(2y − xk) − y




= y + t


y −

∑

k 6=i,j

µkxk




= (1 + t)y − t
∑

k 6=i,j

µkxk.

よって

y =
1

1 + t
z +

t

1 + t

∑

k 6=i,j

µkxk

であり、
1

1 + t
+

t

1 + t

∑

k 6=i,j

µk =
1

1 + t
+

t

1 + t
= 1

となるので、y ∈ R0(X)がわかり、定理の証明が完結する。

定理 4.5.6 Rn内の有界集合 Xの凸包 H(X)は有界集合になる。さらに、Xがコンパクト
ならば、H(X)はコンパクトになる。

証明 Xが有界のときは、ある R > 0が存在して X ⊂ B(0; R)となる。B(0; R)は凸集
合だからH(X) ⊂ B(0; R)となり、H(X)も有界集合になる。

Φ : Rn+1 × (Rn)n+1 → Rn ; ((λ1, . . . , λn+1), (x1, . . . , xn+1)) 7→
n+1∑

i=1

λixi

によって連続写像Φを定める。

S = {(λ1, . . . , λn+1) ∈ Rn+1 | λi ≥ 0, λ1 + · · · + λn+1 = 1}

とおくと Sは n次元単体になり、特にコンパクトである。よって、S ×Xn+1もコンパクト
になる。定理 4.5.3より、H(X) = Φ(S × Xn+1)となり、H(X)はコンパクトになる。

4.6 凸超曲面

定義 4.6.1 Rn内の n次元凸集合の境界を凸超曲面と呼ぶ。

命題 4.6.2 f : M → Rn+1を n次元多様体Mの埋め込みとする。f(M)が Rn+1の凸超曲
面になるための必要十分条件は、任意の x ∈ Mに対して dfx(TxM)が f(M)の支持超平面
になることである。
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証明 任意の x ∈ Mに対して dfx(TxM) が f(M) の支持超平面になると仮定する。
dfx(TxM)の定める閉半空間のうち f(M)を含む方をとり、それらの共通部分を Cとする
と、∂C = f(M)が成り立ち、定理 4.4.9より Cは凸集合になる。さらに dim C = n + 1と
なり、f(M)は凸超平面になる。
逆に、f(M)がRn+1の凸超曲面になると仮定する。∂C = f(M)となる凸集合 Cをとる。

x ∈ Mに対して f(x)の f(M)での近傍は、陰関数定理より dfx(TxM)上の関数ϕのグラフ
として表すことができる。関数ϕ の正の方向が Cの補集合の方向に一致するようにとる。
Cが凸であることから、ϕは凸関数になる。dϕx = 0であり、ϕ ≤ 0が成り立つ。よって
dfx(TxM)は f(M)における xの近傍の支持超平面になる。Cの凸性から dfx(TxM)は f(M)

全体の支持超平面になる。

定理 4.6.3 f : M → Rn+1をコンパクト n次元多様体 Mの挿入とする。このとき、次の
(1)から (3)は同値になる。

(1) f : M → Rn+1は埋め込みであり、f(M)は凸超曲面になる。

(2) f : M → Rn+1は埋め込みであり、f(M) = ∂H(f(M))が成り立つ。

(3) 任意の x ∈ Mに対して dfx(TxM)は f(M)の支持超平面になる。

証明 (1) ⇒ (3) 命題 4.6.2より成り立つ。
(3) ⇒ (2) 各 x ∈ Mについて dfx(TxM)は f(M)の支持超平面になるので、H(f(M))の支
持超平面になる。f(x)を通るH(f(M))の支持超平面が存在することから、f(x)はH(f(M))

の内点にはなりえず、f(x) ∈ ∂H(f(M))が成り立つ。よって f(M) ⊂ ∂H(f(M))となる。
f(M)はコンパクトだから、f(M)は∂H(f(M))の閉部分集合になる。
次に、f(M)が∂H(f(M))の開部分集合になることを示す。f(M)はコンパクトだから、
定理 4.5.6よりH(f(M))もコンパクトになる。

f(M) ⊂ H(f(M)) ⊂ A(H(f(M)))

であり、f : M → Rn+1は挿入だから、A(H(f(M))) = Rn+1となり、H(f(M))は n + 1次
元コンパクト凸集合になる。定理 4.3.2より、∂H(f(M))は n次元球面に位相同型になる。
p = f(x) ∈ f(M)を任意にとる。fが挿入であることから、n次元開円盤と位相同型にな
る xの開近傍 Uが存在し、f |U : U → Rn+1は埋め込みになる。特に f(U)は n次元開円盤
と位相同型になる∂H(f(M))の部分集合になる。ここで、位相幾何学の次の定理を使うと、
f(U)は∂H(f(M))の開部分集合になる。

定理 4.6.4 U1, U2を n次元球面内の位相同型になる二つの部分集合とする。U1が開部分集
合ならば、U2も開部分集合になる。(S. Eilenberg and N. Steenrod, Foundations of algebraic

topology, Princeton 1952 Theorem 3.9(Invariance of domain) p.303 参照)



4.6 凸超曲面 91

したがって、f(U)は pの∂H(f(M))内の開近傍になり、f(M)は∂H(f(M))内の開部分集
合になる。

∂H(f(M)) は n 次元球面と位相同型だから連結になり、開かつ閉部分集合 f(M) は
∂H(f(M)) に一致する。上で示したことから、f : M → ∂H(f(M)) は局所位相同型写
像になり、被覆写像になる。∂H(f(M))は単連結だから、fは位相同型写像になり、埋め込
みになる。

(2) ⇒ (1) 凸超曲面の定義からわかる。

定理 4.6.5 コンパクト n次元多様体Mの埋め込みι : M → Rn+1の像ι(M)が凸超曲面で
あると仮定する。このとき、τ(M, ι) = 2が成り立つ。

証明 単位ベクトル uに対するM上の関数 fuがMorse関数になっているとする。fuの特
異点が三点以上あると仮定して矛盾を導く。fuの特異点 x1, x2, x3をとる。xiにおけるι(M)

の接ベクトル空間は u に直交するので、特に平行になる。定理 4.6.3より、これらの接ベ
クトル空間は、ι(M)の支持超平面になるので、ι(M)の凸性より三つのうちの二つは一致
する。このとき接ベクトル空間の一致する点を x1, x2とすると、fu(x1) = fu(x2) となる。
ι(x1)ι(x2) ⊂ H(ι(M)) となるが、この線分は x1, x2の支持超平面に含まれ、ι(x1)ι(x2) ⊂
∂H(ι(M))が成り立つ。他方、定理 4.6.3より∂H(ι(M)) = ι(M)だから、ι(x1)ι(x2) ⊂ ι(M)

となり、この線分上の点はすべて fuの特異点になる。これは fuがMorse関数であることに
矛盾する。以上よりMorse関数の特異点は 2になり、τ(M, ι) = 2が成り立つ。


