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第 1章 平面の面積最小性

1.1 直線の長さ最小性

定理 1.1.1 平面R2内の異なる二点 a, bを結ぶ長さ最小の曲線は二点 a, bを結ぶ線分に限る。

長さ非増加レトラクションによる証明 a = 0とし、b = (u, 0)としても一般性は失われ
ない。

P : R2 → R × {0}; (x, y) 7→ (x, 0)

によって写像 Pを定める。任意のベクトル (x, y) ∈ R2に対して、

|P (x, y)| = |(x, 0)| = |x| ≤ |(x, y)|

となり、等号成立のための必要十分条件は y = 0となることである。すなわち、(x, y)が x

軸と平行になることである。aと bを結ぶ曲線 c : [0, 1] → R2をとる。Pcは aと bを結ぶ
線分abを含むことに注意しておく。cの長さ L(c)は

L(c) =
∫ 1

0
|c′(t)|dt ≥

∫ 1

0
|Pc′(t)|dt =

∫ 1

0
|(Pc)′(t)|dt = L(Pc) ≥ L(ab).

したがって、線分abが最も短くなる。等号 L(c) = L(ab)が成り立つと仮定すると、上の不
等式の等号が成り立つので、c′(t)はつねに x軸に平行になり cは線分abに一致する。Pが
長さ非増加レトラクションである。長さ非増加レトラクションを特別な場合として含む面
積非増加レトラクションの一般的定義は後で与える。

キャリブレーションによる証明 前の証明と同様に a = 0とし、b = (u, 0)とする。R2

上の一次微分形式 dxは閉微分形式なっている。任意のベクトル (x, y) ∈ R2に対して、

dx(x, y) = x ≤ |(x, y)|

となり、等号成立のための必要十分条件は y = 0となりかつ x > 0が成り立つことである。
aと bを結ぶ曲線 c : [0, 1] → R2に対して、cとabの端点は一致しているので Stokesの定理
より ∫

c
dx =

∫

ab
dx.
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2 第 1 章 平面の面積最小性

したがって

L(c) =
∫ 1

0
|c′(t)|dt ≥

∫ 1

0
dx(c′(t))dt =

∫

c
dx =

∫

ab
dx = L(ab).

したがって、線分abが最も短くなる。等号 L(c) = L(ab)が成り立つと仮定すると、上の不
等式の等号が成り立つので、c′(t)はつねに x軸に平行になり x軸の正の方向を向くことに
なり、cは線分abに一致する。一次閉微分形式 dxがキャリブレーションである。キャリブ
レーションの一般的定義は後で与える。

Croftonの公式による証明 この証明では次の Croftonの公式を利用する。

定理 1.1.2 (Croftonの公式) 平面 R2内の直線全体の集合にある測度φが存在し、平面上
の曲線 cに対して l 7→ ic(l) = card(c ∩ l)はR2内の直線全体の集合上のφ可測関数になり、

L(c) =
∫

icdφ

が成り立つ。ただし cardXは集合Xの元の個数を表す。

この定理の証明は後で与えることにする。aと bの間を通る直線に限って線分abと交点を
一つだけ持ち、a, bを結ぶ曲線 cとは一点以上の交点を持つので、iab ≤ icが成り立つ。こ
れより、

L(c) =
∫

icdφ ≥
∫

iabdφ = L(ab).

したがって、線分abが最も短くなる。等号 L(c) = L(ab)が成り立つと仮定すると、上の不
等式の等号が成り立つので、φに関してほとんどすべての直線に関して ic = iabが成り立つ
ことになり cは線分abに一致する。

平面 R2内の二点を結ぶ曲線に関する考察に若干の修正をすれば、Rn内の二点を結ぶ曲
線に関する結果を得る。

定理 1.1.3 Rn内の異なる二点 a, bを結ぶ長さ最小の曲線は二点 a, bを結ぶ線分に限る。

長さ非増加レトラクションによる証明 Rn = R × Rn−1とみなすことにする。a = 0と
し、b = (u, 0)としても一般性は失われない。

P : Rn → R × {0}; (x, y) 7→ (x, 0)

によって写像 Pを定める。任意のベクトル (x, y) ∈ Rnに対して、

|P (x, y)| = |(x, 0)| = |x| ≤ |(x, y)|



1.1 直線の長さ最小性 3

となり、等号成立のための必要十分条件は y = 0となることである。すなわち、(x, y)が
x1軸と平行になることである。aと bを結ぶ曲線 c : [0, 1] → Rnをとる。Pcは aと bを結
ぶ線分abを含むことに注意しておく。cの長さ L(c)は

L(c) =
∫ 1

0
|c′(t)|dt ≥

∫ 1

0
|Pc′(t)|dt =

∫ 1

0
|(Pc)′(t)|dt = L(Pc) ≥ L(ab).

したがって、線分abが最も短くなる。等号 L(c) = L(ab)が成り立つと仮定すると、上の不
等式の等号が成り立つので、c′(t)はつねに x1軸に平行になり cは線分abに一致する。Pが
長さ非増加レトラクションである。

キャリブレーションによる証明 前の証明と同様に a = 0とし、b = (u, 0)とする。Rn

上の一次微分形式 dx1は閉微分形式なっている。任意のベクトル (x, y) ∈ Rnに対して、

dx1(x, y) = x ≤ |(x, y)|

となり、等号成立のための必要十分条件は y = 0となりかつ x > 0が成り立つことである。
aと bを結ぶ曲線 c : [0, 1] → Rnに対して、cとabの端点は一致しているので Stokesの定理
より ∫

c
dx1 =

∫

ab
dx1.

したがって

L(c) =
∫ 1

0
|c′(t)|dt ≥

∫ 1

0
dx1(c′(t))dt =

∫

c
dx1 =

∫

ab
dx1 = L(ab).

したがって、線分abが最も短くなる。等号 L(c) = L(ab)が成り立つと仮定すると、上の不
等式の等号が成り立つので、c′(t)はつねに x1軸に平行になり x1軸の正の方向を向くこと
になり、cは線分abに一致する。一次閉微分形式 dx1がキャリブレーションである。

Croftonの公式による証明 この証明では次の Croftonの公式を利用する。

定理 1.1.4 (Croftonの公式) Rn内の超平面全体の集合にある測度φが存在し、Rnの曲線
cに対して h 7→ ic(h) = card(c ∩ h)はRn内の超平面全体の集合上のφ可測関数になり、

L(c) =
∫

icdφ

が成り立つ。

この定理の証明は後で与えることにする。aと bの間を通る超平面に限って線分abと交
点を一つだけ持ち、a, bを結ぶ曲線 cとは一点以上の交点を持つので、iab ≤ icが成り立つ。
これより、

L(c) =
∫

icdφ ≥
∫

iabdφ = L(ab).

したがって、線分abが最も短くなる。等号 L(c) = L(ab)が成り立つと仮定すると、上の不
等式の等号が成り立つので、φに関してほとんどすべての超平面に関して ic = iabが成り立
つことになり cは線分abに一致する。
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注意 1.1.5 与えられた二点を結ぶ最も短い曲線を求める問題は、曲線の長さを定義できる
空間で考えることができる。たとえば、完備 Riemann多様体の与えられた二点を結ぶ最短
曲線は、必ず存在し測地線になることが Hopf-Rinowの定理によって知られている。ただ
し、二点に対してそれらを結ぶ最短曲線がただ一つに決まるとは限らない。Euclid空間内
の標準的な球面の北極と南極を結ぶ最短曲線は、子午線の全体になり無数に存在する。断
面曲率が非正の完備単連結Riemann多様体の二点を結ぶ最短曲線は、ただ一つの測地線に
なることが、Hadamardの定理によって知られている。

1.2 平面の面積最小性

定理 1.2.1 R3内の平面R2の C∞級単純閉曲線 cを境界に持つ面積最小の曲面はR2内の c

に囲まれた平面の領域H(c)に限る。

面積非増加レトラクションによる証明

P : R3 → R2 × {0}; (x, y, z) 7→ (x, y, 0)

によって写像 Pを定める。
|P (u)| ≤ |u| (u ∈ R3)

が成り立ち、等号成立のための必要十分条件は uが R2に含まれることである。任意のベ
クトル u, v ∈ R3に対して、u, vの張る平行四辺形の面積を A(u, v)で表すことにすると

A(u, v) = [|u|2|v|2 − (u • v)2]1/2.

ここで•は内積を表す。通常内積を表す記号は、(·, ·)または 〈·, ·〉がよく使われるが、これ
らの記号は別の意味で使うので、この講義では•を内積を表す記号として使う。すると、

A(P (u), P (v)) ≤ A(u, v) (u, v ∈ R3)

が成り立ち、A(u, v) 6= 0のときの等号成立のための必要十分条件は uと vが R2に含まれ
ることである。これをまず示しておこう。u, vが線形従属のときは両辺ともに 0になり等号
が成り立つ。u, vが線形独立のときは、u, vの張る部分ベクトル空間を Vで表す。Vの正規
直交基底 e1, e2を P (e1) • P (e2) = 0を満たすようにとる。すると

A(P (u), P (v)) = A(P (e1), P (e2)) · A(u, v)

= [|P (e1)|2|P (e2)|2 − (P (e1) • P (e2))
2]1/2A(u, v)

= |P (e1)| · |P (e2)| · A(u, v)

≤ A(u, v).

等号成立の必要十分条件は e1, e2がR2に含まれることになり、すなわち、u, vがR2に含ま
れることになる。
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R3内の曲面 Sの局所座標近傍 (U ; s, t)をとる。Uの位置ベクトルを pで表すと Uの面積
A(U)は

A(U) =

∫
A

(
∂p

∂s
,
∂p

∂t

)
dsdt ≥

∫
A

(
P

∂p

∂s
, P

∂p

∂t

)
dsdt

=

∫
A

(
∂Pp

∂s
,
∂Pp

∂t

)
dsdt = A(PU).

等号成立の必要十分条件は
∂p

∂s
,
∂p

∂t
がR2に含まれることであり、これは UがR2に平行な平

面の一部になることである。これより曲面全体についても A(PS) ≤ A(S)が成り立ち、等
号成立のための必要十分条件は、SがR2に平行な平面の一部になることである。

cを境界に持つ曲面 Sをとる。このときH(c) ⊂ PSとなるので、

A(S) ≥ A(PS) ≥ A(H(c)).

したがって、H(c)が面積最小になる。等号成立の必要十分条件は、SがR2に含まれ、かつ
H(c)に含まれることになるので、Sが H(c)に一致することである。Pが面積非増加レト
ラクションである。

キャリブレーションによる証明 R3上の二次微分形式 dx∧ dyは閉微分形式なっている。
任意のベクトル u, v ∈ R3に対して、

(dx ∧ dy)(u, v) ≤ A(P (u), P (v)) ≤ A(u, v)

となり、A(u, v) 6= 0のときの等号成立のための必要十分条件は uと vが R2に含まれかつ
u, vの定める向きがR2の正の向きになることである。

R3内の向きの付いた曲面 Sの正の向きの局所座標近傍 (U ; s, t)をとる。Uの位置ベクト
ルを pで表すと Uの面積 A(U)は

A(U) =

∫
A

(
∂p

∂s
,
∂p

∂t

)
dsdt ≥

∫
(dx ∧ dy)

(
∂p

∂s
,
∂p

∂t

)
dsdt =

∫

U
dx ∧ dy.

等号成立の必要十分条件は
∂p

∂s
,
∂p

∂t
がR2に含まれかつこれらの定める向きがR2の正の向き

になることである。これは UがR2に平行な平面の一部になりR2と同じ向きになることで
ある。これより曲面全体についても A(S) ≥

∫
S dx∧ dyが成り立ち、等号成立のための必要

十分条件は、SがR2に平行な平面の一部になりR2と同じ向きになることである。
cを境界に持つ向きの付いた曲面 Sをとる。SとH(c)の境界は一致しているので Stokes

の定理より
A(S) ≥

∫

S
dx ∧ dy =

∫

H(c)
dx ∧ dy = A(H(c)).

したがって、H(c)が面積最小になる。等号成立の必要十分条件は、SがR2に含まれ、かつ
R2と同じ向きになるので、Sが H(c)に一致することである。dx ∧ dyがキャリブレーショ
ンである。
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Croftonの公式による証明 この証明では次の Croftonの公式を利用する。

定理 1.2.2 (Croftonの公式) R3内の直線全体の集合にある測度φが存在し、R3内の曲線
Sに対して l 7→ iS(l) = card(S ∩ l)はR3内の直線全体の集合上のφ可測関数になり、

A(S) =
∫

iSdφ

が成り立つ。

この定理の証明は後で与えることにする。H(c)を通る直線はH(c)と交点を一つだけ持
ち、cを境界に持つ曲面 Sとは一点以上の交点を持つので、iH(c) ≤ iSが成り立つ。これより、

A(S) =
∫

iSdφ ≥
∫

iH(c)dφ = A(H(c)).

したがって、H(c)が面積最小になる。等号 A(S) = A(H(c))が成り立つと仮定すると、上
の不等式の等号が成り立つので、φに関してほとんどすべての直線に関して iS = iH(c)が成
り立つことになり SはH(c)に一致する。

注意 1.2.3 曲線の長さは曲線の速度ベクトルの長さを積分することによって定義されてい
る。曲面の面積は局所座標が定める接ベクトルの張る平行四辺形の面積を積分することに
よって定義される。このように曲線の長さでは接ベクトルの長さを考えればよかったのに
対して、曲面の面積では接ベクトルの平行四辺形の面積を考える必要がある。ベクトル u, v

の張る平行四辺形の面積 A(u, v)は

A(u, v) = [|u|2|v|2 − (u • v)2]1/2.

で定まるが、これは

A(u, v) =

(
det

[
u • u u • v

v • u v • v

])1/2

となる。この等式から平行四辺形の面積は行列式、さらにはベクトル空間の外積代数と関
係があることが察せられる。このことから、次の第二章ではベクトル空間の外積代数に内
積を導入し、一般次元の面積を定めるための準備をする。また、キャリブレーションによ
る証明の部分で現れた不等式

(dx ∧ dy)(u, v) ≤ A(u, v)

は外積代数に定まる通常のノルムとは異なる余体積量というノルムと関係があり、これも
第二章で扱う。そして、第三章で多様体上の測度と積分を定義し、第二章の準備を使って
一般次元の面積を定めその性質を考察する。



第 2章 外積代数の内積とノルム

第 1章で扱った面積非増加レトラクション、キャリブレーションと Croftonの公式を一般
的に定式化し活用するために、外積代数の復習をした後、外積代数に内積を定義し内積か
ら定まるノルムとは異なる幾何学的な意味を持つノルムを定義する。
この章では特に断らない限り有限次元実ベクトル空間を単にベクトル空間ということに
する。

2.1 外積代数

定義 2.1.1 ベクトル空間 Vのテンソル代数⊗∗V内で、x ∈ Vに対応する⊗2Vの元 x ⊗ x全
体の生成する両側イデアルを AVで表す。剰余代数

∧∗V = ⊗∗V/AV

を Vの外積代数と呼ぶ。

AV =
∞⊕

m=2

(⊗mV ∩ AV )

となり、AVは同次イデアルになる。そこで、

∧mV = ⊗mV/(⊗mV ∩ AV )

とおくと

∧∗V =
∞⊕

m=0

∧mV.

特に∧0V = Rと∧1V = Vが成り立つ。∧mVの元を Vのmベクトルと呼ぶ。∧∗Vの積を外積
と呼び、∧で表す。v1, . . . , vm ∈ Vに対して、v1⊗· · ·⊗vm ∈ ⊗mVの自然な射影⊗∗V → ∧∗V

による像は、
v1 ∧ · · · ∧ vm ∈ ∧mV

になる。さらに、この外積全体が∧mVを生成する。

命題 2.1.2 ベクトル空間の間の線形写像 f : V → V ′は∧∗Vから∧∗V
′への単位元を保つ代

数準同型写像∧∗fに一意的に拡張され、∧∗fは線形写像∧mf : ∧mV → ∧mV ′の直和になる。

7
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命題 2.1.3 n次元ベクトル空間 Vの外積代数∧∗Vは 2n次元になる。Vの基底 e1, . . . , enを
とる。

Λ(n,m) = {λ : {1, . . . ,m} → {1, . . . , n} | λは単調増加 }

とし、λ ∈ Λ(n, m)に対して

eλ = eλ(1) ∧ eλ(2) ∧ · · · ∧ eλ(m)

とおく。すると、{eλ | λ ∈ Λ(n,m)}は∧mVの基底になる。これより、m ≤ nのときは

dim∧mV =
(

n

m

)

が成り立ち、m > nのときは∧mV = {0}が成り立つ。

定義 2.1.4 {1, . . . , n}の置換全体の群をSnで表す。σ ∈ Snに対して

N(σ) = card{(i, j) | i < j, σ(i) > σ(j)}
index(σ) = (−1)N(σ)

によって index(σ)を定め、index(σ)をσの指数と呼ぶ。Sp+qの元σであって

σ(1) < · · · < σ(p), σ(p + 1) < · · · < σ(p + q)

を満たすものを (p, q)型シャッフルと呼び、(p, q)型シャッフル全体の集合を Sh(p, q)で表す。

例 2.1.5 Vの元 u1, . . . , upとσ ∈ Spに対して

uσ(1) ∧ · · · ∧ uσ(p) = index(σ)u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。さらに p次正方行列 A = (Ai
j)に対して vj = Ai

juiとおくと

v1 ∧ · · · ∧ vp = (det A)u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。Vが n次元のとき、線形写像 f : V → Vに対して

(∧nf)ξ = det(f) · ξ (ξ ∈ ∧nV )

が成り立つ。

定義 2.1.6 VとWをベクトル空間とする。m線形写像 f : V m → Wが次の条件を満たす
とき、fを交代 m線形写像と呼ぶ。ある i 6= jについて vi = vjとなる v1, . . . , vm ∈ Vにつ
いて f(v1, . . . , vm) = 0が成り立つ。V mからWへの交代m線形写像全体の成すベクトル空
間を

∧m(V,W )

で表す。
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命題 2.1.7 ベクトル空間 V,Wに対して

∧m(V, W ) ∼= Hom(∧mV, W )

が成り立つ。∧0(V,W ) = Wとすると、上の線形同型はm = 0のときも成り立つ。

証明 f ∈ ∧m(V,W )に対して、fは線形写像 g : ⊗mV → Wを誘導する。

f(v1, . . . , vm) = g(v1 ⊗ · · · ⊗ vm) (v1, . . . , vm ∈ V )

となるので、fが交代m線形写像であることから、定義 2.1.1で定めた AVは kergに含まれ
る。よって g : ⊗mV → Wは h : ∧mV → Wを誘導し、

(∗) f(v1, . . . , vm) = h(v1 ∧ · · · ∧ vm) (v1, . . . , vm ∈ V )

が成り立つ。これによって、線形写像

∧m(V,W ) → Hom(∧mV,W ) ; f 7→ h

が定まる。逆に h ∈ Hom(∧mV,W )に対して (∗)によって f ∈ ∧m(V,W )を定めると、これ
は上の線形写像の逆写像になる。したがって、

∧m(V, W ) ∼= Hom(∧mV, W )

が成り立つ。m = 0のときは

∧0(V,W ) = W ∼= Hom(R,W ) = Hom(∧0V,W ).

注意 2.1.8 ベクトル空間 Vの外積代数は

∧∗V =
dim V⊕

m=0

∧mV

という直和分解を持つので、

Homm(∧∗V, W ) = {f ∈ Hom(∧∗V, W ) | f |∧nV = 0 (n 6= m)}

とおくと、
Hom(∧mV,W ) ∼= Homm(∧∗V, W )

が成り立つ。

∧∗(V, W ) =
dim V⊕

m=0

∧m(V, W )

によって∧∗(V, W )を定める。W = Rのときは、単に

∧m(V,R) = ∧mV, ∧∗(V,R) = ∧∗V

と表す。
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定義 2.1.9 ∧mVの元をmコベクトルと呼ぶ。

定義 2.1.10 ベクトル空間 V,Wから定まる∧mV, Hom(∧mV, W )について、

〈ξ, h〉 = h(ξ) (ξ ∈ ∧mV, h ∈ Hom(∧mV,W ))

という記号を使うことにする。上で示した線形同型写像によって h ∈ Hom(∧mV, W )に対応
する f ∈ ∧m(V, W )や k ∈ Homm(∧∗V,W )についても、同様の記号 〈ξ, h〉 = 〈ξ, f〉 = 〈ξ, k〉
を使うことにする。

定義 2.1.11 ベクトル空間の間の線形写像 f : V → V ′とベクトル空間Wに対して

〈ξ,∧m(f,W )φ〉 = 〈(∧mf)ξ, φ〉 (ξ ∈ ∧mV, φ ∈ ∧m(V ′,W ))

によって線形写像
∧m(f,W ) : ∧m(V ′,W ) → ∧m(V, W )

を定め、

∧∗(f,W ) =
dim V⊕

m=0

∧m(f, W ) : ∧∗(V ′, W ) → ∧∗(V, W )

によって∧∗(f, W )を定める。W = Rのとき、単に∧∗(f,R) = ∧∗fと書く。

例 2.1.12 n次元ベクトル空間 Vの線形変換 f : V → Vに対して

(∧nf)φ = det(f) · φ (φ ∈ ∧n(V,W ))

が成り立つ。

定義 2.1.13 ベクトル空間 VとR上の代数Wに対して、∧∗(V,W )に以下で定める積を導
入し、∧∗(V, W ) を Vの W係数交代代数と呼ぶ。α ∈ ∧p(V,W ), β ∈ ∧q(V,W ) に対して
α ∧ β ∈ ∧p+q(V, W )は v1, . . . , vp+q ∈ Vに対して次の等式によって定義する。

(α ∧ β)(v1, . . . , vp+q)

=
∑

σ∈Sh(p,q)

index(σ) · α(vσ(1), . . . , vσ(p)) · β(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)).

命題 2.1.14 ベクトル空間 VとR上の代数Wに対して、VのW係数交代代数∧∗(V,W )は
次の性質を持つ。

(1) Wの積が結合律を満たすとき、∧∗(V,W )の積∧も結合律を満たす。

(2) Wの積が可換のとき、∧∗(V, W )の積∧は次数付代数として交代的になる。すなわち、

α ∧ β = (−1)pqβ ∧ α (α ∈ ∧p(V,W ), β ∈ ∧q(V, W ))

が成り立つ。
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(3) Wの単位元は∧∗(V,W )の単位元にもなる。

(4) ベクトル空間の間の線形写像 f : V → V ′の誘導する線形写像

∧∗(f, W ) : ∧∗(V ′,W ) → ∧∗(V,W )

は代数準同型写像になる。

命題 2.1.15 Vをベクトル空間とし、WをR上の結合律を満たす代数とする。各 1 ≤ i ≤ m

に対してαi ∈ ∧p(i)(V,W )をとり、
s(i) =

∑

j≤i

p(j)

とおく。Ss(m)の元σであって、各 1 ≤ i ≤ mについて

σ(s(i − 1) + 1) < · · · < σ(s(i))

を満たすものを (p(1), . . . , p(m))型シャッフルと呼び、(p(1), . . . , p(m))型シャッフル全体の集
合を Sh(p(1), . . . , p(m))で表す。このとき、α1∧· · ·∧αm ∈ ∧s(m)(V, W )は v1, . . . , vs(m) ∈ V

に対して次の等式を満たす。

(α1 ∧ · · · ∧ αm)(v1, . . . , vs(m))

=
∑

σ∈Sh(p(1),...,p(m))

index(σ)
m∏

i=1

αi(vσ(s(i−1)+1), . . . , vσ(s(i))).

特に p(i) = 1 (1 ≤ i ≤ m)の場合は

(α1 ∧ · · · ∧ αm)(v1, . . . , vm) =
∑

σ∈Sm

index(σ)
m∏

i=1

αi(vσ(i))

が成り立ち、j < iのときαi(vj) = 0となるならば、

(α1 ∧ · · · ∧ αm)(v1, . . . , vm) =
m∏

i=1

αi(vi)

が成り立つ。

命題 2.1.16 Vをベクトル空間とする。∧1Vの線形独立な元ω1, . . . , ωnをとる。m ≤ n と
λ ∈ Λ(n,m)に対して

ωλ = ωλ(1) ∧ · · · ∧ ωλ(m)

とおくと、{ωλ | λ ∈ Λ(n,m)} は∧mVにおいて線形独立になる。さらに、dim V = nのと
きは、これは∧mVの基底になり、

dim∧mV = dim∧mV =
(

n

m

)

が成り立つ。
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証明 ej ∈ V (1 ≤ j ≤ m)を

〈ej, ωi〉 =

{
1 (j = i)

0 (j 6= i)

となるようにとる。このとき、命題 2.1.15を使うと、λ, µ ∈ Λ(n, m)に対して

〈eµ, ωλ〉 = (ωλ(1) ∧ · · · ∧ ωλ(m))(eµ(1), . . . , eµ(m))

=
∑

σ∈Sm

index(σ)
m∏

i=1

ωλ(i)(eµσ(i))

=

{
1 (λ = µ)

0 (λ 6= µ).

{ωλ | λ ∈ Λ(n,m)} の線形独立性を示すために
∑

λ∈Λ(n,m)

aλωλ = 0

と仮定する。eµに作用させると、上で得た等式より

0 =

〈
eµ,

∑

λ∈Λ(n,m)

aλωλ

〉
= aµ

となり、aµ = 0が成り立つ。したがって、{ωλ | λ ∈ Λ(n,m)} は線形独立になる。
命題 2.1.7より

∧mV = ∧m(V,R) ∼= Hom(∧mV,R)

となるので、dim V = nの場合は、命題 2.1.3より、

dim∧mV = dim∧mV =
(

n

m

)

が成り立つ。これより、{ωλ | λ ∈ Λ(n,m)} は∧mVの基底になる。

定義 2.1.17 Vを n次元ベクトル空間とする。e1, . . . , enを Vの基底とし、ω1, . . . , ωnをその
双対基底とする。命題 2.1.3と命題 2.1.16より、

φ =
∑

λ∈Λ(n,m)

〈eλ, φ〉ωλ (φ ∈ ∧mV ),

ξ =
∑

λ∈Λ(n,m)

〈ξ, ωλ〉eλ (ξ ∈ ∧mV )

という線形結合による表示を得る。〈eλ, φ〉と 〈ξ, ωλ〉をそれぞれφとξのGrassmann座標
という。

φλ = 〈eλ, φ〉, ξλ = 〈ξ, ωλ〉

と表すこともある。
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命題 2.1.18 n次元ベクトル空間 Vに対して恒等写像 Hom(V,R) = ∧1Vを単位元を保つ代
数準同型写像

Ω : ∧∗Hom(V,R) → ∧∗V

に一意的に拡張することができる。Ωは代数同型写像になり dim∧mHom(V,R) =
(

n

m

)
が

成り立つ。

証明 恒等写像
Ω : Hom(V,R) → ∧1V ⊂ ∧∗V ; α 7→ α

は単位元を保つ代数準同型写像

Ω : ∧∗Hom(V,R) → ∧∗V

に一意的に拡張される。Hom(V,R)の基底 {ωi | 1 ≤ i ≤ n}をとる。命題 2.1.3より、

{ωλ | λ ∈ Λ(n,m)}

は∧mHom(V,R)の基底になる。これらの元のΩによる像は、命題 2.1.16より線形独立にな
る。特に、Ωは単射になる。さらに

dim∧mHom(V,R) =
(

n

m

)
= dim∧mV

となり、Ω : ∧mHom(V,R) → ∧mVは同型写像になる。

定義 2.1.19 Vをベクトル空間とする。ξ ∈ ∧mVが単純mベクトルであるとは、

ξ = v1 ∧ · · · ∧ vm (v1, . . . , vm ∈ V )

となることである。ξ 6= 0のとき v1, . . . , vmの張る部分ベクトル空間をT (ξ)で表す。φ ∈ ∧mV

が単純mコベクトルであるとは、

φ = ω1 ∧ · · · ∧ ωm (ω1, . . . , ωm ∈ ∧1V )

となることである。

命題 2.1.20 Vをベクトル空間とする。このとき双線形写像 B : V × V → Rと Vから∧1V

への線形写像βは
B(x, y) = 〈x, β(y)〉 (x, y ∈ V )

によって一対一に対応する。この対応によって V × Vから Rへの双線形写像全体の空間
と、Hom(V,∧1V )は線形同型になる。Bが対称のとき、Bに対応するβ ∈ Hom(V,∧1V )を
polarityと呼ぶ。
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証明 β ∈ Hom(V,∧1V )に対して

B(x, y) = 〈x, β(y)〉 (x, y ∈ V )

で定まる Bは双線形になる。
逆に、双線形写像 B : V × V → Rに対して、上の等式で定まるβは Hom(V,∧1V )の元
になる。
定め方より、この対応は一対一になり、V × Vから R への双線形写像全体の空間と

Hom(V,∧1V )は線形同型になる。

定義 2.1.21 内積を持つベクトル空間 V, V ′の間の線形写像 f : V → V ′が

f(x) • f(y) = x • y (x, y ∈ V )

を満たすとき、fを直交単射と呼ぶ。

O(n,m) = {f : Rm → Rn | fは直交単射 }

と表す。O(n) = O(n, n)は直交群になる。

定義 2.1.22 Vを内積を持つ有限次元ベクトル空間とする。Vの内積に対応する polarity

V → ∧1Vが直交単射になるような内積が∧1Vに一意的に定まる。今後は∧1Vにはこの内積
が定まっているとする。

定義 2.1.23 V, V ′を内積を持つベクトル空間とする。線形写像 f : V → V ′が直交単射にな
るとき、f ∗ : V ′ → Vを直交射影と呼ぶ。ここで、f ∗は fの共役線形写像を表す。すなわち、

(fv) • v′ = v • (f∗v′) (v ∈ V, v′ ∈ V ′)

によって f∗を定める。RnからRmへの直交射影の全体を

O∗(n,m) = {f ∗ | f ∈ O(n,m)}

で表す。

命題 2.1.24 Vを内積を持つ有限次元ベクトル空間とする。内積に対応する polarityをβ :

V → ∧1Vで表す。βが誘導する単位元を保つ代数準同型写像γ : ∧∗V → ∧∗Vは線形写像
γm : ∧mV → ∧mVの直和になる。∧mVは∧1(∧mV )と線形同型になり、γmとこの線形同型
との合成をβm : ∧mV → ∧1(∧mV )で表す。このとき、

〈ξ, βm(η)〉 = 〈η, βm(ξ)〉 (ξ, η ∈ ∧mV )

が成り立つ。これより、βmを polarityとする双線形写像• : ∧mV × ∧mV → Rを

ξ • η = 〈ξ, βm(η)〉 (ξ, η ∈ ∧mV )

によって定めると、これは∧mVの内積になる。
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証明 最初の等式の両辺はξ, η ∈ ∧mVに関して双線形になるので、ξ, ηが単純mベクト
ルのときに等式を証明すればよい。そこで、vi, wi ∈ Vをとり、

ξ = v1 ∧ · · · ∧ vm, η = w1 ∧ · · · ∧ wm

とおく。

〈ξ, βm(η)〉 = 〈v1 ∧ · · · ∧ vm, β(w1) ∧ · · · ∧ β(wm)〉
(命題 2.1.15より)

=
∑

σ∈Sm

index(σ)
m∏

i=1

〈vσ(i), β(wi)〉

=
∑

σ∈Sm

index(σ)
m∏

i=1

vσ(i) • wi

=
∑

σ∈Sm

index(σ−1)
m∏

j=1

vj • wσ−1(j)

= 〈w1 ∧ · · · ∧ wm, β(v1) ∧ · · · ∧ β(vm)〉
= 〈η, βm(ξ)〉.

そこで、e1, . . . , enを Vの正規直交基底とすると、{eλ | λ ∈ Λ(n,m)}は∧mVの基底になる。
さらに、上の計算より、これは正規直交基底になる。よって∧mVの元

ξ =
∑

λ∈Λ(n,m)

ξλeλ, η =
∑

λ∈Λ(n,m)

ηλeλ

に対して、
ξ • η =

∑

λ∈Λ(n,m)

ξληλ

となり、ξ = η 6= 0の場合は
ξ • ξ =

∑

λ∈Λ(n,m)

(ξλ)
2 > 0.

したがって、これは∧mVの内積になる。

定義 2.1.25 以後、特に断わらない限り、内積を持つ有限次元実ベクトル空間 Vの外積代
数∧mVの内積は命題 2.1.24で示した•を考えることにする。また、これらの内積から定まる
ノルムも | |で表す。

系 2.1.26 命題 2.1.24の条件のもとで、Vの元 u1, . . . , umと v1, . . . , vmに対して、

(u1 ∧ · · · ∧ um) • (v1 ∧ · · · ∧ vm) = det(ui • vj)1≤i,j≤m

が成り立つ。特に、ある vjがすべての uiと直交しているときは、

(u1 ∧ · · · ∧ um) • (v1 ∧ · · · ∧ vm) = 0

が成り立つ。さらに、Vの正規直交基底 e1, . . . , enをとると、{eλ | λ ∈ Λ(n,m)} は∧mVの
正規直交基底になる。
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例 2.1.27 注意 1.2.3で述べたことより、ベクトル u, vの張る平行四辺形の面積 A(u, v)は

A(u, v) =

(
det

[
u • u u • v

v • u v • v

])1/2

= |u ∧ v|

を満たし、外積代数の内積が定めるノルムを使って表すことができる。

命題 2.1.28 Vを内積を持つ有限次元実ベクトル空間とする。Vの元 u1, . . . , umに対して、

|u1 ∧ · · · ∧ um| ≤
m∏

i=1

|ui|

が成り立つ。さらに、等号が成り立つための必要十分条件は、u1, . . . , umが互いに直交して
いることである。

証明 uiから viと wiを以下のように帰納的に構成する。まず v1 = 0, w1 = u1とおく。
vi−1, wi−1まで定まっていると仮定して、viと wiを次のように定める。

ui = vi + wi, vi ∈ span{u1, . . . , ui−1}, wi ∈ span{u1, . . . , ui−1}⊥

となるように viと wiをとる。すると、

u1 ∧ · · · ∧ ui = w1 ∧ · · · ∧ wi (1 ≤ i ≤ m)

が成り立つ。これを iに関する帰納法で示しておく。i = 1のときは定め方から u1 = w1が
成り立つ。i − 1のときに上の等式が成り立つとすると、

u1 ∧ · · · ∧ ui−1 ∧ ui = u1 ∧ · · · ∧ ui−1 ∧ (vi + wi)

= u1 ∧ · · · ∧ ui−1 ∧ wi

= w1 ∧ · · · ∧ wi−1 ∧ wi.

特に
u1 ∧ · · · ∧ um = w1 ∧ · · · ∧ wm

となる。さらに i < jのとき ui • wj = 0となることに注意しておく。系 2.1.26を使うと

|u1 ∧ · · · ∧ um|2 = (u1 ∧ · · · ∧ um) • (u1 ∧ · · · ∧ um)

= (u1 ∧ · · · ∧ um) • (w1 ∧ · · · ∧ wm)

= det(ui • wj)

= det




u1 • w1 0 · · · 0
...

. . . . . .
...

...
. . . 0

um • w1 · · · · · · um • wm



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=
m∏

i=1

ui • wi

=
m∏

i=1

wi • wi

≤
m∏

i=1

ui • ui

=
m∏

i=1

|ui|2.

したがって、

|u1 ∧ · · · ∧ um| ≤
m∏

i=1

|ui|

が成り立つ。
等号が成立するための必要十分条件は、すべての iについて wi •wi = ui • uiが成り立つ
ことだから、これは vi = 0と同値になり、u1, . . . , umが互いに直交していることである。

命題 2.1.29 Vを内積を持つ有限次元ベクトル空間とする。ξ ∈ ∧pVとη ∈ ∧qVをとる。ξ, η

がともに単純ベクトルのときは
|ξ ∧ η| ≤ |ξ| · |η|

が成り立つ。ξ, ηがどちらも 0ではないとき、等号成立のための必要十分条件は T (ξ)と T (η)

が直交することである。一般には

|ξ ∧ η| ≤
(

p + q

p

)1/2

|ξ| · |η|

が成り立つ。

証明 まずξ, ηがともに単純ベクトルの場合を考える。どちらかが 0の場合は証明すべき
不等式の等号が成り立つので、どちらも 0ではない場合を考えればよい。直交系 u1, . . . , up

であってξ = u1 ∧ · · · ∧ upを満たすものをとる。このとき、命題 2.1.28の等号成立条件より
|ξ| = |u1| · · · |up|が成り立つ。Vを直交直和

V = T (η) ⊕ T (η)⊥

に分解する。この分解に応じて

ui = vi + wi (vi ∈ T (η), wi ∈ T (η)⊥)

と和に分解する。このとき |wi| ≤ |ui|が成り立つ。系 2.1.26より、

|ξ ∧ η| = |u1 ∧ · · · ∧ up ∧ η|
= |(v1 + w1) ∧ · · · ∧ (vp + wp) ∧ η|
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= |w1 ∧ · · · ∧ wp ∧ η|
= |w1 ∧ · · · ∧ wp| · |η|

(命題 2.1.28より)

≤ |w1| · · · |wp| · |η|
≤ |u1| · · · |up| · |η|
= |ξ| · |η|.

等号成立のための必要十分条件はw1, . . . , wmが互いに直交していて、各 iについて |wi| = |ui|
が成り立つことである。この条件は、各 iについて vi = 0となることと同値になり、さら
に、T (ξ)が T (η)と直交することと同値になる。
次に一般のξ ∈ ∧pV, η ∈ ∧qVについて考える。Vの正規直交基底をとり、

ξ =
∑

λ∈Λ(n,p)

ξλeλ, η =
∑

µ∈Λ(n,q)

ηµeµ

と表す。これらの積を表示するために、ν ∈ Λ(n, p + q)に対して

S(ν) = {(λ, µ) ∈ Λ(n, p) × Λ(n, q) | eλ ∧ eµ = ±eν}
= {(λ, µ) ∈ Λ(n, p) × Λ(n, q) | imλ ∪ imµ = imν}

とおく。すると、

ξ ∧ η =
∑

λ∈Λ(n,p)
µ∈Λ(n,q)

ξληµeλ ∧ eµ

=
∑

ν∈Λ(n,p+q)

∑

(λ,µ)∈S(ν)

±ξληµeν .

これより、

|ξ ∧ η|2 =
∑

ν∈Λ(n,p+q)


 ∑

(λ,µ)∈S(ν)

±ξληµ




2

≤
∑

ν∈Λ(n,p+q)


 ∑

(λ,µ)∈S(ν)

|ξληµ|




2

(Cauchy-Schwarzの不等式より)

≤
∑

ν∈Λ(n,p+q)

cardS(ν)
∑

(λ,µ)∈S(ν)

(ξληµ)2

=

(
p + q

p

) ∑

ν∈Λ(n,p+q)

∑

(λ,µ)∈S(ν)

ξ2
λη

2
µ

≤
(

p + q

p

) ∑

λ∈Λ(n,p)

ξ2
λ

∑

µ∈Λ(n,q)

η2
µ

=

(
p + q

p

)
|ξ|2 · |η|2.
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したがって、

|ξ ∧ η| ≤
(

p + q

p

)1/2

|ξ| · |η|

が成り立つ。

注意 2.1.30 命題 2.1.24の設定のもとで、合成

∧mV
∧mβ→ ∧m ∧1 V

Ω→ ∧mV

は線形同型γm : ∧mV → ∧mVに一致する。(Ωの定義と性質については命題 2.1.18参照。)

さらに、合成
∧mV

γm→ ∧mV
∼=→ ∧1 ∧m V

は線形同型βm : ∧mV → ∧1 ∧m Vに一致する。そこで、線形同型写像

∧mβ : ∧mV → ∧m ∧1 V

γm : ∧mV → ∧mV

βm : ∧mV → ∧1 ∧m V

が直交線形写像になるように∧m ∧1 V,∧mV,∧1 ∧m Vに内積を定めると、

Ω : ∧m ∧1 V → ∧mV, ∧mV ∼= ∧1 ∧m V

も直交線形写像になる。
Vの基底 e1, . . . , enと∧1Vの双対基底ω1, . . . , ωnをとる。

〈ei, β(ej)〉 = ei • ej = δij

が成り立つので、β(ej) = ωjとなることがわかる。これより、任意のm ≤ nとλ ∈ Λ(n,m)

に対してγm(eλ) = ωλが成り立つ。
ξ ∈ ∧mVとφ ∈ ∧mVに対してφ = γm(η)を満たすη ∈ ∧mVをとると、

〈ξ, φ〉 = 〈ξ, γm(η)〉 = ξ • η = γm(ξ) • γm(η) = γm(ξ) • φ

となるので、Cauchy-Schwarzの不等式より、

|〈ξ, φ〉| = |γm(ξ) • φ| ≤ |γm(ξ)| · |φ| = |ξ| · |φ|.

したがって、
|〈ξ, φ〉| ≤ |ξ| · |φ| (ξ ∈ ∧mV, φ ∈ ∧mV )

が成り立ち、Cauchy-Schwarzの不等式の等号成立条件より、等号成立の必要十分条件は、
γm(ξ)とφが線形従属になることである。
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2.2 体積量と余体積量

前節で∧mVや∧mVに内積•およびそのノルム | |を定めたが、この節では別のノルムを定
める。

定義 2.2.1 φ ∈ ∧mVに対して、φの余体積量を次の等式で定める。

‖φ‖ = sup{〈ξ, φ〉 | ξ ∈ ∧mV, ξは単純、|ξ| ≤ 1}.

ξ ∈ ∧mVに対して、ξの体積量を次の等式で定める。

‖ξ‖ = sup{〈ξ, φ〉 | φ ∈ ∧mV, ‖φ‖ ≤ 1}.

定義 2.2.2 Vをベクトル空間とする。V内のm次元部分ベクトル空間全体をGrassmann

多様体と呼び、G(V, m)で表す。Tは Vの 0ではない単純mベクトル全体からG(V,m)へ
の全射になる。0ではない単純 mベクトルξ, ηがこの写像に関して同値になるための必要
十分条件は、ある 0 6= c ∈ Rが存在しξ = cηが成り立つことである。V内のm次元有向部
分ベクトル空間全体を有向Grassmann多様体と呼び、G0(V,m)で表す。Vの 0ではない
単純mベクトルξに対して、部分ベクトル空間 T (ξ)にξから定まる向きを付けた有向部分
ベクトル空間を T0(ξ)で表すことにすると、T0は Vの 0ではない単純mベクトル全体から
G0(V, m)への全射になる。0ではない単純mベクトルξ, ηがこの写像に関して同値になる
ための必要十分条件は、ある 0 < c ∈ Rが存在しξ = cηが成り立つことである。Vの直交
群O(V )はG(V, m)とG0(V, m)に推移的に作用するので、G(V,m)とG0(V, m)はコンパ
クトになる。V = Rnの場合は、簡単のため

G(Rn,m) = G(n,m), G0(R
n, m) = G0(n,m)

と表すことにする。

命題 2.2.3 ∧mV上の余体積量と∧mV上の体積量は、これらベクトル空間上のノルムになる。
φ ∈ ∧mVに対して

|φ| ≥ ‖φ‖ ≥
(

dim V

m

)−1/2

|φ|

が成り立つ。|φ| = ‖φ‖が成り立つための必要十分条件は、φが単純になることである。
ξ ∈ ∧mVに対して

|ξ| ≤ ‖ξ‖ ≤
(

dim V

m

)1/2

|ξ|

が成り立つ。|ξ| = ‖ξ‖が成り立つための必要十分条件は、ξが単純になることである。
φ ∈ ∧mVに対して

‖φ‖ = sup{〈ξ, φ〉 | ξ ∈ ∧mV, ‖ξ‖ ≤ 1}

が成り立つ。
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補題 2.2.4 Vを有限次元ベクトルとし、S ⊂ Vを Vの原点対称コンパクト生成系とする。
α ∈ ∧1Vに対して、

‖α‖ = sup{〈x, α〉 | x ∈ S}

によって ‖α‖を定めると、これは∧1Vのノルムになる。

証明 r ∈ Rとα ∈ ∧1Vをとる。rの符号をε = ±1で表す。r = 0のときはε = 1とする。
このとき r = ε|r|が成り立つ。任意の x ∈ Sに対してεx ∈ Sとなるので、

〈x, rα〉 = |r|〈εx, α〉 ≤ |r| · ‖α‖.

これより ‖rα‖ ≤ |r| · ‖α‖ が成り立つ。Sはコンパクトだから、〈x1, α〉 = ‖α‖ を満たす
x1 ∈ Sをとることができる。このときεx1 ∈ Sとなり、

〈εx1, rα〉 = |r|〈x1, α〉 = |r| · ‖α‖.

したがって、‖rα‖ = |r| · ‖α‖が成り立つ。
‖α‖ = 0とすると、αは S上 0になり、Sが Vの生成系であることからα = 0となる。
α, β ∈ ∧mVと x ∈ Sに対して

〈x, α + β〉 = 〈x, α〉 + 〈x, β〉 ≤ ‖α‖ + ‖β‖

となるので、
‖α + β‖ ≤ ‖α‖ + ‖β‖

が成り立つ。以上より、‖ ‖は∧1V上のノルムになる。

命題 2.2.3の証明 余体積量の定義に現れる単純ベクトルの集合は、

{ξ ∈ ∧mV | ξは単純、|ξ| ≤ 1} = {tξ | ξ ∈ G0(V,m), 0 ≤ t ≤ 1}

となり、G0(V, m)はコンパクトだから、上の集合もコンパクトになる。さらに、原点対称
であり、∧mVの生成系になる。よって補題 2.2.4より、余体積量は∧mV上のノルムになる。
これより

{φ ∈ ∧mV | ‖φ‖ ≤ 1}

は∧mVの原点対称コンパクト生成系になり、補題 2.2.4より、体積量は∧mV上のノルムに
なる。

dim V = nとしておく。Vの正規直交基底 e1, . . . , enをとっておく。まず

(∗) 〈ξ, φ〉 ≤
(

n

m

)1/2

|ξ| · ‖φ‖ (ξ ∈ ∧mV, φ ∈ ∧mV )

が成り立つことを示しておく。
ξ =

∑

λ∈Λ(n,m)

ξλeλ
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とおくと、
|ξ|2 =

∑

λ∈Λ(n,m)

ξ2
λ

が成り立つ。さらに、

〈ξ, φ〉2 =


 ∑

λ∈Λ(n,m)

ξλ〈eλ, φ〉




2

(Cauchy-Schwarzの不等式より)

≤
∑

λ∈Λ(n,m)

ξ2
λ

∑

µ∈Λ(n,m)

〈eµ, φ〉2

≤ |ξ|2
(

n

m

)
‖φ‖2.

これより、

〈ξ, φ〉 ≤ |〈ξ, φ〉| ≤
(

n

m

)1/2

|ξ| · ‖φ‖

を得る。
注意 2.1.30より

〈ξ, φ〉 ≤ |ξ| · |φ|

が成り立つので、余体積量の定義より、‖φ‖ ≤ |φ|を得る。
φに対して

〈ξ1, φ〉 = |φ|, |ξ1| = 1

を満たすξ1 ∈ ∧mVをとる。不等式 (∗)より、

|φ| = 〈ξ1, φ〉 ≤
(

n

m

)1/2

|ξ1| · ‖φ‖ =
(

n

m

)1/2

‖φ‖.

これより、

‖φ‖ ≥
(

n

m

)−1/2

|φ|

を得る。
φは単純であると仮定する。上で使った注意 2.1.30の不等式の等号成立条件より、ある単
純mベクトルξが存在し

|ξ| = 1, 〈ξ, φ〉 = |φ|

を満たす。これより |φ| ≤ ‖φ‖となる。|φ| ≥ ‖φ‖はいつでも成り立つので、|φ| = ‖φ‖を
得る。
逆に |φ| = ‖φ‖と仮定すると、ある単純mベクトルξが存在し

|ξ| = 1, 〈ξ, φ〉 = ‖φ‖ = |φ|

を満たす。上で使った注意 2.1.30の不等式の等号成立条件より、γm(ξ)とφが線形従属にな
り、特に、φも単純になる。
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ξ ∈ ∧mVに対して 〈ξ, φ1〉 = |ξ| · |φ1| を満たす 0 6= φ1 ∈ ∧mVをとる。余体積量の評価と
体積量の定義より、

|ξ| · ‖φ1‖ ≤ |ξ| · |φ1| = 〈ξ, φ1〉 ≤ ‖ξ‖ · ‖φ1‖.

これより、
|ξ| ≤ ‖ξ‖

が成り立つ。
‖φ‖ ≤ 1を満たすφ ∈ ∧mVに対して、(∗)より

〈ξ, φ〉 ≤
(

n

m

)1/2

|ξ| · ‖φ‖ ≤
(

n

m

)1/2

|ξ|.

したがって

‖ξ‖ ≤
(

n

m

)1/2

|ξ|

が成り立つ。
ξは単純であると仮定する。あるφ ∈ ∧mVが存在し

‖φ‖ ≤ 1, 〈ξ, φ〉 = ‖ξ‖

を満たす。ξは単純だから余体積量の定義から

‖ξ‖ = 〈ξ, φ〉 ≤ |ξ| · ‖φ‖ ≤ |ξ|.

‖ξ‖ ≥ |ξ|はいつでも成り立つので、|ξ| = ‖ξ‖を得る。
逆に |ξ| = ‖ξ‖と仮定する。ξ 6= 0の場合を考えればよい。|ξ| ≤ ‖ξ‖の証明の際に示した
不等式

|ξ| · ‖φ1‖ ≤ |ξ| · |φ1| = 〈ξ, φ1〉 ≤ ‖ξ‖ · ‖φ1‖

の等号が成り立つので、‖φ1‖ = |φ1|となり、φ1は単純になる。さらに、|ξ| · |φ1| = 〈ξ, φ1〉
が成り立つので、上で使った注意 2.1.30の不等式の等号成立条件より、γm(ξ)とφが線形従
属になり、ξも単純になる。

φ ∈ ∧mVとする、体積量の定義より ‖ξ‖ ≤ 1を満たすξ ∈ ∧mVに対して

〈ξ, φ〉 ≤ ‖ξ‖ · ‖φ‖ ≤ ‖φ‖

となるので、
‖φ‖ ≥ sup{〈ξ, φ〉 | ξ ∈ ∧mV, ‖ξ‖ ≤ 1}.

上で示したことより

{ξ ∈ ∧mV | ξは単純、|ξ| ≤ 1} ⊂ {ξ ∈ ∧mV | ‖ξ‖ ≤ 1}

だから
‖φ‖ = sup{〈ξ, φ〉 | ξ ∈ ∧mV, ‖ξ‖ ≤ 1}.

が成り立つ。



24 第 2 章 外積代数の内積とノルム

定義 2.2.5 Rn内の空でない部分集合Xに対して、Xを含む凸集合の内で包含関係に関して
最小になる凸集合をXの凸包と呼び、H(X)で表す。Rn内の空でない部分集合X1, . . . , Xk

に対して、
H(X1, . . . , Xk) = H(X1 ∪ · · · ∪ Xk)

と表す。Xi = {xi}のときは、

H(x1, . . . , xk) = H(X1, . . . , Xk) = H({x1, . . . , xk})

と表すことにする。すなわち、H(x1, . . . , xk)は x1, . . . , xkの張る単体に一致する。

補題 2.2.6 次のように∧mVの部分集合 Cと Sを定めると、Cは Sの凸包になる。

C = {ξ ∈ ∧mV | ‖ξ‖ ≤ 1}
S = {ξ ∈ ∧mV | ξは単純、|ξ| ≤ 1}

証明 Sの凸包は∧mV内の Sを含むすべての閉半空間の共通部分になる。Sを含む閉半空
間は、任意のξ ∈ Sに対して 〈ξ, φ〉 ≤ 1を満たすφ ∈ ∧mVによって、

{ξ ∈ ∧mV | 〈ξ, φ〉 ≤ 1}

と表すことができる。ここで、φの条件は命題 2.2.3の最後の等式より ‖φ‖ ≤ 1と同値にな
る。Sの凸包をH(S)で表すと、

H(S) =
⋂

‖φ‖≤1

{ξ ∈ ∧mV | 〈ξ, φ〉 ≤ 1}

= {ξ ∈ ∧mV | ‖ξ‖ ≤ 1}
= C.

定理 2.2.7 (Carathéodory) XをRn内の空でない部分集合とする。このとき、

H(X) = ∪{H(x1, . . . , xs) | xi ∈ X, s ≤ n + 1}

が成り立つ。Xの連結成分の個数が n個以下のときには、

H(X) = ∪{H(x1, . . . , xs) | xi ∈ X, s ≤ n}

が成り立つ。

命題 2.2.8 ξ ∈ ∧mVに対して、単純mベクトルξ1, . . . , ξNが存在し、

ξ =
N∑

i=1

ξi, ‖ξ‖ =
N∑

i=1

|ξi|, N ≤
(

dim V

m

)

を満たす。これより

‖ξ‖ = inf

{
N∑

i=1

|ξi|
∣∣∣∣∣ ξiは単純、ξ =

N∑

i=1

ξi

}

が成り立つ。
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証明 dim V = nとおく。ξ = 0の場合は明らかだから、ξ 6= 0の場合を考えればよい。
さらに、‖ξ‖ = 1の場合をまず考える。ξ ∈ Cであり Sは連結だから、補題 2.2.6と定理 2.2.7

からξ1, . . . , ξN ∈ Sと実数 c1, . . . , cNが存在し

ξ =
N∑

i=1

ciξi, ci > 0,
N∑

i=1

ci = 1, N ≤
(

n

m

)

が成り立つ。

1 = ‖ξ‖ ≤
N∑

i=1

‖ciξi‖ =
N∑

i=1

|ciξi| =
N∑

i=1

ci|ξi| ≤
N∑

i=1

ci = 1

となるので、すべての等号が成り立ち

‖ξ‖ =
N∑

i=1

|ciξi|

を得る。
‖ξ‖ 6= 1の場合はξ/‖ξ‖に上の結果を適用すればよい。
ξ ∈ ∧mVを

ξ =
N∑

i=1

ξi (ξiは単純)

と表したとき、

‖ξ‖ ≤
N∑

i=1

‖ξi‖ =
N∑

i=1

|ξi|.

よって

‖ξ‖ ≤ inf

{
N∑

i=1

|ξi|
∣∣∣∣∣ ξiは単純、ξ =

N∑

i=1

ξi

}

が成り立つ。上で示したことから等号が成り立つ。

命題 2.2.9 ξ ∈ ∧pVとη ∈ ∧qVに対して

‖ξ ∧ η‖ ≤ ‖ξ‖ · ‖η‖

が成り立つ。φ ∈ ∧pVとψ ∈ ∧qVに対して

‖φ ∧ ψ‖ ≤
(

p + q

p

)
‖φ‖ · ‖ψ‖

が成り立つ。さらにφとψのうちの少なくとも一つが単純のとき、

‖φ ∧ ψ‖ ≤ ‖φ‖ · ‖ψ‖

が成り立つ。



26 第 2 章 外積代数の内積とノルム

証明 ξ ∈ ∧pVとη ∈ ∧qVに対して、命題 2.2.8より単純ベクトルξiとηjが存在し

ξ =
M∑

i=1

ξi, ‖ξ‖ =
M∑

i=1

|ξi|, η =
N∑

j=1

ηj, ‖η‖ =
N∑

j=1

|ηj|

を満たす。

ξ ∧ η =
M∑

i=1

N∑

j=1

ξi ∧ ηj

となり、

‖ξ ∧ η‖ ≤
M∑

i=1

N∑

j=1

‖ξi ∧ ηj‖ =
M∑

i=1

N∑

j=1

|ξi ∧ ηj|

(命題 2.1.29より)

≤
M∑

i=1

N∑

j=1

|ξi| · |ηj| =
M∑

i=1

|ξi|
N∑

j=1

|ηj|

= ‖ξ‖ · ‖η‖.

|ξ| = 1を満たす単純ベクトルξ ∈ ∧p+qVに対して

ξ = v1 ∧ · · · ∧ vp+q

となる正規直交系 v1, . . . , vp+qをとる。命題 2.1.15より、

〈ξ, φ ∧ ψ〉 = 〈v1 ∧ · · · ∧ vp+q, φ ∧ ψ〉
=

∑

σ∈Sh(p,q)

index(σ)〈vσ(1) ∧ · · · ∧ vσ(p), φ〉〈vσ(p+1), . . . , vσ(p+q), ψ〉

≤
∑

σ∈Sh(p,q)

|〈vσ(1) ∧ · · · ∧ vσ(p), φ〉| · |〈vσ(p+1), . . . , vσ(p+q), ψ〉|

≤
(

p + q

p

)
‖φ‖ · ‖ψ‖.

したがって、

‖φ ∧ ψ‖ ≤
(

p + q

p

)
‖φ‖ · ‖ψ‖

を得る。
さらにφとψのうちの少なくとも一つが単純の場合を考える。φが単純であると仮定して
も一般性は失われない。|ξ| = 1を満たす単純ベクトルξ ∈ ∧p+qV を任意にとる。T (ξ)の包
含写像を f : T (ξ) → Vで表す。φは単純だから (∧pf)φも単純になる。そこで、∧1T (ξ)の
正規直交系ω1, . . . , ωpと実数 cをとり

(∧pf)φ = cω1 ∧ · · · ∧ ωp
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と表すことができる。ω1, . . . , ωpを∧1T (ξ)の正規直交基底ω1, . . . , ωp+qに延長し、その双対
正規直交基底 e1, . . . , ep+qが

ξ = e1 ∧ · · · ∧ ep+q

を満たすようにする。このとき、

‖φ‖ ≥ |〈e1 ∧ · · · ∧ ep, φ〉| = |c|.

さらに

〈ξ, φ ∧ ψ〉 =
∑

σ∈Sh(p,q)

index(σ)〈eσ(1) ∧ · · · ∧ eσ(p), φ〉〈eσ(p+1) ∧ · · · ∧ eσ(p+q), ψ〉

= 〈e1 ∧ · · · ∧ ep, φ〉〈ep+1 ∧ · · · ∧ ep+q, ψ〉
≤ |〈e1 ∧ · · · ∧ ep, φ〉| · |〈ep+1 ∧ · · · ∧ ep+q, ψ〉|
≤ |c| · ‖ψ‖
≤ ‖φ‖ · ‖ψ‖.

これより |ξ| = 1となる任意のξ ∈ ∧p+qVに対して

〈ξ, φ ∧ ψ〉 ≤ ‖φ‖ · ‖ψ‖

となり、
‖φ ∧ ψ‖ ≤ ‖φ‖ · ‖ψ‖

が成り立つ。

定義 2.2.10 Vを複素ベクトル空間とする。実双線形写像H : V × V → Cが次の条件を満
たすとき、Hを V上のHermite内積と呼ぶ。

H(v, iw) = iH(v, w) (v, w ∈ V )

H(w, v) = H(v, w) (v, w ∈ V )

H(v, v) > 0 (v ∈ V, v 6= 0).

命題 2.2.11 複素ベクトル空間 V上の Hermite内積Hを実数値双線形写像 A,Bによって

H = B + iA

と分解すると、Bは V上の内積になり (以後•で表す)、Aは V上の交代二次形式になる。さ
らに、

|cv| = |c| · |v| (c ∈ C, v ∈ V )

|H(v, w)| ≤ |v| · |w| (v, w ∈ V )

が成り立ち、二番目の不等式の等号成立の必要十分条件は vと wが複素線形従属になるこ
とである。
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証明 定め方より、A,Bはどちらも実数値双線形写像になる。v, w ∈ Vに対して

B(w, v) + iA(w, v) = H(w, v)

= H(v, w)

= B(v, w) − iA(v, w)

となり、

B(w, v) = B(v, w), A(w, v) = −A(v, w).

すなわち、Bは対称になり、Aは交代になる。さらに 0 6= v ∈ Vに対して

0 < H(v, v) = B(v, v)

だから、Bは V上の内積になり、Aは V上の交代二次形式になる。
c ∈ C, v ∈ Vに対して

|cv|2 = H(cv, cv) = c̄cH(v, v) = |c|2 · |v|2

となるので、|cv| = |c| · |v|を得る。
v, w ∈ Vに対して cH(v, w) ∈ Rとなり |c| = 1を満たす c ∈ Cをとる。

cH(v, w) = H(v, cw) = v • (cw)

となるので、Cauchy-Schwarzの不等式より

|H(v, w)| = |cH(v, w)| = |v • (cw)|
≤ |v| · |cw| = |v| · |c| · |w|
= |v| · |w|.

Cauchy-Schwarzの不等式の等号成立条件より、上の不等式の等号成立の必要十分条件は、
ある |c| = 1を満たす c ∈ Cが存在し vと cwが実線形従属になることである。この条件は
vと wが複素線形従属になることと同値になる。

例 2.2.12 Cν上の Hermite内積

H(v, w) =
ν∑

j=1

v̄jwj (v, w ∈ Cν)

を考える。Hから命題 2.2.11によって定まる内積 Bは、標準的な線形同型Cν ∼= R2νによっ
てR2νの標準的内積に対応する。次に、Hから定まる交代二次形式 Aについて考える。Cν

の通常の複素座標関数を Z1, . . . , Zν ∈ ∧1(Cν ,C)で表す。Aの定め方より、v, w ∈ Cνに対



2.2 体積量と余体積量 29

して

A(v, w) =
i

2
(H(v, w) − H(v, w))

=
i

2

ν∑

j=1

(vjw̄j − v̄jwj)

=
i

2

ν∑

j=1

(Zj(v)Z̄j(w) − Zj(w)Z̄j(v))

=
i

2

ν∑

j=1

(Zj ∧ Z̄j)(v, w).

したがって、

A =
i

2

ν∑

j=1

Zj ∧ Z̄j ∈ ∧2(Cν ,R)

となる。

命題 2.2.13 (Wirtingerの不等式) 例 2.2.12の設定のもとで、V = Cνとおく。µ ≤ νに対
して Aのµ乗 Aµ ∈ ∧2µVを考える。単純ベクトルξ ∈ ∧2µVに対して

〈ξ, Aµ〉 ≤ µ!|ξ|

が成り立ち、等号成立のための必要十分条件は、ある v1, . . . , vµ ∈ Vが存在し

ξ = v1 ∧ (iv1) ∧ · · · ∧ vµ ∧ (ivµ)

となることである。したがって ‖Aµ‖ = µ!が成り立つ。

証明 単純ベクトルξ ∈ ∧2µVは |ξ| = 1の場合を考えればよい。
まずµ = 1の場合を証明する。正規直交系 v, wをξ = v ∧ wとなるようにとる。このとき

H(v, w) = v • w + iA(v, w) = iA(v, w)

となるので、A(v, w) = H(iv, w)となり、

〈ξ, A〉 = A(v, w) = H(iv, w) = (iv) • w ≤ |iv| · |w| = |v| · |w| = 1.

等号成立のための必要十分条件は、iv = wとなる。
次に一般の場合µ > 1について考える。f : T (ξ) → Vを包含写像とする。(∧2f)A ∈ ∧2T (ξ)

に交代二次形式の標準形を適用すると、∧1T (ξ) の正規直交基底ω1, . . . , ω2µと非負の実数
λ1, . . . , λµが存在し

(∧2f)A =
µ∑

j=1

λjω2j−1 ∧ ω2j
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が成り立つ。ω1, . . . , ω2µに関する T (ξ)の双対基底を e1, . . . , e2µとすると、これは正規直交
基底になる。

ξ = εe1 ∧ · · · ∧ e2µ, ε = ±1

が成り立つ。µ = 1の場合に示したことから、各 jについてλj = A(e2j−1, e2j) ≤ 1が成り立
つ。∧∗fは代数準同型だから、

(∧2µf)Aµ = ((∧2f)A)µ

= µ!λ1 · · ·λµω1 ∧ · · · ∧ ω2µ.

よって、

〈ξ, Aµ〉 = 〈ξ, (∧2µf)Aµ〉
= 〈εe1 ∧ · · · ∧ e2µ, µ!λ1 · · ·λµω1 ∧ · · · ∧ ω2µ〉
= εµ!λ1 · · ·λµ

≤ µ!.

等号成立の必要十分条件は、ε = 1かつλj = 1となることであり、µ = 1の場合の結果か
ら、これは e2j = ie2j−1と同値になる。
以上の 〈ξ, Aµ〉の上からの評価と、等号を成立させる単純ベクトルの存在から、‖Aµ‖ = µ!

が成り立つ。

2.3 二次元体積量と二次余体積量

二次外積空間∧2V,∧2Vを扱う際の基本的な道具は、次の補題系 2.3.1である。

補題 2.3.1 φ ∈ ∧2Vに対して、Vの正規直交基底 e1, . . . , enとその双対基底ω1, . . . , ωn、正
の実数λ1, . . . , λmが存在し

(∗) φ =
m∑

j=1

λjω2j−1 ∧ ω2j

が成り立つ。

命題 2.3.2 φ ∈ ∧2Vが (∗)の表示を持つとき、

‖φ‖ = max{λi | 1 ≤ i ≤ m}

が成り立つ。
V̄ = span{e2j−1, e2j | λj = ‖φ‖}

とする。
M(φ) = {ξ ∈ ∧2V | ξは単純、|ξ| = 1, 〈ξ, φ〉 = ‖φ‖}
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とおく。〈u ∧ v, φ〉 = (Ju) • v (u, v ∈ V ) によって交代線形変換 J : V → Vを定めると、

M(φ) = {u ∧ (Ju)/‖φ‖ | u ∈ V̄ , |u| = 1}

が成り立つ。k = card{j | λj = ‖φ‖}とおくと、dim V̄ = 2kとなり、k ≤ m ≤ [n/2]が成り
立つ。I = ‖φ‖−1J |V̄はV̄の直交複素構造になり、M(φ)はV̄内の正の向きの複素 1次元部分
ベクトル空間全体の成す複素 k − 1次元複素射影空間 PC

k−1(V̄ , I)とみなすことができる。

証明 線形変換 J : V → Vは

Je2j−1 = λje2j, Je2j = −λje2j−1 (1 ≤ j ≤ m)

Jei = 0 (2m + 1 ≤ i ≤ n)

を満たす。φを調べるため、まず Jの性質を調べる。

Vj = span{e2j−1, e2j} (1 ≤ j ≤ m)

V0 = span{e2m+1, . . . , en}

とおくと、各 Vjは J不変になり、

V =
m⊕

j=0

Vj

は直交直和になる。
|Jv| = λj|v| (v ∈ Vj, 1 ≤ j ≤ m)

Jv = 0 (v ∈ V0)

となることに注意しておく。v ∈ Vを

v =
m∑

j=0

vj (vj ∈ Vj)

と分解すると

|v|2 =
m∑

j=0

|vj|2

となり、

Jv =
m∑

j=1

Jvj, Jvj ∈ Vj.

これよりλ̄ = max{λj | 1 ≤ j ≤ m}とおくと、

|Jv|2 =
m∑

j=1

|Jvj|2 =
m∑

j=1

λ2
j |vj|2 ≤

m∑

j=1

λ̄2|vj|2 ≤ λ̄2
m∑

j=0

|vj|2 = λ̄2|v|2.

したがって
|Jv| ≤ λ̄|v| (v ∈ V )
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となり、
|Jv| = λ̄|v| ⇐⇒ v ∈ V̄

が成り立つ。
|ξ| = 1 を満たす単純ベクトルξ ∈ ∧2Vに対して、ξ = u ∧ vを満たす正規直交系 u, vを
とる。

(∗∗) 〈ξ, φ〉 = 〈u ∧ v, φ〉 = (Ju) • v

≤ |Ju| · |v| ≤ λ̄|u| · |v|
= λ̄.

これより ‖φ‖ ≤ λ̄を得る。
次にλ̄ = λjとなる jをとると、

〈e2j−1 ∧ e2j, φ〉 = λj = λ̄

となり、
‖φ‖ = λ̄ = max{λj | 1 ≤ j ≤ m}

が成り立つ。
不等式 (∗∗)において等号成立のための必要十分条件は、(Ju)•v = |Ju|·|v|かつ |Ju| = λ̄|u|
が成り立つことであり、これは、v = Ju/λ̄かつ u ∈ V̄となることと同値になる。したがって、

M(φ) = {u ∧ (Ju)/λ̄ | u ∈ V̄ , |u| = 1}
= {u ∧ (Ju)/‖φ‖ | u ∈ V̄ , |u| = 1}

を得る。
V̄の定め方より dim V̄ = 2kが成り立ち、k ≤ m ≤ [n/2]となる。e2j−1 ∈ V̄に対して

Je2j−1 = ‖φ‖e2j, Je2j = −‖φ‖e2j−1

となるので、
Ie2j−1 = e2j, Ie2j = −e2j−1.

よって、IはV̄の直交複素構造になる。Iに関してV̄は複素 k次元複素ベクトル空間になる。
上で求めたM(φ)の表示より、M(φ)はV̄内の正の向きの複素 1次元部分ベクトル空間全体
の成す複素 k − 1次元複素射影空間 PC

k−1(V̄ , I)とみなすことができる。

∧2Vにおいては、命題 2.2.3よりもよい評価が得られる。等号成立もはっきりすることか
ら、最良の評価になっている。

命題 2.3.3 φ ∈ ∧2Vに対して

|φ| ≥ ‖φ‖ ≥
[
n

2

]−1/2

|φ|



2.3 二次元体積量と二次余体積量 33

が成り立つ。|φ| = ‖φ‖ が成り立つための必要十分条件は、φが単純になることである。
‖φ‖ = [n/2]−1/2|φ|が成り立つための必要十分条件は、∧1Vのある正規直交基底ω1, . . . , ωn

が存在し

φ = ‖φ‖
[n/2]∑

j=1

ω2j−1 ∧ ω2j

が成り立つことである。

証明 不等式 |φ| ≥ ‖φ‖ および等号 |φ| = ‖φ‖ の成立条件は、命題 2.2.3で証明済みで
ある。
補題 2.3.1より、∧1Vの正規直交基底ω1, . . . , ωnと正の実数λ1, . . . , λmによって

φ =
m∑

j=1

λjω2j−1 ∧ ω2j

と表示しておく。m ≤ [n/2]となることに注意しておく。命題 2.3.2より、

‖φ‖ = max{λi | 1 ≤ i ≤ m}

だから、

(∗) |φ|2 =
m∑

j=1

λ2
j ≤ m‖φ‖2 ≤

[
n

2

]
‖φ‖2.

これより、

‖φ‖ ≥
[
n

2

]−1/2

|φ|

を得る。
不等式 (∗)において等号成立の必要十分条件は、

λj = ‖φ‖ (1 ≤ j ≤ m), m =
[
n

2

]

だから、

φ = ‖φ‖
[n/2]∑

j=1

ω2j−1 ∧ ω2j

となる。

上で得た余体積量の評価から体積量の評価も得られる。ここでも次の補題が基本的な道
具になる。これは補題 2.3.1と線形同型写像γ2 ∧2 V → ∧2Vから得られる。

補題 2.3.4 ξ ∈ ∧2Vに対して、Vの正規直交基底 e1, . . . , enとその双対基底ω1, . . . , ωn、正
の実数λ1, . . . , λmが存在し

(∗) ξ =
m∑

j=1

λje2j−1 ∧ e2j

が成り立つ。
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命題 2.3.5 ξ ∈ ∧2Vが (∗)の表示を持つとき、

‖ξ‖ =
m∑

j=1

λj

が成り立つ。

証明 φ ∈ ∧2Vに対して

〈ξ, φ〉 =
m∑

j=1

λj〈e2j−1 ∧ e2j, φ〉 ≤
m∑

j=1

λj|e2j−1 ∧ e2j| · ‖φ‖ =
m∑

j=1

λj · ‖φ‖.

よって

‖ξ‖ ≤
m∑

j=1

λj.

そこで、

φ =
m∑

j=1

ω2j−1 ∧ ω2j ∈ ∧2V

とおくと、命題 2.3.2より ‖φ‖ = 1となり

〈ξ, φ〉 =
m∑

j=1

λj

が成り立つ。これより

‖ξ‖ =
m∑

j=1

λj

を得る。

∧2Vにおいては、命題 2.2.3よりもよい評価が得られる。等号成立もはっきりすることか
ら、最良の評価になっている。

命題 2.3.6 φ ∈ ∧2Vに対して

|ξ| ≤ ‖ξ‖ ≤
[
n

2

]1/2

|ξ|

が成り立つ。|ξ| = ‖ξ‖ が成り立つための必要十分条件は、ξが単純になることである。
‖ξ‖ = [n/2]1/2|ξ|が成り立つための必要十分条件は、Vのある正規直交基底 e1, . . . , enが存
在し

ξ =
[
n

2

]−1

‖ξ‖
[n/2]∑

j=1

e2j−1 ∧ e2j

が成り立つことである。
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証明 不等式 |ξ| ≤ ‖ξ‖および等号 |ξ| = ‖ξ‖の成立条件は、命題 2.2.3で証明済みである。
補題 2.3.4より、Vの正規直交基底 e1, . . . , enと正の実数λ1, . . . , λmによって

ξ =
m∑

j=1

λje2j−1 ∧ e2j

と表示しておく。m ≤ [n/2]となることに注意しておく。命題 2.3.5より、

‖ξ‖ =
m∑

j=1

λj

だから、

(∗) ‖ξ‖2 =




m∑

j=1

λj




2

≤ m ·
m∑

j=1

λ2
j = m · |ξ|2 ≤

[
n

2

]
· |ξ|2.

これより、

‖ξ‖ ≤
[
n

2

]1/2

|ξ|

を得る。
不等式 (∗)において等号成立の必要十分条件は、

λ1 = · · · = λm, m =
[
n

2

]

だから、

ξ =
[
n

2

]−1

‖ξ‖
[n/2]∑

j=1

e2j−1 ∧ e2j

となる。

注意 2.3.7 一般の次数の交代線形写像の余体積量の評価に比べると、二次交代線形写像ま
たはその冪の余体積量の評価は精密なものを得ることができた。これは二次交代線形写像
には標準形 (補題 2.3.1) があるためであり、三次以上の交代線形写像には補題 2.3.1に対応
するような標準形は知られていないようである。
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3.1 測度と積分

定義 3.1.1 集合Xに対して、2X = {A | A ⊂ X}と書く。集合Xに対して、φがX上の測
度であるとは、φ : 2X → {t ∈ R̄ | 0 ≤ t ≤ ∞} であって、高々可算な部分集合 F ⊂ 2Xが
A ⊂ ∪Fを満たすならば、

φ(A) ≤
∑

B∈F

φ(B)

を満たすことである。∪∅ = ∅だから、φ(∅) ≤ ∑
B∈∅ φ(B) = 0となり、φ(∅) = 0が成り立

つ。また、A ⊂ B ⊂ Xに対してφ(A) ≤ φ(B)となる。

定義 3.1.2 φを集合 X上の測度とする。A ∈ 2Xに対して、Aがφ可測集合であるとは、任
意の T ∈ 2Xに対して、

φ(T ) = φ(T ∩ A) + φ(T ∼ A)

が成り立つことである。

例 3.1.3 集合 Xの部分集合に対してその元の個数を対応させる測度を数え上げ測度と呼
ぶ。数え上げ測度に関して、Xの任意の部分集合は可測になる。

例 3.1.4 集合 X上の任意の測度に関して、∅ と Xは可測になる。φ(∅) = 0 かつ任意の
∅ 6= A ⊂ Xに対してφ(A) = 1となる測度φを考えると、∅と X以外にはφ可測集合は存在
しない。

定義 3.1.5 φを集合 X上の測度とする。φが次の条件を満たすとき、φを正則測度と呼ぶ。
任意のA ∈ 2Xに対してあるφ可測集合Bが存在し、BはA ⊂ Bかつφ(A) = φ(B)を満たす。

定義 3.1.6 集合 Xの部分集合族∅ ∈ F ⊂ 2Xに対して、Fが次の条件を満たすとき Fを
Borel族と呼ぶ。

(1) A ∈ Fならば、X ∼ A ∈ Fが成り立つ。

(2) G ⊂ Fかつ Gが高々可算ならば、∪G ∈ Fが成り立つ。

(3) ∅ 6= G ⊂ Fかつ Gが高々可算ならば、∩G ∈ Fが成り立つ。

36
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例 3.1.7 集合XとX上の測度φに対して、φ可測集合全体は Borel族になる。

定義 3.1.8 S ⊂ 2Xに対して、

∩{F ⊂ 2X | S ⊂ F, Fは Borel族 }

は Sを含む最小の Borel族になる。これを Sから生成された Borel族と呼ぶ。

定義 3.1.9 Xを位相空間とし、Oをその開集合族とする。Oから生成される Borel族の元
を Borel集合と呼ぶ。

定義 3.1.10 φを位相空間X上の測度とする。Xのすべての開集合はφ可測になり、任意の
A ∈ 2Xに対してある Borel集合 Bが存在し、

A ⊂ B, φ(A) = φ(B)

を満たすとき、φを Borel正則測度という。

注意 3.1.11 φを位相空間X上の Borel正則測度とする。φ可測集合の族は Borel族になり
開集合族を含むので、Borel集合の族を含む。したがって Borel集合はφ可測になる。

定義 3.1.12 φを局所コンパクトHausdorff空間X上の測度とする。φが次の (1)から (3)を
満たすとき、φをRadon測度と呼ぶ。

(1) Xのコンパクト部分集合Kに対して、φ(K) < ∞が成り立つ。

(2) VをXの開集合とすると、Vはφ可測集合になり、

φ(V ) = sup{φ(K) | Kはコンパクト、K ⊂ V }

が成り立つ。

(3) A ∈ 2Xに対して、
φ(A) = inf{φ(V ) | Vは開集合、A ⊂ V }

が成り立つ。

命題 3.1.13 局所コンパクト Hausdorff空間上の Radon測度は Borel正則になる。

定義 3.1.14 φを集合X上の測度とし、Pを A ⊂ Xの各元に対する命題とする。

φ(A ∼ {x ∈ A | P (x)}) = 0

となるとき、P (x)がφに関してほとんどすべての x ∈ Aに対して成り立つという。X上定
義された写像 f, gに対して、φに関してほとんどすべての x ∈ Xについて f(x) = g(x)とな
るとき、φに関して fと gはほとんど等しいという。φ(A ∼ B) = 0のとき、Bはφに関して
ほとんどすべての Aを含むという。
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定義 3.1.15 φを集合 X上の測度とし、Yを位相空間とする。fが Xのφに関してほとんど
すべての点で定義された Yへの写像であり、Eが Yの開集合ならば、f−1(E)はXのφ可測
集合になるとき、fをXから Yへのφ可測関数と呼ぶ。写像 fの定義域を dmnfと書くこと
にする。

定義 3.1.16 φを集合 X上の測度とする。部分集合 A ⊂ Xに対して、φ可測集合の可算族
{Ai}が存在し各 iについてφ(Ai) < ∞となり A = ∪iAiが成り立つとき、Aを可算φ可測
集合と呼ぶ。Xのφに関してほとんどすべての点で定義された位相ベクトル空間に値をとる
関数 fに対して、{x ∈ X | f(x) 6= 0}が可算φ可測集合になるとき、fを可算φ可測関数と
呼ぶ。

以下ではφを集合X上の測度とする。

定義 3.1.17 uが次の条件をみたすとき、uを X上のφ階段関数と呼ぶ。uは X上の Rに
値をとるφ可測関数であり、card(imu)は高々可算かつ

∑

y∈R

y · φ(u−1(y)) ∈ R̄.

ただしここでは、級数の和は絶対収束の場合だけを考え、0 · ∞ = 0とする。

定義 3.1.18 fをXのφに関してほとんどすべての点で定義されていてR̄に値を持つ関数と
する。ほとんどすべての x ∈ Xに対して f(x) ≤ u(x) [u(x) ≤ f(x)]を満たすφ階段関数を
fの上界関数 [下界関数]という。fのφ上積分

∫ ∗ fdφとφ下積分
∫
∗ fdφを

∫ ∗
fdφ = inf





∑

y∈R

y · φ(u−1(y))

∣∣∣∣∣∣
uは fの上界関数





∫

∗
fdφ = sup





∑

y∈R

y · φ(u−1(y))

∣∣∣∣∣∣
uは fの下界関数





によって定義する。φ可測関数 fに対して、
∫ ∗

fdφ =
∫

∗
fdφ

が成り立つとき、fをφ積分確定関数と呼ぶ。上の値を fのφ積分と呼び
∫

fdφで表す。これ
は次のように表すこともある。

∫
f(x)dφx, φ(f), φx[f(x)], 〈f, φ〉

さらに、
∫

fdφ ∈ Rのとき、fをφ積分可能関数またはφ可積分関数と呼ぶ。

定理 3.1.19 次の (1)から (8)が成り立つ。
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(1) fがφ階段関数ならば、fはφ積分確定であり、
∫

fdφ =
∑

y∈R

y · φ(f−1(y))

が成り立つ。

(2) fがφ可測関数であってφに関してほとんどすべての x ∈ Xに対して f(x) ≥ 0となる
ならば、fはφ積分確定であり

∫
fdφ ≥ 0が成り立つ。

(3) fがφ積分確定ならば、0 6= c ∈ Rに対して cfもφ積分確定であり
∫
(cf)dφ = c

∫
fdφ

が成り立つ。(0 · ∞ = 0とすれば c = 0でもよい。)

(4) f, gがφ積分確定であり
∫

fdφ+
∫

gdφ ∈ Rならば、f+gもφ積分確定であり
∫
(f+g)dφ =∫

fdφ +
∫

gdφが成り立つ。

(5) f, gがφ可測関数でありφに関してほとんどすべての x ∈ Xに対して f(x) ≤ g(x)が成
り立つとする。このとき、gがφ積分確定であり

∫
gdφ < ∞であるか、または fがφ積

分確定であり
∫

fdφ > ∞であるならば、f, gともにφ積分確定になり
∫

fdφ ≤
∫

gdφが
成り立つ。

(6) fがφ積分確定ならば、f+と f−もφ積分確定であり
∫

fdφ =
∫

f+dφ −
∫

f−dφが成り
立つ。

(7) fがφ積分確定ならば、|f |もφ積分確定であり |
∫

fdφ| ≤
∫
|f |dφが成り立つ。

(8) fがφ可積分ならば、|f |もφ可積分である。

定理 3.1.20 (Lebesgueの単調収束定理) {fn}を非負φ可測関数の単調増加列とすると、

lim
n→∞

∫
fndφ =

∫
lim

n→∞
fn(x)dφx.

定理 3.1.21 (Lebesgueの有界収束定理) h, g, fnはφ可測関数であり、hはφ可積分かつ、

|fn(x)| ≤ h(x), lim
n→∞

fn(x) = g(x) (x ∈ X)

が成り立つと仮定する。このとき、

lim
n→∞

∫
|fn − g|dφ = 0

が成り立つ。特に、
lim

n→∞

∫
fndφ =

∫
gdφ.
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定義 3.1.22 Xを位相空間とし、fをX上の実数値関数とする。このとき、

sptf = {x | f(x) 6= 0}

を fの台と呼ぶ。さらに、

K(X) = {f | f : X → Rは連続であり、sptfはコンパクト }

とおく。K(X)はベクトル空間になる。

定理 3.1.23 (Rieszの表現定理) Xを可算開基を持つ局所コンパクトHausdorff空間とし、

µ : K(X) → R

は線形写像であり、f ∈ K(X)が非負のとき、µ(f) ≥ 0を満たすとする。このときX上の
Radon測度φが存在し、

µ(f) =
∫

fdφ (f ∈ K(X))

が成り立つ。上の条件を満たすµをK(X)上または単にX上の積分と呼ぶことにする。

補題 3.1.24 α, βをそれぞれX,Y上の測度とする。S ⊂ X × Yに対して、

(α × β)S = inf





∞∑

j=1

α(Aj) · β(Bj)

∣∣∣∣∣∣
Ajはα可測集合、Bjはβ可測集合であり、

S ⊂ ⋃∞
j=1 Aj × Bj





とおく。すると、任意のα可測集合 Aと任意のβ可測集合 Bに対して、

φ(A × B) ≤ α(A) · β(B)

を満たすX × Y上の測度φの内でα × βは最大の測度になる。

定義 3.1.25 補題 3.1.24の測度α × βをαとβの積測度と呼ぶ。

定理 3.1.26 (Fubiniの定理) α, βをそれぞれX, Y上の測度とすると、次の (1)から (4)が
成り立つ。

(1) α × βはX × Y上の正則測度になる。

(2) Aをα可測集合、Bをβ可測集合とすると、A × Bはα × β可測集合になり、

(α × β)(A × B) = α(A) · β(B)

が成り立つ。
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(3) Sを可算α× β可測集合とすると、次が成り立つ。βに関してほとんどすべての y ∈ Y

に対し {x | (x, y) ∈ S}はα可測集合になり、y 7→ α{x | (x, y) ∈ S}はβ可測関数にな
る。αに関してほとんどすべての x ∈ Xに対し {y | (x, y) ∈ S}はβ可測集合になり、
x 7→ β{y | (x, y) ∈ S}はα可測関数になる。さらに

(α × β)S =
∫

α{x | (x, y) ∈ S}dβy =
∫

β{y | (x, y) ∈ S}dαx.

(4) fがα × β積分確定であり可算α × β可測とすると、次が成り立つ。βに関してほとん
どすべての y ∈ Yに対し、x 7→ f(x, y)はα積分確定になり、y 7→

∫
f(x, y)dαxはβ積

分確定になる。αに関してほとんどすべての x ∈ Xに対し、y 7→ f(x, y)はβ積分確定
になり、x 7→

∫
f(x, y)dβyはα積分確定になる。さらに
∫

fd(α × β) =
∫

f(x, y)dαxdβy =
∫

f(x, y)dβydαx.

3.2 微分形式の積分とRiemann測度

多様体は可算開基を持つ C∞級多様体のみ考えることにする。

定義 3.2.1 多様体Mの各点 xに∧kTx(M)の元ωxを対応させる対応ω = {ωx}x∈Mが次の条
件を満たすとき、ωをM上の k次 C∞級 (連続)微分形式と呼ぶ。（条件）M上の任意の k個
の C∞級ベクトル場X1, . . . , Xkに対して

ω(X1, . . . , Xk)(x) = ωx((X1)x, . . . , (Xk)x)

はM上の C∞級 (連続)関数になる。

定義 3.2.2 Mを向き付けられた多様体とする。Mの正の向きの局所座標系 (U, x1, . . . , xm)

をとる。sptω ⊂ UとなるM上のm次連続微分形式ωに対してωを U上

ω = f(x1, . . . , xm)dx1 ∧ · · · ∧ dxm

と表し、 ∫

M
ω =

∫

U
f(x1, . . . , xm)dLm(x1, . . . , xm)

によって
∫

M
ωを定める。右辺の積分はm次元 Euclid空間の通常の Lebesgue積分である。

被積分関数はコンパクトな台を持つ連続関数になるので、この積分は通常の Riemann 積
分に一致する。この値

∫

M
ωは積分の変数変換の公式から、局所座標系のとり方に依存しな

い。さらにコンパクトな台を持つ一般のm次微分形式ωに対しては、単位の分割を使うこ
とによって

∫

M
ωを定義することができる。
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定義 3.2.3 Mを向きの付いたm次元多様体とする。M上のm次連続微分形式ωが、Mの
任意の正の向きの局所座標系 (x1, . . . , xm)に対して

ω

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xm

)
> 0

を満たすとき、ωを正の微分形式と呼ぶ。

M上のコンパクトな台を持つm次連続微分形式の積分が定まるので、次のように正のm

次連続微分形式から測度を定めることができる。

命題 3.2.4 Mを向きの付いたm次元多様体とする。M上の正のm次連続微分形式ωを一
つとり固定し

λω : K(M) → R; f 7→
∫

M
fω

によってλωを定めると、λωは Rieszの表現定理 (定理 3.1.23)の仮定を満たす。よって、M

上の Radon測度φが存在し、

λω(f) =
∫

fdφ (f ∈ K(M))

を満たす。

定義 3.2.5 Mを m 次元 Riemann 多様体とする。Mの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xm) に対
して

λU(f) =

∫

U

f(x1, . . . , xm)

∣∣∣∣∣
∂

∂x1
∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣∣ dLm(x1, . . . , xm) (f ∈ K(U))

とおく。ただし、右辺の | · |はMの Riemann計量から各接ベクトルの外積代数上に定まる
内積 (定義 2.1.25)のノルムであり、積分はm次元 Euclid空間の通常の Lebesgue積分であ
る。積分の変数変換の公式と外積代数の性質から、上のλUの定義は局所座標系 x1, . . . , xm

のとり方に依存しないことがわかる。さらに局所座標近傍系に付随する単位の分割を使う
ことによって、各局所座標近傍 U上定まるλUを

λM : K(M) → R

に一意的に拡張することができる。f ∈ K(M)が非負のとき、λM(f) ≥ 0が成り立つので、
λMは Rieszの表現定理 (定理 3.1.23)の仮定を満たす。よって、M上の Radon測度µMが存
在し、

λM(f) =
∫

fdµM (f ∈ K(M))

を満たす。このµMをMのRiemann測度と呼ぶ。特に断らない限り、Riemann多様体上
では Riemann測度を考えることにする。
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命題 3.2.6 Mを向きの付いた m次元 Riemann多様体とすると、M上の正の m次 C∞級
微分形式ωが存在し、命題 3.2.4で定めた

λω : K(M) → R

は、定義 3.2.5で定めた
λM : K(M) → R

に一致する。さらにMの任意の正の向きの局所座標近傍系 (U ; x1, . . . , xm)に対してωの U

における局所表示は

ω =

∣∣∣∣∣
∂

∂x1
∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣∣ dx1 ∧ · · · ∧ dxm

となる。

証明 Mの任意の正の向きの局所座標近傍系 (U ; x1, . . . , xm)に対して

ω =

∣∣∣∣∣
∂

∂x1
∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣∣ dx1 ∧ · · · ∧ dxm

によってωを定めると、外積代数の性質と微分形式の変数変換公式から、ωはM上のm次
C∞級微分形式になる。さらに、定め方から正の微分形式であることもわかる。また、こ
のωの局所表示からλωは定義 3.2.5で定めたωMに一致する。

3.3 余面積公式と面積非増加写像

定義 3.3.1 f : M −→ Nを多様体Mから多様体 Nへの C∞級写像とする。x ∈ Mに対し
て、dfx : Tx(M) −→ Tf(x)(N)が全射になるとき、xを fの正則点と呼ぶ。Mの正則点では
ない点を臨界点と呼ぶ。y ∈ Nに対して、f(x) = yとなる fの臨界点 xが存在するとき、y

を fの臨界値と呼ぶ。Nの臨界値ではない点を正則値と呼ぶ。

定理 3.3.2 (Sardの定理) UをRn内の開集合とし、f : U → Rpを C∞級写像とする。fの
臨界点の全体を Cで表し、Rpの Lebesgue測度を Lpで表すと、Lp(f(C)) = 0が成り立つ。

定理 3.3.3 f : M −→ Nを Riemann多様体Mから Riemann多様体 Nへの C∞級写像と
する。fの臨界点の全体を Cで表すと、µN(f(C)) = 0が成り立つ。

証明 Mと Nは可算開基を持っているので、Mと Nの可算開被覆 {Ui}と {Vi}を、各 i

について

(1) UiはMの局所座標近傍に含まれる、

(2) V̄iはコンパクトで、Nの局所座標近傍に含まれる、

(3) f(Ui) ⊂ Viを満たす
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が成り立つようにとることができる。Ci = C ∩Uiとおいて、V̄iを含むNの局所座標近傍を
(V ′

i ; x1, . . . , xp)で表す。V ′
i ⊂ Rpとみなし、Rpの Lebesgue測度を Lpと書くことにすると、

定理 3.3.2より、Lp(f(Ci)) = 0が成り立つ。
∣∣∣∣∣

∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xp

∣∣∣∣∣

は V ′
i上の連続関数になり、V̄i(⊂ V ′

i )はコンパクトだから

A = sup
V̄i

∣∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xp

∣∣∣∣∣

が存在する。したがって、

0 ≤ µN(f(Ci)) ≤ ALp(f(Ci)) = 0

となり、µN(f(Ci)) = 0。これより、

0 ≤ µN(f(C)) ≤
∑

i

µN(f(Ci)) = 0,

つまり、µN(f(C)) = 0が成り立つ。

補題 3.3.4 Vと Wをそれぞれ内積を持つ m次元と n次元のベクトル空間とし (m ≥ n)、
F : V → Wを線形写像とする。

JF = sup{|F (u1) ∧ · · · ∧ F (un)| | u1, . . . , unは Vの正規直交系 }

とおく。Fが全射でないときは、JF = 0となり、Fが全射のときは、(kerF )⊥の基底 v1, . . . , vn

に対して

JF =
| ∧n F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
=

|F (v1) ∧ · · · ∧ F (vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn|

が成り立つ。

証明 Fが全射でないときは dim(imF ) < nとなるので、Vの任意の正規直交系 u1, . . . , un

に対して F (u1), . . . , F (un)は線形従属になる。したがって

F (u1) ∧ · · · ∧ F (un) = 0

となり、JF = 0が成り立つ。
次に Fが全射の場合を考える。(kerF )⊥の任意の基底 v1, . . . , vnをとる。さらに (kerF )⊥

の正規直交基底 u1, . . . , unをとる。これらの間の変換行列を (aij)で表す。すなわち、

vj =
n∑

i=1

aijui
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とおく。すると、

v1 ∧ · · · ∧ vn = det(aij)u1 ∧ · · · ∧ un

∧nF (v1 ∧ · · · ∧ vn) = det(aij) ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un).

したがって、

| ∧n F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn|

=
| det(aij)|| ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|

| det(aij)||u1 ∧ · · · ∧ un|

=
| ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|

|u1 ∧ · · · ∧ un|
= | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|.

これより、

JF ≥ | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)| =
| ∧n F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
.

Vの任意の正規直交系 w1 . . . , wnに対して

wi = w1
i + w2

i , w1
i ∈ (kerF )⊥, w2

i ∈ kerF

とおくと |w1
i | ≤ |wi| = 1となり、さらに

∧nF (w1 ∧ · · · ∧ wn) = F (w1) ∧ · · · ∧ F (wn)

= F (w1
1) ∧ · · · ∧ F (w1

n)

= ∧nF (w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n).

ここで、w1
1, . . . , w

1
nが線形従属の場合は

∧nF (w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n) = 0

となり、線形独立の場合は (kerF )⊥の基底になる。このときは、上で示したことより、

| ∧n F (w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n)|
|w1

1 ∧ · · · ∧ w1
n|

= | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|

命題 2.1.28を使うと

| ∧n F (w1 ∧ · · · ∧ wn)| = | ∧n F (w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n)|
= |w1

1 ∧ · · · ∧ w1
n| · | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|

≤ |w1
1| · · · |w1

n| · | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|
≤ | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|.

よって

JF ≤ | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)| =
| ∧n F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
.
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以上の結果より、

JF ≤ | ∧n F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn|

≤ JF.

したがって、

JF =
| ∧n F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
が成り立つ。

定義 3.3.5 m ≥ nとし、f : M −→ Nをm次元 Riemann多様体Mから n次元 Riemann

多様体Nへの C∞級写像とする。x ∈ Mに対して補題 3.3.4の Jを使って、Jf(x) = Jdfxと
おく。

定理 3.3.6 (余面積公式) m ≥ nとし、f : M −→ Nを m次元 Riemann多様体Mから n

次元Riemann多様体NへのC∞級写像とし、φをM上のµM可測関数とする。このとき、N

の元 yに対して
∫

f−1(y)
φ(x)dµf−1(y)(x)を対応させる関数はN上のµN可測関数になる。さら

に、φJfがM上µM可積分であるか、またはφ ≥ 0のとき、
∫

N

(∫

f−1(y)
φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y) =

∫

M
φ(x)Jf(x)dµM(x)

が成り立つ。

証明 各 x ∈ Mについて、V n
x (M)で Tx(M)内の n個の正規直交系全体の成す Stiefel多

様体とし、
V n(M) =

⋃

x∈M

V n
x (M)

とおくと、V n(M)は V n(M) → Mを射影とし Stiefel多様体をファイバーとするファイバー
束の全空間になり、特に V n(M)は多様体になる。

V n(M) → R ; (u1, . . . , un) 7→ |df(u1) ∧ · · · ∧ df(un)|

は連続関数になり、

Jf(x) = sup{|df(u1) ∧ · · · ∧ df(un)| | (u1, . . . , un) ∈ V n
x (M)}

はMからRへの連続関数になる。したがって、

O = {x ∈ M | Jf(x) 6= 0}

はMの開集合になる。特に、OはµM可測集合になり、
∫

M
φ(x)Jf(x)dµM(x) =

∫

O
φ(x)Jf(x)dµM(x)
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が成り立つ。各 x ∈ Oに対して、陰関数定理より xの局所座標近傍 Uxが存在し、f(Ux)は
f(x)の開近傍になり、f : Ux → f(Ux)は Euclid空間の開集合の積からの自然な射影とみ
なすことができる。そこで、f自身が Euclid空間の開集合の積からの自然な射影になって
いる場合に、まず定理の公式を証明する。

NがRnの開集合になっていて、FがRm−nの開集合でM = N × Fとなり、

f : M = N × F → N ; (y, t) 7→ y

である場合を考える。y1, . . . , ynを N ⊂ Rnの座標とし、x1, . . . , xmをM = N × F ⊂ Rm

の座標とする。ただし、yi ◦ f = xi (1 ≤ i ≤ n) となるようにとっておく。このとき、
xn+1, . . . , xmは Fの座標になる。φはM上の可測関数だから、

φ(y, t)

∣∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣∣
M

∣∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣∣
N

◦ f

もM上の可測になる。したがって、Fubiniの定理 (定理 3.1.26)より

y 7→
∫

F

φ(y, t)

∣∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣∣
M

∣∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣∣
N

◦ fdLm−n(t)

=

(∫

F

φ(y, t)

∣∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣∣
M

dLm−n(t)

) ∣∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣∣
N

=

(∫

f−1(y)
φ(x)dµf−1(y)(x)

) ∣∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣∣
N

は N上の可測関数になり、
∫

M

φ(y, t)

∣∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣∣
M

∣∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣∣
N

◦ fdLm

=

∫

N

(∫

f−1(y)
φ(x)dµf−1(y)(x)

) ∣∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣∣
N

dLn(y)

=

∫

N

(∫

f−1(y)
φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y)

が成り立つ。各 1 ≤ i ≤ nについて、M = N × Fの接ベクトル
∂

∂xi

を Fに接する成分と直

交する成分に分解する。
∂

∂xi

=

(
∂

∂xi

)

F

+

(
∂

∂xi

)

F⊥
.

すると

df

(
∂

∂xi

)
= df

((
∂

∂xi

)

F⊥

)
.
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したがって
∣∣∣∣∣

∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣∣
N

=

∣∣∣∣∣df
(

∂

∂x1

)
∧ · · · ∧ df

(
∂

∂xn

)∣∣∣∣∣
N

=

∣∣∣∣∣df
((

∂

∂x1

)

F⊥

)
∧ · · · ∧ df

((
∂

∂xn

)

F⊥

)∣∣∣∣∣
N

.

∂

∂xn+1

, . . . ,
∂

∂xm

は Fに接しているので、

∣∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣∣
M

=

∣∣∣∣∣

(
∂

∂x1

)

F⊥
∧ · · · ∧

(
∂

∂xn

)

F⊥
∧ ∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣∣
M

=

∣∣∣∣∣

(
∂

∂x1

)

F⊥
∧ · · · ∧

(
∂

∂xn

)

F⊥

∣∣∣∣∣
M

∣∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣∣
M

.

以上の計算と補題 3.3.4より、
∫

M

φ(y, t)

∣∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣∣
M

∣∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣∣
N

◦ fdx1 · · · dxm

=

∫

M

φ(x)

∣∣∣df
((

∂
∂x1

)
F⊥

)
∧ · · · ∧ df

((
∂

∂xn

)
F⊥

)∣∣∣
N∣∣∣

(
∂

∂x1

)
F⊥

∧ · · · ∧
(

∂
∂xn

)
F⊥

∣∣∣
M

dµM(x)

=
∫

M
φJfdµM

が成り立つ。したがって、
∫

N

(∫

f−1(y)
φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y) =

∫

M
φJfdµM

を得る。これで fが Euclid空間の開集合の積からの自然な射影になっている場合に、定理
の証明ができた。
一般の場合にもどる。各 x ∈ Oに対して、xの局所座標近傍 Uxが存在し、f(Ux)は f(x)

の開近傍になり、f : Ux → f(Ux)は Euclid空間の開集合の積からの自然な射影とみなすこ
とができる。そこで、このような開集合を Oの各点でとると、{Ux}x∈Oは Oの開被覆にな
る。Mは可算開基を持つので、Oも可算開基を持つ。したがって Oの開被覆 {Ux}x∈Oから
可算個 {Uk}をとり、{Uk}がOの開被覆になるようにできる。{Uk}に付随する単位の分割
{ψk}をとる。fの Ukへの制限を

fk : Uk → Vk = f(Uk)
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で表すことにして、すでに示したことをψkφに適用すると、

y 7→
∫

f−1
k

(y)
(ψkφ)(x)dµf−1

k
(y)(x)

は Vk上のµN可測関数になり、∫

Vk

(∫

f−1
k

(y)
(ψkφ)(x)dµf−1

k
(y)(x)

)
dµVk

(y) =
∫

Uk

ψkφJfdµUk
.

よって
y 7→

∑

k

∫

f−1
k

(y)
(ψkφ)(x)dµf−1

k
(y)(x)

はN上のµN可測関数になる。各 yについて {ψk|f−1(y)}は f−1(y)の単位の分割になるので、
∑

k

∫

f−1
k

(y)
(ψkφ)(x)dµf−1

k
(y)(x) =

∫

f−1(y)
φ(x)dµf−1(y)(x)

となる。これより
y 7→

∫

f−1(y)
φ(x)dµf−1(y)(x)

はN上のµN可測関数になる。φJfがM上µM可積分のときは Lebesgueの有界収束定理 (定
理 3.1.21)を使い、φ ≥ 0のときは Lebesgueの単調収束定理 (定理 3.1.20)を使うと、

∫

M
φJfdµM =

∑

k

∫

Uk

ψkφJfdµUk

=
∑

k

∫

Vk

(∫

f−1
k

(y)
(ψkφ)(x)dµf−1

k
(y)(x)

)
dµVk

(y)

=

∫

N

(∑

k

∫

f−1
k

(y)
(ψkφ)(x)dµf−1

k
(y)(x)

)
dµN(y)

=

∫

N

(∫

f−1(y)
φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y)

となり、 ∫

M
φJfdµM =

∫

N

(∫

f−1(y)
φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y)

を得る。

系 3.3.7 定理 3.3.6においてm = nの場合、Nの元 yに対して
∑

x∈f−1(y)

φ(x)を対応させる関

数は N上のµN可測関数になる。さらに、
∫

N


 ∑

x∈f−1(y)

φ(x)


 dµN(y) =

∫

M
φ(x)Jf(x)dµM(x)

が成り立つ。
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定義 3.3.8 m ≥ nとし、f : M → Nをm次元 Riemann多様体Mから n次元 Riemann多
様体 Nへの C∞級写像とする。各点 x ∈ Mにおいて Jf(x) ≤ 1が成り立つとき、fを面積
非増加写像と呼ぶ。

命題 3.3.9 m ≥ nとし、f : M → Nをm次元 Riemann多様体Mから n次元 Riemann多
様体 Nへの面積非増加写像とする。Mの n次元部分多様体 Sに対して f |S : S → Nの臨界
点全体を Cで表すと、

µS(S) ≥
∫

f(S)∼f(C)
card((f |S)−1(y))dµN(y) ≥ µN(f(S))

が成り立つ。

証明 各点 x ∈ Sにおいて d(f |S)x = df |Tx(S)だから、J(f |S)(x) ≤ Jf(x) ≤ 1が成り立
つ。f |S : S → Nに余面積公式 (系 3.3.7)をφ = 1として適用すると

∫

N
card((f |S)−1(y)dµN(y) =

∫

S
J(f |S)(x)dµS(x) ≤

∫

S
dµS = µS(S)

を得る。この左辺は ∫

f(S)∼f(C)
card((f |S)−1(y))dµN(y)

に一致するので、
µS(S) ≥

∫

f(S)∼f(C)
card((f |S)−1(y))dµN(y)

が成り立つ。さらに定理 3.3.3よりµN(f(C)) = 0だから、f(C)はµN可測になり、
∫

f(S)∼f(C)
card((f |S)−1(y))dµN(y) ≥

∫

f(S)∼f(C)
dµN(y)

= µN(f(S) ∼ f(C))

= µN(f(S) ∼ f(C)) + µN(f(C))

= µN(f(S))

を得る。

定理 3.3.10 m > nとする。Rm内の平面Rnの n− 1次元コンパクト部分多様体Mが領域
H(M)を囲んでいると仮定する。Mを境界に持つRm内の n次元コンパクト部分多様体の
内で面積最小なものはH(M)に限る。

面積非増加レトラクションによる証明 Rm = Rn × Rm−nとみなすことにする。

P : Rm → Rn × {0}; (x, y) 7→ (x, 0)

によって写像 Pを定める。各点 (x, y) ∈ Rmにおいて dP(x,y) = Pとなり、補題 3.3.4より
JP (x, y) = 1が成り立つ。よって、Pは面積非増加写像になる。
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Rm内の n次元部分多様体 Sをとると、命題 3.3.9よりµS(S) ≥ Ln(P (S))が成り立つ。さ
らに SはMを境界に持つコンパクト部分多様体であると仮定すると、H(M) ⊂ P (S)とな
り、Ln(H(M)) ≤ Ln(P (S))を得る。よって Ln(H(M)) ≤ µS(S)が成り立ち、H(M)は面
積最小になる。
上の不等式の等号が成り立つと仮定すると、µSに関してほとんどすべての x ∈ Sについ
て J(P |S)(x) = 1となり、TxSはRnと平行になることがわかる。さらに P (S)はH(M)に
一致することになるので、SはH(M)に一致する。以上より、面積最小部分多様体はH(M)

に限ることがわかる。

3.4 Lie群上の不変測度

定義 3.4.1 多様体 Gが群構造を持ち、その群演算

G × G → G; (x, y) 7→ xy, G → G; x 7→ x−1

が C∞級写像になるとき、Gを Lie群と呼ぶ。(特にことわらないかぎり、群の単位元は e

で表す。)

注意 3.4.2 連結 Lie群は可算開基を持つことが知られている。したがって、可算連結成分
を持つ Lie群も可算開基を持つ。

例 3.4.3 Vを有限次元実ベクトル空間とすると、Vの正則線形変換の全体 GL(V ) は Lie

群になる。GL(Rn) は GL(n,R) とも書く。GL(V ) を一般線形群と呼ぶ。GL+(V ) で行
列式が正になる正則線形変換の全体を表すことにすると、GL+(V ) は連結 Lie 群になる。
さらに、GL(V )はGL+(V )に関して二つの剰余類を持ち、それぞれGL+(V )に微分同型
になるので、GL(V )は二つの連結成分を持つ。したがって、注意 3.4.2で述べたことより、
GL(V )は可算開基を持つ。

定義 3.4.4 Lie群 Gの元 gに対して微分同型写像 Lg, Rgを

Lg : G → G; x 7→ gx, Rg : G → G; x 7→ xg−1

によって定め、それぞれ gによる左移動、右移動と呼ぶ。G上のベクトル場Xは、Gの任
意の元 gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (x ∈ G)

を満たすとき左不変ベクトル場と呼ばれ、

(dRg)x(Xx) = Xxg−1 (x ∈ G)

を満たすとき右不変ベクトル場と呼ばれる。
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定義 3.4.5 実ベクトル空間 gに双線形写像 [ , ] : g×g → gがあり、すべての元X, Y, Z ∈ g

に対して
[X,Y ] = −[Y, X], [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y ] = 0

を満たすとき、gを Lie環と呼ぶ。Lie環 gの部分ベクトル空間 hが、演算 [ , ]に関して
閉じているとき、hを gの Lie部分環と呼ぶ。

例 3.4.6 多様体M上のベクトル場の全体 X(M)は Lieブラケット [ , ]に関して Lie環に
なる。

例 3.4.7 Vをベクトル空間とする。End(V )の元X,Yに対して [X, Y ] = XY − Y Xと定め
ると End(V )は Lie環になる。この Lie環を gl(V )で表す。gl(Rn)は gl(n,R)とも書く。

定理 3.4.8 Gを Lie群とし、Gの左不変ベクトル場の全体を gで表す。すると、gは Lie

環 X(G)の Lie部分環になり、写像

α : g → Te(G); X 7→ Xe

は線形同型写像になる。特に dim g = dim Te(G) = dim Gが成り立つ。

定義 3.4.9 Lie群 Gの左不変ベクトル場の全体からなる Lie環 gを Lie群 Gの Lie環と
呼ぶ。

定義 3.4.10 Lie群の間の C∞級写像 f : G → Hが群の準同型写像でもあるとき、fを Lie

群の準同型写像と呼ぶ。さらに fが逆写像 f−1を持ち、f−1も Lie群の準同型写像であると
き、fを Lie群の同型写像と呼び Lie群 Gと Hは同型であるという。Lie環の間の線形写
像 f : g → hが

[f(X), f(Y )] = f([X, Y ]) (X,Y ∈ g)

を満たすとき、fを Lie環の準同型写像と呼ぶ。さらに fが逆写像 f−1を持つとき、fを Lie

環の同型写像と呼び、Lie環 gと hは同型であるという。

定理 3.4.11 GL(n,R)はgl(n,R)の開集合だから、接ベクトル空間Te(GL(n,R))をgl(n,R)

と同一視できる。Lie 群 GL(n,R) の Lie 環を g とし、X ∈ gl(n,R) に対してX̃ ∈ g を
X̃g = (dLg)e(X) (g ∈ GL(n,R))によって定めると、写像

˜: gl(n,R) → g; X 7→ X̃

は Lie環の同型写像である。

注意 3.4.12 定理 3.4.11の Lie環の同型写像˜: gl(n,R) → g によって Lie環 gl(n,R)と Lie

群GL(n,R)の Lie環 gを同一視し、今後は gl(n,R)をGL(n,R)の Lie環とみなすことに
する。
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定義 3.4.13 実数全体Rを加法に関して Lie群とみなしたとき、Rから Lie群 Gへの Lie

群の準同型写像を Gの一径数部分群と呼ぶ。

定理 3.4.14 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。Lie環 gの元全体と Gの一径数部
分群の全体は次の対応で 1対 1に対応する。X ∈ gに対して Xの積分曲線 c : R → Gで
c(0) = eとなるものがただ 1つ存在し、cは Gの一径数部分群になり、X ∈ gにこの cを

対応させる。逆にGの一径数部分群 cに対して、定理 3.4.8によって
dc

dt
(0)に対応する gの

元Xを cに対応させる。

例 3.4.15 GL(n,R)の一径数部分群を求めてみよう。GL(n,R)の接ベクトルを gl(n,R)

の元と同一視する。X ∈ gl(n,R) ∼= Te(GL(n,R))に対応するGL(n,R)上の左不変ベクト
ル場をX̃で表すと、X̃g = gX (g ∈ GL(n,R))となる。したがって、Xに対応するGL(n,R)

の一径数部分群 cは
dc(t)

dt
= c(t)X (t ∈ R), c(0) = e

を満たす。行列の指数関数: eA =
∞∑

n=0

1
n!

Anを使うと c(t) = etXとなる。

定義 3.4.16 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 3.4.14で存在
を示したXの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものをとり、exp X = c(1)とおくこと
によって写像 exp : g → Gを定義する。expを Lie群 Gの指数写像と呼ぶ。

例 3.4.17 例 3.4.15で示したように GL(n,R)の Lie環 gl(n,R)の元 Xに対応する一径数
部分群は etXになるので、GL(n,R)の指数写像は行列の指数関数に一致する。

命題 3.4.18 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 3.4.14の対応
で対応する Gの一径数部分群は t 7→ exp tXになる。

定理 3.4.19 Gを Lie群とし、その Lie環を gとすると、Gの指数写像 exp : g → Gは C∞

級写像である。さらに、expは gにおける 0のある開近傍と Gにおける eのある開近傍の
間の微分同型写像を与える。

命題 3.4.20 Lie群の準同型写像の合成は Lie群の準同型写像になる。Lie環の準同型写像
の合成は Lie環の準同型写像になる。

定理 3.4.21 G,Hを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g, hとおく。f : G → Hを Lie

群の準同型写像とする。定理 3.4.8の線形同型写像をαG : g → Te(G), αH : h → Te(H)とす
ると、df = α−1

H ◦ dfe ◦ αG : g → h は Lie環の準同型写像になる。

定義 3.4.22 Lie群の準同型写像 f : G → Hに対して、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → hを fの

微分と呼ぶ。この用語を使うと定理 3.4.21は Lie群の準同型写像の微分は Lie環の準同型
写像になると言い換えることができる。
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命題 3.4.23 A,B,Cを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, b, cとおく。Aの恒等写
像の微分は aの恒等写像である。また f : A → B, g : B → C を Lie群の準同型写像とす
ると、d(g ◦ f) = dg ◦ df : a → c が成り立つ。

系 3.4.24 A,Bを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, bとおく。f : A → Bを Lie群
の同型写像とすると、df : a → bは Lie環の同型写像になる。

命題 3.4.25 G,Hを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g , hとおく。f : G → Hを Lie

群の準同型写像とすると、

f(exp X) = exp(df(X)) (X ∈ g)

が成り立つ。ただし、左辺の expは Gの指数写像で右辺の expはHの指数写像である。

定義 3.4.26 Lie群 Gと有限次元ベクトル空間 Vに対して、Gから GL(V )への Lie群の
準同型写像をGの表現と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 Vに対して、gから gl(V )への Lie

環の準同型写像を gの表現と呼ぶ。

命題 3.4.27 Lie環 gの元 Xに対して ad(X)(Y ) = [X, Y ], Y ∈ gとして ad(X) ∈ gl(g)を
定めると ad : g → gl(g) は Lie環の表現になる。

定義 3.4.28 Lie環 gに対して定まる表現 ad : g → gl(g) を gの随伴表現と呼ぶ。

定理 3.4.29 Lie群 Gの元 gに対して Ad(g) = d(Lg ◦ Rg)とおく。Gの Lie環を gとする
と、Ad(g) ∈ GL(g)となり g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g) が成り立つ。さ
らに、Ad : G → GL(g) は Lie群の表現になり Adの微分は gの随伴表現に一致する。

定義 3.4.30 Lie群 Gに対して定まる表現 Ad : G → GL(g) を Gの随伴表現と呼ぶ。

例 3.4.31 有限次元ベクトル空間 Vに対する一般線形群 GL(V )の随伴表現を求めてみよ
う。例 3.4.17より、GL(V )の指数写像は線形変換の指数関数に一致する。g ∈ GL(V ), X ∈
gl(V )に対して

Ad(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.

定義 3.4.32 Lie群Hが Lie群 Gの Lie部分群であるとは、Hが Gの部分多様体であり同
時にHが Gの部分群であることをいう。

定理 3.4.33 Gを Lie群としHをGの部分群とする。HがGの閉集合ならば、Hは相対位
相に関して Lie部分群になる。

定義 3.4.34 定理 3.4.33より、Lie群の閉部分群は相対位相に関して Lie部分群になるので、
この Lie部分群の構造を持っている閉部分群を閉 Lie部分群と呼ぶことにする。
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定義 3.4.35 一般線形群の閉 Lie部分群を線形 Lie群と呼ぶ。

補題 3.4.36 有限次元実ベクトル空間 Vに対して det : GL(V ) → GL(R) = R − {0} は
GL(V )の表現になり、detの微分は tr : gl(V ) → gl(R) = R である。

定義 3.4.37 Vを有限次元実ベクトル空間とし、SL(V ) = {g ∈ GL(V )|detg = 1}と表す
と、補題 3.4.36より SL(V )は線形 Lie群になる。SL(V )を特殊線形群と呼ぶ。SL(V )の
Lie環を sl(V )で表すと、補題 3.4.36より

sl(V ) = {X ∈ gl(V )|trX = 0}

となる。Rnにおける特殊線形群とその Lie環を SL(n,R), sl(n,R)とも書く。SL(n,R)は
連結になることが知られているので、注意 3.4.2で述べたことより、可算開基を持つ。

定義 3.4.38 Vを有限次元ベクトル空間とし Aを V上の正定値内積とする。Vの Aに関す
る直交変換の全体を O(V ) = O(V ; A)で表すと O(V )は線形 Lie群になる。O(V )を直交
群と呼ぶ。O(V )の Lie環を o(V ) = o(V ; A)で表すと

o(V ) = {X ∈ gl(V )|A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

となる。Rnの標準内積に関する直交群とその Lie環をO(n), o(n)とも書く。O(V )は二つ
の連結成分を持つことが知られているので、注意 3.4.2で述べたことより、O(V )は可算開
基を持つ。

注意 3.4.39 O(n)は n次直交行列の全体であり o(n)は n次交代行列の全体である。

定義 3.4.40 Vを有限次元ベクトル空間とし Aを V上の正定値内積とする。

SO(V ) = SO(V ; A) = SL(V ) ∩ O(V ; A)

と表すと、SO(V )は線形 Lie群になる。SO(V )を回転群または特殊直交群と呼ぶ。SO(V )

の Lie環を so(V ) = so(V ; A)で表すと so(V ) = sl(V ) ∩ o(V ) = o(V ) となる。Rnの標準内
積に関する回転群とその Lie環を SO(n), so(n)とも書く。SO(V )は連結になることが知ら
れているので、注意 3.4.2で述べたことより、SO(V )は可算開基を持つ。

定義 3.4.41 Gを Lie群とする。定義 3.4.4で定めた記号

L(g, x) = Lg(x) = gx, R(g, x) = Rg(x) = xg−1 (x, g ∈ G)

を使うことにする。G上の微分形式ωが任意の g ∈ Gに対して L∗
gω = ωを満たすとき、ω

を左不変微分形式と呼ぶ。同様にωが任意の g ∈ Gに対して R∗
gω = ωを満たすとき、ωを

右不変微分形式と呼ぶ。
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命題 3.4.42 Gを n次元 Lie群とすると、G上に任意の点で 0にならない左不変 n次微分
形式ωが 0ではない定数倍を除いて一意的に存在する。ωは Gに向きを定め、この向きは
左移動に関して不変であり、ωは正の微分形式になる。

証明 G の Lie 環を g で表す。g の基底 X1, . . . , Xnは G 上の左不変ベクトル場の基
底だから、ωi(Xj) = δi

jを満たす左不変 1 次微分形式ωiをとることができる。このとき、
ω = ω1 ∧ · · · ∧ ωnによって G上の n次微分形式を定めると、任意の g ∈ Gに対して

L∗
gω = L∗

g(ω
1 ∧ · · · ∧ ωn) = (L∗

gω
1) ∧ · · · ∧ (L∗

gω
n) = ω1 ∧ · · · ∧ ωn = ω

となりωは左不変微分形式になる。ωは任意の点で 0 にはならないので、G の向きを定め
る。Gの左移動はωを不変にするので、ωの定める向きも不変にする。この向きに関して、
ωは正の左不変 n次微分形式になる。一意性は左不変性から従う。

命題 3.4.43と同様にして、次の命題も証明することができる。

命題 3.4.43 Gを n次元 Lie群とすると、G上に任意の点で 0にならない右不変 n次微分
形式ωが 0ではない定数倍を除いて一意的に存在する。ωは Gに向きを定め、この向きは
右移動に関して不変であり、ωは正の微分形式になる。

補題 3.4.44 Gを Lie群とし、x ∈ Gに対して I(x) = Lx ◦ Rxによって内部自己同型写像
I(x)を定めると、

dI(x)g = dLxgx−1 ◦ Ad(x) ◦ dLg−1 (g ∈ G)

が成り立つ。命題 3.4.43で定めた左不変な向きが右不変にもなるための必要十分条件は、任
意の x ∈ Gに対して det Ad(x) > 0が成り立つことである。特に、Gが連結のときは、左
不変な向きは右不変にもなる。

証明 x, g ∈ Gに対して

dI(x)g = d(Lx ◦ Rx)g

= d(Lx ◦ Rx ◦ Lg ◦ Lg−1)g

= d(Lx ◦ Rx ◦ Lg)e ◦ (dLg−1)g

= d(Lx ◦ Lg ◦ Rx)e ◦ (dLg−1)g

= d(Lx ◦ Lg ◦ Lx−1 ◦ Lx ◦ Rx)e ◦ (dLg−1)g

= dLxgx−1 ◦ Ad(x) ◦ dLg−1 .

したがって
dI(x)g = dLxgx−1 ◦ Ad(x) ◦ dLg−1 (g ∈ G)

を得る。
左不変な向きが右不変にもなることは、任意の x ∈ Gについて I(x)が左不変な向きを保
つことと同値であり、上で示した等式よりこれは任意の x ∈ Gについて Ad(x)が TeGの
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向きを保つことと同値になる。さらにこれは任意の x ∈ Gについて det Ad(x) > 0が成り
立つことと同値になる。

Gが連結のときは、連続準同型写像 det Ad : G → R ∼ {0}の像は連結になり、任意の
x ∈ Gについて det Ad(x) > 0が成り立つ。上で示したことから、左不変な向きは右不変
にもなる。

命題 3.4.45 ωlとωrをそれぞれ n次元 Lie群G上の 0ではない左不変 n次微分形式と右不
変 n次微分形式とする。このとき 0ではない定数 cが存在し

ωr = c det Ad · ωl

が成り立つ。

証明 θ = det Ad · ωlとおくと、θは G上の 0ではない n次微分形式になる。以下でθが
右不変になることを補題 3.4.44を使って示す。x, g ∈ Gに対して

(R∗
xθ)g = ∧n(dRx)gθgx−1

= ∧n(dRx)g det Ad(gx−1)(ωl)gx−1

= det Ad(gx−1) ∧n (dRx)g(ωl)gx−1

= det Ad(gx−1) ∧n (dLx−1 ◦ dLx ◦ dRx)g(ωl)gx−1

= det Ad(gx−1) ∧n (dLx ◦ dRx)g ◦ ∧n(dLx−1)xgx−1(ωl)gx−1

= det Ad(gx−1) ∧n dI(x)g(ωl)xgx−1

= det Ad(gx−1) ∧n (dLxgx−1 ◦ Ad(x) ◦ dLg−1)g(ωl)xgx−1

= det Ad(gx−1) det Ad(x) ∧n (dLxgx−1 ◦ dLg−1)g(ωl)xgx−1

= det Ad(g)(ωl)g

= θg.

以上よりθは右不変微分形式になる。
命題 3.4.43より、0ではない定数 cが存在し

ωr = c · θ = c det Ad · ωl

となる。

系 3.4.46 命題 3.4.45と同じ設定のもとで、J(g) = g−1によって微分同型写像 J : G → G

を定める。このとき、任意の x ∈ Gに対して次の等式が成り立つ。

R∗
xωl = det Ad(x) · ωl, L∗

xωr = det Ad(x) · ωr,

J∗ωl = (−1)n det Ad · ωl.
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証明 命題 3.4.45より x, g ∈ Gに対して

(R∗
xωl)g = ∧n(dRx)g(ωl)gx−1

= ∧n(dRx)g(c det Ad(gx−1))−1(ωr)gx−1

= c−1 det Ad(xg−1) ∧n (dRx)g(ωr)gx−1

= det Ad(x)c−1 det Ad(g)−1(ωr)g

= det Ad(x)(ωl)g

となるので、
R∗

xωl = det Ad(x)ωl

が成り立つ。

(L∗
xωr)g = ∧n(dLx)g(ωr)xg

= ∧n(dLx)gc det Ad(xg)(ωl)xg

= c det Ad(xg) ∧n (dLx)g(ωl)xg

= det Ad(x)c det Ad(g)(ωl)g

= det Ad(x)(ωr)g

となるので、
L∗

xωr = det Ad(x)ωr

が成り立つ。
J∗ωlについて考える。

J ◦ Rx(g) = J(gx−1) = xg−1 = Lx ◦ J(g)

となり J ◦ Rx = Lx ◦ Jが成り立つ。これを使って J∗ωlが右不変になることをまず示して
おく。

R∗
xJ

∗ωl = (J ◦ Rx)
∗ωl = (Lx ◦ J)∗ωl = J∗ ◦ L∗

xωl = J∗ωl

となるので、J∗ωは右不変微分形式になる。
命題 3.4.45よりある定数 cが存在し J∗ωl = c det Ad ·ωlが成り立つ。単位元 eでの値を調
べるために dJeを求めておく。Gの Lie環の元Xに対して

dJeXe =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

J(exp tX) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(exp tX)−1 =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

exp(−tX) = −Xe

となるので、dJe = −1が成り立つ。

(J∗ωl)e = (∧ndJe)(ωl)e = (−1)n(ωl)e = (−1)n det Ad(e)(ωl)e

より上の定数 cは c = (−1)nとなり、

J∗ωl = (−1)n det Ad · ωl

が成り立つ。
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定義 3.4.47 Lie群Gが多様体Xに Lie変換群として作用していると仮定する。すなわち、
作用を定める写像

A : G × X → X

が C∞級であると仮定する。µをK(X)上の積分とし、χ : G → Rとする。

µ(u ◦ Ag) = χ(g)µ(u) (g ∈ G, u ∈ K(X))

が成り立つとき、µをχ共変積分と呼ぶ。χ = 1のとき、µを不変積分と呼ぶ。

系 3.4.48 命題 3.4.45と同じ設定のもとで、左不変 n次微分形式ωlの定めるK(G)上の積分
をλlで表し、右不変n次微分形式ωrの定めるK(G)上の積分をλrで表すと、λlは右 | det Ad|−1

共変積分になり、λrは左 | det Ad|−1共変積分になる。

証明Gの連結成分の全体を {Gi}で表す。x ∈ Gをとったとき、各連結成分Gi上でRx−1

が向きを保つか逆にするかが定まる。Gi上で Rx−1が向きを保つならばαi = 1とし、Gi上
で Rx−1が向きを逆にするならばαi = −1とする。f ∈ K(G)に対して

λl(f ◦ Rx) =
∫

G
(f ◦ Rx)ωl =

∑

i

αi

∫

Gi

R∗
x−1 [(f ◦ Rx)ωl]

=
∑

i

αi

∫

Gi

f · (R∗
x−1ωl) =

∑

i

αi

∫

Gi

f · det Ad(x)−1 · ωl

=
∑

i

αi det Ad(x)−1
∫

Gi

f · ωl =
∑

i

| det Ad(x)|−1
∫

Gi

f · ωl

= | det Ad(x)|−1
∫

G
f · ωl = | det Ad(x)|−1λl(f).

したがって、λlは右 | det Ad|−1共変積分になる。
Gi上でLx−1が向きを保つならばβi = 1とし、Gi上でLx−1が向きを逆にするならばβi = −1

とする。

λr(f ◦ Lx) =
∫

G
(f ◦ Lx)ωr =

∑

i

βi

∫

Gi

L∗
x−1 [(f ◦ Lx)ωr]

=
∑

i

βi

∫

Gi

f · (L∗
x−1ωr) =

∑

i

βi

∫

Gi

f · det Ad(x)−1 · ωr

=
∑

i

βi det Ad(x)−1
∫

Gi

f · ωr =
∑

i

| det Ad(x)|−1
∫

Gi

f · ωr

= | det Ad(x)|−1
∫

G
f · ωr = | det Ad(x)|−1λr(f).

したがって、λrは左 | det Ad|−1共変積分になる。

定義 3.4.49 Lie群Gの左不変積分が右不変積分にもなるとき、Gをユニモジュラーという。
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系 3.4.50 Lie群 Gがユニモジュラーになるための必要十分条件は、

| det(Ad(g))| = 1 (g ∈ G)

が成り立つことである。

命題 3.4.51 Lie群 Gは、Ad(G)がコンパクトになるとき、ユニモジュラーになる。

証明 Ad(G)がコンパクトだから、Lie群の準同型写像

G → R+; g 7→ | det Ad(g)|

の像はコンパクトになる。ところが、R+のコンパクト部分群は {1}のみだから、

| det Ad(g)| = 1 (g ∈ G)

が成り立つ。したがって、系 3.4.50より、Gはユニモジュラーになる。

3.5 等質空間上の不変測度

この節をとおして次のような設定で Lie群の等質空間上の不変測度について考察する。G

を Lie群とし、その Lie環を gで表す。HをGの閉 Lie部分群とし、その Lie環を h ⊂ gで
表す。π : G → G/Hを自然な射影とし、o = π(e)とおく。各 x ∈ Gに対して G/Hの微分
同型写像τ(x)を

τ(x)gH = xgH (gH ∈ G/H)

によって定める。

補題 3.5.1 任意の h ∈ Hに対して dτ(h)o ◦ dπe = dπe ◦AdG(h)となり、さらに、次の等式
が成り立つ。

det dτ(h)o =
det AdG(h)

det AdH(h)
(h ∈ H).

証明 任意の h ∈ Hと g ∈ Gに対して

τ(h) ◦ π(g) = hgH = hgh−1H = (π ◦ I(h))(g)

となるので、τ(h) ◦ π = π ◦ I(h)が成り立つ。これより

dτ(h)o ◦ dπe = d(τ(h) ◦ π)e = d(π ◦ I(h))e = dπe ◦ AdG(h)

を得る。
dπeは gから To(G/H)への線形全射になる。さらに dπeの核は hに一致する。したがっ
て、dπeは線形同型写像

dπe : g/h → To(G/H)
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を誘導する。また AdG(h)は hを不変にするので

AdG(h) : g/h → g/h

を誘導する。これらより、dτ(h)o ◦ dπe = dπe ◦ AdG(h) が成り立つので、

det(dτ(h)o) = det(AdG(h))

を得る。他方、AdG(h)の hへの制限は、AdH(h)に一致し、

det(AdG(h)) = det(AdG(h)) det(AdH(h))

が成り立つので、

det(dτ(h)o) = det(AdG(h)) =
det(AdG(h))

det(AdH(h))
.

命題 3.5.2 m = dim(G/H)とおくと、次の二つの条件は同値になる。

(1) G/Hは 0でない G不変m次微分形式を持つ。

(2) 任意の h ∈ Hに対して det(AdG(h)) = det(AdH(h)) が成り立つ。

これらの条件が満たされているとき、G/Hは G不変な向きを持ち、G不変m次微分形式
は定数倍を除いて一意的に定まる。

証明 まず (1)を仮定する。G/H上の 0でないG不変m次微分形式ωをとる。G不変性
より、特に h ∈ Hに対してτ(h)∗ω = ωが原点 oで成り立つので、det(dτ(h)o) = 1となる。
補題 3.5.1より、det(AdG(h)) = det(AdH(h)) となり、(2)が成り立つ。
次に (2)を仮定する。To(G/H)上の 0でない m次交代形式ωoをとる。h ∈ Hに対して

det(AdG(h)) = det(AdH(h)) だから、τ(h)∗ωo = ωoとなる。したがって、ωoをG/H上のG

不変m次微分形式ωに一意的に拡張することができる。よって (2)が成り立つ。もし他の
G 不変 m 次微分形式ω′があるとすると、G 不変性からωの定数倍になる。これより G 不
変m次微分形式の定数倍を除いた一意性がわかる。
最後に条件 (1)が満たされているとき、G/HがG不変な向きを持つことを示す。G/H上
の 0でないG不変m次微分形式ωをとる。G/Hの各点でωに代入して正の値になる接ベク
トル空間の基底を正の基底として定めると、これによりG/Hの向きが定まり、ωがG不変
であることから、この向きも G不変になる。

定理 3.5.3 任意の h ∈ Hに対して

| det(AdG(h))| = | det(AdH(h))|

が成り立つことが、K(G/H)上に 0ではない G不変積分µG/Hが存在するための必要十分
条件になる。この積分µG/Hは定数倍を除いて一意的であり、Gと Hの左不変積分µGとµH

を正規化すると、
∫

G
fdµG =

∫

G/H

(∫

H
f(gh)dµH(h)

)
dµG/H (f ∈ K(G))

が成り立つ。
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まずこの定理の証明のための準備をしておく。

補題 3.5.4 µHをHの左不変測度とし

f̄(gH) =
∫

H
f(gh)dµH(h) (f ∈ K(G))

とおく。このとき、f 7→ f̄はK(G)からK(G/H)への線形全射になる。

証明 f̄の定め方より、sptf̄ ⊂ π(sptf)となる。f ∈ K(G)より sptfはコンパクトにな
り、π(sptf)もコンパクト、よって sptf̄もコンパクトになり、f̄ ∈ K(G/H)が成り立つ。さ
らに積分の線形性より f 7→ f̄はK(G)からK(G/H)への線形写像になる。
以下で上の線形写像が全射になること、すなわち、任意の F ∈ K(G/H)に対してある

f ∈ K(G)が存在し F = f̄が成り立つことを示す。C = sptFとおくと Cは G/Hのコンパ
クト部分集合になる。よって、Gのあるコンパクト部分集合 C ′が存在し C = π(C ′)が成り
立つ。µH(CH) > 0となるHのコンパクト部分集合 CHをとり、C̃ = C ′ ·CHとおく。CHは
Hの部分集合だからπ(C̃) = π(C ′ · CH) = π(C ′) = Cが成り立つ。さらに C ′と CHはコン
パクトだからC̃もコンパクトになる。これよりC̃上 f1 > 0となり G全体で f1 ≥ 0となる
f1 ∈ K(G)をとることができる。gH ∈ C ⊂ G/Hに対して

f̄1(gH) =
∫

H
f1(gh)dµH(h) ≥

∫

CH

f1(gh)dµH(h) > 0

となり、C上f̄1 > 0が成り立つ。そこで

f(g) =





f1(g)
F (π(g))
f̄1(π(g))

π(g) ∈ C

0 π(g) /∈ C

とおく。fは連続になり、sptf ⊂ sptf1だから f ∈ K(G) が成り立つ。さらに定め方より
π(g) /∈ Cのときf̄(gH) = 0 = F (gH)となり、π(g) ∈ Cのとき

f̄(gH) =
∫

H
f(gh)dµH(h) =

F (π(g))

f̄1(π(g))

∫
f1(gh)dµH(h) =

F (π(g))

f̄1(π(g))
f̄1(π(g)) = F (π(g)).

したがってf̄ = Fが成り立つ。

定理 3.5.5 n = dim Gとする。µGを G上の左不変測度とすると、G上のある左不変 n次
微分形式ωlが存在し ∫

G
φdµG =

∫

G
φωl (φ ∈ K(G))

が成り立つ。特に G上の左不変測度は定数倍を除いて一意的に定まる。

この定理の証明は省略し、結果を認めて使うことにする。
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定理 3.5.3の証明 まず任意の h ∈ Hに対して

| det(AdG(h))| = | det(AdH(h))|

が成り立つと仮定する。G/H上の G不変積分µG/Hを構成するために f ∈ K(G)に対して
f̄ = 0ならば

∫
G fdµG = 0が成り立つことを示す。任意にφ ∈ K(G)をとる。系 3.4.48と定

理 3.5.5より、G上の左不変測度µGは右 | det AdG|−1共変になることと、Fubiniの定理を使
うと

∫

G
φ(g)

(∫

H
f(gh)dµH(h)

)
dµG(g)

=
∫

H

(∫

G
φ(g)f(gh)dµG(g)

)
dµH(h)

=
∫

H

(
| det AdG(h)|

∫

G
φ(gh−1)f(g)dµG(g)

)
dµH(h)

=
∫

G
f(g)

(∫

H
φ(gh−1)| det AdG(h)|dµH(h)

)
dµG(g)

=
∫

G
f(g)

(∫

H
φ(gh−1)| det AdH(h)|dµH(h)

)
dµG(g)

=
∫

G
f(g)

(∫

H
φ(gh−1)| det AdH(h)|dµH(h)

)
dµG(g)

を得る。系 3.4.46と定理 3.5.5より、
∫

H
φ(gh−1)| det AdH(h)|dµH(h) =

∫

H
φ(gh)dµH(h)

が成り立つことがわかり、
∫

G
φ(g)

(∫

H
f(gh)dµH(h)

)
dµG(g) =

∫

G
f(g)

(∫

H
φ(gh)dµH(h)

)
dµG(g)

を得る。そこで、π(sptf)上Φ = 1となるΦ ∈ K(G/H)をとり、補題 3.5.4よりφ̄ = Φを満
たすφ ∈ K(G)をとることができる。f̄ = 0と仮定すると、上で示したことより

0 =
∫

G
φ(g)f̄(gH)dµG(g) =

∫

G
φ(g)

(∫

H
f(gh)dµH(h)

)
dµG(g)

=
∫

G
f(g)

(∫

H
φ(gh)dµH(h)

)
dµG(g) =

∫

G
f(g)Φ(gH)dµG(g)

=
∫

G
f(g)dµG(g)

を得る。
F ∈ K(G/H) に対して補題 3.5.4よりf̄ = Fを満たす f ∈ K(G) をとることができ、

µG/H(F ) =
∫
G fdµGによってµG/H : K(G/H) → Rを定める。もし f1, f2 ∈ K(G)がf̄1 = f̄2

を満たすとすると、f1 − f2 = 0となり、上で示したことから
∫
G(f1 − f2)dµG = 0、すなわ

ち、
∫
G f1dµG =

∫
G f2dµGが成り立つ。これより、上のµG/H(F )の定め方は fのとり方に依
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存しない。さらにµG/Hは線形写像になる。F ≥ 0 ならばµG/H(F ) ≥ 0 となることもわか
る。したがって、µG/Hは G/H上の積分になる。

Gの元 gに対して

µG/H(F ◦ τ(g)) =
∫

G
f(gx)dµG(x) =

∫

G
f(x)dµG(x) = µG/H(F )

となり、µG/Hは G不変積分になる。
次にG/H上の 0ではないG不変積分µG/Hが存在すると仮定する。このとき、f ∈ K(G)に
対してµG/H(f̄)を対応させる対応がG上の左不変積分になることをまず示しておく。g ∈ G

に対して
µG/H(f ◦ Lg) = µG/H(f̄ ◦ τ(g)) = µG/H(f̄)

となるので、f 7→ µG/H(f̄)が左不変であることがわかる。定理 3.5.5よりある正の定数 cが
存在し

µG/H(f̄) = c
∫

G
fdµG (f ∈ K(G))

が成り立つ。



第 4章 積分幾何学

4.1 アファイン部分空間の全体

次の節で議論する Euclid空間における Croftonの公式を定式化するために必要になるア
ファイン部分空間の全体に関する準備をこの節でしておく。

定義 4.1.1 Rnの合同変換全体のなすLie変換群をM(Rn)で表す。M(Rn)の元は g ∈ O(n)

と u ∈ Rnによって
T (g, u)x = gx + u (x ∈ Rn)

と表すことができ、M(Rn)は多様体としてはO(n)×Rnと微分同型になる。Lie群として
は同型ではないことに注意しておく。Rn内の m次元アファイン部分空間全体を Am(Rn)

で表すと、M(Rn)はAm(Rn)に推移的に作用し、この作用によってAm(Rn)はM(Rn)の
等質空間になる。

I(Rn × G(n, n − m)) = {(x,W ) ∈ Rn × G(n, n − m) | x ∈ W}

によって I(Rn × G(n, n − m))を定めると、I(Rn × G(n, n − m))はG(n, n − m)上のベ
クトル束の全空間になり、多様体構造を持つ。写像

L : I(Rn × G(n, n − m)) → Am(Rn) ; (x,W ) 7→ L(x,W ) = W⊥ + x

は二つの多様体の間の微分同型写像を与える。

命題 4.1.2 Am(Rn)は (n − m)(m + 1)次元多様体になり、M(Rn)の作用に関する不変積
分µAm(Rn)を持つ。

略証 G = M(Rn)とおき、Rm ∈ Am(Rn)とみなして

H = {g ∈ G | gRm = Rm}

とすると、HはGの閉部分群になり、Am(Rn)はG/Hに微分同型になる。そこで、今後こ
れらを微分同型写像

G/H → Am(Rn) ; gH → gRm

65
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によって同一視することにする。

H = {T (g, u) | g ∈ O(m) × O(n − m), u ∈ Rm}

となることに注意すると、

dim Am(Rn) = dim M(Rn) − dim(O(m) × O(n − m) × Rm) = (n − m)(m + 1).

Gの随伴表現を計算すると T (g, u) ∈ Gに対して

| det AdG(T (g, u))| = | det AdO(n)(g)| = 1

となり、Gはユニモジュラーになる。上の最後の等式は、命題 3.4.51よりわかる。同様の
計算によって T (g, u) ∈ Hに対しても

| det AdH(T (g, u))| = | det AdO(m)×O(n−m)(g)| = 1

となり、Gはユニモジュラーになる。したがって、定理 3.5.3よりG/H = Am(Rn)はM(Rn)

の作用に関する不変積分を持つ。

命題 4.1.3

I(Rn × Am(Rn)) = {(x, L) ∈ Rn × Am(Rn) | x ∈ L}

とおくと、I(Rn ×Am(Rn))はRn ×Am(Rn)の n+m(n−m)次元正規部分多様体になる。
さらに、

i : Rn × G(n,m) → I(Rn × Am(Rn)) ; (x, V ) 7→ (x, V + x)

によって iを定めると、iは微分同型写像になる。

略証 Am(Rn)の元を (x,W ) ∈ I(Rn ×G(n, n−m))によって L(x,W )で表すことにす
る。G(n, n−m)において局所的には、W ∈ G(n, n−m)に滑らかに依存するWの正規直
交基底 e1(W ), . . . , en−m(W )をとることができる。(y, L(x,W )) ∈ Rn × Am(Rn)に対して
(y, L(x,W )) ∈ I(Rn ×Am(Rn)) となるための必要十分条件は、y ∈ L(x,W )であり、Lの
定め方からこれは y ∈ W⊥ + x すなわち y − x ∈ W⊥と同値になる。さらに

〈y − x, e1(W )〉 = · · · = 〈y − x, en−m(W )〉 = 0

と同値になる。これは、Rn ×Am(Rn)内で I(Rn ×Am(Rn))が局所的に独立な n−m個の
方程式 〈y−x, ei(W )〉 = 0の共通零点になっていることを示しているので、I(Rn×Am(Rn))

はRn × Am(Rn)の正規部分多様体になり、その次元は

n + (n − m)(m + 1) − (n − m) = n + m(n − m)

に一致する。
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iの定め方から、iは C∞級全単射であることがわかる。そこで、iが微分同型写像になる
ことを示すためには、各点の微分写像が線形同型写像になることを示せばよい。iの像は

I(Rn × Am(Rn)) ⊂ Rn × Am(Rn)
1×L−1

∼=−→ Rn × I(Rn × G(n, n − m)) ⊂ Rn × Rn × G(n, n − m)

に含まれるので、(1 × L−1)i の微分写像を Rn × Rn × G(n, n − m) の接ベクトルを使
って表し最大階数になることがわかれば、i の微分写像が線形同型写像になることもわか
る。G(n,m)において局所的には、V ∈ G(n, m)に滑らかに依存する Rnの正規直交基底
e1(V ), . . . , en(V ) であって、e1(V ), . . . , em(V ) は Vの正規直交基底になるものをとること
ができる。G(n, m)の Vにおける接ベクトル空間は、自然に Hom(V, V ⊥)と同一視するこ
とができ、1 ≤ j ≤ m, m + 1 ≤ k ≤ nに対して

Fjk(V )(el(V )) =

{
ek(V ) (j = l)

0 (j 6= l)

によって Fjk(V ) ∈ Hom(V, V ⊥) = TV (G(n,m)) を定めると、これらは TV (G(n,m)) の
基底になる。以降の計算では ej(V ) と Fjk(V ) の Vは省略して書くことにする。(x, V ) ∈
Rn × G(n,m)に対して

(1 × L−1)i(x, V ) = (1 × L−1)(x, V + x)

= (1 × L−1)


x, V +

n∑

j=1

〈x, ej〉ej




= (1 × L−1)


x, V +

n∑

k=m+1

〈x, ek〉ek




=


x,

n∑

k=m+1

〈x, ek〉ek, V
⊥


 .

これより

d((1 × L−1)i)(ej, 0) = (ej, 0, 0) (1 ≤ j ≤ m)

d((1 × L−1)i)(ek, 0) = (ek, ek, 0) (m + 1 ≤ k ≤ n)

d((1 × L−1)i)(0, Fjk) = (0,−〈x, ek〉ej − 〈x, ej〉ek,−F ∗
jk) (1 ≤ j ≤ m, m + 1 ≤ k ≤ n)

となり、d((1 × L−1)i)は最大階数であることがわかる。

4.2 Croftonの公式

定理 4.2.1 (Croftonの公式) Rn内の n − m次元部分多様体 Sに対して

iS : Am(Rn) → [0,∞] ; L 7→ iS(L) = card(S ∩ L)
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はµAm(Rn)可測関数になる。さらに n,mにのみ依存する正の定数 Cが存在し

µS(S) = C
∫

iSdµAm(Rn)

が成り立つ。

証明
I(S) = {(x, L) ∈ I(Rn × Am(Rn)) | x ∈ S}

とおく。命題 4.1.3の微分同型写像 iを使うと、

i−1(I(S)) = S × G(n,m)

となるので、これはRn × G(n,m)の部分多様体になりその次元は

n − m + m(n − m) = (n − m)(m + 1)

になる。したがって、I(S)は I(Rn ×Am(Rn))の (n−m)(m + 1)次元部分多様体になる。

πA : I(S) → Am(Rn) ; (x, L) 7→ L

によって写像πAを定義すると、πAは包含写像 I(S) → Rn × Am(Rn)と第二成分への射影
Rn × Am(Rn) → Am(Rn) との合成になるので、C∞級写像になる。

dim Am(Rn) = (n − m)(m + 1) = dim I(S)

に注意しておく。この C∞級写像πA : I(S) → An−m(Rn)に余面積公式 (系 3.3.7)を適用す
るためにこれらの多様体にRiemann計量を導入する。Rnとその部分多様体 Sには標準的な
Riemann計量とその誘導計量を導入しておく。Grassmann多様体G(n,m)とG(n, n−m)

には、命題 4.1.3の略証中に導入した Fjkと F ∗
jkが正規直交基底になるように Riemann計量

を導入しておく。命題 4.1.3の微分同型写像

i : Rn × G(n,m) → I(Rn × Am(Rn))

が等長的になるように I(Rn × Am(Rn)) に Riemann 計量を導入し、部分多様体 I(S) に
その誘導計量を導入する。すると、I(S)は S × G(n,m)と等長的になる。写像πAの値域
Am(Rn)には微分同型写像

L−1 : Am(Rn) → I(Rn × G(n, n − m))

および包含関係
I(Rn × G(n, n − m)) ⊂ Rn × G(n, n − m)

によって誘導されるRiemann計量を導入する。このRiemann計量から誘導されるRiemann

測度による積分は、Am(Rn)のM(Rn)の作用による不変積分になることがわかり、これを
µAm(Rn)とみなすことができる。
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I(S)上恒等的に 1に等しい関数とπA : I(S) → Am(Rn)に余面積公式 (系 3.3.7)を適用
すると ∫

card(π−1
A (L))dµAm(Rn)L =

∫
JπAdµI(S)

を得る。ここで

π−1
A (L) = {(x, L) | x ∈ L, x ∈ S} = (S ∩ L) × {L}

だから card(π−1
A (L)) = card(S ∩ L) = iS(L) となり、

∫
iSdµAm(Rn) =

∫
JπAdµI(S).

以下で上の等式の右辺を計算する。そのために、まずπAの微分写像 dπAを求める。πA(1×
L−1)i = L−1iであることに注意しておく。命題 4.1.3の略証中に示した (1 × L−1)iの微分
写像の公式を使うと、(x, V ) ∈ S × G(n,m)において Sの接ベクトルXをとると

d(πA(1 × L−1)i)(X, 0) = d(L−1i)(X, 0)

= d(L−1i)




m∑

j=1

〈X, ej〉ej +
n∑

k=m+1

〈X, ek〉ek




=




n∑

k=m+1

〈X, ek〉ek, 0




d(πA(1 × L−1)i)(0, Fjk) = d(L−1i)(0, Fjk)

= (−〈x, ek〉ej − 〈x, ej〉ek,−F ∗
jk)

を得る。Rnにおける V ⊥への直交射影を PV ⊥で表すと、

PV ⊥(v) =
n∑

k=m+1

〈v, ek〉ek

となるので、

d(πA(1 × L−1)i)(X, 0) = (PV ⊥(X), 0)

d(πA(1 × L−1)i)(0, Fjk) = (−〈x, ek〉ej − 〈x, ej〉ek,−F ∗
jk)

が成り立つ。TxSの正規直交基底 u1, . . . , un−mをとると、

JπA(x, V )

=

∣∣∣∣∣∣∣
(PV ⊥(u1), 0) ∧ · · · ∧ (PV ⊥(un−m), 0) ∧

∧

1≤j≤m
m+1≤k≤n

(−〈x, ek〉ej − 〈x, ej〉ek,−F ∗
jk)

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣
(PV ⊥(u1), 0) ∧ · · · ∧ (PV ⊥(un−m), 0) ∧

∧

1≤j≤m
m+1≤k≤n

(0,−F ∗
jk)

∣∣∣∣∣∣∣

= |PV ⊥(u1) ∧ · · · ∧ PV ⊥(un−m)|.
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したがって、
∫

JπAdµI(S) =

∫ (∫
|PV ⊥(u1) ∧ · · · ∧ PV ⊥(un−m)|dµG(n,m)V

)
dµS.

ここで、積分 ∫
|PV ⊥(u1) ∧ · · · ∧ PV ⊥(un−m)|dµG(n,m)V

は TxSに依存しないで n,mにのみ依存するある正の定数 C−1になるので、
∫

JπAdµI(S) = C−1µS(S)

が成り立ち、
µS(S) = C

∫
iSdµAm(Rn)

を得る。

定理 3.3.10のCroftonの公式による証明 m > nと仮定していることに注意しておく。
H(M)を通るm−n次元アファイン部分空間はH(M)と交点を一つだけ持ち、Mを境界に
持つ n次元部分多様体 Sとは一点以上の交点を持つので、iH(c) ≤ iSが成り立つ。これより、

µS(S) = C
∫

iSdµAm−n(Rn) ≥ C
∫

iH(M)dµAm−n(Rn) = Ln(H(M)).

したがって、H(M)が面積最小になる。等号µS(S) = Ln(H(M))が成り立つと仮定すると、
上の不等式の等号が成り立つので、µAm−n(Rn)に関してほとんどすべてのm−n次元アファ
イン部分空間に関して iS = iH(M)が成り立つことになり SはH(M)に一致する。

4.3 位相ベクトル空間

この節では次の節以降で必要になる位相ベクトル空間に関する基本的事項をまとめてお
く。さらに詳しい解説や証明については、たとえば

W. Rudin, Functional analysis, McGraw-Hill, New York, 1973

を参照のこと。

定義 4.3.1 実ベクトル空間 Xが次の条件を満たす位相を持っているとき Xを位相ベクト
ル空間という。

(1) Xのどの 1点も閉集合である。

(2) Xの実ベクトル空間としての演算

X × X −→ X; (x, y) 7−→ x + y

R × X −→ X; (r, x) 7−→ rx

は連続である。
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定義 4.3.2 実ベクトル空間X上の実数値関数 pが

(1) p(x + y) ≤ p(x) + p(y) (x, y ∈ X)

(2) p(rx) = |r|p(x) (r ∈ R, x ∈ X)

を満たすとき pをX上のセミノルムと呼ぶ。さらにセミノルム pが p(x) = 0ならば x = 0

を満たすとき pをX上のノルムと呼ぶ。

命題 4.3.3 実ベクトル空間X上のセミノルム pは次の性質を持つ。

(1) p(0) = 0

(2) |p(x) − p(y)| ≤ p(x − y) (x, y ∈ X)

(3) p(x) ≥ 0 (x ∈ X)

(4) {x ∈ X | p(x) = 0}はXの部分ベクトル空間になる。

証明 (1) 定義 4.3.2の (2)より

p(0) = p(0 · x) = |0|p(x) = 0.

(2) 定義 4.3.2の (1)より x, y ∈ Xに対して

p(x) = p(x − y + y) ≤ p(x − y) + p(y)

となるので p(x) − p(y) ≤ p(x − y)を得る。さらに定義 4.3.2の (2)より

p(y) − p(x) ≤ p(y − x) = p(x − y)

だから |p(x) − p(y)| ≤ p(x − y)を得る。
(3) 上の (2)において y = 0とすると

0 ≤ |p(x) − p(0)| ≤ p(x − 0) = p(x)

となり 0 ≤ p(x)を得る。
(4) p(x) = p(y) = 0を満たす x, y ∈ Xと実数 a, bに対して

0 ≤ p(ax + by) ≤ p(ax) + p(by) = |a|p(x) + |b|p(y) = 0.

したがって p(ax + by) = 0となり、{x ∈ X | p(x) = 0}はXの部分ベクトル空間になる。

命題 4.3.4 Xを実ベクトル空間とし、pをX上のノルムとする。このとき、

d(x, y) = p(x − y) (x, y ∈ X)

によって dを定めると、dはX上の距離になる。さらにこの距離の定める位相に関してX

は位相ベクトル空間になる。
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証明 x, y ∈ Xに対して 0 ≤ d(x, y) となる。d(x, x) = p(x − x) = p(0) = 0 であり、
0 = d(x, y) = p(x − y)ならば x − y = 0となるので x = yが成り立つ。さらに

d(x, y) = p(x − y) = p(y − x) = d(y, x).

x, y, z ∈ Xに対して

d(x, z) = p(x − z) = p(x − y + y − z) ≤ p(x − y) + p(y − z) = d(x, y) + d(y, z).

以上より、dはX上の距離になる。
この距離から定まる位相に関してXが位相ベクトル空間になることは次の不等式からわ
かる。x, x′, y, y′ ∈ Xに対して

d(x + x′, y + y′) = p(x + x′ − y − y′) ≤ p(x − y) + p(x′ − y′) = d(x, y) + d(x′, y′).

x, y ∈ Xと実数 a, bに対して

d(ax, by) = p(ax − by) = p(ax − ay + ay − by)

≤ p(ax − ay) + p(ay − by) = |a|p(x − y) + |a − b|p(y)

= |a|d(x, y) + |a − b|p(y).

命題 4.3.5 {pi}i∈Nを実ベクトル空間 X上のセミノルムの可算族とする。さらに x ∈ Xを
とると任意の iについて pi(x) = 0ならば x = 0が成り立つと仮定する。このとき

ρ(x, y) =
∞∑

i=1

1

2i
min{pi(x − y), 1} (x, y ∈ X)

とおくと、ρはXの距離になり、ρが誘導する位相に関してXは位相ベクトル空間になる。

証明 x, y ∈ Xに対して 0 ≤ min{pi(x − y), 1} ≤ 1となるので、ρを定義している級数
は収束し、ρの定義は意味を持つ。0 ≤ ρ(x, y)も成り立つ。ρ(x, x) = 0は定義からわかる。
ρ(x, y) = 0とすると、任意の iについてmin{pi(x− y), 1} = 0が成り立ち、仮定から x = y

を得る。
0 以上の実数 u, vに対して min{u + v, 1} ≤ min{u, 1} + min{v, 1} が成り立つので、

x, y, z ∈ Xに対して

min{pi(x − z), 1} ≤ min{pi(x − y), 1} + min{pi(y − z), 1}

が成り立ち、これより
ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)

を得る。以上より、ρはX上の距離になる。



4.4 カレント 73

この距離から定まる位相に関して Xが位相ベクトル空間になることは、命題 4.3.4の
証明中に示した不等式はセミノルムに対しても成立することと、次の不等式からわかる。
x, x′, y, y′ ∈ Xに対して

ρ(x + x′, y + y′) =
∞∑

i=1

1

2i
min{pi(x + x′ − y − y′), 1}

≤
∞∑

i=1

1

2i
min{pi(x − y) + pi(x

′ − y′), 1}

≤
∞∑

i=1

1

2i
min{pi(x − y), 1} +

∞∑

i=1

1

2i
min{pi(x

′ − y′), 1}

= ρ(x, y) + ρ(x′, y′).

x, y ∈ Xと実数 a, bに対して

ρ(ax, by) =
∞∑

i=1

1

2i
min{pi(ax − by), 1}

≤
∞∑

i=1

1

2i
min{|a|pi(x − y) + |a − b|pi(y), 1}

≤
∞∑

i=1

1

2i
min{|a|pi(x − y), 1} +

∞∑

i=1

1

2i
min{|a − b|pi(y), 1}

= |a|ρ(x, y) + |a − b|ρ(y).

4.4 カレント

定義 4.4.1 位相ベクトル空間X上の実数値連続線形写像の全体がつくる実ベクトル空間を
Xの双対空間と呼ぶ。

定義 4.4.2 Xを n次元多様体とする。0 ≤ p ≤ nに対してX上の C∞級 p次微分形式の全
体がつくるベクトル空間を Ep(X)で表わす。Xの局所座標近傍 Oi, Uiを

X =
∞⋃

i=1

Oi =
∞⋃

i=1

Ui Oi ⊃ Ūiはコンパクト

となるようにとる。ω ∈ Ep(X)に対して

ω =
∑

j1<···<jp

ωj1···jpdxj1 ∧ · · · ∧ dxjp on Oi

|ω|ai =
∑

a1+···+an≤a
j1<···<jp

sup
x∈Ūi

∣∣∣∣∣
∂a1+···+anωj1···jp(x)

(∂x1)a1 · · · (∂xn)an

∣∣∣∣∣
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とおくと | |aiは Ep(X)のセミノルムになり、| |aiを使うと命題 4.3.5によって Ep(X)は位相
ベクトル空間になる。

dω =
n∑

j=1

∑

j1<···<jp

∂ωj1···jp

∂xj

dxj ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp on Oi

より |dω|ai ≤ |ω|a+1
i となるので

d : Ep(X) −→ Ep+1(X)

は連続になる。
0 −→ E0(X)

d−→ · · · d−→ En(X) −→ 0

を de Rham複体と呼ぶ。Ep(X)上の連続線形形式をX上の p次元カレントと呼び、その
全体がつくるベクトル空間、つまり Ep(X)の双対空間を E′

p(X)で表わす。

注意 4.4.3 T ∈ E′
p(X)について Tの台 sptTは

sptT = X ∼ ∪{V : Xの開集合 |φ ∈ Ep(X), sptφ ⊂ V ⇒ T (φ) = 0}

で定義される。E′
p(X)の元はコンパクトな台を持つことがわかる。一般には E′

p(X)の元を
コンパクトな台を持つカレントと呼ぶが、ここでは単にカレントと呼ぶことにする。

定義 4.4.4 T ∈ E′
p(X) に対して∂T = T ◦ d とすると∂T ∈ E′

p−1(X) となり、線形写像
∂ : E′

p(X) −→ E′
p−1(X)が定まる。∂を境界作用素と呼ぶ。

注意 4.4.5 d2 = 0より∂2 = 0となり

0 ←− E′
0(X)

∂←− · · · ∂←− E′
n(X) ←− 0

も複体になる。de Rhamの定理より

H∗(E
′
∗(X)) ∼= H∗(X;R).

定義 4.4.6 n次元多様体X上の連続 p次微分形式の全体がつくるベクトル空間を Cp(X)で
表わす。ω ∈ Cp(X)に対して

ω =
∑

j1<···<jp

ωj1···jpdxj1 ∧ · · · ∧ dxjp on Oi

|ω|i =
∑

j1<···<jp

sup
x∈U i

∣∣∣ωj1···jp(x)
∣∣∣

とおくと | |iは Cp(X)のセミノルムになり、| |iを使うと命題 4.3.5によって Cp(X)は位相
ベクトル空間になる。ω ∈ Ep(X) に対して |ω|i = |ω|0i ≤ |ω|aiが成り立つので包含写像
ι : Ep(X) −→ Cp(X)は連続になる。Cp(X)上の連続線形形式をX上の p次元積分表示可能
カレントと呼び、その全体がつくるベクトル空間をMp(X)で表す。包含写像ι : Ep(X) −→
Cp(X)は連続だから T ∈ Mp(X)に対して T ◦ ι ∈ E′

p(X)となる。また Ep(X)は Cp(X)内
で稠密なので線形写像

Mp(X) −→ E′
p(X); T 7−→ T ◦ ι

は単射になる。したがってMp(X) ⊂ E′
p(X)とみなすことができる。
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定義 4.4.7 Xを n次元 Riemann多様体とする。T ∈ E′
p(X)に対して

M(T ) = sup{T (φ) | φ ∈ Ep(X), ‖φx‖ ≤ 1(x ∈ X)}

とおく。M(T )を Tの体積量と呼ぶ。各 T ∈ E′
p(X)に対してM(T ) ∈ [0,∞]となる。

命題 4.4.8

Mp(X) = {T ∈ E′
p(X) | M(T ) < ∞}.

定理 4.4.9 T ∈ Mp(X)に対してX上の Radon測度 ‖T‖が存在し、すべての f ∈ C0(X)+

に対して ∫

X
fd‖T‖ = sup{T (φ) | φ ∈ Ep(X), ‖φ‖ ≤ f}

が成り立つ。特に
∫
X d‖T‖ = M(T )となる。

定義 4.4.10 定理 4.4.9の ‖T‖を Tの全変分測度と呼ぶ。

定理 4.4.11 T ∈ Mp(X)に対してベクトル束∧pTXの ‖T‖可測な断面~Tが一意的に存在し
∫
‖~Tx‖d‖T‖x < ∞

‖~Tx‖ = 1 (‖T‖に関するほとんどすべての x ∈ X)

T (φ) =
∫

φ(~Tx)d‖T‖x (φ ∈ Cp(X))

を満たす。

注意 4.4.12 定理 4.4.11より T ∈ Mp(X)に対して

T (φ) =
∫

φ(~Tx)d‖T‖x (φ ∈ Cp(X))

となるので T = ~T‖T‖と書くこともある。

例 4.4.13 Mを Xの向き付けられた p次元コンパクト部分多様体とする。Hpで Xの p次
元 Hausdorff測度を表し、‖M‖ = HpxMとおく。ただし、A ⊂ Xに対して (HpxM)(A) =

Hp(M ∩ A) によって測度HpxMを定める。

~Mx =

{
e1 ∧ · · · ∧ ep (x ∈ Mかつ eiは TxMの正の向きの正規直交基底)

0 (x /∈ M)

によって∧pTXの ‖M‖可測な断面 ~Mを定め、p次元積分表示可能カレント ~M‖M‖を考え
る。このカレントもMで表すことにする。これは p次微分形式をM上で積分することに
他ならない。さらにHpxM = µMとなることが知られてているので

M(M) =
∫

d‖M‖ = Hp(M) = µM(M)

が成り立つ。したがって、カレントが向きの付いたコンパクト部分多様体から定まってい
るときは、そのカレントとしての体積量は通常の部分多様体の体積に一致している。
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4.5 キャリブレーション

定義 4.5.1 Vを内積を持つ有限次元ベクトル空間とする。‖φ‖ ≤ 1を満たすφ ∈ ∧pVを V

上のキャリブレーションと呼ぶ。V上のキャリブレーションφに対して、長さ 1の単純ベク
トルξ ∈ ∧pVが 〈ξ, φ〉 = 1を満たすとき、φはξをキャリブレートするという。Vの向きの付
いた p次元部分ベクトル空間Wに対してWの正の向きの正規直交基底 w1, . . . , wpをとり、

~W = w1 ∧ · · · ∧ wp ∈ ∧pV

によって長さ 1の単純ベクトル ~Wを定める。φが ~Wをキャリブレートするとき、φはWを
キャリブレートするという。

定義 4.5.2 Xを Riemann多様体とする。閉微分形式φ ∈ Ep(X)が各 x ∈ Mに対して TxM

上のキャリブレーションであるとき、φをX上のキャリブレーションと呼ぶ。X上のキャリ
ブレーションφに対して、T ∈ Mp(X)が ‖T‖に関してほとんどすべての x ∈ Xについて
φ(~Tx) = 1を満たすとき、φは Tをキャリブレートするという。

定理 4.5.3 (Harvey-Lawson) φをRiemannian多様体X上のキャリブレーションとする。
φがキャリブレートする閉カレントはそのホモロジー類の中で体積量最小になる。

証明 Mをφがキャリブレートする閉カレントとする。Mと同じホモロジー類に属する
閉カレントM ′をとる。すると p + 1次元カレント Nが存在しM ′ − N = ∂Nが成り立つ。
よって

M ′(φ) − M(φ) = 〈M ′ − M, φ〉 = 〈∂N, φ〉 = 〈N, dφ〉 = 0

となりM ′(φ) = M(φ)が成り立つ。さらにφがMをキャリブレートすることから、

M(φ) =
∫

φ( ~Mx)d‖M‖x =
∫

d‖M‖ = M(M).

次に M ′について考える。M ′ /∈ Mp(X) のときは命題 4.4.8より M(M ′) = ∞ だから、
M ′ ∈ Mp(X)の場合を考えればよい。φの各点での余体積量が 1以下であることから

M ′(φ) =
∫

φ( ~M ′
x)d‖M ′‖x ≤

∫
d‖M ′‖ = M(M ′).

以上より
M(M) = M(φ) = M ′(φ) ≤ M(M ′)

となり、Mは体積量最小になる。

定理 4.5.4 m > nとする。Rm内の平面 Rnの n − 1次元コンパクト部分多様体Mが領域
H(M)を囲んでいると仮定する。Mを境界に持つRm内の n次元カレントの内で体積量最
小なものはH(M)に限る。
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証明 Rm上の n次微分形式φ = dx1 ∧ · · · ∧ dxnは閉微分形式なっている。さらにRmの
各点で単純コベクトルであり長さ 1だから、余体積量も 1になる。したがってφはRm上の
キャリブレーションになる。さらにφの定め方よりφはH(M)をキャリブレートする。

Mを境界に持つカレント Sに対して定理 4.5.3より

M(S) ≥ M(H(M))

が成り立つ。したがって、H(M)は体積量最小になる。
上の等号が成り立つと仮定すると

M(S) =
∫

d‖S‖ ≥
∫

φ(~Sx)d‖S‖x =
∫

φ( ~H(M)x)d‖H(M)‖x = M(H(M))

の等号が成り立つので、‖S‖に関してほとんどすべての xに対してφ(~Sx) = 1となるので、
S = H(M)が成り立つ。

定理 4.5.5 Kähler多様体M内のコンパクト複素部分多様体は、そのホモロジー類内で体
積最小である。

証明 ωをMのKähler形式とすると、ωは閉微分形式になる。Nをコンパクトm次元複
素部分多様体とする。

dωm =
m∑

i=1

ω ∧ · · · ∧
i

^

dω ∧ · · · ∧ ω = 0

だからωmも閉微分形式になる。命題 2.2.13よりωm/m!は M上のキャリブレーションにな
り、Nをキャリブレートする。したがって、定理 4.5.3よりNはそのホモロジー類内で体積
最小になる。


