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第 1章 Euclid空間の部分多様体

Euclid空間内の曲面上の微分、より一般的に部分多様体上の微分から、共変微分の概念
を導く。共変微分から第二基本形式、曲率、平行移動等の基本的概念を導入する。共変微
分は局所正規直交フレームに対してある一次微分形式を定める。正規直交フレーム全体を
多様体とみなすことによって、局所正規直交フレームから定まる局所的な一次微分形式は
大域的な一次微分形式を定めることがわかる。

1.1 交代形式

微分形式を定式化するためにはベクトル空間上の交代形式が必要になるので、この節で
は交代形式の解説をする。

定義 1.1.1 V, Wを実ベクトル空間とし pを自然数とする。Vの p個の積 V pからWへの多
重線形写像ω(各成分について線形)が任意の i 6= jについて

ω(. . . ,
i

^
vi, . . . ,

j
^
vj, . . .) + ω(. . . ,

i
^
vj, . . . ,

j
^
vi, . . .) = 0 (vk ∈ V )

を満たすとき、ωをWに値を持つ V上の p次交代形式と呼ぶ。Wに値を持つ V上の p次交
代形式の全体を∧p(V, W )で表す。∧p(V,W )にWの実ベクトル空間の構造から定まる実ベ
クトル空間の構造を入れることにする。W = Rのとき、∧p(V,R) = ∧pV ∗と書き、∧pV ∗

の元を単に V上の p次交代形式と呼ぶ。∧0(V, W ) = Wとしておく。

補題 1.1.2 pを自然数とし Spを p次対称群 ({1, . . . , p}の置換全体のつくる群)とする。σ ∈
Spの符号を sgn(σ)で表すことにする。V,Wを実ベクトル空間とすると、ω ∈ ∧p(V, W ), σ ∈
Spに対して

ω(vσ(1), . . . , vσ(p)) = sgn(σ)ω(v1, . . . , vp) (vi ∈ V )

が成り立つ。

証明 σが互換のときは定義より

ω(vσ(1), . . . , vσ(p)) = −ω(v1, . . . , vp) (vi ∈ V )

1



2 第 1 章 Euclid空間の部分多様体

が成り立つ。偶置換は互換の偶数個の積で表され奇置換は互換の奇数個の積で表されるの
で一般のσ ∈ Spに対して

ω(vσ(1), . . . , vσ(p)) = sgn(σ)ω(v1, . . . , vp) (vi ∈ V )

が成り立つ。

定義 1.1.3 V1, V2,Wを実ベクトル空間とし pを自然数とする。線形写像 f : V1 → V2によ
る引戻し f∗ : ∧p(V2,W ) → ∧p(V1,W )をω ∈ ∧p(V2,W )に対して

(f ∗ω)(v1, . . . , vp) = ω(f(v1), . . . , f(vp)) (vi ∈ V1)

と定める。f∗ : ∧0(V2, W ) = W → ∧0(V1,W ) = Wは恒等写像とする。上の定め方より、
f∗ : ∧p(V2,W ) → ∧p(V1,W )は線形写像になる。

定義 1.1.4 V,W1,W2,W3を実ベクトル空間とし、A : W1×W2 → W3を双線形写像とする。
このときω ∈ ∧p(V,W1)とη ∈ ∧q(V, W2)の外積 A(ω ∧ η) ∈ ∧p+q(V, W3)を vi ∈ Vに対して

A(ω ∧ η)(v1, . . . , vp+q)

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A(ω(vσ(1), . . . , vσ(p)), η(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)))

と定義する。定義式より、A(ω ∧ η)は∧p+q(V, W3)の元になり、

A(∧) : ∧p(V, W1) × ∧q(V, W2) → ∧p+q(V, W3)

は双線形写像になることがわかる。双線形写像 Aが明かな場合は A(ω ∧ η)を単にω ∧ ηと
も書く。

注意 1.1.5 本や論文によって外積の定義式の係数が異なるので注意を要する。この講義で
は交代形式の外積の定義の係数は 1/p!q!にしているが、この係数が異なるとこの後の諸公
式の係数も異なってくる。

命題 1.1.6 V, V ′,W1,W2,W3を実ベクトル空間とし、A : W1 × W2 → W3を双線形写像と
する。線形写像 f : V → V ′に対して

f ∗(A(ω ∧ η)) = A((f∗ω) ∧ (f ∗η)) (ω ∈ ∧p(V ′,W1), η ∈ ∧q(V ′,W2))

が成り立つ。

証明 vi ∈ Vに対して

f ∗(A(ω ∧ η))(v1, . . . , vp+q)

= (A(ω ∧ η))(f(v1), . . . , f(vp+q))

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A(ω(f(vσ(1)), . . . , f(vσ(p))), η(f(vσ(p+1)), . . . , f(vσ(p+n))))

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A((f ∗ω)(vσ(1), . . . , vσ(p)), (f
∗η)(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)))

= A((f ∗ω) ∧ (f∗η))(v1, . . . , vp+q).
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命題 1.1.7 V, W1,W2を実ベクトル空間とし、A : W1 × W1 → W2を双線形写像とする。A

が対称ならば (すなわち、A(X, Y ) = A(Y, X))、

A(ω ∧ η) = (−1)pqA(η ∧ ω) (ω ∈ ∧p(V,W1), η ∈ ∧q(V,W1))

が成り立ち、Aが交代ならば (すなわち、A(X, Y ) = −A(Y, X))、

A(ω ∧ η) = (−1)pq+1A(η ∧ ω) (ω ∈ ∧p(V,W1), η ∈ ∧q(V,W1))

が成り立つ。

証明 Sp+qの元τを

τ =

(
1 · · · p p + 1 · · · p + q

q + 1 · · · p + q 1 · · · q

)

によって定める。sgn(τ) = (−1)pqに注意しておく。v1, . . . , vp+q ∈ Vに対して

A(ω ∧ η)(v1, . . . , vp+q)

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(στ)A(ω(vστ(1), . . . , vστ(p)), η(vστ(p+1), . . . , vστ(p+q)))

=
1

p!q!
sgn(τ)

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A(ω(vσ(q+1), . . . , vσ(p+q)), η(vσ(1), . . . , vσ(q))).

ここで、Aが対称の場合は

=
1

p!q!
(−1)pq

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A(η(vσ(1), . . . , vσ(q)), ω(vσ(q+1), . . . , vσ(p+q)))

= (−1)pqA(η ∧ ω)(v1, . . . , vp+q)

となり、Aが交代の場合は

=
1

p!q!
(−1)pq+1

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)A(η(vσ(1), . . . , vσ(q)), ω(vσ(q+1), . . . , vσ(p+q)))

= (−1)pq+1A(η ∧ ω)(v1, . . . , vp+q)

となる。

定理 1.1.8 Vを実ベクトル空間としWを代数とする。Wの積をW×WからWへの双線形写
像とみなしてWに値を持つV上の交代形式の外積を定めると、ω ∈ ∧p(V, W ), η ∈ ∧q(V, W ),

ζ ∈ ∧r(V,W )に対して
(ω ∧ η) ∧ ζ = ω ∧ (η ∧ ζ)

が成り立つ。
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証明 以下の計算では、

Sp+q = {τ ∈ Sp+q+r | τ(i) = i (p + q + 1 ≤ i ≤ p + q + r)}

とみなすことにする。v1, . . . , vp+q+r ∈ Vをとる。

((ω ∧ η) ∧ ζ)(v1, . . . , vp+q+r)

=
1

(p + q)!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ)(ω ∧ η)(vσ(1), . . . , vσ(p+q)) · ζ(vσ(p+q+1), . . . , vσ(p+q+r)))

=
1

(p + q)!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ) ·




1

p!q!

∑

τ∈Sp+q

sgn(τ)ω(vστ(1), . . . , vστ(p)) · η(vστ(p+1), . . . , vστ(p+q))





·ζ(vσ(p+q+1), . . . , vσ(p+q+r))

=
1

p!q!r!

1

(p + q)!

∑

σ∈Sp+q+r

∑

τ∈Sp+q

sgn(στ) ·

(ω(vστ(1), . . . , vστ(p)) · η(vστ(p+1), . . . , vστ(p+q))) · ζ(vσ(p+q+1), . . . , vσ(p+q+r))

=
1

p!q!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ) ·

(ω(vσ(1), . . . , vσ(p)) · η(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))) · ζ(vσ(p+q+1), . . . , vσ(p+q+r)).

同様の計算で

(ω ∧ (η ∧ ζ))(v1, . . . , vp+q+r)

=
1

p!q!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ) ·

ω(vσ(1), . . . , vσ(p)) · (η(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q)) · ζ(vσ(p+q+1), . . . , vσ(p+q+r)))

となることもわかる。したがって (ω ∧ η) ∧ ζ = ω ∧ (η ∧ ζ)。

注意 1.1.9 Vを実ベクトル空間としWを代数とする。定理 1.1.8より、ω ∈ ∧p(V, W ), η ∈
∧q(V, W ), ζ ∈ ∧r(V,W )に対して (ω ∧ η) ∧ ζ = ω ∧ (η ∧ ζ) が成り立つので、これを単に
ω ∧ η ∧ ζと書くことにする。W = Rの場合、双線形写像 R × R → Rは実数の積を考え
て交代形式の外積をとる。

補題 1.1.10 Vを実ベクトル空間とし、ω1, . . . , ωp ∈ ∧1V ∗と v1, . . . , vp ∈ Vをとると

(ω1 ∧ · · · ∧ ωp)(v1, . . . , vp) =
∑

σ∈Sp

sgn(σ)ω1(vσ(1)) · · ·ωp(vσ(p)) = det(ωi(vj))

が成り立つ。
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証明 pに関する数学的帰納法で証明しよう。p = 1のときは明か。p = qのときに上の
式が成り立つと仮定して、p = q + 1のときも成り立つことを示そう。

(ω1 ∧ · · · ∧ ωq+1)(v1, . . . , vq+1)

=
1

q!

∑

σ∈Sq+1

sgn(σ)(ω1 ∧ · · · ∧ ωq)(vσ(1), . . . , vσ(q)) · ωq+1(vσ(q+1))

=
1

q!

∑

σ∈Sq+1

sgn(σ)
∑

τ∈Sq

sgn(τ)ω1(vστ(1)) · · ·ωq(vστ(q)) · ωq+1(vσ(q+1))

=
1

q!

∑

σ∈Sq+1

∑

τ∈Sq

sgn(στ)ω1(vστ(1)) · · ·ωq(vστ(q)) · ωq+1(vσ(q+1))

=
∑

σ∈Sq+1

sgn(σ)ω1(vσ(1)) · · ·ωq(vσ(q)) · ωq+1(vσ(q+1))

= det(ωi(vj)).

定理 1.1.11 Vを n 次元実ベクトル空間とする。e1, . . . , enを Vの基底とし、ω1, . . . , ωnを
その双対基底とする。このとき、∧0V ∗ = R で n < p のとき∧pV ∗ = {0} が成り立ち、
1 ≤ p ≤ nのとき

(∗) ωj1 ∧ · · · ∧ ωjp (1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ n)

が∧pV ∗の基底になる。特に dim∧pV ∗ =
(

n
p

)
である。さらにω ∈ ∧pV ∗をとり 1 ≤ j1 < · · · <

jp ≤ nに対して
aj1...jp = ω(ej1 , . . . , ejp)

とおくと
ω =

∑

j1<···<jp

aj1...jpω
j1 ∧ · · · ∧ ωjp

と表すことができる。

証明 定義 1.1.1より∧0V ∗ = R。p > 0としω ∈ ∧pVについて考える。v1, . . . , vp ∈ Vを
とり vi =

∑n
j=1 bj

iejとおく。

ω(v1, . . . , vp) =
n∑

j1,...,jp=1

bj1
1 · · · bjp

p ω(ej1 , . . . , ejp)

において jk = jlならばω(ej1 , . . . , ejp) = 0になる。n < pのときは必ずこのような k, lが存
在するので、ω = 0となり∧pV ∗ = {0}。

1 ≤ p ≤ nの場合を考えよう。上の式において和は j1, . . . , jpがすべて異なる項だけをと
ればよいので、

ω(v1, . . . , vp) =
∑

j1<···<jp

∑

σ∈Sp

b
jσ(1)

1 · · · bjσ(p)
p ω(ejσ(1)

, . . . , ejσ(p)
)

=
∑

j1<···<jp

∑

σ∈Sp

sgn(σ)b
jσ(1)

1 · · · bjσ(p)
p ω(ej1 , . . . , ejp).
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ここで b
jσ(i)

i = ωjσ(i)(vi)だから、補題 1.1.10より
∑

σ∈Sp

sgn(σ)b
jσ(1)

1 · · · bjσ(p)
p =

∑

σ∈Sp

sgn(σ)ωjσ(1)(v1) · · ·ωjσ(p)(vp)

= (ωj1 ∧ · · · ∧ ωjp)(v1, . . . , vp).

したがって
ω(v1, . . . , vp) =

∑

j1<···<jp

aj1...jp(ω
j1 ∧ · · · ∧ ωjp)(v1, . . . , vp)

となり
ω =

∑

j1<···<jp

aj1...jpω
j1 ∧ · · · ∧ ωjp .

以上で (∗)が∧pV ∗を生成することがわかった。そこで (∗)が線形独立になることを示そう。
ある cj1...jp ∈ Rに対して

∑

j1<···<jp

cj1...jpω
j1 ∧ · · · ∧ ωjp = 0

と仮定する。両辺を (ek1 , . . . , ekp) (k1 < · · · < kp)に作用させると補題 1.1.10より

0 =
∑

j1<···<jp

cj1...jpω
j1 ∧ · · · ∧ ωjp(ek1 , . . . , ekp)

=
∑

j1<···<jp

cj1...jp

∑

σ∈Sp

sgn(σ)ωjσ(1)(ek1) · · ·ωjσ(p)(ekp)

= ck1...kp .

したがって (∗)は線形独立になり∧pV ∗の基底になる。(∗)の元の全体の個数は n個から p

個とる組合せの数に等しいので dim ∧p V ∗ =
(

n
p

)
。

系 1.1.12 Vを n次元実ベクトル空間とし、Wをm次元実ベクトル空間とする。e1, . . ., en

を Vの基底とし、ω1, . . . , ωnをその双対基底とする。f1, . . . , fmをWの基底とする。このと
き∧0(V, W ) = Wで n < pのとき∧p(V, W ) = {0}が成り立ち、1 ≤ p ≤ nのとき

(∗) ωj1 ∧ · · · ∧ ωjpfk (1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ n, 1 ≤ k ≤ m)

を vi ∈ Vに対して

(ωj1 ∧ · · · ∧ ωjpfk)(v1, . . . , vp) = (ωj1 ∧ · · · ∧ ωjp)(v1, . . . , vp)fk

によって定義すると、(∗)は∧p(V, W )の基底になる。特に dim∧p(V, W ) =
(

n
p

)
mである。

さらにω ∈ ∧p(V, W )をとり、1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ nに対して

m∑

k=1

ak
j1...jp

fk = ω(ej1 , . . . , ejp) ∈ W
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とおくと

ω =
∑

j1<···<jp

m∑

k=1

ak
j1...jp

ωj1 ∧ · · · ∧ ωjpfk

と表すことができる。

証明 ∧pV ∗のm個の直和
m
⊕ ∧pV ∗から∧p(V, W )への写像 Sを

S(φ1, . . . , φm) =
m∑

k=1

φkfk ((φ1, . . . , φm) ∈
m
⊕ ∧pV )

によって定める。Sの定義式より Sが線形写像であることがわかる。f1, . . . , fmはWの基底
だから Sは単射になる。任意のω ∈ ∧p(V, W )に対して

ω(v1, . . . , vp) =
m∑

k=1

ξk(v1, . . . , vp)fk (v1, . . . , vp ∈ V )

とおくと、ω ∈ ∧p(V, W )だから、各 kについてξk ∈ ∧pV ∗が成り立つ。S(ξ1, . . . , ξm) = ω

だから、Sは全射になり、線形同型写像になる。定理 1.1.11を
m
⊕ ∧pV ∗の各直和因子に適用

すると、(∗)が∧p(V, W )の基底になることがわかり、dim∧p(V, W ) =
(

n
p

)
mが成り立つ。

また j1 < · · · < jpに対して

ω(ej1 , . . . , ejp) =
m∑

k=1

ξk(ej1 , . . . , ejp)fk

となり ak
j1...jp

= ξk(ej1 , . . . , ejp)。したがって定理 1.1.11より

ω =
m∑

k=1

ξkfk

=
m∑

k=1

∑

j1<···<jp

ξk(ej1 , . . . , ejp)ω
j1 ∧ · · · ∧ ωjpfk

=
∑

j1<···<jp

m∑

k=1

ak
j1...jp

ωj1 ∧ · · · ∧ ωjpfk.

定義 1.1.13 V,W1,W2,W3を実ベクトル空間とし、A : W1 × W2 → W3を双線形写像とす
る。このときω ∈ ∧1(V,W1)とη ∈ ∧1(V, W2)の積 A(ω, η)を v1, v2 ∈ Vに対して

A(ω, η)(v1, v2) = A(ω(v1), η(v2))

と定義する。定義式より、A(ω, η)は V × VからW3への双線形写像になる。さらに (ω, η)

に A(ω, η)を対応させる写像も双線形写像になることがわかる。双線形写像 Aが明かな場
合は A(ω, η)を単にωηとも書く。
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1.2 微分形式

接続の定式化とその性質を調べるためには、ベクトル空間に値を持つ微分形式が必要に
なる。そこでこの節ではベクトル空間に値を持つ微分形式に関する準備をする。

定義 1.2.1 Vを有限次元実ベクトル空間としMを n次元多様体とする。Mの各点 xに対
して∧p(Tx(M), V )の元ωxを対応させる対応ωが次の条件を満たすとき、ωを Vに値を持つ
M上の p次微分形式と呼ぶ。Rに値を持つ微分形式を単に微分形式と呼ぶ。(条件)Mの任
意の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)に対して、

x 7−→ ωx

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

)

がすべての i1, . . . , ipについて Uから Vへの C∞級写像になる。

注意 1.2.2 有限次元実ベクトル空間 Vに値を持つ多様体M上の 0次微分形式はMから V

への C∞級写像にほかならない。

例 1.2.3 fを多様体Mから有限次元実ベクトル空間 Vへの C∞級写像とする。このとき、
fの微分 dfは Vに値を持つM上の 1次微分形式になる。

証明 n = dim MとしMの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとる。fは C∞級写像だから

x → dfx

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

)
=

∂f

∂xi
(x)

も Uから Vへの C∞級写像になる。よって dfは Vに値を持つM上の 1次微分形式である。

注意 1.2.4 ωを有限次元実ベクトル空間 Vに値を持つ n次元多様体M上の p次微分形式
とする。Mの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとると、x ∈ Uに対して ∂

∂xi |x (1 ≤ i ≤ n)は
Tx(M)の基底になり (dxi)x (1 ≤ i ≤ n)はその双対基底になる。そこで系 1.1.12を使うと、
x ∈ Uに対してωx ∈ ∧p(Tx(M), V )は

ωx =
∑

j1<···<jp

ωx

(
∂

∂xj1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xjp

∣∣∣∣∣
x

)
(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjp)x

と表すことができるので、ωxを (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjp)xを使って表したときの係数がすべて
Vに値を持つ C∞級写像になることと、定義 1.2.1の (条件)は同値である。上のような微分
形式ωの (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjp)xを使った表示を微分形式の局所表示という。

命題 1.2.5 有限次元実ベクトル空間 Vに値を持つ多様体 M上の p 次微分形式の全体を
Ωp(M ; V )で表し、f, g ∈ C∞(M), ω, η ∈ Ωp(M ; V )と x ∈ Mに対して

(fω + gη)x = f(x)ωx + g(x)ηx (右辺の演算は∧p(Tx(M), V )での演算)
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として演算を定義するとΩp(M ; V )は代数 C∞(M)上の加群、つまり C∞(M)加群になる。
また V1, V2, V3を有限次元実ベクトル空間とし、A : V1 × V2 → V3を双線形写像とする。
φ ∈ Ωp(M ; V1), ψ ∈ Ωq(M ; V2)と x ∈ Mに対して

A(φ ∧ ψ)x = A(φx ∧ ψx)

(右辺の A(∧)は∧p(Tx(M), V1) × ∧q(Tx(M), V2)での外積)

として微分形式の外積を定義すると、A(φ ∧ ψ) ∈ Ωp+q(M ; V3)となり

A(∧) : Ωp(M ; V1) × Ωq(M ; V2) → Ωp+q(M ; V3)

は C∞(M)加群の双線形写像である。

証明 Ωp(M ; V ) が C∞(M) 加群であることを示すためには f, g ∈ C∞(M), ω, η ∈
Ωp(M ; V ) に対して fω + gη ∈ Ωp(M ; V ) を示せば十分で、他の条件は∧p(Tx(M); V ) が
ベクトル空間であることを使えばわかる。(U ; x1, . . . , xn)をMの任意の局所座標近傍とす
る。x ∈ Uに対して

ωx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x,

ηx =
∑

i1<···<ip

bi1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

とおくと、注意 1.2.4より、ai1···ip , bi1···ipは Uから Vへの C∞級写像になり

(fω + gη)x =
∑

i1<···<ip

(f(x)ai1···ip(x) + g(x)bi1···ip(x))(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x.

fai1···ip + gbi1···ipは Uから Vへの C∞級写像だから、fω + gηは微分形式になる。
φ ∈ Ωp(M ; V1), ψ ∈ Ωq(M ; V2)に対してA(φ∧ψ) ∈ Ωp+q(M ; V3)を示す。A(∧)がC∞(M)

加群の双線形写像であることは、交代形式の外積の双線形性から使えばわかる。x ∈ Uに
対して

φx =
∑

i1<···<ip

ci1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x,

ψx =
∑

j1<···<jq

dj1···jq(x)(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

とおくと、注意 1.2.4より、ci1···ipと dj1···jqはそれぞれ Uから V1と V2への C∞級写像になる。
x ∈ Uに対して

A(φ ∧ ψ)x

=
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

A((ci1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x) ∧
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(dj1···jq(x)(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x))

=
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

A(ci1···ip(x), dj1···jq(x)) ·

(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x ∧ (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

だからA(φ∧ψ)xの (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)xによる表示の係数は、A(ci1···ip(x), dj1···jq(x)) の
線形結合になり Uから V3への C∞級写像になる。したがって、A(φ ∧ ψ)は V3に値を持つ
M上の p + q次微分形式になる。

命題 1.2.6 Vを有限次元実ベクトル空間とし Fを多様体 Mから多様体 Nへの C∞級写像
とする。x ∈ Mにおける Fの微分写像 dFx : Tx(M) → TF (x)(N) と定義 1.1.6の交代形式の
引き戻しを使って、ω ∈ Ωp(N ; V )に対して

(F ∗ω)x = (dFx)
∗ωF (x)

として (F ∗ω)x ∈ ∧p(Tx(M); V )を定義すると F ∗ω ∈ Ωp(M ; V )が成り立つ。

証明 m = dim M , n = dim Nとしておく。F ∗ω ∈ Ωp(M ; V )を示すためには、F (U) ⊂ U ′

を満たすMと Nの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xm)と (U ′; y1, . . . , yn)をとったときに

x 7−→ (F ∗ω)x

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

)

がすべての i1, . . . , ipについて Uから Vへの C∞級写像になることを示せばよい。x ∈ Uに
対して

dFx

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

)
=

n∑

j=1

∂(yj ◦ F )

∂xi
(x)

∂

∂yj

∣∣∣∣∣
F (x)

に注意すると

(F ∗ω)x

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

)

= ωF (x)

(
dFx

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

)
, · · · , dFx

(
∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

))

=
n∑

j1,···,jp=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x) ωF (x)


 ∂

∂yj1

∣∣∣∣∣
F (x)

, · · · , ∂

∂yjp

∣∣∣∣∣
F (x)




となるので、これは Uから Vへの C∞級写像になる。よって F ∗ω ∈ Ωp(M ; V )が成り立つ。

定義 1.2.7 命題 1.2.6で定めた F ∗ωを、微分形式ωの Fによる引戻しと呼ぶ。
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命題 1.2.8 Vを有限次元実ベクトル空間とし F : M → M ′, G : M ′ → M ′′を多様体の間の
C∞級写像とする。このときω ∈ Ωp(M ′′, V )に対して、

(G ◦ F )∗ω = F ∗(G∗ω)

が成り立つ。

証明 微分写像は、d(G ◦ F )x = dGF (x) ◦ dFxを満たす。よって v ∈ Tx(M)に対して

((G ◦ F )∗ω)x(v) = ωG◦F (x)(d(G ◦ F )x(v)) = ωG(F (x))(dGF (x) ◦ dFx(v))

= (G∗ω)F (x)(dFx(v)) = (F ∗(G∗ω))x(v)

となり、(G ◦ F )∗ω = F ∗(G∗ω)がわかる。

命題 1.2.9 V1, V2, V3を有限次元実ベクトル空間とし、A : V1×V2 → V3を双線形写像とする。
Fを多様体Mから多様体Nへの C∞級写像とする。このときφ ∈ Ωp(N ; V1), ψ ∈ Ωq(N ; V2)

に対して
F ∗(A(φ ∧ ψ)) = A((F ∗φ) ∧ (F ∗ψ))

が成り立つ。

証明 命題 1.1.6より各 x ∈ Mに対して

F ∗(A(φ ∧ ψ))x = (dFx)
∗(A(φ ∧ ψ)F (x))

= (dFx)
∗(A(φF (x) ∧ ψF (x)))

= A(((dFx)
∗φF (x)) ∧ ((dFx)

∗ψF (x)))

= A((F ∗φ)x ∧ (F ∗ψ)x)

= A((F ∗φ) ∧ (F ∗ψ))x

となるので、F ∗(A(φ ∧ ψ)) = A((F ∗φ) ∧ (F ∗ψ))が成り立つ。

定理 1.2.10 Vを有限次元実ベクトル空間とし Mを n 次元多様体とする。ω ∈ Ωp(M ; V )

に対して次の条件を満たす dω ∈ Ωp+1(M ; V )が一意的に存在する。(条件) Mの局所座標近
傍 (U ; x1, . . . , xn)におけるωの局所表示を

ωx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

とすると

(dω)x =
∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∂ai1···ip

∂xi
(x)(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

が成り立つ。
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証明 局所表示

∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∂ai1···ip

∂xi
(x)(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

によって定まる∧p+1(Tx(M), V ) の元が局所座標近傍のとり方によらないことを示す。系
1.1.12より、ai1···ip(x)はωxから

ai1···ip(x) = ωx

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

)
(1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

によって定まっている。i1, . . . , ipに括弧内のような大小関係がない場合も上の式によって
ai1···ip(x)を定めておく。(V ; y1, . . . , yn)をMのもう 1つの局所座標近傍とし、

bi1···ip(x) = ωx

(
∂

∂yi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂yip

∣∣∣∣∣
x

)

とおくと
ωx =

∑

i1<···<ip

bi1···ip(x)(dyi1)x ∧ · · · ∧ (dyip)x

となる。x ∈ U ∩ Vに対して Tx(M)の 2つ基底 ∂
∂xi |xと ∂

∂yi |xの間の変換行列は

∂

∂yi

∣∣∣∣∣
x

=
n∑

j=1

∂xj

∂yi
(x)

∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

となっているので、双対基底の間の変換行列は

(dyi)x =
n∑

j=1

∂yi

∂xj
(x)(dxj)x

となり、また

bi1···ip(x) =
n∑

j1,···,jp=1

∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)aj1···jp(x)

が成り立つ。
n∑

i=1

∂xj

∂yi
(x)

∂yi

∂xk
(x) = δjk

に注意しておく。

(∗)
∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∂bi1···ip

∂yi
(x)(dyi)x ∧ (dyi1)x ∧ · · · ∧ (dyip)x

=
1

p!

n∑

i,i1,...,ip=1

∂bi1···ip

∂yi
(x)(dyi)x ∧ (dyi1)x ∧ · · · ∧ (dyip)x
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=
1

p!

n∑

i,i1,...,ip=1

n∑

j,j1,...,jp=1

k,k1,...,kp=1

∂xj

∂yi
(x)

∂

∂xj

{
∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)aj1···jp(x)

}
·

∂yi

∂xk
(x)(dxk)x ∧

∂yi1

∂xk1
(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ ∂yip

∂xkp
(x)(dxkp)x

=
1

p!

n∑

i1,...,ip=1

n∑

j1,...,jp=1

k,k1,...,kp=1

∂

∂xk

{
∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)aj1···jp(x)

}
·

(dxk)x ∧
∂yi1

∂xk1
(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ ∂yip

∂xkp
(x)(dxkp)x.

ここで
n∑

ir=1

∂xjr

∂yir
(x)

∂yir

∂xkr
(x) = δjrkr

だから
n∑

ir=1

∂

∂xk

(
∂xjr

∂yir
(x)

)
∂yir

∂xkr
(x) = −

n∑

ir=1

∂xjr

∂yir
(x)

∂

∂xk

(
∂yir

∂xkr
(x)

)

= −
n∑

ir=1

∂xjr

∂yir
(x)

∂2yir

∂xk∂xkr
(x)

となり、これは kと krに関して対称である。他方、(dxk)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp)x は kと
krに関して交代的だから

(∗) =
1

p!

n∑

i1,...,ip=1

n∑

j1,...,jp=1

k,k1,...,kp=1

∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)

∂aj1···jp

∂xk
(x) ·

(dxk)x ∧
∂yi1

∂xk1
(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ ∂yip

∂xkp
(x)(dxkp)x

=
1

p!

n∑

k,k1,...,kp=1

∂ak1···kp

∂xk
(x)(dxk)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp)x

=
∑

k1<···<kp

n∑

k=1

∂ak1···kp

∂xk
(x)(dxk)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp)x.

以上で dωの表示が局所座標近傍のとり方によらないことがわかった。dωの一意性もこの
ことからわかる。また dωが p + 1次微分形式になることも dωの表示からわかる。

注意 1.2.11 定理 1.2.10の設定のもとで p = 0の場合を考えると、ω ∈ Ω0(M ; V )はMか
ら Vへの C∞級写像になり、dωの局所表示は、

(dω)x =
n∑

i=1

∂ω

∂xi
(x)(dxi)x

となる。
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定義 1.2.12 Vを有限次元実ベクトル空間としMを多様体とする。定理 1.2.10より定まる
写像 d : Ωp(M ; V ) → Ωp+1(M ; V ) を微分形式の外微分と呼ぶ。

定理 1.2.13 Vを有限次元実ベクトル空間とし Fを多様体Mから多様体 NへのΓ級写像と
する。このとき、Fによる微分形式の引き戻し F ∗ : Ωp(N ; V ) → Ωp(M ; V )は外微分と可換
になる。

証明 m = dim M , n = dim Nとしておく。ω ∈ Ωp(N ; V )とする。F (U) ⊂ U ′を満たす
Mと Nの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xm)と (U ′; y1, . . . , yn)をとる。

aj1···jp(y) = ωy


 ∂

∂yj1

∣∣∣∣∣
y

, · · · , ∂

∂yjp

∣∣∣∣∣
y




とおくとωの U ′における局所表示は

ωy =
∑

j1<···<jp

aj1···jp(y)(dyj1)y ∧ · · · ∧ (dyjp)y

となる。命題 1.2.6の証明中の計算より x ∈ Uに対して

(F ∗ω)x

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

)

=
n∑

j1,···,jp=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x) aj1···jp(F (x)).

したがって

(d(F ∗ω))x

=
n∑

j1,···,jp=1

∑

i1<···<ip

m∑

i=1

∂

∂xi

{
∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x) aj1···jp(F (x))

}
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x.

ここで
∂2(yjr ◦ F )

∂xi∂xir
(x) は iと irに関して対称で、(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)xは iと irに

関して交代的だから

(d(F ∗ω))x

=
n∑

j1,···,jp=1

∑

i1<···<ip

m∑

i=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x)

∂aj1···jp(F (x))

∂xi
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

=
1

p!

n∑

j1,···,jp=1

m∑

i1,···,ip=1

m∑

i=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x)

∂aj1···jp(F (x))

∂xi
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x.
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他方

(dω)y =
∑

j1<···<jp

n∑

j=1

∂aj1···jp

∂yj
(y)(dyj)y ∧ (dyj1)y ∧ · · · ∧ (dyjp)y

=
1

p!

n∑

j1,···,jp=1

n∑

j=1

∂aj1···jp

∂yj
(y)(dyj)y ∧ (dyj1)y ∧ · · · ∧ (dyjp)y

だから命題 1.1.6より

(F ∗(dω))x = (dFx)
∗(dω)F (x)

=
1

p!

n∑

j1,···,jp=1

n∑

j=1

∂aj1···jp

∂yj
(F (x))(dFx)

∗(dyj)F (x) ∧

(dFx)
∗(dyj1)F (x) ∧ · · · ∧ (dFx)

∗(dyjp)F (x).

ここで

(dFx)
∗(dyj)F (x) = (dyj)F (x) ◦ dFx = d(yj ◦ F )x =

m∑

i=1

∂(yj ◦ F )

∂xi
(x)(dxi)x

でさらに

n∑

j=1

∂aj1···jp

∂yj
(F (x))(dFx)

∗(dyj)F (x)

=
n∑

j=1

m∑

i=1

∂aj1···jp

∂yj
(F (x))

∂(yj ◦ F )

∂xi
(x)(dxi)x

=
m∑

i=1

∂aj1···jp(F (x))

∂xi
(x)(dxi)x

だから

(F ∗(dω))x

=
1

p!

n∑

j1,···,jp=1

m∑

i1,···,ip=1

m∑

i=1

∂(yj1 ◦ F )

∂xi1
(x) · · · ∂(yjp ◦ F )

∂xip
(x)

∂aj1···jp(F (x))

∂xi
(x) ·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

= (d(F ∗ω))x.

したがって F ∗(dω) = d(F ∗ω)が成り立つ。

注意 1.2.14 定理 1.2.13においてMが Nの部分多様体で F : M → Nが包含写像のとき、
N上の微分形式を外微分してからMに制限しても先にMに制限してからM上の微分形式
として外微分しても結果は等しくなる。特別な場合としてMが Nの開集合の場合がある。
これらの場合は包含写像を省略して記述することもある。
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補題 1.2.15 Vを有限次元実ベクトル空間としMを多様体とする。外微分

d : Ωp(M ; V ) → Ωp+1(M ; V )

は実線形写像になる。

証明 定理 1.2.10の外微分の定め方より dは実線形写像になる。

定理 1.2.16 V1, V2, V3を有限次元実ベクトル空間とし、A : V1 × V2 → V3を双線形写像とす
る。Mを多様体とするとφ ∈ Ωp(M ; V1), ψ ∈ Ωq(M ; V2) に対して

dA(φ ∧ ψ) = A(dφ ∧ ψ) + (−1)pA(φ ∧ dψ)

が成り立つ。

証明 n = dim Mとし (U ; x1, . . . , xn)をMの局所座標近傍とする。Uにおけるφとψの局
所表示を

φx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

ψx =
∑

j1<···<jq

bj1···jq(x)(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

とすると

A(φ ∧ ψ)x =
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

A(ai1···ip(x), bj1···jq(x)) ·

(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x ∧ (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

となる。そこで k1 < · · · < kp+qに対して、{i1, . . . , ip, j1, . . . , jq} 6= {k1, . . . , kp+q}のときは

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
= 0

としておくと

A(φ ∧ ψ)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·

A(ai1···ip(x), bj1···jq(x))(dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

となるので

dA(φ ∧ ψ)x
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=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·

n∑

i=1

∂A(ai1···ip(x), bj1···jq(x))

∂xi
(dxi)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·

n∑

i=1

{
A

(
∂ai1···ip

∂xi
(x), bj1···jq(x)

)
+ A

(
ai1···ip(x),

∂bj1···jq

∂xi
(x)

)}
·

(dxi)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

=
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

n∑

i=1

{
A

(
∂ai1···ip

∂xi
(x), bj1···jq(x)

)
+ A

(
ai1···ip(x),

∂bj1···jq

∂xi
(x)

)}
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x ∧ (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

= A(dφ ∧ ψ)x + (−1)pA(φ ∧ dψ)x.

よって、dA(φ ∧ ψ) = A(dφ ∧ ψ) + (−1)pA(φ ∧ dψ) が成り立つ。

定理 1.2.17 Vを有限次元実ベクトル空間としMを多様体とする。外微分

d : Ωp(M ; V ) −→ Ωp+1(M ; V )

は d ◦ d = 0を満たす。

証明 n = dim Mとしておく。まずω ∈ Ω0(M ; V )について d2ω = 0が成り立つことを
示そう。(U ; x1, . . . , xn)をMの局所座標近傍とする。x ∈ Uに対して

(dω)x =
n∑

j=1

∂ω

∂xj
(x)(dxj)x

だから

(d2ω)x =
n∑

i=1

n∑

j=1

∂2ω

∂xi∂xj
(x)(dxi)x ∧ (dxj)x.

ここで ∂2ω
∂xi∂xj (x)は iと jに関して対称的で (dxi)x ∧ (dxj)xは iと jに関して交代的である。

したがって (d2ω)x = 0となり d2ω = 0。
次に p > 0のときω ∈ Ωp(M ; V )の Uにおける局所表示を

ωx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

とすると

(dω)x =
∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∂ai1···ip

∂xi
(x)(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

=
∑

i1<···<ip

(dai1···ip)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x



18 第 1 章 Euclid空間の部分多様体

となるので、定理 1.2.10より

(d2ω)x =
∑

i1<···<ip

(d2ai1···ip)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

+
∑

i1<···<ip

(dai1···ip)x ∧
p∑

j=1

(−1)j(dxi1)x ∧ · · · ∧ (d2xij)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

= 0.

したがって (d2ω)x = 0となり d2ω = 0。

定理 1.2.18 Vを有限次元実ベクトル空間としMを多様体とする。ω ∈ Ωp(M ; V )に対し
て次の公式が成り立つ。p = 0のときX ∈ X(M)に対して

dω(X) = Xω.

p = 1のときX, Y ∈ X(M)に対して

dω(X, Y ) = X(ω(Y )) − Y (ω(X)) − ω([X, Y ]).

証明 p = 0のとき l = dim Vとし Vの基底 v1, . . . , vlをとるとωは

ω =
l∑

i=1

ωivi (ωi ∈ C∞(M))

と表すことができる。X ∈ X(M)に対して

dω(X) =
l∑

i=1

dωivi(X) =
l∑

i=1

dωi(X)vi =
l∑

i=1

(Xωi)vi = Xω.

次に p = 1の場合を考える。ωの局所表示を

ω =
∑

i

aidxi

で表すと、ωの外微分 dωの局所表示は

dω =
∑

i,j

∂ai

∂xj
dxj ∧ dxi

になる。ベクトル場X, Yの局所表示を

X =
∑

i

ξi ∂

∂xi
, Y =

∑

j

ηj ∂

∂xj

で表す。外積の定義より

dω(X, Y ) =
∑

i,j

∂ai

∂xj
(ξjηi − ηjξi)



1.3 Euclid空間の部分多様体の共変微分と第二基本形式 19

が成り立つ。
ω(Y ) =

∑

i

aiη
i

となるので

X(ω(Y )) =
∑

i,j

ξj ∂

∂xj
(aiη

i) =
∑

i,j

ξj

(
∂ai

∂xj
ηi + ai

∂ηi

∂xj

)
.

Xと Yを入れ替えることにより

Y (ω(X)) =
∑

i,j

ηj

(
∂ai

∂xj
ξi + ai

∂ξi

∂xj

)

も得られる。ベクトル場のブラケット積の定義から

[X,Y ] =
∑

i,j

ξi ∂ηj

∂xi

∂

∂xj
−

∑

i,j

ηj ∂ξi

∂xj

∂

∂xi

=
∑

i,j

(
ξj ∂ηi

∂xj
− ηj ∂ξi

∂xj

)
∂

∂xi

となるので、

ω([X, Y ]) =
∑

i,j

ai

(
ξj ∂ηi

∂xj
− ηj ∂ξi

∂xj

)
.

以上の計算結果より

dω(X, Y ) = X(ω(Y )) − Y (ω(X)) − ω([X, Y ])

を得る。

注意 1.2.19 定理 1.2.18の条件下で p > 0のときX1, . . . Xp+1 ∈ X(M)に対して

dω(X1, . . . , Xp+1)

=
p+1∑

i=1

(−1)i−1Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xp+1))

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xp+1).

が成り立つことが知られている。

1.3 Euclid空間の部分多様体の共変微分と第二基本形式

この節では N次元 Euclid空間RN内の部分多様体に関する基本的事項を 1.2節で準備し
た微分形式を使って解説する。
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Mを N次元 Euclid空間RN内の部分多様体とする。Mの各点 xに対して TxM ⊂ RNと
みなすことによって、M上の接ベクトル場をRNに値を持つM上の 0次微分形式とみるこ
とができる。そこで、M上の接ベクトル場 Xに対して、X ∈ Ω0(M ;RN)とみなして外微
分 dX ∈ Ω1(M ;RN)を考える。Mの各点 xに対してR3は TxMとその直交補空間 T⊥

x Mの
直交直和に分解する。T⊥

x MをMの xにおける法ベクトル空間と呼ぶ。この直交直和分解
に関して dXの値を接成分と法成分の和に分解する。

dX = ∇X + AX .

ここで、∇Xは TxMに値を持ち、AXは T⊥
x Mに値を持っている。M上の接ベクトル場 Yに

対して (∇X)(Y ) = ∇Y Xと書くこともある。
M上の関数 fをとる。M上の接ベクトル場 Yに対して

d(fX)(Y ) = Y (fX) = (Y f)X + fY X

= df(Y )X + fdX(Y ) = (dfX + fdX)(Y )

となるので、
d(fX) = dfX + fdX

が成り立つ。両辺の接成分と法成分を比べることにより、

∇(fX) = dfX + f∇X

AfX = fAX

を得る。∇をMの共変微分と呼び、AをMの第二基本形式と呼ぶ。上の Aの性質から A

はMの各点 xで双線形写像

A : TxM × TxM → T⊥
x M ; (X,Y ) 7→ AX(Y )

を定めることがわかる。
次に M上の法ベクトル場ξを RNに値を持つ M上の 0 次微分形式とみなして、外微分

dξ ∈ Ω1(M ;RN)を考える。M上の接ベクトル場の場合と同様に、dξの値を接成分と法成
分の和に分解する。

dξ = Bξ + ∇⊥ξ.

ここで Bξは TxMに値を持ち、∇⊥ξは T⊥
x Mに値を持っている。M上の接ベクトル場 Xに

対して (∇⊥ξ)(X) = ∇⊥
Xξと書くこともある。

M上の関数 fをとる。M上の接ベクトル場の場合と同様に、

d(fξ) = dfξ + fdξ

が成り立つ。両辺の接成分と法成分を比べることにより、

Bfξ = fBξ

∇⊥(fξ) = dfξ + f∇⊥ξ
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を得る。この Bの性質から BはMの各点 xで双線形写像

B : TxM × T⊥
x M → TxM ; (X, ξ) 7→ Bξ(X)

を定めることがわかる。

命題 1.3.1 RNの標準内積を•で表す。RN内の部分多様体 M上の接ベクトル場 X, Yと法
ベクトル場ξ, ηに対して次が成り立つ。

d(X • Y ) = ∇X • Y + X • ∇Y,

d(ξ • η) = ∇⊥ξ • η + ξ • ∇⊥η.

証明 ∇の定め方から

d(X • Y ) = dX • Y + X • dY

= (∇X + AX) • Y + X • (∇Y + AY )

= ∇X • Y + X • ∇Y.

同様に∇⊥の定め方から

d(ξ • η) = dξ • η + ξ • dη

= (Bξ + ∇⊥ξ) • η + ξ • (Bη + ∇⊥η)

= ∇⊥ξ • η + ξ • ∇⊥η.

命題 1.3.2 RN内の部分多様体M上の接ベクトル場 Xと法ベクトル場ξに対して次が成り
立つ。

AX • ξ + X • Bξ = 0.

証明 Xは接ベクトル場であり、ξは法ベクトル場だからX • ξ = 0が成り立つ。この両
辺を外微分すると

0 = d(X • ξ) = dX • ξ + X • dξ

= (∇X + AX) • ξ + X • (Bξ + ∇⊥ξ)

= AX • ξ + X • Bξ.

命題 1.3.3 RN内の部分多様体M上の接ベクトル場X,Yに対して次が成り立つ。

[X, Y ] = ∇XY −∇Y X, A(X, Y ) = A(Y, X).

証明 ∇と Aの定め方から

dX(Y ) = ∇X(Y ) + AX(Y ) = ∇Y X + AX(Y )
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となる。他方、ベクトル場のブラケット積の定め方より

[X, Y ] = XY − Y X = dY (X) − dX(Y )

= ∇XY + AY (X) −∇Y X − AX(Y )

= (∇XY −∇Y X) + (AY (X) − AX(Y )).

接ベクトル場のブラケット積はまた接ベクトル場になることから、両辺の接成と法成分を
比べると

[X, Y ] = ∇XY −∇Y X, A(X, Y ) = A(Y, X)

を得る。

1.4 3次元 Euclid空間の曲面

この節では 3次元 Euclid空間内の曲面に関する基本的事項を 1.2節で準備した微分形式
を使って復習する。

M内の開集合 U上で接ベクトル空間の正規直交基底 e1, e2 ∈ Ω0(U ;R3)をとる。その双
対基底をθ1, θ2 ∈ Ω1(U ;R)で表す。さらにR3のベクトル積を使って

e3 = e1 × e2

によって e3 ∈ Ω0(U ;R3)を定める。すると e1, e2, e3は R3の正規直交基底になる。Mから
R3への包含写像を Pで表す。すなわち PはMの各点にR3における位置ベクトルが対応す
る。P ∈ Ω0(M ;R3)とみなして Pを微分すると dP ∈ Ω1(M ;R3)であり、Uにおいて

dP = θ1e1 + θ2e2

と表示できる。
I = dP • dP

によってMの第一基本形式 Iを定める。Iは接ベクトル空間の内積を定め、R3の内積から
誘導される内積に一致する。さらに Uにおいて

I = dP • dP = θ1θ1 + θ2θ2

と表示できる。
Uの各点において e1, e2, e3は R3の正規直交基底だから、Mの任意の接ベクトル Xに対
して

[de1(X) de2(X) de3(X)] = [e1 e2 e3]ω(X)

を満たすω ∈ Ω1(U ; M3(R))が存在する。ここで、M3(R)は 3次正方行列全体の成すベク
トル空間を表す。これを簡単に

d[e1 e2 e3] = [de1 de2 de3] = [e1 e2 e3]ω
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とも書くことにする。さらにσ = [e1 e2 e3] ∈ Ω0(U ; M3(R)) とおくと、σは直交行列に値を
持ち、dσ = σωが成り立つ。行列 Sの転置行列を S∗で表し、n次単位行列を 1nで表すこと
にする。σ∗σ = 13となりσ ∈ Ω0(U ; M3(R))だから、定理 1.2.16より

0 = d(σ∗σ) = (dσ∗)σ + σ∗dσ

= (σω)∗σ + σ∗σω = ω∗σ∗σ + σ∗σω

= ω∗ + ω.

これより、ωは交代行列に値を持つ U上の 1次微分形式になる。そこで 3次交代行列全体
を o(3)で表すと、ω ∈ Ω1(U ; o(3))が成り立つ。そこでω = (ωj

i )で表すと、

de1 = ω2
1e2 + ω3

1e3,

de2 = ω1
2e1 + ω3

2e3,

de3 = ω1
3e1 + ω2

3e2

が成り立つ。前節の接ベクトル場の外微分の接成分と法成分の和への分解と比べると、

∇e1 = ω2
1e2, ∇e2 = ω1

2e1, Ae1 = ω3
1e3, Ae2 = ω3

2e3

を得る。さらに法ベクトル場の外微分の接成分と法成分の和への分解と比べると、

∇⊥e3 = 0, Be3 = ω1
3e1 + ω2

3e2

を得る。M上の一般の接ベクトル場Xは U上でX = X1e1 + X2e2と書き表されるので、

∇X = ∇(X1e1) + ∇(X2e2)

= (dX1)e1 + X1∇e1 + (dX2)e2 + X2∇e2

= (dX1)e1 + X1ω2
1e2 + (dX2)e2 + X2ω1

2e1

= (dX1 + ω1
2X

2)e1 + (dX2 + ω2
1X

1)e2.

以上より、曲面Mの共変微分と第二基本形式はωから定まり、ωの性質を調べることが重要
になる。

命題 1.4.1 σ = [e1 e2 e3]と同様の性質を持つもう一つのσ̄ = [ē1 ē2 ē3]をとり、dσ̄ = σ̄ω̄と
なるようにω̄ ∈ Ω1(U ; o(3))を定める。σ̄ = σfによって変換行列 f ∈ Ω0(U ; M3(R))を定め
ると、fは 3次直交群 O(3)に値を持つ。このとき、次が成り立つ。

ω̄ = f−1df + f−1ωf.

証明 σ̄ = σfより

dσ̄ = dσf + σdf = σωf + σdf = σ(ωf + df).
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他方、
dσ̄ = σ̄ω̄ = σfω̄.

これらより、σfω̄ = σ(df + ωf)、すなわち fω̄ = df + ωfとなり、

ω̄ = f−1df + f−1ωf

を得る。

注意 1.4.2 曲面M上の共変微分 ∇はMに対して定まるが、e1, e2, e3を使って共変微分を
表現しているωは e1, e2, e3のとり方に依存して定まっている。

定理 1.2.17の d ◦ d = 0を利用して、上で定めた微分形式の間の関係式を求める。

命題 1.4.3 今までの設定のもとで次が成り立つ。

dθ1 = θ2 ∧ ω1
2, dθ2 = θ1 ∧ ω2

1, θ1 ∧ ω3
1 + θ2 ∧ ω3

2 = 0.

証明 定理 1.2.17、1.2.16より

0 = d(dP ) = d(θ1e1 + θ2e2)

= dθ1e1 − θ1 ∧ de1 + dθ2e2 − θ2 ∧ de2

= dθ1e1 − θ1 ∧ (ω2
1e2 + ω3

1e3) + dθ2e2 − θ2 ∧ (ω1
2e1 + ω3

2e3)

= (dθ1 − θ2 ∧ ω1
2)e1 + (dθ2 − θ1 ∧ ω2

1)e2 − (θ1 ∧ ω3
1 + θ2 ∧ ω3

2)e3.

e1, e2, e3は基底になっているので、係数の微分形式はすべて 0になり命題を得る。

命題 1.4.4 ω3
1, ω

3
2は U上の 1次微分形式だから、

ω3
1 = b3

11θ
1 + b3

12θ
2, ω3

2 = b3
21θ

1 + b3
22θ

2

とおくことができる。このとき、A =
2∑

i,j=1

b3
ijθ

iθje3 が成り立つ。

証明 第二基本形式 Aの定め方より

A = θ1Ae1 + θ2Ae2

= θ1ω3
1e3 + θ2ω3

2e3

= θ1(b3
11θ

1 + b3
12θ

2)e3 + θ2(b3
21θ

1 + b3
22θ

2)e3

=
2∑

i,j=1

b3
ijθ

iθje3.
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注意 1.4.5 命題 1.4.3の第三式に命題 1.4.4のω3
1, ω

3
2の表示を代入すると

0 = θ1 ∧ ω3
1 + θ2 ∧ ω3

2

= θ1 ∧ (b3
11θ

1 + b3
12θ

2) + θ2 ∧ (b3
21θ

1 + b3
22θ

2)

= b3
12θ

1 ∧ θ2 + b3
21θ

2 ∧ θ1

= (b3
12 − b3

21)θ
1 ∧ θ2.

これより b3
12 = b3

21となり、命題 1.3.3で示した第二基本形式の対称性を再び得る。

命題 1.4.6 次が成り立つ。

dω1
2 = (b3

11b
3
22 − b3

12b
3
21)θ

1 ∧ θ2.

証明 定理 1.2.17より、

0 = d(de1) = d(ω2
1e2 + ω3

1e3)

= dω2
1e2 − ω2

1 ∧ de2 + dω3
1e3 − ω3

1 ∧ de3

= dω2
1e2 − ω2

1 ∧ (ω1
2e1 + ω3

2e3) + dω3
1e3 − ω3

1 ∧ (ω1
3e1 + ω2

3e2)

(ωi
j = −ωj

iだから、ωi
j ∧ ωj

i = 0)

= (dω2
1 − ω3

1 ∧ ω2
3)e2 + (dω3

1 − ω2
1 ∧ ω3

2)e3.

したがって、
dω2

1 − ω3
1 ∧ ω2

3 = 0, dω3
1 − ω2

1 ∧ ω3
2 = 0

となり、

dω1
2 = −dω2

1 = −ω3
1 ∧ ω2

3

= ω3
1 ∧ ω3

2 = (b3
11θ

1 + b3
12θ

2) ∧ (b21θ
1 + b3

22θ
2)

= (b3
11b

3
22 − b3

12b
3
21)θ

1 ∧ θ2.

注意 1.4.7 第二基本形式の正規直交基底による表現行列 (b3
ij)の固有値は曲面Mの主曲率

であり、主曲率の平均が平均曲率、主曲率の積がGauss曲率である。すなわち、行列 (b3
ij)

のトレースの 1/2が平均曲率であり、行列式がGauss曲率になる。そこで、MのGauss曲
率を Kで表すと、命題 1.4.6の主張は dω1

2 = Kθ1 ∧ θ2と書くことができる。第二基本形式
は曲面Mに対して定まっているので、平均曲率は e3のとり方に応じて±1倍になり、Gauss

曲率は e1, e2, e3のとり方に依存しない。

定義 1.4.8 R3内の曲面Mの各点 xに対して

Ox(M) = {(x; ẽ1, ẽ2) | ẽ1, ẽ2は TxMの正規直交基底 }

と定め、
O(M) =

⋃

x∈M

Ox(M)
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とおくと、O(M)はM ×R3 ×R3内の部分集合とみなしたとき部分多様体になり、これに
よって O(M)は多様体構造を持つ。R2の標準正規直交基底を e1, e2で表す。R2から TxM

への等長線形写像 uに対して (u(e1), u(e2))を対応させることにより、

Ox(M) = {u | uはR2から TxMへの等長線形写像 }

とみなすことができる。R2の等長線形同型写像 a ∈ O(2)を R2から TxMへの等長線形写
像 uと合成し ua ∈ Ox(M)を考えることにより、O(2)の Ox(M)への右からの作用が定ま
り、さらに O(2)の O(M)への右からの作用が定まる。u ∈ Ox(M)に xを対応させる写像
をπ : O(M) → Mで表すと、πは C∞級写像になり、各 x ∈ Mに対してπ−1(x)にO(2)は単
純推移的に作用する。O(M)をMの正規直交フレーム束と呼ぶ。

O(M) 上で正規直交基底の一番目と二番目ẽ1, ẽ2を対応させる写像は定義され、ẽ1, ẽ2 ∈
Ω0(O(M);R3) となる。これを使うと、先に Mの開集合 U上での議論を O(M) 全体で展
開することができる。ẽ3 = ẽ1 × ẽ2によってẽ3を定義するとẽ3 ∈ Ω0(O(M);R3) となり、
σ̃ = [ẽ1 ẽ2 ẽ3] ∈ Ω0(O(M); M3(R))が成り立つ。

dσ̃ = σ̃ω̃

を満たすω̃ ∈ Ω1(O(M); M3(R))をとることができ、ω̃はO(3)に値を持つので、ω̃は o(3)に
値を持つ。したがって、ω̃ ∈ Ω1(O(M); o(3))となる。Mの開集合上定義されたωの場合と
同様に

dẽ1 = ω̃2
1 ẽ2 + ω̃3

1 ẽ3,

dẽ2 = ω̃1
2 ẽ1 + ω̃3

2 ẽ3,

dẽ3 = ω̃1
3 ẽ1 + ω̃2

3 ẽ2

が成り立つ。
先に考察したMの開集合U上定義された e1, e2, e3およびωとO(M)上定義されたẽ1, ẽ2, ẽ3

およびω̃との関係をみておこう。s = (e1, e2)は Uから O(M)への C∞級写像とみなすこと
ができ、π ◦ s = 1Uを満たす。さらに s∗ẽi = ẽi ◦ s = eiとなるので、s∗σ̃ = σが成り立つ。両
辺を外微分することにより

σω = dσ = ds∗σ̃ = s∗dσ̃ = s∗(σ̃ω̃) = σs∗ω̃.

したがってω = s∗ω̃が成り立つ。すなわち、Mの開集合 U上定義された e1, e2から定まるω

は、s = (e1, e2)を Uから O(M)への写像とみなすことにより、O(M)全体で定義されたω̃

の sによる引き戻しとして定まる。根本に O(M)上定義されたω̃があり、M上局所的に定
義された e1, e2からωが定まるという観点から考えると、ωの種々の性質はω̃の性質から導か
れるのが自然である。そこで、以下では先に示したωの性質を参考にしながら、ω̃の性質を
調べる。
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M上局所的に定義した 1次微分形式θ1, θ2に対応する O(M)上のR2に値を持つ 1次微分
形式θ̃をまず定める。

θ̃u(X) = u−1(dπu(X)) (u ∈ O(M), X ∈ Tu(O(M)))

によって O(M)上の R2に値を持つ 1次微分形式θ̃を定める。ここで、u ∈ O(M)は R2か
ら Tπ(u)Mへの等長線形写像とみなしている。θ̃ = θ̃1e1 + θ̃2e2 と表しておく。M上局所的
に定義された s = (e1, e2)に対して、

(s∗θ̃)(ei) = s−1(dπs ◦ ds(ei)) = s−1d(π ◦ s)s(ei) = s−1(ei) = ei.

他方
(s∗θ̃)(ei) = (s∗θ̃1)(ei)e1 + (s∗θ̃2)(ei)e2

となるので、(s∗θ̃j)(ei) = δj
i、すなわち s∗θ̃1, s∗θ̃2は e1, e2の双対になる。これより s∗θ̃i = θi

が成り立つ。

命題 1.4.9 今までの設定のもとで次が成り立つ。

dθ̃1 = θ̃2 ∧ ω̃1
2, dθ̃2 = θ̃1 ∧ ω̃2

1, θ̃1 ∧ ω̃3
1 + θ̃2 ∧ ω̃3

2 = 0.

証明 θ̃の定義より、u ∈ O(M)に対して

dπu = uθ̃u = u(θ̃1e1 + θ̃2e2) = θ̃1ue1 + θ̃2ue2 = θ̃1ẽ1 + θ̃2ẽ2

が成り立つ。π : O(M) → M ⊂ R3だから、π ∈ Ω0(O(M);R3)とみなすことができる。定
理 1.2.17、1.2.16より

0 = d(dπ) = d(θ̃1ẽ1 + θ̃2ẽ2)

= dθ̃1ẽ1 − θ̃1 ∧ dẽ1 + dθ̃2ẽ2 − θ̃2 ∧ dẽ2

= dθ̃1ẽ1 − θ̃1 ∧ (ω̃2
1 ẽ2 + ω̃3

1 ẽ3) + dθ̃2ẽ2 − θ̃2 ∧ (ω̃1
2 ẽ1 + ω̃3

2 ẽ3)

= (dθ̃1 − θ̃2 ∧ ω̃1
2)ẽ1 + (dθ̃2 − θ̃1 ∧ ω̃2

1)ẽ2 − (θ̃1 ∧ ω̃3
1 + θ̃2 ∧ ω̃3

2)ẽ3.

ẽ1, ẽ2, ẽ3は基底になっているので、係数の微分形式はすべて 0になり命題を得る。

注意 1.4.10 M上局所的に定義された s = (e1, e2)に対して、命題 1.4.9の等式を sで引き
戻してM上の微分形式の等式にすると、命題 1.4.3が得られる。
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3次元 Euclid空間内の曲面上の正規直交フレーム全体を多様体とみなすことによって、
局所正規直交フレームから共変微分を定める局所的な一次微分形式は正規直交フレーム全
体で定義された大域的な一次微分形式から定まることを第 1章でみた。これを高次元の部
分多様体や一般的な多様体上で考えるためには、多様体上のファイバー束や主ファイバー
束の概念が必要になる。そこで、第 2章ではこれらの概念を導入し、その基本的性質を調
べる。

2.1 Lie群と Lie環

主ファイバー束の概念を導入するためには Lie群の概念が不可欠であるので、ここで Lie

群と Lie環に関する基本事項をまとめておく。

定義 2.1.1 多様体 Gが群構造を持ち、その群演算

G × G → G; (x, y) 7→ xy, G → G; x 7→ x−1

が C∞級写像になるとき、Gを Lie群と呼ぶ。(特にことわらないかぎり、群の単位元は e

で表す。)

注意 2.1.2 定義 2.1.1では、Lie群は可算開基を持つと仮定しなかったが、連結 Lie群は可
算開基を持つことが知られている。

例 2.1.3 Vを有限次元実ベクトル空間とすると、Vの正則線形変換の全体GL(V )は Lie群
になる。GL(Rn)は GL(n,R)とも書く。GL(V )を一般線形群と呼ぶ。

証明 dim V = nとする。End(V ) = {f : V → V |fは線形写像 }とおく。Vの基底をとり、
End(V )の元を行列で表現したときの行列の成分を考えれば、End(V )と n2次元Euclid空間
の間の微分同型写像になる。表現行列の成分が End(V )の座標になる。det : End(V ) → R

は End(V )の座標の多項式で表されるので連続であり、

GL(V ) = {f ∈ End(V )|detf 6= 0}

28
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だから、GL(V )は End(V )の開集合である。特に、GL(V )は n2次元多様体になる。群演算

GL(V ) × GL(V ) → GL(V ); (x, y) 7→ xy

は、End(V )の座標の二次式で表されるので C∞級写像であり、

GL(V ) → GL(V ); x 7→ x−1

は、End(V )の座標の分数式で表されるので C∞級写像である (Cramerの公式)。

定義 2.1.4 Lie群 Gの元 gに対して微分同型写像 Lg, Rgを

Lg : G → G; x 7→ gx, Rg : G → G; x 7→ xg

によって定め、それぞれ gによる左移動、右移動と呼ぶ。G上のベクトル場Xは、Gの任
意の元 gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (x ∈ G)

を満たすとき左不変ベクトル場と呼ばれ、

(dRg)x(Xx) = Xxg (x ∈ G)

を満たすとき右不変ベクトル場と呼ばれる。

注意 2.1.5 Lie 群 G の単位元 e を含む局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn) をとっておけば、各
g ∈ Gに対して (Lg(U); x1 ◦ L−1

g , . . . , xn ◦ L−1
g )は gを含む局所座標近傍になる。右移動を

使っても同様にできる。

定義 2.1.6 実ベクトル空間 gに双線形写像 [ , ] : g×g → gがあり、すべての元X,Y, Z ∈ g

に対して

[X, Y ] = −[Y,X], [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

を満たすとき、gを Lie環と呼ぶ。Lie環 gの部分ベクトル空間 hが、演算 [ , ]に関して
閉じているとき、hを gの Lie部分環と呼ぶ。

例 2.1.7 多様体M上のベクトル場の全体 X(M)は Lieブラケット [ , ]に関して Lie環に
なる。

例 2.1.8 Vをベクトル空間とする。End(V )の元X, Yに対して [X, Y ] = XY − Y Xと定め
ると End(V )は Lie環になる。この Lie環を gl(V )で表す。gl(Rn)は gl(n,R)とも書く。
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証明 定め方より [ , ] : End(V ) × End(V ) → End(V ) は双線形写像である。End(V )の
元X, Y, Zに対して

[X, Y ] = XY − Y X = −[Y, X],

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y ]

= [XY − Y X,Z] + [Y Z − ZY, X] + [ZX − XZ, Y ]

= XY Z − Y XZ − ZXY + ZY X + Y ZX − ZY X − XY Z + XZY

+ZXY − XZY − Y ZX + Y XZ

= 0.

したがって End(V )は [ , ]に関して Lie環になる。

定理 2.1.9 Gを Lie群とし、Gの左不変ベクトル場の全体を gで表す。すると、gは Lie

環 X(G)の Lie部分環になり、写像

α : g → Te(G); X 7→ Xe

は線形同型写像になる。特に dim g = dim Te(G) = dim Gが成り立つ。

証明 gが X(G)の部分ベクトル空間になることは定義からわかる。X, Y ∈ gとすると
任意の g ∈ Gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (dLg)x(Yx) = Ygx (x ∈ G)

が成り立つので Lieブラケット積と微分写像の関係より

(dLg)x([X, Y ]x) = [X, Y ]gx (x ∈ G)

となり、[X, Y ] ∈ g。よって gは X(G)の Lie部分環である。
αが線形写像になることは定義からわかる。X ∈ g, α(X) = 0とすると、任意の g ∈ Gに
対し

Xg = (dLg)e(Xe) = 0

だから、X = 0。よって Kerα = 0 となり、αは単射。他方 X ∈ Te(G) に対してX̃g =

(dLg)e(X)とおき、X̃が左不変ベクトル場になることを示せば、αが全射になることがわか
る。(U ; x1, . . . , xn)を Gの単位元 eを含む局所座標近傍とする。G × G → G; (x, y) 7→ xy

は連続だから、eを含む開近傍 Vで V V = {xy|x, y ∈ V } ⊂ Uを満たすものをとることがで
きる。

X =
n∑

i=1

ξi ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
e
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とおく。注意 2.1.5より任意の g ∈ Gに対して、(Lg(V ); x1 ◦ L−1
g , . . . , xn ◦ L−1

g )は gを含む
局所座標近傍になる。そこで yi = xi ◦ L−1

g とおくと gx ∈ Lg(V ) (x ∈ V )に対して、

X̃gx = (dLgx)e(X) = d(Lg ◦ Lx)e(X) = (dLg)x(dLx)e(X)

= (dLg)x




n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi
(e)

∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x




=
n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi
(e)(dLg)x

∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

.

ここで (
(dLg)x

∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

)
yk =

(
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

)
(yk ◦ Lg) = δjk

だから

(dLg)x
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

=
∂

∂yj

∣∣∣∣∣
gx

となり

X̃gx =
n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi
(e)

∂

∂yj

∣∣∣∣∣
gx

.

G × G → G; (x, y) 7→ xy = Lx(y) は C∞級写像だから、各 i, jに対して

V → R; x 7→ ∂(xj ◦ Lx)

∂xi
(e)

は C∞級写像になる。よって、各 jについて

Lg(V ) → R; gx 7→
n∑

i=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi
(e)

は C∞級写像である。したがってX̃は G 上のベクトル場である。X̃は定め方より左不変。
したがってαは線形同型写像である。

定義 2.1.10 Lie群 Gの左不変ベクトル場の全体からなる Lie環 gを Lie群 Gの Lie環と
呼ぶ。

定義 2.1.11 Lie群の間の C∞級写像 f : G → Hが群の準同型写像でもあるとき、fを Lie

群の準同型写像と呼ぶ。さらに fが逆写像 f−1を持ち、f−1も Lie群の準同型写像であると
き、fを Lie群の同型写像と呼び Lie群 Gと Hは同型であるという。Lie環の間の線形写
像 f : g → hが

[f(X), f(Y )] = f([X,Y ]) (X, Y ∈ g)

を満たすとき、fを Lie環の準同型写像と呼ぶ。さらに fが逆写像 f−1を持つとき、fを Lie

環の同型写像と呼び、Lie環 gと hは同型であるという。
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定義 2.1.12 Mを多様体とし、XをM上のベクトル場とする。Iを実数の開区間とし、M

上の曲線 c : I → Mが
dc

dt
(t) = Xc(t) (t ∈ I)

を満たすとき、cをXの積分曲線と呼ぶ。

補題 2.1.13 Mを多様体とし、XをM上のベクトル場とする。実数 t0とMの各点 x ∈ M

に対して、Xの積分曲線 c : I → Mで t0 ∈ I, c(t0) = x を満たすものが存在する。また
c1, c2 : I → Mが c1(t0) = c2(t0) = xを満たすXの積分曲線ならば c1 = c2が成り立つ。

証明 xを含むMの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとる。Xの Uにおける局所表示を

Xx =
n∑

i=1

ai(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

(x ∈ U)

とする。Uにおいて問題になっている等式

dc

dt
(t) = Xc(t) (t ∈ I)

の局所表示は
n∑

i=1

d(xi ◦ c(t))

dt

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
c(t)

=
n∑

i=1

ai(c(t))
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
c(t)

となる。したがって cは

d(xi ◦ c(t))

dt
= ai(c(t)), xi ◦ c(t0) = xi(x) (1 ≤ i ≤ n)

を満たせばよい。これは Euclid空間の開集合における常微分方程式であり aiは C∞級関数
だから t0を含む開区間 Iと c : I → Uが存在し上の常微分方程式を満たす。この曲線 cが求
めるものである。
次に積分曲線の一意性を示そう。Mの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)で c1(I), c2(I) ⊂ Uを
満たすものが存在する場合は、局所座標 x1, . . . , xnを使うと

dc1

dt
(t) = Xc1(t),

dc2

dt
(t) = Xc2(t) (t ∈ I)

はEuclid空間の開集合における常微分方程式になり、常微分方程式の解の一意性から c1 = c2

となる。c1(I), c2(I)がMの 1つの局所座標近傍に含まれない場合を考えよう。t0 < s, s ∈ I

に対して 0 < εと t0 < t1 < . . . < tk = sを次の条件を満たすようにとる。Ii = (ti−1 − ε, ti +

ε) (1 ≤ i ≤ k) とおくと各 iについて c1(Ii), c2(Ii)はMの 1つの局所座標近傍に含まれる。
先に示したことを使うと c1(t1) = c2(t1), . . . , c1(tk) = c2(tk)を帰納的に示すことができる。
特に c1(s) = c2(s)。t0 > s, s ∈ Iに対しても同様にして c1(s) = c2(s)となり、c1 = c2が成
り立つ。
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定義 2.1.14 実数全体Rを加法に関して Lie群とみなしたとき、Rから Lie群 Gへの Lie

群の準同型写像を Gの一径数部分群と呼ぶ。

定理 2.1.15 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。Lie環 gの元全体と Gの一径数部
分群の全体は次の対応で 1対 1に対応する。X ∈ gに対して Xの積分曲線 c : R → Gで
c(0) = eとなるものがただ 1つ存在し、cは Gの一径数部分群になり、X ∈ gにこの cを

対応させる。逆にGの一径数部分群 cに対して、定理 2.1.9によって
dc

dt
(0)に対応する gの

元Xを cに対応させる。

証明 次の (1),(2)のステップにわけて定理を証明する。

(1) X ∈ gに対して Xの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものが存在し、cは Gの
一径数部分群である。

(2) 定理で定めた 2つの対応はお互いの逆対応になる。

(1)補題 2.1.13より、δ > 0と Xの積分曲線 a : (−δ, δ) → Gで a(0) = eを満たすものが
存在する。|s| < δ/2となる sを 1つ固定して

b1(t) = a(s + t), b2(t) = a(s)a(t) (|s| < δ/2)

とおく。すると、t 7→ b1(t)はXの積分曲線になり、

d

dt
b2(t) = (dLa(s))a(t)

(
d

dt
a(t)

)
= (dLa(s))a(t)(Xa(t)) = Xa(s)a(t)

だから t 7→ b2(t)もXの積分曲線になる。さらに、

b1(0) = a(s) = a(s)e = a(s)a(0) = b2(0)

だから補題 2.1.13の一意性より、

b1(t) = b2(t) (|t| < δ/2).

結局
a(s + t) = a(s)a(t) = a(t)a(s) (|s|, |t| < δ/2)

が成り立つ。任意の t ∈ Rに対して |t/k| < δ/2となるように自然数 kをとり

c(t) = a
(

t

k

)k

として写像 c : R → Gを定める。t ∈ Rに対して、|t/k| < δ/2, |t/l| < δ/2となる自然数
k, lをとったとき、

a
(

t

k

)k

= a
(

t

kl

)kl

= a
(

t

l

)l
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が成り立つので、上の cは kのとり方によらずに定まっている。c(0) = a(0) = eは明らか。
以下で、cが Gの一径数部分群であることを示そう。t ∈ Rに対して |t/k| < δ/2となる自
然数 kをとる。tを含む開集合 Iで s ∈ Iならば |s/k| < δ/2となるものをとる。すると s ∈ I

に対して c(s) = a(s/k)kとなるので、cは Iにおいて C∞級写像である。よって c : R → G

は C∞級写像になる。任意の s, t ∈ Rに対して |s/k|, |t/k| < δ/4となる自然数 kをとると、
|s/k|, |t/k|, |(s + t)/k| < δ/2となり、

c(s)c(t) = a
(

s

k

)k

a
(

t

k

)k

=
(
a
(

s

k

)
a
(

t

k

))k

= a
(

s + t

k

)k

= c(s + t).

したがって c : R → Gは Gの一径数部分群になる。
次に cが Xの積分曲線であることを示そう。s ∈ Rに対して、t ∈ (s − δ, s + δ)とする
と、c(t) = c(s)c(t − s) = Lc(s)(c(t − s))だから、

d

dt
c(t)

∣∣∣∣∣
t=s

= (dLc(s))e

(
d

dt
c(t)

∣∣∣∣∣
t=0

)
= (dLc(s))e(Xe) = Xc(s).

したがって cはXの積分曲線である。
(2) X ∈ gに対応する Gの一径数部分群 cはdc

dt
(0) = Xe を満たすので、cに対応する g

の元は Xになる。逆に Gの一径数部分群 cに対応する gの元 Xは Xe = dc
dt

(0) を満たす。
(1)の最後で示したことは gの元 Xと Gの一径数部分群 cがdc

dt
(0) = Xeを満たせば cは X

の積分曲線になることである。したがってXに対応する Gの一径数部分群は cになる。

例 2.1.16 GL(n,R) の一径数部分群を求めてみよう。GL(n,R) の接ベクトルを gl(n,R)

の元と同一視する。X ∈ gl(n,R) ∼= Te(GL(n,R))に対応する GL(n,R)上の左不変ベクト
ル場をX̃で表すと、定理 2.1.9の証明中の計算よりX̃g = gX (g ∈ GL(n,R))となる。した
がって、Xに対応する GL(n,R)の一径数部分群 cは

dc(t)

dt
= c(t)X (t ∈ R), c(0) = e

を満たす。行列の指数関数: eA =
∞∑

n=0

1
n!

Anを使うと c(t) = etXとなる。

定義 2.1.17 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 2.1.15で存在
を示したXの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものをとり、exp X = c(1)とおくこと
によって写像 exp : g → Gを定義する。expを Lie群 Gの指数写像と呼ぶ。

例 2.1.18 例 2.1.16で示したように GL(n,R)の Lie環 gl(n,R)の元 Xに対応する一径数
部分群は etXになるので、GL(n,R)の指数写像は行列の指数関数に一致する。

命題 2.1.19 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 2.1.15の対応
で対応する Gの一径数部分群は t 7→ exp tXになる。
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証明 X ∈ gに対して定理 2.1.15の対応で対応する Gの一径数部分群を t 7→ c(t,X)と
書くことにする。s ∈ Rに対して、

d

dt
c(st,X) = sXc(st,X) (t ∈ R)

となるので、t 7→ c(st,X)は sX ∈ gに対応する一径数部分群になる。よって c(st,X) =

c(t, sX)となり t = 1とおくと

c(s,X) = c(1, sX) = exp sX.

これよりX ∈ gに対応する Gの一径数部分群は t 7→ exp tXに一致する。

命題 2.1.20 Gを Lie群とし、その Lie環を gとすると、Gの指数写像 exp : g → Gは C∞

級写像である。

証明 X1, . . . , Xnを gの基底とし u1, . . . , unをその双対基底とすると、u1, . . . , unは gの
座標になる。Gの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)で e ∈ U, x1(e) = . . . = xn(e) = 0を満た

すものをとっておく。
n∑

i=1
uiXi ∈ gに対応する一径数部分群を c(t; u1, . . . , un)と書くことに

する。
d

dt
c(t; u1, . . . , un) =

n∑

i=1

ui(Xi)c(t;u1,...,un)

だから、各Xiの Uにおける局所表示を

(Xi)x =
n∑

j=1

aji(x)
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

とすると c(t; u1, . . . , un)は

d

dt
xj(c(t; u1, . . . , un)) =

n∑

i=1

uiaji(c(t; u1, . . . , un))

を満たす。常微分方程式の解はパラメーターに関して滑らかだから、写像:

(t, u1, . . . , un) 7→ (x1(c(t; u1, . . . , un)), . . . , xn(c(t; u1, . . . , un)))

は 0の近傍で C∞級写像になる。

exp(
n∑

i=1

uiXi) = c(1; u1, . . . , un)

だから、exp : g → Gは 0のある開近傍 Nで C∞級写像である。任意の X ∈ gに対してあ
る自然数 pが存在し1

p
X ∈ Nとなる。そこでXの開近傍 Oを1

p
O ⊂ Nとなるようにとると

exp(Z) = exp

(
1

p
Z

)p

(Z ∈ O)

だから expはOにおいてC∞級写像である。したがって、exp : g → GはC∞級写像になる。
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定理 2.1.21 Lie群 Gとその Lie環 gに対して、Gの指数写像 expは gにおける 0のある
開近傍と Gにおける eのある開近傍の間の微分同型写像を与える。

証明 X ∈ g ∼= T0(g)に対して

d exp0(X) =
d

dt
exp(tX)

∣∣∣∣∣
t=0

= Xe = α(X)

だから d expe = α : g → Te(G)。定理 2.1.9より d expeは線形同型写像になる。逆関数定理
を使うと、expは gにおける 0のある開近傍と Gにおける eのある開近傍の間の微分同型
写像を与えることがわかる。

命題 2.1.22 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X, Y ∈ g, f ∈ C∞(G), g ∈ Gに対
して

(Xf)(g) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣∣
t=0

([X, Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

が成り立つ。

証明 接ベクトル Xgは曲線 t 7→ g exp tXの t = 0における速度ベクトルになっている
ので

(Xf)(g) = Xg(f) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣∣
t=0

が成り立つ。

(XY f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY )

∣∣∣∣∣
s=t=0

(先に示したことより)

=
∂

∂t

(
∂

∂s
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1 exp sX)

∣∣∣∣∣
s=0

)∣∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂t

(
∂

∂s
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=0

+
∂

∂s
f(g exp tY exp sX)

∣∣∣∣∣
s=0

)∣∣∣∣∣
t=0

(Leibnizの法則より)

=
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

+(Y Xf)(g).

したがって

([X, Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

.
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系 2.1.23 Lie群Gが可換ならばGの Lie環 gの任意の元X, Yに対して [X, Y ] = 0となる。

証明 f ∈ C∞(G), g ∈ Gに対して

([X, Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

=
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp tY )

∣∣∣∣∣
s=t=0

= 0.

したがって [X, Y ] = 0となる。

定義 2.1.24 Lie環 gの任意の元 X, Yに対して [X, Y ] = 0となるとき、gは可換であると
いう。この用語を使うと系 2.1.23は可換 Lie群の Lie環は可換になると言い換えることがで
きる。

命題 2.1.25 Lie群の準同型写像の合成は Lie群の準同型写像になる。Lie環の準同型写像
の合成は Lie環の準同型写像になる。

定理 2.1.26 G,Hを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g, hとおく。f : G → Hを Lie

群の準同型写像とする。定理 2.1.9の線形同型写像をαG : g → Te(G), αH : h → Te(H)とす
ると、df = α−1

H ◦ dfe ◦ αG : g → h は Lie環の準同型写像になる。

証明 X ∈ gに対して、dfe(Xe) ∈ Te(H)を H上の左不変ベクトル場に拡張したものが
df(X)になる。任意の g ∈ Gに対して、

dfg(Xg) = dfg ◦ (dLg)e(Xe) = d(f ◦ Lg)e(Xe).

ここで x ∈ Gに対して

(f ◦ Lg)(x) = f(gx) = f(g)f(x) = (Lf(g) ◦ f)(x)

だから、

dfg(Xg) = d(f ◦ Lg)e(Xe) = d(Lf(g) ◦ f)(Xe)

= (dLf(g))e ◦ dfe(Xe) = df(X)f(g).

よってX,Y ∈ gに対して

dfg(Xg) = df(X)f(g), dfg(Yg) = df(Y )f(g) (g ∈ G)

が成り立つので Lieブラケット積と微分写像の関係を使うと

dfg([X,Y ]g) = [df(X), df(Y )]f(g) (g ∈ G)
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となる。特に
dfe([X,Y ]e) = [df(X), df(Y )]e

が成立し、定理 2.1.9より [df(X), df(Y )]はH上の左不変ベクトル場だから、

df([X, Y ]) = [df(X), df(Y )].

したがって df : g → hは Lie環の準同型になる。

定義 2.1.27 Lie群の準同型写像 f : G → Hに対して、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → hを fの

微分と呼ぶ。この用語を使うと定理 2.1.26は Lie群の準同型写像の微分は Lie環の準同型
写像になると言い換えることができる。

命題 2.1.28 A,B,Cを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, b, cとおく。Aの恒等写
像の微分は aの恒等写像である。また f : A → B, g : B → C を Lie群の準同型写像とす
ると、d(g ◦ f) = dg ◦ df : a → c が成り立つ。

証明

d(idA) = α−1
A ◦ d(idA)e ◦ αA = α−1

A ◦ idTe(A) ◦ αA = id

d(g ◦ f) = α−1
C ◦ d(g ◦ f)e ◦ αA = α−1

C ◦ dge ◦ dfe ◦ αA

= α−1
C ◦ dge ◦ αB ◦ α−1

B ◦ dfe ◦ αA = dg ◦ df

系 2.1.29 A,Bを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, bとおく。f : A → Bを Lie群
の同型写像とすると、df : a → bは Lie環の同型写像になる。

証明
df ◦ d(f−1) = d(f ◦ f−1) = d(idB) = id

同様にして d(f−1) ◦ df = idとなり d(f−1) = df−1。したがって dfは Lie環の同型写像に
なる。

命題 2.1.30 G,Hを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g , hとおく。f : G → Hを Lie

群の準同型写像とすると、

f(exp X) = exp(df(X)) (X ∈ g)

が成り立つ。ただし、左辺の expは Gの指数写像で右辺の expはHの指数写像である。

証明 Lie 群の準同型写像の合成は Lie 群の準同型写像になるので (命題 2.1.25)、t 7→
f(exp tX)はHの一径数部分群になる。定理 2.1.15よりある Y ∈ hが存在して、

f(exp tX) = exp tY (t ∈ R)
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となる。t = 0で両辺を微分すると、

(左辺) =
d

dt
f(exp tX)

∣∣∣∣∣
t=0

= dfe(Xe)

(右辺) =
d

dt
exp tY

∣∣∣∣∣
t=0

= Ye.

したがって、dfe(Xe) = Yeとなり df(X) = Y。これより、f(exp tX) = exp(tdf(X))が成り
立つ。特に t = 1とすると、f(exp X) = exp(df(X))。

定義 2.1.31 Lie群Gと有限次元ベクトル空間 Vに対して、GからGL(V )への Lie群の準
同型写像をGの表現と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 Vに対して、gから gl(V )への Lie環
の準同型写像を gの表現と呼ぶ。

命題 2.1.32 Lie環 gの元 Xに対して ad(X)(Y ) = [X,Y ], Y ∈ gとして ad(X) ∈ gl(g)を
定めると ad : g → gl(g) は Lie環の表現になる。

証明 X,Y, Z ∈ gに対して

[ad(X), ad(Y )](Z) = ad(X)ad(Y )(Z) − ad(Y )ad(X)(Z) = [X, [Y, Z]] − [Y, [X, Z]]

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] = −[Z, [X, Y ]] (Jacobi律)

= ad([X,Y ])(Z)

となるので [ad(X), ad(Y )](Z) = ad([X, Y ])が成り立ち、adは Lie環の表現になる。

定義 2.1.33 Lie環 gに対して定まる表現 ad : g → gl(g) を gの随伴表現と呼ぶ。

定理 2.1.34 Lie群 Gの元 gに対して Ad(g) = d(Lg ◦ Rg−1)とおく。Gの Lie環を gとす
ると、Ad(g) ∈ GL(g)となり g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g) が成り立つ。
さらに、Ad : G → GL(g) は Lie群の表現になり Adの微分は gの随伴表現に一致する。

証明 Lg ◦Rg−1はGの自己同型写像だから、系 2.1.29よりAd(g)は gの自己同型写像に
なる。特に Ad(g) ∈ GL(g)となる。命題 2.1.30より

g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g)

が成り立つ。命題 2.1.28を使うと g, h ∈ Gに対して

Ad(gh) = d(Lgh ◦ R(gh)−1) = d(Lg ◦ Lh ◦ Rg−1 ◦ Rh−1)

= d(Lg ◦ Rg−1 ◦ Lh ◦ Rh−1) = d(Lg ◦ Rg−1) ◦ d(Lh ◦ Rh−1)

= Ad(g) ◦ Ad(h)

となるので Ad : G → GL(g)は群の準同型写像である。
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次に Adが C∞級写像になることを示そう。GL(g)における座標は gの基底 X1, . . . , Xn

とその双対基底θ1, . . . , θnを使って GL(g) → R; u 7→ θi(u(Xj)) と表すことができる。した
がってG → R; g 7→ θi(Ad(g)(Xj)) が C∞級関数になることを示せばよい。定理 2.1.9の証
明と同様、

θi(Ad(g)(Xj)) = θi(α
−1
G ◦ dLg ◦ dRg−1 ◦ αG(Xj))

は gに関する C∞級関数になる。
最後に Ad の微分が g の随伴表現に一致することを示そう。命題 2.1.22より、X, Y ∈

g, f ∈ C∞(G), g ∈ Gに対して

([X, Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣∣
s=t=0

=
∂

∂s

(
∂

∂t
f(g exp(Ad(exp sX)tY ))

∣∣∣∣∣
t=0

)∣∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂s
((Ad(exp sX)Y )f(g))

∣∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂s
((Ad(exp sX)Y ))

∣∣∣∣∣
s=0

f(g)

したがって
d

ds
Ad(exp sX)Y

∣∣∣∣∣
s=0

= [X,Y ] = ad(X)(Y )

となり
d

ds
Ad(exp sX)

∣∣∣∣∣
s=0

= ad(X)

が成り立つので、Adの微分は adになる。

定義 2.1.35 Lie群 Gに対して定まる表現 Ad : G → GL(V ) を Gの随伴表現と呼ぶ。

例 2.1.36 有限次元ベクトル空間 Vに対する一般線形群GL(V )の随伴表現を求めてみよう。
例 2.1.18より、GL(V )の指数写像は線形変換の指数関数に一致する。g ∈ GL(V ), X ∈ gl(V )

に対して

Ad(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.

定義 2.1.37 Lie群Hが Lie群 Gの Lie部分群であるとは、Hが Gの部分多様体であり同
時にHが Gの部分群であることをいう。

補題 2.1.38 G を Lie 群とし、その Lie 環を g とする。G の Lie 部分群 Hの包含写像を
ι : H → Gとすると dι : h → dι(h)は Lie環の同型写像になる。

証明 ιの微分 dι : h → gは定理 2.1.26より Lie環の準同型写像になり、HがGの部分多
様体であることから単射になる。したがって dι : h → dι(h)は Lie環の同型写像になる。
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定義 2.1.39 補題 2.1.38において、dι(h) を Lie 部分群 Hに対応する Lie 部分環 と呼ぶ。
今後、dιによって hと dι(h)を同一視する。

命題 2.1.40 Gを Lie群とし、Hを Gの Lie部分群とする。G,Hの Lie環をそれぞれ g, h

とし、指数写像を expG, expHとする。このときX ∈ hに対して expG(X) = expH(X)が成
り立つ。

証明 包含写像をι : H → G とするとιは Lie 群の準同型写像になる。命題 2.1.30より
X ∈ h に対してι(expH(X)) = expG(dι(X)) が成り立つ。ιと dιによる同一視をすると
expG(X) = expH(X)。

定理 2.1.41 Gを Lie群としHをGの部分群とする。HがGの閉集合ならば、Hは相対位
相に関して Lie部分群になる。

定義 2.1.42 定理 2.1.41より、Lie群の閉部分群は相対位相に関して Lie部分群になるので、
この Lie部分群の構造を持っている閉部分群を閉 Lie部分群と呼ぶことにする。

命題 2.1.43 Lie群 Gとその Lie部分群Hの Lie環をそれぞれ g, hとおくと

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7→ exp tXはHの位相に関して連続 }

が成り立つ。Hが閉 Lie部分群の場合は

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)}

が成り立つ。

証明

h′ = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7→ exp tXはHの位相に関して連続 }

とおいておく。h ⊂ h′は補題 2.1.38と定義 2.1.39よりわかる。X ∈ h′, s ∈ R に対して、
exp sXを含む Gの局所座標近傍 (W ; x1, . . . , xn)が存在し

V = {z ∈ W |xi(z) = 0 (k + 1 ≤ i ≤ n)}

はHにおける exp sXの開近傍になり、x1, . . . , xkのそこへの制限はHの局所座標系になる。
t 7→ exp tXは Hの位相に関して連続だから sを含む開区間 Iが存在し exp tX ∈ V (t ∈ I)

となる。I → W ; t 7→ exp tXは C∞級写像になるので t 7→ xi(exp tX)は I上の C∞級関数に
なる。したがって t 7→ exp tXはHの多様体構造に関して C∞級写像である。これでX ∈ h

がわかり、h′ ⊂ hである。以上より h = h′である。さらにHが閉 Lie部分群の場合はHの
位相は相対位相だから X ∈ gが exp tX ∈ H(t ∈ R)を満たせば t 7→ exp tXは Hの位相に
関して連続になり h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)} が成り立つ。
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系 2.1.44 Lie群Gの閉 Lie部分群H,Kの Lie環をそれぞれ h, kとおくとH ∩KはGの閉
Lie部分群になりその Lie環は h ∩ kである。

定義 2.1.45 一般線形群の閉 Lie部分群を線形 Lie群と呼ぶ。

定理 2.1.46 GL(n,R)は、例 2.1.3の証明中に示したように、gl(n,R)の開集合だから、接
ベクトル空間 Te(GL(n,R))を gl(n,R)と同一視できる。Lie群 GL(n,R)の Lie環を gと
し、X ∈ gl(n,R)に対してX̃ ∈ gをX̃g = (dLg)e(X) (g ∈ GL(n,R))によって定めると、
写像

˜: gl(n,R) → g; X 7→ X̃

は Lie環の同型写像である。

証明 定理 2.1.9を GL(n,R)に適用すると˜ = α−1となるので、˜は線形同型写像であ
る。あとは ˜が Lie 環の準同型写像になることを示せばよい。(i, j)-成分のみが 1 で他の
成分は 0 になる n次正方行列を Eijで表すと、{Eij|1 ≤ i, j ≤ n}は gl(n,R)の基底にな
る。その双対基底を {xij|1 ≤ i, j ≤ n}で表すと、xijは gl(n,R)の座標になる。GL(n,R)

は gl(n,R)の開集合で e ∈ GL(n,R)だから、X ∈ gl(n,R)と十分小さい t ∈ Rに対して
e + tX ∈ GL(n,R)となることに注意しておく。g ∈ GL(n,R)に対して、

X̃g = (dLg)e(X) = (dLg)e

(
d

dt
(e + tX)

∣∣∣∣∣
t=0

)

=
d

dt
Lg(e + tX)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(g + tgX)

∣∣∣∣∣
t=0

=
n∑

i,j=1

xij(gX)
∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

n∑

k=1

xik(g)xkj(X)
∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

.

したがって、X, Y ∈ gl(n,R), g ∈ GL(n,R)に対して、

[X̃, Ỹ ]g

=
n∑

i,j,p,q=1





n∑

r=1

xpr(g)xrq(X)
∂

(
n∑

k=1
xik(g)xkj(Y )

)

∂xpq

−
n∑

r=1

xpr(g)xrq(Y )
∂

(
n∑

k=1
xik(g)xkj(X)

)

∂xpq





∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1





n∑

k,r=1

xir(g)xrk(X)xkj(Y ) −
n∑

k,r=1

xir(g)xrk(Y )xkj(X)





∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

xij(gXY − gY X)
∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g
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=
n∑

i,j=1

xij(g[X, Y ])
∂

∂xij

∣∣∣∣∣
g

= ˜[X,Y ]g.

よって、
[X̃, Ỹ ] = ˜[X,Y ]

となり、˜は Lie環の準同型である。

命題 2.1.47 Vを n次元ベクトル空間とすると、Lie群GL(V )とGL(n,R)は同型になり、
Lie環 gl(V )と gl(n,R)は同型になる。

証明 v1, . . . , vnを Vの基底とし、f ∈ End(V )に対して fの v1, . . . , vnに関する表現行列
を R(f)で表す。つまり、

f [v1, . . . , vn] = [v1, . . . , vn]R(f)

となる。このとき、
R : End(V ) → End(Rn)

は代数の同型写像になる。Rは線形同型写像だから特に微分同型写像である。
以上のことから、Rは Lie環の同型写像

R : gl(V ) → gl(n,R)

を与え、Rの GL(V )への制限は Lie群の同型写像

R|GL(V ) : GL(V ) → GL(n,R)

を与える。

注意 2.1.48 定理 2.1.46の Lie環の同型写像˜: gl(n,R) → g によって Lie環 gl(n,R)と Lie

群GL(n,R)の Lie環 gを同一視し、今後は gl(n,R)をGL(n,R)の Lie環とみなすことに
する。命題 2.1.47の同型より、有限次元ベクトル空間 Vに対しても gl(V )を GL(V )の Lie

環とみなすことにする。

補題 2.1.49 Lie環 gの表現ρ : g → gl(V )と v ∈ Vに対して h = {X ∈ g|ρ(X)v = 0} とお
くと hは gの Lie部分環になる。

証明 a, b ∈ R, X, Y ∈ hに対して

ρ(aX + bY )v = aρ(X)v + bρ(Y )v = 0,

ρ([X, Y ])v = ρ(X)ρ(Y )v − ρ(Y )ρ(X)v = 0

だから aX + bY, [X,Y ] ∈ hとなり hは gの Lie部分環である。
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補題 2.1.50 Lie群 Gの表現ρ : G → GL(V )と v ∈ Vに対して

H = {g ∈ G|ρ(g)v = v}

とおくとHは Gの閉 Lie部分群になる。hをHの Lie環とすると

h = {X ∈ g|dρ(X)v = 0}

が成り立つ。

証明 g, h ∈ Hに対してρ(gh−1)v = ρ(g)ρ(h−1)v = vだから gh−1 ∈ Hとなり Hは Gの
部分群である。次にρ : G → GL(V )は C∞級写像だからρv : G → V ; g 7→ ρ(g)v とおくと
ρvも C∞級写像になる。よってH = ρ−1

v (v)は Gの閉集合である。したがってHは Gの閉
Lie部分群である (定理 2.1.41と定義 2.1.42)。
命題 2.1.43より、X ∈ h をとると、任意の t ∈ R に対して exp tX ∈ Hとなるので

ρ(exp tX)v = v。両辺を t = 0で微分し命題 2.1.30を使うと

0 =
d

dt
ρ(exp tX)v

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etdρ(X)v

∣∣∣∣∣
t=0

= dρ(X)v.

逆に dρ(X)v = 0となるX ∈ gをとると任意の t ∈ Rに対して

ρ(exp tX)v = exp(tdρ(X))v =
∞∑

n=0

1

n!
(tdρ(X))nv = v

だから exp tX ∈ Hとなり命題 2.1.43よりX ∈ h。

補題 2.1.51 有限次元実ベクトル空間 Vに対して det : GL(V ) → GL(R) = R − {0} は
GL(V )の表現になり、detの微分は tr : gl(V ) → gl(R) = R である。

証明 行列式の性質より det : GL(V ) → GL(R) = R − {0} は GL(V ) の表現になる。
X ∈ gl(V )に対して X : V → Vの固有値をλi (1 ≤ i ≤ k)とし、各固有値の重複度を piと
すると、

det(etX) =
k∏

i=1

(eλit)pi =
k∏

i=1

epiλit.

したがって、
d

dt
det(etX)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

k∏

i=1

epiλit

∣∣∣∣∣
t=0

=
k∑

i=1

piλi = tr(X)

となり、detの微分は trになる。

定義 2.1.52 Vを有限次元実ベクトル空間とし、SL(V ) = {g ∈ GL(V )|detg = 1}と表す
と、補題 2.1.50と補題 2.1.51より SL(V )は線形 Lie群になる。SL(V )を特殊線形群と呼ぶ。
SL(V )の Lie環を sl(V )で表すと、補題 2.1.50と補題 2.1.51より

sl(V ) = {X ∈ gl(V )|trX = 0}

となる。Rnにおける特殊線形群とその Lie環を SL(n,R), sl(n,R)とも書く。
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命題 2.1.53 Vを有限次元ベクトル空間とし A : V × V → R を双線形写像とする。

G = {g ∈ GL(V )|A(gu, gv) = A(u, v) (u, v ∈ V )}

とおくと Gは線形 Lie群になる。gを Gの Lie環とすると

g = {X ∈ gl(V )|A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

が成り立つ。

証明 V × Vから R への双線形写像の全体を M2(V,R) で表す。b, c ∈ R, B, C ∈
M2(V,R)に対して (bB + cC)(u, v) = bB(u, v) + cC(u, v) (u, v ∈ V ) によって bB + cC ∈
M2(V,R)を定めるとこの演算によってM2(V,R)はベクトル空間になる。g ∈ GL(V ), B ∈
M2(V,R)に対して

(ρ(g)B)(u, v) = B(g−1u, g−1v) (u, v ∈ V )

としてρ(g)B ∈ M2(V,R)を定めるとρ(g) ∈ GL(M2(V,R))。g, h ∈ GL(V ), u, v ∈ Vにつ
いて

(ρ(gh)B)(u, v) = B((gh)−1u, (gh)−1v) = B(h−1g−1u, h−1g−1v)

= (ρ(h)B)(g−1u, g−1v) = (ρ(g)(ρ(h)B))(u, v)

だからρ(gh) = ρ(g)ρ(h)となりρ : GL(V ) → GL(M2(V,R))は群の準同型写像である。各
u, v ∈ V, B ∈ M2(V,R)について g 7→ (ρ(g)B)(u, v)はC∞級関数だからρはC∞級写像にな
る。したがってρは Lie群の準同型写像である。ρの定義よりG = {g ∈ GL(V )|ρ(g)A = A}。
補題 2.1.50を適用すると Gは線形 Lie群になる。

Gの Lie環を求めるためにρの微分を計算する。X ∈ gl(V ), B ∈ M2(V,R), u, v ∈ Vに
ついて

(dρ(X)B)(u, v) =
d

dt
(ρ(etX)B)(u, v)

∣∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
B(e−tXu, e−tXv)

∣∣∣∣∣
t=0

= −B(Xu, v) − B(u,Xv)

だから補題 2.1.50より

g = {X ∈ gl(V )|dρ(X)A = 0}
= {X ∈ gl(V )|A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}.

定義 2.1.54 Vを有限次元ベクトル空間とし Aを V上の正定値内積とする。Vの Aに関す
る直交変換の全体を O(V ) = O(V ; A)で表すと命題 2.1.53より O(V )は線形 Lie群になる。
O(V )を直交群と呼ぶ。O(V )の Lie環を o(V ) = o(V ; A)で表すと命題 2.1.53より

o(V ) = {X ∈ gl(V )|A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

となる。Rnの標準内積に関する直交群とその Lie環を O(n), o(n)とも書く。
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注意 2.1.55 O(n)は n次直交行列の全体であり o(n)は n次交代行列の全体である。

定義 2.1.56 Vを有限次元ベクトル空間とし Aを V上の正定値内積とする。

SO(V ) = SO(V ; A) = SL(V ) ∩ O(V ; A)

と表すと、系 2.1.44よりSO(V )は線形Lie群になる。SO(V )を回転群または特殊直交群と呼
ぶ。SO(V )のLie環を so(V ) = so(V ; A)で表すと系 2.1.44より so(V ) = sl(V )∩o(V ) = o(V )

となる。Rnの標準内積に関する回転群とその Lie環を SO(n), so(n)とも書く。SO(n)は連
結になり、O(n)の単位元の連結成分になることが知られている。したがって、O(n)は二
つの連結成分を持つ。

2.2 ベクトル束

定義 2.2.1 πE : E → Mが次の条件を満たすとき、多様体M上のベクトル束と呼ぶ。

(1) E, Mは多様体であり、πE : E → Mは多様体の間の C∞級写像である。

(2) ある自然数 kが存在し、Mの各点 pに対して pの開近傍 Uと微分同型写像

ΦU : π−1
E (U) → U × Rk

が存在し、u ∈ πE(U)に対してΦU(u)の U成分はπE(u)に一致し、

ΦU(u) = (πE(u), φU(u)) (u ∈ π−1
E (U))

とおくと、x ∈ Uに対してπ−1
E (x)はベクトル空間の構造を持ち、

φU |π−1
E (x) : π−1

E (x) → Rk

は線形同型写像になる。

Eをベクトル束の全空間、Mを底空間、πEを射影、π−1
E (x)を xのファイバーと呼ぶ。kを

ベクトル束の階数と呼び、rankEで表す。

定義 2.2.2 π : E → Mとπ′ : E ′ → Mを多様体M上のベクトル束とする。微分同型写像
φ : E → E ′がπ = π′ ◦ φを満たし、各 x ∈ Mに対して

φ|Ex : Ex → E ′
x

が線形同型写像になるとき、φをベクトル束の同型写像と呼び、Eと E ′は同型であるとい
う。Vをベクトル空間とし、M × VからMへの射影を考えることによって、M × VはM

上のベクトル束になる。M上のベクトル束 EがM × Vと同型になるとき、Eを自明ベクト
ル束と呼ぶ。Mの接ベクトル束 TMが自明であるとき、Mは絶対平行性を持つという。
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命題 2.2.3 Lie群は絶対平行性を持つ。

証明 Gを Lie群とし、gをその Lie環とする。

φ : G × g → TG ; (g, X) 7→ Xg

によって写像φを定めると、φはベクトル束の同型写像になり、TGは自明ベクトル束にな
る。したがって、Gは絶対平行性を持つ。

例 2.2.4 Mを多様体とし、
TM =

⋃

x∈M

TxM

とおく。u ∈ TMに対して u ∈ TxMとなる x ∈ Mが一つ定まるので、π(u) = xとおくと、
写像

π : TM → M

が定まる。Mの各点 pに対して pを含む座標近傍系 (U ; x1, . . . , xn)をとる。π−1(U)の各
元 uは

u = ξi ∂

∂xi

∣∣∣∣∣
π(u)

と表すことができ、

ΦU(u) = (π(u), ξ1, . . . , ξn) (u ∈ π−1(U))

によって、写像
ΦU : π−1(U) → U × Rn

を定める。これによって、π−1(U)上の座標 (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn)をとることができる。他
の座標近傍系 (V ; y1, . . . , yn)をとると、各元 v ∈ π−1(V )は

v = ηi ∂

∂yi

∣∣∣∣∣
π(v)

と表すことができる。π−1(V )の座標は (y1, . . . , yn, η1, . . . , ηn)になり、

ηi = ξj ∂yi

∂xj
.

よって、座標変換は、

(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) →
(
y1, . . . , yn, ξj ∂y1

∂xj
, . . . , ξj ∂yn

∂xj

)

となり、C∞級微分同型写像になる。これによって、TMは多様体になる。
πの定め方より、

π(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) = (x1, . . . , xn)
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となり、π : TM → Mは C∞級写像になる。ΦUの定め方より、ΦU(u)の U成分はπ(u)に一
致し、

φU

(
ξi ∂

∂xi

)
= (ξ1, . . . , ξn)

となるので、各 x ∈ Uに対してφU |π−1(x) : π−1(x) → Rnは線形同型写像になる。
以上より、π : TM → Mがベクトル束になることがわかった。これを多様体Mの接ベク
トル束と呼ぶ。

定義 2.2.5 πE : E → Mを多様体 M上のベクトル束とする。C∞級写像σ : M → Eで
πE ◦ σ = 1Mを満たすものを、ベクトル束 Eの断面と呼ぶ。Eの断面の全体をΓ(M, E)また
は単にΓ(E)で表す。

注意 2.2.6 多様体Mの接ベクトル束Mの断面はM上の接ベクトル場であり、Γ(TM)は
M上の接ベクトル場全体に他ならない。

Vを有限次元実ベクトル空間とする。

∧p(TM, V ) =
⋃

x∈M

∧p(TxM,V )

とおく。ω ∈ ∧p(TM, V )に対してω ∈ ∧p(TxM, V )となる x ∈ Mが一つ定まるので、π(ω) =

xとおくと、写像
π : ∧p(TM, V ) → M

が定まる。例 2.2.4と同様にして、π : ∧p(TM, V ) → MはM上のベクトル束になることが
わかる。微分形式の定義より、Γ(∧p(TM, V )) = Ωp(M ; V )となる。

定義 2.2.7 多様体Mの各点 p ∈ Mの接ベクトル空間 TpMに内積 〈 , 〉pが存在し、M上の
任意の C∞級ベクトル場X, Yに対して 〈X,Y 〉がM上の C∞級関数になるとき、〈 , 〉をM

上の Riemann計量と呼び、(M, 〈 , 〉)を Riemann多様体と呼ぶ。Riemann多様体の接
ベクトルの長さや角度は、Riemann計量によって Euclid空間と同様に定める。

定義 2.2.8 ι : M → M̃を多様体Mから Riemann多様体 (M̃, g̃)への挿入とする。すなわ
ちMの各点 xでのιの微分写像 dιx : TxM → Tι(x)M̃が単射であるとする。このとき、M̃上
のRiemann計量g̃の dιによる引き戻し g = ι∗g̃はM上のRiemann計量になる。この (M, g)

を (M̃, g̃)のRiemann部分多様体と呼ぶ。

注意 2.2.9 定義 2.2.8では、M̃の Riemann計量からMの Riemann計量を誘導したが、M

の Riemann計量を固定して議論する場合もある。そのときは、Riemann多様体 (M, g)か
ら (M̃, g̃)への C∞級写像ιが、Mの各点 xに対して dιx : TxM → Tι(x)M̃は等長線形写像に
なるという条件をみたすとき、ιを等長的挿入と呼び、(M, g)を (M̃, g̃)の Riemann部分
多様体と呼ぶ。
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例 2.2.10 ι : M → (M̃, g̃)を Riemann多様体 (M̃, g̃)の Riemann部分多様体とする。各
x ∈ Mに対して、

T⊥
x M = {u ∈ Tι(x)M̃ | 〈u, dιx(TxM)〉 = 0}

とおき、
T⊥M =

⋃

x∈M

T⊥
x M

で T⊥Mを定める。u ∈ T⊥Mに対して u ∈ T⊥
x Mとなる x ∈ Mが一つ定まるので、π(u) = x

とおくと、写像
π : T⊥M → M

が定まる。このとき、π : T⊥M → Mはベクトル束になることを以下で示す。
MとM̃の次元をそれぞれ n とñとしておく。Mの各点 p に対して p を含む座標近傍系

(U ; x1, . . . , xn)を、ι|U : U → M̃が埋め込みになるようにとる。このとき、Uの点 xをιに
よってι(x) ∈ M̃と同一視することができる。つまり、UをM̃の部分集合とみなす。これに
より、各 x ∈ Uに対して、TxMも TxM̃の部分ベクトル空間とみなす。さらに、pを含むM̃

の座標近傍系 (Ũ ; x1, . . . , xñ)を、

U = {y ∈ Ũ | xn+1(y) = · · · = xñ(y) = 0}

を満たすようにとることができる。各 x ∈ Uに対して、

∂

∂x1

∣∣∣∣∣
x

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣∣
x

は TxMの基底になっている。そこで、

(∗) ∂

∂x1

∣∣∣∣∣
x

, . . . ,
∂

∂xñ

∣∣∣∣∣
x

に Gram-Schmidtの直交化法を施し、得られたものを (e1)x, . . . , (eñ)xとすると、

[(e1)x · · · (eñ)x] =

[
∂

∂x1

∣∣∣∣∣
x

· · · ∂

∂xñ

∣∣∣∣∣
x

]




a1
1(x) · · · · · · a1

ñ(x)

0
. . .

...
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 añ
ñ(x)




となる。ai
j(x) は U上定義された C∞級関数である。(∗) は TŨ |Uの C∞級断面だから、

(e1)x, . . . , (eñ)xも C∞級断面になる。さらに、(ei)xは

∂

∂x1

∣∣∣∣∣
x

, . . . ,
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x
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の線形結合になっているので、(e1)x, . . . , (en)xは TxMの正規直交基底になる。よって、T⊥
x M

の定め方より、(en+1)x, . . . , (eñ)xはT⊥
x Mの正規直交基底になる。これより、π−1(U) ⊂ T⊥M

の各元 uは

u =
ñ∑

i=n+1

ξi(ei)π(u)

と表すことができ、

ΦU(u) = (π(u), ξn+1, . . . , ξñ) (u ∈ π−1(U))

によって、写像
ΦU : π−1(U) → U × Rñ−n

を定める。これによって、π−1(U)上の座標 (x1, . . . , xn, ξn+1, . . . , ξñ)をとることができる。
他の座標近傍系 (V ; y1, . . . , yn) をとり、上と同様に Gram-Schmidt の直交化法によって、
y ∈ Vに対して正規直交系 (f1)y, . . . , (fñ)yを定めると、

[(f1)y · · · (fñ)y] =


 ∂

∂y1

∣∣∣∣∣
y

· · · ∂

∂yñ

∣∣∣∣∣
y







b1
1(y) · · · · · · b1

ñ(y)

0
. . .

...
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 bñ
ñ(y)




となる。各元 v ∈ π−1(V )は

v =
ñ∑

i=n+1

ηi(fi)π(v)

と表すことができる。π−1(V )の座標は (y1, . . . , yn, ηn+1, . . . , ηñ)になる。以下で、U∩V 6= ∅
のときのπ−1(U)とπ−1(V )の座標の間の変換公式を求める。まず、x ∈ U ∩ Vに対して、

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

=
ñ∑

j=1

∂yj

∂xi

∂

∂yj

∣∣∣∣∣
x

となるので、

[
∂

∂x1

∣∣∣∣∣
x

· · · ∂

∂xñ

∣∣∣∣∣
x

]
=

[
∂

∂y1

∣∣∣∣∣
x

· · · ∂

∂yñ

∣∣∣∣∣
x

]



∂y1

∂x1 (x) · · · ∂y1

∂xñ (x)
...

...
∂yñ

∂x1 (x) · · · ∂yñ

∂xñ (x)


 .

そこで、

J(x) =

[
∂yi

∂xj
(x)

]

とおく。さらに、
A(x) = [ai

j(x)], B(x) = [bi
j(x)]
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とおいておく。これらの行列を使って上で得た基底の変換を表すと、

[e1 · · · eñ] =

[
∂

∂x1
· · · ∂

∂xñ

]
A

[f1 · · · fñ] =

[
∂

∂y1
· · · ∂

∂yñ

]
B

[
∂

∂x1
· · · ∂

∂xñ

]
=

[
∂

∂y1
· · · ∂

∂yñ

]
J.

よって、

[e1 · · · eñ] =

[
∂

∂x1
· · · ∂

∂xñ

]
A

=

[
∂

∂y1
· · · ∂

∂yñ

]
JA

= [f1 · · · fñ] B−1JA

となり、
[e1 · · · eñ] = [f1 · · · fñ] B−1JA

を得る。u ∈ π−1(U ∩ V )に対して

u = [f1 · · · fñ]




0
...

0

ηn+1

...

ηñ




= [e1 · · · eñ]




0
...

0

ξn+1

...

ξñ




= [f1 · · · fñ]B−1JA




0
...

0

ξn+1

...

ξñ




.

よって、 


0
...

0

ηn+1

...

ηñ




= B−1JA




0
...

0

ξn+1

...

ξñ




となり、座標変換

(x1, . . . , xn, ξn+1, . . . , ξñ) → (y1, . . . , yn, ηn+1, . . . , ηñ)

は C∞級微分同型写像になる。これによって、T⊥Mは多様体になる。
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πの定め方より、
π(x1, . . . , xn, ξn+1, . . . , ξñ) = (x1, . . . , xn)

となり、π : T⊥M → Mは C∞級写像になる。ΦUの定め方より、ΦU(u)の U成分はπ(u)に
一致し、

φU




ñ∑

i=n+1

ξiei


 = (ξn+1, . . . , ξñ)

となるので、各 x ∈ Uに対してφU |π−1(x) : π−1(x) → Rñ−nは線形同型写像になる。
以上より、π : T⊥M → Mがベクトル束になることがわかった。
π : T⊥M → Mを、Riemann部分多様体Mの法ベクトル束と呼ぶ。法ベクトル束 T⊥M

の断面をM上の法ベクトル場と呼ぶ。

2.3 主ファイバー束

第 1.4節の例 1.4.8で考察した 3次元 Euclid空間の曲面の正規直交フレーム束を一般化し
た主ファイバー束の概念をこの節で導入し、主ファイバー束上の接続を考える際に必要に
なる事項をまとめておく。
主ファイバー束の一般的定義を与える前に、ベクトル束に対して定まる主ファイバー束
を構成する。

例 2.3.1 π : E → Mを多様体 M上の階数 rのベクトル束とする。各 x ∈ Mに対して
Ex = π−1(x)は r次元ベクトル空間の構造を持つ。そこで、

Px = {(x; ẽ1, . . . , ẽr) | ẽ1, . . . , ẽrは Exの基底 }

と定め、
P =

⋃

x∈M

Px

とおくと、Pは自然に多様体構造を持つ。これは次のように示すことができる。ベクトル
束の定義より、p ∈ Mに対して pの開近傍 Uと微分同型写像

ΦU : π−1(U) → U × Rr

が存在する。この写像を通して PxはRrの基底全体と一対一に対応する。Rrの基底全体は
GL(r,R)と一対一に対応し、これは線形 Lie群だから、特に多様体構造を持つ。これより、

Φr
U :

⋃

x∈U

Px → U × GL(r,R) ; (x; ẽ1, . . . , ẽr) 7→ (x, ΦU(ẽ1), . . . , ΦU(ẽr))

が定まり、これらによって Pに多様体構造を導入する。Rrの標準的基底を e1, . . . , erで表
す。Rrから Exへの線形同型写像 uに対して (u(e1), . . . , u(er))を対応させることにより、

Px = {u | uはRrから Exへの線形同型写像 }
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とみなすことができる。Rrの線形自己同型写像 a ∈ GL(r,R)を Rrから Exへの線形同型
写像 uと合成し uaを考えることにより、GL(r,R)の Pxへの右からの作用が定まり、さら
に GL(r,R)の Pへの右からの作用が定まる。u ∈ Pxに xを対応させる写像をπ : P → M

で表すと、πは C∞級写像になり、各 x ∈ Mに対してπ−1(x)にGL(r,R)は単純推移的に作
用する。Pを Eのフレーム束と呼ぶ。

定義 2.3.2 Gを Lie群とする。πP : P → Mが次の条件を満たすとき、多様体M上の構造
群 Gの主ファイバー束と呼ぶ。

(1) P, Mは多様体であり、πP : P → Mは多様体の間の C∞級写像である。

(2) Lie群Gが Pに右から作用していて、u ∈ Pと a ∈ Gに対してπP (u · a) = πP (u)が成
り立ち、各 x ∈ Mに対して Gはπ−1

P (x)に単純推移的に作用する。

(3) Mの各点 pに対して pの開近傍 Uと微分同型写像

ΦU : π−1
P (U) → U × G

が存在し、u ∈ π−1
P (U)に対してΦU(u)の U成分はπP (u)に一致し、

ΦU(u) = (πP (u), φU(u)) (u ∈ π−1
P (U))

とおくと、a ∈ Gに対してφU(u · a) = φU(u)aが成り立つ。

Pを主ファイバー束の全空間、Mを底空間、πPを射影、π−1
P (x)を xのファイバーと呼ぶ。

a ∈ Gによる Pの右移動を Raで表す。すなわち、Ra(u) = u · a。

注意 2.3.3 例 1.4.8で導入した曲面Mの正規直交フレーム束O(M)は、M上の構造群O(2)

の主ファイバー束になっている。また、例 2.3.1で導入した多様体M上の階数 rのベクトル
束のフレーム束は、M上の構造群GL(r,R)の主ファイバー束になっている。このようにベ
クトル束に主ファイバー束が対応するが、逆に次の例で示すように主ファイバー束からベ
クトル束を構成することができる。

例 2.3.4 πP : P → Mを構造群 G の多様体 M上の主ファイバー束とする。G の表現ρ :

G → GL(V )に対して、M上のベクトル束 E = P ×ρ Vを次のように定める。Gの P × V

への右からの作用を

(u, v) · g = (ug, ρ(g)−1v) (g ∈ G, (u, v) ∈ P × V )

によって定める。P × Vの Gの作用に関する商空間を P ×ρ Vと書くことにする。P ×ρ V

に商位相を入れる。(u, v) ∈ P × Vの代表する同値類を [u, v]で表す。

πE[u, v] = πP (u) ((u, v) ∈ P × V )
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によって写像πE : E → Mを定める。g ∈ Gに対してπP (ug) = πP (u)が成り立つので、πE

の定義は同値類の代表元のとり方に依存しない。定義 2.3.2の (3)の微分同型写像

ΦU : π−1
P (U) → U × G

をとる。
ΨU : π−1

E (U) → U × V ; [u, v] 7→ (πP (u), ρ(φU(u))v)

によって写像ΨUを定める。g ∈ Gに対して

[ug, ρ(g)−1v] 7→ (πP (ug), ρ(φU(ug))ρ(g)−1v)

= (πP (u), ρ(φU(u))ρ(g)ρ(g)−1v)

= (πP (u), ρ(φU(u))v)

となるので、ΨUの定義は同値類の代表元のとり方に依存しない。ΨUは位相同型写像にな
り、これによって Eに多様体構造が定まる。さらに、πE : E → MはM上のベクトル束に
なる。E = P ×ρ Vを主ファイバー束に表現ρに関して同伴するベクトル束という。
各 u ∈ Pに対して、

V → Eπ(u) ; v 7→ [u, v]

は線形同型写像になる。この線形同型写像を単に uとも書くことにする。すなわち、uv =

[u, v]と書き表す。これによって Pの元を Eのフレームとみなすことができる。

例 2.3.5 Eを多様体M上の階数 rのベクトル束とし、Pを Eのフレーム束とする。Pの構
造群GL(r,R)の自然な表現 1 : GL(r,R) → GL(r,R)に関する同伴ベクトル束 P ×1 Rrは、

P ×1 V → E ; [u, v] 7→ uv

によって、元のベクトル束 Eと同型になる。

定義 2.3.6 P ′ → M ′と P → Mをそれぞれ構造群 G′と G を持つ主ファイバー束とする。
写像 f ′ : P ′ → Pと f ′′ : G′ → Gが

f ′(u′a′) = f ′(u′)f ′′(a′) (u′ ∈ P ′, a′ ∈ G′)

を満たすとき、f = (f ′, f ′′)を主ファイバー束 P ′から Pへの準同型写像と呼ぶ。

命題 2.3.7 定義 2.3.6の設定のもとで、写像 f ′ : P ′ → PはM ′からMへの写像を誘導する。

証明 定義より、

f ′(u′a′) = f ′(u′)f ′′(a′) (u′ ∈ P ′, a′ ∈ G′)

が成り立つので、

f ′(π−1(π(u′))) = f ′(u′G′) = f ′(u′)f ′′(G′)

⊂ f ′(u′)G = π−1(π(f ′(u′)))

を得る。したがって、f ′ : P ′ → PはM ′からMへの写像を誘導する。
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注意 2.3.8 定義 2.3.6の設定のもとで、主ファイバー束の準同型写像を構成する写像をす
べて同じ記号で表すことにする。さらに、命題 2.3.7で示した底空間の間の写像も同じ記号
で表す。

定義 2.3.9 定義 2.3.6の設定のもとで、f : P ′ → Pが埋め込みであり f : G′ → Gが単射の
とき、準同型写像 fを埋め込みと呼ぶ。準同型写像 fが埋め込みのとき、f : M ′ → Mも埋
め込みになる。このとき、P ′を f(P ′)と同一視し、G′を Gと、M ′をMと同一視すること
により、P ′を Pの部分束と呼ぶ。

定義 2.3.10 Pを多様体M上の構造群Gの主ファイバー束とする。Gの Lie環 gの元Xに
対して

X∗
u =

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

u exp tX (u ∈ P )

によって P上のベクトル場X∗を定める。X∗をXに対応する基本ベクトル場と呼ぶ。各点
u ∈ Pにおいて dπuX

∗
u = 0となるので、X∗はファイバーに接するベクトル場になる。

補題 2.3.11 Pを多様体M上の構造群Gの主ファイバー束とする。Gの Lie環 gの元Xと
g ∈ Gに対して (Ad(g)X)∗ = dRg−1X∗が成り立つ。

証明 任意の u ∈ Pに対して

(Ad(g)X)∗u =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

u exp tAd(g)X =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ug exp tXg−1

= (dRg−1)ug

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ug exp tX

)
= (dRg−1)ugX

∗
ug

= (dRg−1X∗)u

となるので、(Ad(g)X)∗ = dRg−1X∗が成り立つ。

定義 2.3.12 Eを多様体M上のベクトル束とする。〈 , 〉は Eの各ファイバーの内積を定め
ていて、Eの任意の断面 s, tに対して

〈s, t〉(x) = 〈s(x), t(x)〉 (x ∈ M)

によって定まるM上の関数 〈s, t〉が C∞級になるとき、〈 , 〉をベクトル束 Eの計量といい、
(E, 〈 , 〉)を計量ベクトル束と呼ぶ。

例 2.3.13 定義 2.2.7で定めた多様体の Riemann計量は、接ベクトル束の計量に他ならな
い。また、Riemann多様体の Riemann部分多様体の法ベクトル束にも、全体の Riemann

多様体の計量から自然に定まる計量が入る。
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例 2.3.14 π : E → Mを多様体M上の階数 rの計量ベクトル束とする。各 x ∈ Mに対して
Ex = π−1(x)は r次元ベクトル空間の構造を持つ。そこで、

Px = {(x; ẽ1, . . . , ẽr) | ẽ1, . . . , ẽrは Exの正規直交基底 }

と定め、
P =

⋃

x∈M

Px

とおくと、Pは自然に多様体構造を持つ。これは次のように示すことができる。ベクトル
束の定義より、p ∈ Mに対して pの開近傍 Uと微分同型写像

ΦU : π−1(U) → U × Rr

が存在する。この写像を通して PxはRrの正規直交基底全体と一対一に対応する。Rrの正
規直交基底全体はO(r)と一対一に対応し、これは線形 Lie群だから、特に多様体構造を持
つ。これより、

Φr
U :

⋃

x∈U

Px → U × O(r) ; (x; ẽ1, . . . , ẽr) 7→ (x, ΦU(ẽ1), . . . , ΦU(ẽr))

が定まり、これらによってPに多様体構造を導入する。Rrの標準的正規直交基底を e1, . . . , er

で表す。Rrから Exへの等長的線形同型写像 uに対して (u(e1), . . . , u(er))を対応させるこ
とにより、

Px = {u | uはRrから Exへの等長的線形同型写像 }

とみなすことができる。Rrの等長的線形自己同型写像 a ∈ O(r)を Rrから Exへの等長的
線形同型写像 uと合成し uaを考えることにより、O(r)の Pxへの右からの作用が定まり、
さらに O(r)の Pへの右からの作用が定まる。u ∈ Pxに xを対応させる写像をπ : P → M

で表すと、πは C∞級写像になり、各 x ∈ Mに対してπ−1(x)にGL(r,R)は単純推移的に作
用する。Pを Eの正規直交フレーム束と呼ぶ。

例 2.3.15 Eを多様体M上の階数 rの計量ベクトル束とし、PをEの正規直交フレーム束と
する。Pの構造群O(r)の自然な表現 1 : O(r) → GL(r,R)に関する同伴ベクトル束 P ×1 R

r

は、元のベクトル束 Eと同型になる。

命題 2.3.16 π : P → Mを多様体M上の構造群Gの主ファイバー束とし、ρ : G → GL(V )

を表現とする。Pにρに関して同伴するベクトル束を E = P ×ρ Vで表す。このとき、M上
の Eの断面全体Γ(E)と

{Φ ∈ Ω0(P ; V ) | Φ(ua) = ρ(a)−1Φ(u) (u ∈ P, a ∈ G)}

は次の対応で一対一に対応する。M上の Eの断面φに対して

Φ(u) = u−1(φ(π(u))) (u ∈ P )

によって定まる P上の Vに値を持つ関数Φを対応させる。
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証明 M上の Eの断面φに対応するΦは

Φ(ua) = (ua)−1(φ(π(ua))) = ρ(a)−1u−1(φ(π(u))) = ρ(a)−1Φ(u)

を満たす。
逆にΦ(ua) = ρ(a)−1Φ(u)を満たす P上の Vに値を持つ関数Φをとる。x ∈ Mに対して、

π(u) = xとなる u ∈ Pをとり、
φ(x) = uΦ(u)

によって、Eの断面φを定める。まず、上の定義が u ∈ Pのとり方によらないことを示して
おく。a ∈ Gをとって uaについて考えると、

(ua)Φ(ua) = uρ(a)ρ(a)−1Φ(u) = uΦ(u)

となり、π−1(x)の元の選び方によらない。
次に上の対応が逆対応になっていることを示す。M上の Eの断面φをとる。

Φ(u) = u−1(φ(π(u))) (u ∈ P )

によって P上の Vに値を持つ関数Φを定める。x ∈ Mに対してπ(u) = xを満たす u ∈ Pを
とると、

uΦ(u) = uu−1(φ(π(u))) = φ(x)

となり、もとの断面φに一致する。
今度はΦ(ua) = ρ(a)−1Φ(u)を満たす P上の Vに値を持つ関数Φをとる。x ∈ Mに対して、

π(u) = xとなる u ∈ Pをとり、
φ(x) = uΦ(u)

によって、Eの断面φを定める。

u−1φ(π(u)) = u−1uΦ(u) = Φ(u)

となり、もとの関数Φに一致する。
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3.1 ベクトル束上の共変微分

第 1.3節では、Euclid空間の部分多様体の接ベクトル束上の共変微分を考えた。この節
では、一般の多様体におけるベクトル束上の共変微分を考える。

定義 3.1.1 Mを多様体とし、EをM上のベクトル束とする。対応

∇ : Γ(TM) × Γ(E) → Γ(E); (X,φ) 7→ ∇Xφ

が、次の (1)から (4)を満たすとき、∇を E上の共変微分と呼ぶ。

(1) ∇X+Y φ = ∇Xφ + ∇Y φ, (X,Y ∈ Γ(TM), φ ∈ Γ(E))

(2) ∇X(φ + ψ) = ∇Xφ + ∇Xψ, (X ∈ Γ(TM), φ, ψ ∈ Γ(E))

(3) ∇fXφ = f∇Xφ, (X ∈ Γ(TM), φ ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M))

(4) ∇X(fφ) = f∇Xφ + (Xf)φ. (X ∈ Γ(TM), φ ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M))

任意のX ∈ Γ(TM)に対して∇Xφ = 0を満たすφ ∈ Γ(E)を平行な断面という。

定義 3.1.2 〈 , 〉を多様体M上の計量ベクトル束 Eとする。E上の共変微分∇が

X〈φ, ψ〉 = 〈∇Xφ, ψ〉 + 〈φ,∇Xψ〉 (X ∈ Γ(TM), φ, ψ ∈ Γ(E))

を満たすとき、共変微分∇は計量 〈 , 〉を保つという。

例 3.1.3 第 1.3節で定めた Euclid空間の部分多様体の接ベクトル束上の共変微分と法ベク
トル束上の共変微分は、定義 3.1.1の意味での共変微分になっている。さらに、命題 1.3.1よ
り、これらは計量を保存する。

∇を多様体M上のベクトル束 E上の共変微分とする。φ ∈ Γ(E)をとる。定義 3.1.1より
各 x ∈ Mにおける接ベクトルX ∈ TxMに対して∇Xφ ∈ Exが定まる。すなわちMの各点
xにおいて∇φが TxM上の Exに値を持つ一次形式を定めているとみなすことができる。第
1.2節で定義した微分形式は固定されたベクトル空間に値を持つ微分形式だった。ベクトル
束上の共変微分を微分形式を使って扱うためには、次に定義するベクトル束に値を持つ微
分形式を考える必要がある。
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定義 3.1.4 Eをn次元多様体M上のベクトル束とする。Mの各点xに対して∧p(Tx(M), Ex)

の元ωxを対応させる対応ωが次の条件を満たすとき、ωを Eに値を持つM上の p次微分形
式と呼ぶ。(条件)Mの任意の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)に対して、

x 7−→ ωx

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

)

がすべての i1, . . . , ipについて U上の Eの C∞級断面になる。
M上の Eに値を持つ p次微分形式全体の成すベクトル空間をΩp(M ; E)で表す。

ベクトル束に値を持つ微分形式を使うと、ベクトル束上の共変微分の定義 (定義 3.1.1)は
次のように書き換えることができる。

定義 3.1.5 Mを多様体とし、EをM上のベクトル束とする。対応

∇ : Ω0(M ; E) → Ω1(M ; E); φ 7→ ∇φ

が、次の (1)と (2)を満たすとき、∇を E上の共変微分と呼ぶ。

(1) ∇(φ + ψ) = ∇φ + ∇ψ, (φ, ψ ∈ Ω0(M ; E))

(2) ∇(fφ) = f∇φ + dfφ. (φ ∈ Ω0(M ; E), f ∈ C∞(M))

計量ベクトル束上の計量を保つ共変微分の定義も次のように書き換えることができる。

定義 3.1.6 〈 , 〉を多様体M上の計量ベクトル束 Eとする。E上の共変微分∇が

d〈φ, ψ〉 = 〈∇φ, ψ〉 + 〈φ,∇ψ〉 (φ, ψ ∈ Γ(E))

を満たすとき、共変微分∇は計量 〈 , 〉を保つという。

第 1.4で 3次元 Euclid空間の曲面上の共変微分を局所的に定義された接ベクトル束の正
規直交基底によって表現した。ここでは同様のことを一般のベクトル束に対して行う。

Eを多様体M上の階数 rのベクトル束とし、そのフレーム束を Pで表す。∇を E上の共
変微分とする。ベクトル束 Eは局所的には積多様体だから、Mの各点にはある開近傍 Uが
存在し線形独立な断面 e1, . . . , er ∈ Ω0(U ; E)をとることができる。∇ei ∈ Ω1(U ; E)は U上
の 1次微分形式ωj

i ∈ Ω1(U)を係数に持つ e1, . . . , erの線形結合で書き表すことができ、

∇ei =
r∑

j=1

ejω
j
i

となる。ω = (ωj
i ) ∈ Ω1(U ; gl(r,R)) とみなすこともできる。Eの U上の断面φに対して

φ =
∑

eiφ
iと表すと、共変微分の定義より

∇φ =
∑

ei(dφi) +
∑

∇ejφ
j =

∑
ei

(
dφi +

∑
ωi

jφ
j
)

となる。これより、Eの共変微分は局所的にはωによって定まる。ωを局所接続形式と呼ぶ。
第 1.4の命題 1.4.1で考えたのと同様に、ベクトル束の共変微分の局所接続形式の変換を
考える。
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命題 3.1.7 ∇を多様体M上のベクトル束 Eの共変微分とする。Mの開集合 U上定義され
た局所フレームσ = [e1, . . . , er]とσ̄ = [ē1, . . . , ēr]に対する局所接続形式をωとω̄で表す。す
なわち、∇σ = σωと∇σ̄ = σ̄ω̄が成り立つ。σ̄ = σfによって変換行列 f ∈ Ω0(U ; Mr(R))を
定めると、fは r次一般線形群 GL(r,R)に値を持つ。このとき、次が成り立つ。

ω̄ = f−1df + f−1ωf.

証明 σ̄ = σfより

∇σ̄ = ∇σf + σdf = σωf + σdf = σ(ωf + df).

他方、
∇σ̄ = σ̄ω̄ = σfω̄.

これらより、σfω̄ = σ(df + ωf)、すなわち fω̄ = df + ωfとなり、

ω̄ = f−1df + f−1ωf

を得る。

ベクトル束の共変微分から局所接続形式が定まり、局所接続形式は命題 3.1.7の変換公式
を満たす。逆に変換公式を満たす局所接続形式の集まりからベクトル束の共変微分が定ま
ることを以下で示す。そのためにまずベクトル束の局所的な構造を調べておく。

π : E → Mを多様体M上の階数 rのベクトル束とする。ベクトル束の定義より、Mは開
被覆 {Uα | α ∈ A}を持ち、各α ∈ Aに対して微分同型

Φα : π−1(Uα) → Uα × Rr

が存在する。さらに各 x ∈ Uαに対して

Φα|Ex : Ex → Rr

は線形同型写像になる。そこで、φα(x) = Φα|Ex : Ex → Rrとおく。もう一つ Uβをとると、
x ∈ Uα ∩ Uβに対して

ψαβ(x) = φα(x) ◦ φβ(x)−1 : Rr → Rr

は線形同型写像になる。これによって、C∞級写像

ψαβ : Uα ∩ Uβ → GL(r,R)

が定まる。{ψαβ | α, β ∈ A}を開被覆 {Uα}に関する Eの変換関数と呼ぶ。

命題 3.1.8 多様体M上のベクトル束 Eの変換関数 {ψαβ}は次の等式を満たす。

ψαα(x) = 1r (x ∈ Uα)

ψβα(x) = ψαβ(x)−1 (x ∈ Uα ∩ Uβ)

ψαβ(x) ◦ ψβγ(x) ◦ ψγα(x) = 1r. (x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ)

逆にMの開被覆 {Uα}と C∞級写像ψαβ : Uα ∩ Uβ → GL(r,R) が与えられ上の等式を満た
すとき、{ψαβ}を変換関数に持つベクトル束が存在する。
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証明 前半の変換関数の性質は、変換関数の定義から直接確かめることができる。
以下ではMの開被覆 {Uα}と上の等式を満たす C∞級写像ψαβ : Uα ∩ Uβ → GL(r,R) が
与えられたとき、{ψαβ}を変換関数に持つベクトル束を構成する。直和 ∪α(Uα ×Rr)に次
のように同値関係を定める。(x, u) ∈ Uα × Rrと (y, v) ∈ Uβ × Rrに対して、x = yかつ
u = ψαβ(x)vのときに (x, u)と (y, v)は同値であると定める。このとき、この同値関係に関
する商空間は Uα×Rrと局所的に微分同型になるベクトル束になり、その変換関数は {ψαβ}
になる。

命題 3.1.9 Eを多様体M上の階数 rのベクトル束とし、Mの開被覆 {Uα}に関する変換関
数を {ψαβ}とする。Rrの標準的な基底 e1, . . . , erをとる。∇を Eの共変微分とし、Uαにお
ける Eの局所フレームを

ei(x) = φα(x)−1ei (x ∈ Uα)

によって定め、{ei}から定まる局所接続形式をωαで表す。このとき、Uα ∩ Uβ上で

ωβ = ψ−1
αβdψαβ + ψ−1

αβωαψαβ

が成り立つ。逆に各 Uα上の gl(r,R)に値を持つ微分形式の族 {ωα}が与えられ上の等式を
満たすとき、{ωα}を局所接続形式に持つ Eの共変微分が存在する。

証明 {ei}と同様、Uβにおける Eの局所フレームを

ēi(x) = φβ(x)−1ei (x ∈ Uβ)

によって定めると、{ēi}から定まる局所接続形式はωβになる。x ∈ Uα ∩ Uβに対して、

ēi(x) = φβ(x)−1ei = φα(x)−1φα(x)φβ(x)−1ei

= φα(x)−1ψαβ(x)ei = φα(x)−1
r∑

j=1

ej(ψαβ(x))j
i

=
r∑

j=1

ej(x)(ψαβ(x))j
i .

そこで、
σ = [e1, . . . , er], σ̄ = [ē1, . . . , ēr]

とおくと、σ̄ = σψαβが成り立つ。したがって、命題 3.1.7より命題の前半の変換公式を得る。
逆に各 Uα上の gl(r,R)に値を持つ微分形式の族 {ωα}が与えられ上の等式を満たすと仮
定する。ωαが Uαにおける局所接続形式になる共変微分は、U上の Eの断面

ξ = σφ = [e1 . . . er]




φ1

...

φr
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に対して、先に示したことから

∇ξ =
∑ (

dφi +
∑

φj(ωα)i
j

)
ei = σ(dφ + ωαφ)

を満たす。そこで各 Uα上の断面に対して上の等式で共変微分∇を定める。これがM全体
で定義された共変微分になることを示すためには、Uα ∩ Uβにおいて Uαで定めた共変微分
と Uβで定めた共変微分が一致することを示せばよい。簡単のため f = ψαβとおく。Eの
Uα ∩ Uβ上の断面をξ = σφ = σ̄φ̄と書き表す。

σφ = σ̄φ̄ = σfφ̄

よりφ = fφ̄となり、φ̄ = f−1φが成り立つ。また ff−1 = 1rだから

dff−1 + fd(f−1) = 0

が成り立つことに注意しておく。

σ̄(dφ̄ + ωβφ̄)

= σf(d(f−1φ) + (f−1df + f−1ωαf)f−1φ)

= σf(df−1φ + f−1dφ + f−1dff−1φ + f−1ωαφ)

= σ(fdf−1φ + dφ + dff−1φ + ωαφ)

= σ(dφ + ωαφ).

したがって両者は Uα ∩ Uβ上で一致するので、共変微分∇はM全体で定義される。

3.2 共変外微分と曲率

第 1.2節では、多様体上のベクトル空間に値を持つ微分形式の外微分を定義した。多様体
上のベクトル束に値を持つ微分形式に対しても、ベクトル束に共変微分がある場合は同様
の微分である共変外微分を定義することができる。さらに共変外微分を使って曲率を定義
し、その基本的性質を調べる。

定理 3.2.1 Eを n 次元多様体 M上のベクトル束とし、∇ を Eの共変微分とする。ω ∈
Ωp(M ; E)に対して次の条件を満たす d∇ω ∈ Ωp+1(M ; E)が一意的に存在する。(条件) M

の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)におけるωの局所表示を

ωx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

とすると (ここで ai1···ip ∈ Ω0(U ; E)である)

(d∇ω)x =
∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∇ai1···ip

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

)
(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

が成り立つ。
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証明 定理 1.2.10の証明と同様に以下のように示すことができる。局所表示

∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∇ai1···ip

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

)
(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

によって定まる∧p+1(Tx(M), Ex) の元が局所座標近傍のとり方によらないことを示す。系
1.1.12より、ai1···ip(x)はωxから

ai1···ip(x) = ωx

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣∣
x

)
(1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

によって定まっている。i1, . . . , ipに括弧内のような大小関係がない場合も上の式によって
ai1···ip(x)を定めておく。(V ; y1, . . . , yn)をMのもう 1つの局所座標近傍とし、

bi1···ip(x) = ωx

(
∂

∂yi1

∣∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂yip

∣∣∣∣∣
x

)

とおくと
ωx =

∑

i1<···<ip

bi1···ip(x)(dyi1)x ∧ · · · ∧ (dyip)x

となる。x ∈ U ∩ Vに対して Tx(M)の 2つ基底 ∂
∂xi |xと ∂

∂yi |xの間の変換行列は

∂

∂yi

∣∣∣∣∣
x

=
n∑

j=1

∂xj

∂yi
(x)

∂

∂xj

∣∣∣∣∣
x

となっているので、双対基底の間の変換行列は

(dyi)x =
n∑

j=1

∂yi

∂xj
(x)(dxj)x

となり、また

bi1···ip(x) =
n∑

j1,···,jp=1

∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)aj1···jp(x)

が成り立つ。
n∑

i=1

∂xj

∂yi
(x)

∂yi

∂xk
(x) = δjk

に注意しておく。

(∗)
∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∇bi1···ip

(
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
x

)
(dyi)x ∧ (dyi1)x ∧ · · · ∧ (dyip)x

=
1

p!

n∑

i,i1,...,ip=1

∇∂/∂yi|xbi1···ip(dyi)x ∧ (dyi1)x ∧ · · · ∧ (dyip)x
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=
1

p!

n∑

i,i1,...,ip=1

n∑

j,j1,...,jp=1

k,k1,...,kp=1

∂xj

∂yi
(x)∇∂/∂xj |x

{
∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)aj1···jp(x)

}
·

∂yi

∂xk
(x)(dxk)x ∧

∂yi1

∂xk1
(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ ∂yip

∂xkp
(x)(dxkp)x

=
1

p!

n∑

i1,...,ip=1

n∑

j1,...,jp=1

k,k1,...,kp=1

∇∂/∂xk|x

{
∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)aj1···jp(x)

}
·

(dxk)x ∧
∂yi1

∂xk1
(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ ∂yip

∂xkp
(x)(dxkp)x.

ここで
n∑

ir=1

∂xjr

∂yir
(x)

∂yir

∂xkr
(x) = δjrkr

だから
n∑

ir=1

∂

∂xk

(
∂xjr

∂yir
(x)

)
∂yir

∂xkr
(x) = −

n∑

ir=1

∂xjr

∂yir
(x)

∂

∂xk

(
∂yir

∂xkr
(x)

)

= −
n∑

ir=1

∂xjr

∂yir
(x)

∂2yir

∂xk∂xkr
(x)

となり、これは kと krに関して対称である。他方、(dxk)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp)x は kと
krに関して交代的だから

(∗) =
1

p!

n∑

i1,...,ip=1

n∑

j1,...,jp=1

k,k1,...,kp=1

∂xj1

∂yi1
(x) · · · ∂xjp

∂yip
(x)∇∂/∂xk|xaj1···jp ·

(dxk)x ∧
∂yi1

∂xk1
(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ ∂yip

∂xkp
(x)(dxkp)x

=
1

p!

n∑

k,k1,...,kp=1

∇∂/∂xk|xaj1···jp(dxk)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp)x

=
∑

k1<···<kp

n∑

k=1

∇ak1···kp

(
∂

∂xk

∣∣∣∣∣
x

)
(dxk)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp)x.

以上で d∇ωの表示が局所座標近傍のとり方によらないことがわかった。d∇ωの一意性もこ
のことからわかる。また d∇ωが Eに値を持つ p + 1次微分形式になることも d∇ωの表示か
らわかる。

注意 3.2.2 定理 3.2.1の設定のもとで p = 0の場合を考えると、ω ∈ Ω0(M ; E)は Eの断面
になり、d∇ωの局所表示は、

(d∇ω)x =
n∑

i=1

∇ω

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

)
(dxi)x
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となるので、Mの接ベクトルXに対して

(d∇ω)x(X) =
n∑

i=1

∇ω

(
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
x

)
(dxi)x(X) = (∇ω)x(X).

したがって、d∇ω = ∇ωとなる。

定義 3.2.3 Eを多様体M上のベクトル束とし、∇を Eの共変微分とする。定理 3.2.1より
定まる写像 d∇ : Ωp(M ; E) → Ωp+1(M ; E) を Eに値を持つ微分形式の∇に関する共変外微
分と呼ぶ。

補題 3.2.4 Eを多様体M上のベクトル束とし、∇を Eの共変微分とする。共変外微分

d∇ : Ωp(M ; E) → Ωp+1(M ; E)

は実線形写像になる。

証明 定理 3.2.1の共変外微分の定め方より d∇は実線形写像になる。

定理 3.2.5 Eを多様体M上のベクトル束とし、∇を Eの共変微分とする。φ ∈ Ωp(M ; E)

とψ ∈ Ωq(M) に対して

d∇(φ ∧ ψ) = d∇φ ∧ ψ + (−1)pφ ∧ dψ

が成り立つ。

証明 定理 1.2.16の証明と同様に以下のように示すことができる。(U ; x1, . . . , xn)をM

の局所座標近傍とする。Uにおけるφとψの局所表示を

φx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

ψx =
∑

j1<···<jq

bj1···jq(x)(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

とすると (ここで、ai1···ip ∈ Ωp(U ; E), bj1···jq ∈ Ωq(U)である)

(φ ∧ ψ)x =
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

ai1···ip(x)bj1···jq(x) ·

(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x ∧ (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

となる。そこで k1 < · · · < kp+qに対して、{i1, . . . , ip, j1, . . . , jq} 6= {k1, . . . , kp+q}のときは

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
= 0
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としておくと

(φ ∧ ψ)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·

ai1···ip(x)bj1···jq(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

となるので

d∇(φ ∧ ψ)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·

n∑

i=1

∇∂/∂xi|x(ai1···ipbj1···jq)(dxi)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·

n∑

i=1

{
(∇∂/∂xi|xai1···ip)bj1···jq(x) + ai1···ip(x)

∂bj1···jq

∂xi
(x)

}
·

(dxi)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

=
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

n∑

i=1

{
(∇∂/∂xi|xai1···ip)bj1···jq(x) + ai1···ip(x)

∂bj1···jq

∂xi
(x)

}
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x ∧ (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

= (d∇φ ∧ ψ)x + (−1)p(φ ∧ dψ)x.

よって、d∇(φ ∧ ψ) = d∇φ ∧ ψ + (−1)pφ ∧ dψ が成り立つ。

ベクトル空間に値を持つ微分形式に外微分作用を二回続けると 0になることを定理 1.2.17

で示したが、ベクトル束に値を持つ微分形式に共変外微分作用を二回続けても一般には 0

にならない。0にはならないが、ベクトル束の各ファイバーの変換を誘導することを次の
系で示す。

系 3.2.6 Eを多様体M上のベクトル束とし、∇を Eの共変微分とする。φ ∈ Ω0(M ; E)と
ψ ∈ Ωp(M) に対して

d∇d∇(φψ) = (d∇d∇φ) ∧ ψ

が成り立つ。特に p = 0のときは d∇d∇(φψ) = (d∇d∇φ)ψ となり、

d∇d∇ : Ω0(M ; E) → Ω2(M ; E)

は、各 x ∈ Mに対して
d∇d∇ : Ex → ∧2(TxM, Ex)
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を定める。したがって R∇ = d∇d∇ ∈ Ω2(M ; EndE) とみなすことができ、次が成り立つ。

d∇d∇φ = R∇ ∧ φ. (φ ∈ Ωp(M ; E))

証明 定理 3.2.5よりφ ∈ Ω0(M ; E)とψ ∈ Ωp(M) に対して

d∇d∇(φψ) = d∇((d∇φ) ∧ ψ + φdψ)

= (d∇d∇φ) ∧ ψ − (d∇φ) ∧ dψ + (d∇φ) ∧ dψ + φddψ

(定理 1.2.16より ddψ = 0)

= (d∇d∇φ) ∧ ψ.

これより p = 0のときは d∇d∇(φψ) = (d∇d∇φ)ψ が成り立つ。ψ ∈ Ω0(M) = C∞(M)だか
ら、各 x ∈ Mに対して (d∇d∇φ)x ∈ ∧2(TxM,Ex)はφ(x)にのみ依存する。よって

d∇d∇ : Ex → ∧2(TxM, Ex)

が定まる。これより R∇ = d∇d∇ ∈ Ω2(M ; EndE) とみなすことができる。
φ ∈ Ωp(M ; E)に対して、局所的にはφ1 ∈ Ω0(M ; E)とφ2 ∈ Ωp(M)によるφ1φ2という形
の元の和で書き表すことができる。これよりφ = φ1φ2の場合に d∇d∇φ = R∇ ∧ φを示せば
よい。

d∇d∇φ = d∇d∇(φ1φ2) = (d∇d∇φ1) ∧ φ2 = (R∇φ1) ∧ φ2 = R∇ ∧ φ1φ2 = R∇ ∧ φ.

定義 3.2.7 系 3.2.6の条件下で、R∇を共変微分∇の曲率と呼ぶ。

定理 3.2.8 Eを多様体M上のベクトル束とし、∇を Eの共変微分とする。ω ∈ Ωp(M ; E)

に対して次の公式が成り立つ。p = 0のときX ∈ X(M)に対して

d∇ω(X) = ∇Xω.

p = 1のときX,Y ∈ X(M)に対して

d∇ω(X,Y ) = ∇X(ω(Y )) −∇Y (ω(X)) − ω([X,Y ]).

証明 定理 1.2.18の証明と同様に以下のように示すことができる。p = 0のときd∇ω = ∇ω

より、X ∈ X(M)に対して
d∇ω(X) = ∇Xω.

次に p = 1の場合を考える。ωの局所表示を

ω =
∑

i

aidxi

で表すと、ωの共変外微分 d∇ωの局所表示は

d∇ω =
∑

i,j

∇∂/∂xjaidxj ∧ dxi
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になる。ベクトル場X, Yの局所表示を

X =
∑

i

ξi ∂

∂xi
, Y =

∑

j

ηj ∂

∂xj

で表す。外積の定義より

d∇ω(X, Y ) =
∑

i,j

∇∂/∂xjai(ξ
jηi − ηjξi)

が成り立つ。
ω(Y ) =

∑

i

aiη
i

となるので

∇X(ω(Y )) =
∑

i,j

ξj∇∂/∂xj(aiη
i) =

∑

i,j

ξj

(
(∇∂/∂xjai)η

i + ai
∂ηi

∂xj

)
.

Xと Yを入れ替えることにより

Y (ω(X)) =
∑

i,j

ηj

(
(∇∂/∂xjai)ξ

i + ai
∂ξi

∂xj

)

も得られる。ベクトル場のブラケット積の定義から

[X, Y ] =
∑

i,j

ξi ∂ηj

∂xi

∂

∂xj
−

∑

i,j

ηj ∂ξi

∂xj

∂

∂xi

=
∑

i,j

(
ξj ∂ηi

∂xj
− ηj ∂ξi

∂xj

)
∂

∂xi

となるので、

ω([X,Y ]) =
∑

i,j

ai

(
ξj ∂ηi

∂xj
− ηj ∂ξi

∂xj

)
.

以上の計算結果より

d∇ω(X, Y ) = ∇X(ω(Y )) −∇Y (ω(X)) − ω([X,Y ])

を得る。

注意 3.2.9 定理 3.2.8の条件下で p > 0のときX1, . . . Xp+1 ∈ X(M)に対して

d∇ω(X1, . . . , Xp+1)

=
p+1∑

i=1

(−1)i−1∇Xi
(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xp+1))

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xp+1).

が成り立つことが知られている。



3.2 共変外微分と曲率 69

系 3.2.10 Eを多様体M上のベクトル束とし、∇を Eの共変微分とする。∇の曲率 R∇は
次の等式を満たす。

R∇(X, Y )φ = (∇X∇Y −∇Y ∇X −∇[X,Y ])φ. (X,Y ∈ X(M), φ ∈ Ω0(M ; E))

この等式をRicciの恒等式と呼ぶ。

証明 曲率の定義と定理 3.2.8より

R(X, Y )φ = (d∇d∇φ)(X,Y )

= ∇X(d∇φ(Y )) −∇Y (d∇φ(X)) − d∇φ([X,Y ])

= ∇X(∇Y φ) −∇Y (∇Xφ) −∇[X,Y ]φ

= (∇X∇Y −∇Y ∇X −∇[X,Y ])φ.

命題 3.2.11 Eを多様体 M上のベクトル束とし、∇ を Eの共変微分とする。このとき、
Φ ∈ Ω0(M ; EndE)に対して

(∇̄XΦ)φ = ∇X(Φφ) − Φ(∇Xφ) (X ∈ X(M), φ ∈ Ω0(M ; E))

によって∇̄XΦ ∈ Ω0(M ; EndE)を定めると、∇̄はベクトル束 EndEの共変微分を定める。

証明 まず∇̄XΦ ∈ Ω0(M ; EndE)となることを示す。f ∈ C∞(M)に対して

(∇̄XΦ)(fφ) = ∇X(Φ(fφ)) − Φ(∇X(fφ))

= ∇X(fΦφ) − Φ(f∇Xφ + (Xf)φ)

= f∇X(Φφ) + (Xf)Φφ − fΦ(∇Xφ) − (Xf)Φφ

= f(∇X(Φφ)) − Φ(∇Xφ))

= f(∇̄XΦ)φ.

これより、各 x ∈ Mに対して (∇̄XΦ)φの xにおける値はφ(x)にのみ依存して定まる。した
がって

∇̄XΦ : Ω0(M ; E) → Ω0(M ; E)

は各 x ∈ Mに対して
∇̄XΦ : Ex → Ex

を定める。これより∇̄XΦ ∈ Ω0(M ; EndE)とみなせる。
EndE上の∇̄が定義 3.1.1の (1)から (3)を満たすことは、E上の ∇が共変微分であるこ
とからすぐにわかる。f ∈ C∞(M)に対して

(∇̄X(fΦ))φ = ∇X(fΦφ) − fΦ(∇Xφ)

= f∇X(Φφ) + (Xf)Φφ − fΦ(∇Xφ)

= f(∇̄XΦ)φ + (Xf)Φφ.
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よって
∇̄X(fΦ) = f(∇XΦ) + (Xf)Φ

となり、∇̄は EndEの共変微分になる。

定理 3.2.12 Eを多様体 M上のベクトル束とし、∇ を Eの共変微分とする。このとき、
Φ ∈ Ωp(M ; EndE)とψ ∈ Ωq(M ; E) に対して

d∇(Φ ∧ ψ) = d∇̄Φ ∧ ψ + (−1)pΦ ∧ d∇ψ

が成り立つ。

証明 定理 3.2.5の証明と同様に以下のように示すことができる。(U ; x1, . . . , xn)をMの
局所座標近傍とする。UにおけるΦとψの局所表示を

Φx =
∑

i1<···<ip

Ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

ψx =
∑

j1<···<jq

bj1···jq(x)(dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

とすると (ここで、Ai1···ip ∈ Ωp(U ; EndE), bj1···jq ∈ Ωq(U ; E)である)

(Φ ∧ ψ)x =
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

Ai1···ip(x)bj1···jq(x) ·

(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x ∧ (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

となる。そこで k1 < · · · < kp+qに対して、{i1, . . . , ip, j1, . . . , jq} 6= {k1, . . . , kp+q}のときは

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
= 0

としておくと

(Φ ∧ ψ)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·

Ai1···ip(x)bj1···jq(x)(dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

となるので

d∇(Φ ∧ ψ)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·
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n∑

i=1

∇∂/∂xi|x(Ai1···ipbj1···jq)(dxi)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

=
∑

k1<···<kp+q

∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

sgn

(
i1 · · · ip j1 · · · jq

k1 · · · kp kp+1 · · · kp+q

)
·

n∑

i=1

{
(∇̄∂/∂xi|xAi1···ip)bj1···jq(x) + Ai1···ip(x)∇∂/∂xi|xbj1···jq

}
·

(dxi)x ∧ (dxk1)x ∧ · · · ∧ (dxkp+q)x

=
∑

i1<···<ip

∑

j1<···<jq

n∑

i=1

{
(∇̄∂/∂xi|xAi1···ip)bj1···jq(x) + Ai1···ip(x)∇∂/∂xi|xbj1···jq

}
·

(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x ∧ (dxj1)x ∧ · · · ∧ (dxjq)x

= (d∇̄Φ ∧ ψ)x + (−1)p(Φ ∧ d∇ψ)x.

よって、d∇(Φ ∧ ψ) = d∇̄Φ ∧ ψ + (−1)pΦ ∧ d∇ψ が成り立つ。

命題 3.2.13 Eを多様体M上のベクトル束とし、∇を Eの共変微分とする。∇の曲率 R∇

は次の等式を満たす。
d∇̄R∇ = 0.

この等式を Bianchiの恒等式と呼ぶ。

証明 φ ∈ Ω0(M ; E)を任意に一つとる。系 3.2.6を d∇φ ∈ Ω1(M ; E)に適用すると

d∇d∇d∇φ = d∇d∇(d∇φ) = R∇ ∧ d∇φ

を得る。他方、定理 3.2.12を使うと R∇ ∈ Ω2(M ; EndE)より

d∇d∇d∇φ = d∇(d∇d∇φ) = d∇(R∇φ) = (d∇̄R∇)φ + R∇ ∧ d∇φ

となるので、
(d∇̄R∇)φ = 0.

これが任意のφ ∈ Ω0(M ; E)について成り立つので、d∇̄R∇ = 0を得る。

命題 3.2.14 Eを多様体M上のベクトル束とし、∇を Eの共変微分とする。Mの開集合 U

上定義された Eの局所フレームσ = [e1, . . . , er]に関する局所接続形式をωとする。

R∇σ = σΩ

によってΩ ∈ Ω2(U ; gl(r,R))を定めると、

Ω = dω + ω ∧ ω

が成り立つ。この等式を局所接続形式の構造方程式と呼ぶ。さらに、

(d∇̄R∇)σ = σ(dΩ − Ω ∧ ω + ω ∧ Ω)
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となり、Bianchiの恒等式から

dΩ − Ω ∧ ω + ω ∧ Ω = 0

が成り立つ。この等式も Bianchiの恒等式と呼ぶ。

証明 定理 3.2.5を使うと

R∇σ = d∇d∇σ = d∇(σω)

= (d∇σ) ∧ ω + σdω = σω ∧ ω + σdω

= σ(dω + ω ∧ ω).

したがって、
Ω = dω + ω ∧ ω

を得る。
Ωの定義式

R∇σ = σΩ

の両辺を共変外微分する。左辺の共変外微分は定理 3.2.12より

d∇(R∇σ) = (d∇̄R∇)σ + R∇ ∧ d∇σ = (d∇̄R∇)σ + R∇ ∧ σω

= (d∇̄R∇)σ + R∇σ ∧ ω = (d∇̄R∇)σ + σΩ ∧ ω.

右辺の共変外微分は定理 3.2.5より

d∇(σΩ) = (d∇σ) ∧ Ω + σdΩ = σω ∧ Ω + σdΩ.

以上より
(d∇̄R∇)σ = σ(dΩ − Ω ∧ ω + ω ∧ Ω)

を得る。

注意 3.2.15 命題 3.2.14の Bianchiの恒等式は、次のように直接示すこともできる。

Ω = dω + ω ∧ ω

の両辺に外微分を作用させると ddω = 0だから

dΩ = dω ∧ ω − ω ∧ dω

= (Ω − ω ∧ ω) ∧ ω − ω ∧ (Ω − ω ∧ ω)

= Ω ∧ ω − ω ∧ ω ∧ ω − ω ∧ Ω + ω ∧ ω ∧ ω

= Ω ∧ ω − ω ∧ Ω.

これより
dΩ − Ω ∧ ω + ω ∧ Ω = 0

を得る。
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3.3 主ファイバー束上の接続

第 1.4節で考察した 3次元 Euclid空間の曲面の共変微分から定まる正規直交フレーム束
上の微分形式を一般化した主ファイバー束上の接続をこの節で導入する。
主ファイバー束上の接続の一般的定義を与える前に、ベクトル束の共変微分から定まる
そのフレーム束上の微分形式を構成する。
命題 3.1.9の設定のもとで考える。各αについて

σα(x) = φα(x)−1[e1, . . . , er] (x ∈ Uα)

によって Eのフレーム束 Pの Uα上定義された断面σαを定める。局所接続形式の族 {ωα}か
ら P上の微分形式ω̃をσ∗

αω̃ = ωαが成り立つように構成する。例 2.3.1より

Φr
α : π−1

P (Uα) → Uα × GL(r,R) ; u 7→ (πP (u), φα(πP (u))u)

は微分同型写像になる。ここで、φα(x) : Ex → Rrは線形同型写像であり、uは Exの基底
を横に並べたものだから、φα(πP (u))uはRrの基底を横に並べたもの、すなわち GL(r,R)

の元になる。Uα × GL(r,R)上の gl(r,R)に値を持つ 1次微分形式ω̃αを

(ω̃α)(x,g) = g−1dg + g−1(ωα)xg ((x, g) ∈ Uα × GL(r,R))

によって定める。以下でπ−1
P (Uα)上の微分形式 (Φr

α)∗ω̃αの全体が、P上の微分形式を定める
こと、すなわち、π−1

P (Uα ∩ Uβ)上で (Φr
α)∗ω̃αと (Φr

β)∗ω̃βが一致することを示す。そのため
には

ω̃β = ((Φr
β)−1)∗(Φr

α)∗ω̃α = (Φr
α ◦ (Φr

β)−1)∗ω̃α

を示せばよい。まず

Φr
α ◦ (Φr

β)−1(x, g) = (x, φα(x) ◦ φβ(x)−1g) = (x, ψαβ(x)g)

となることに注意しておく。

(Φr
α ◦ (Φr

β)−1)∗ω̃α = (ψαβg)−1d(ψαβg) + (ψαβg)−1ωα(ψαβg)

= g−1ψ−1
αβ ((dψαβ)g + ψαβdg) + g−1ψ−1

αβωαψαβg

= g−1dg + g−1(ψ−1
αβdψαβ + ψ−1

αβωαψαβ)g

= g−1dg + g−1ωβg

= ω̃β.

以上で (Φr
α)∗ω̃αの全体が P上の gl(r,R)に値を持つ 1次微分形式を定めることがわかった。

この微分形式をω̃で表す。
次にσ∗

αω̃について考える。

σ∗
αω̃ = σ∗

α(Φr
α)∗ω̃α = (Φr

ασα)∗ωα
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となり、
Φr

ασα(x) = (x, [e1, . . . , er]) = (x, e) (eは GL(r,R)の単位元).

したがって、
(Φr

ασα)∗ω̃ = ωα

が成り立つ。
GL(r,R)の元 aのPへの右からの作用をRaで表す。すなわち u ∈ Pに対してRa(u) = ua

と定める。

命題 3.3.1 これまでの設定のもとで次の等式が成り立つ。

R∗
aω̃ = a−1ω̃a, (a ∈ GL(r,R))

ω̃(A∗) = A. (A ∈ gl(r,R))

証明 各π−1
P (Uα)において

R∗
aω̃ = R∗

a(Φ
r
α)∗ω̃α = (Φr

αRa)
∗ω̃α

= (RaΦ
r
α)∗ω̃α = (Φr

α)∗R∗
aω̃α

= (Φr
α)∗((ga)−1d(ga) + (ga)−1ωαga)

= (Φr
α)∗(a−1(g−1dg)a + a−1g−1ωαga)

= (Φr
α)∗a−1(g−1dg + g−1ωαg)a

= a−1((Φr
α)∗ωα)a = a−1ω̃a.

次に u ∈ πP (Uα)に対して

ω̃u(A
∗
u) = (Φr

α)∗ω̃α(A∗
u) = ω̃α((dΦr

α)uA
∗
u)

= ω̃α

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

Φr
α(u exp tA)

)

= ω̃α

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(πP (u), (φαu) exp tA)

)

= ω̃α(0, Aφαu) = (φαu)−1Aφαu = A.

命題 3.3.1で示したフレーム束 P上で定義された gl(r,R)に値を持つ微分形式ω̃の性質を
ふまえて、一般の主ファイバー束上の接続を次のように定義する。

定義 3.3.2 Pを多様体M上の構造群 Gの主ファイバー束とする。P上の Gの Lie環 gに
値を持つ 1次微分形式ω が次の等式を満たすとき、ωを主ファイバー束 P上の接続形式ま
たは単に接続と呼ぶ。

R∗
aω = Ad(a−1)ω, (a ∈ G)

ω(A∗) = A. (A ∈ g)
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P上の接続形式ωに対して

Ω = dω +
1

2
[ω ∧ ω]

によって P上の gに値を持つ 2次微分形式Ωを定める。Ωをωの曲率形式または単に曲率と
呼ぶ。

命題 3.3.3 パラコンパクト多様体の主ファイバー束上には接続が存在する。

証明 省略。

定義 3.3.4 π : P → Mを多様体M上の構造群 Gの主ファイバー束とする。各 u ∈ Pでの
ファイバーの接ベクトル空間を Vuで表す。

Vu = {X ∈ TuP | dπuX = 0}

となる。Vuを TuPの垂直部分空間と呼ぶ。構造群Gは各ファイバーに単純推移的に作用し
ているので

Vu = {A∗
u | A ∈ g}

が成り立つ。主ファイバー束 P上の接続ωに対して、TuPの水平部分空間Huを

Hu = {X ∈ TuP | ωu(X) = 0}

によって定める。

命題 3.3.5 Pを多様体M上の構造群Gの主ファイバー束とし、ωを P上の接続とする。こ
のとき、次の (1)、(2)が成り立つ。

(1) Tu(P ) = Vu + Hu は各 u ∈ Pに対して直和になる。

(2) Hua = dRaHu (u ∈ P, a ∈ G).

逆に (1)、(2)を満たす分布 u 7→ Huに対して、Huを水平部分空間とする P上の接続ωが一
意的に存在する。

証明 (1) X ∈ Tu(P )に対してω(X) ∈ gだから基本ベクトル場ω(X)∗を考えることがで
きる。

X = ω(X)∗ + (X − ω(X)∗).

定義よりω(X)∗ ∈ Vuであり、

ω(X − ω(X)∗) = ω(X) − ω(ω(X)∗) = ω(X) − ω(X) = 0.

よって、X − ω(X)∗ ∈ Huが成り立つ。これより、

Tu(P ) = Vu + Hu
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を得る。
次にX ∈ Vu ∩ Huとすると、ある A ∈ gが存在しX = A∗となる。さらに

A = ω(A∗) = ω(X) = 0.

よってX = 0となり、
Tu(P ) = Vu + Hu

は直和になる。
(2) X ∈ Huに対して、

ω(dRaX) = (R∗
aω)(X) = Ad(a−1)ω(X) = 0.

したがって、dRaHu ⊂ Huaが成り立つ。ところが、dRa−1Hua ⊂ Huともなるので、dRaHu =

Huaが成り立つ。
(1)、(2)を満たす分布 u 7→ Huがあると仮定する。u ∈ Pにおける接ベクトルX ∈ Tu(P )

に対して、直和分解
Tu(P ) = Vu + Hu

によるVu成分をXVで表すと、XV = A∗となるA ∈ gが一意に存在する。そこで、ω(X) = A

として P上の gに値を持つ 1次微分形式ωを定める。このとき、A ∈ gに対して

ω(A∗) = A

が成り立つことは、ωの定め方からわかる。
X ∈ Tu(P )と a ∈ Gに対して

ω(dRaX) = Ad(a−1)ω(X)

が成り立つことを示す。そのために、まず、X ∈ HuとX ∈ Vuの場合に示す。X ∈ Huの場
合は、(2)より

dRaX ∈ dRaHu = Hua

となり、
ω(dRaX) = 0 = Ad(a−1)ω(X)

が成り立つ。X ∈ Vuの場合は、ある A ∈ gが存在してX = A∗
uとなる。

dRaA
∗
u =

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

u(exp tA)a =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ua(exp tAd(a−1)A)

= (Ad(a−1)A)∗ua

より、

ω(dRaX) = ω(dRaA
∗
u) = ω((Ad(a−1)A)∗ua) = Ad(a−1)A = Ad(a−1)ω(A∗)

= Ad(a−1)ω(X).
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任意のX ∈ Tu(P )に対しては、X = XV + XHと分解することによって、

ω(dRaX) = ω(dRaX
V ) + ω(dRaX

H) = Ad(a−1)ω(XV ) + Ad(a−1)ω(XH)

= Ad(a−1)ω(X)

を得る。ωに関する水平部分空間がHuになることは、ωの定め方からわかる。

命題 3.3.6 P ′ → M ′とP → Mをそれぞれ構造群G′とGの主ファイバー束とする。f : P ′ →
Pを主ファイバー束の間の準同型写像とする。命題 2.3.7より誘導される写像 f : M ′ → M

が微分同型写像になると仮定する。このとき、P ′上の接続ω′に対して次の (1)、(2)が成り
立つ。

(1) 次の条件を満たす P (M,G)上の接続ωが一意的に存在する。

df(Hu′) ⊂ Hf(u′) (u′ ∈ P ′).

(2) (1)のω′は f∗ω = df(ω′)を満たす。ただし、右辺の dfは f : G′ → Gが誘導する Lie

環の準同型写像 df : g′ → gである。

証明 (1) u ∈ Pを任意にとり、x = π(u) とおく。f : M ′ → Mは微分同型だから、
f(x′) = xとなる x′ ∈ M ′が存在する。u′ ∈ π−1(x′) ⊂ P ′をとると、f(u′) ∈ π−1(x)となる
ので、ある a ∈ Gが存在し u = f(u′)aが成り立つ。そこで、Hu = dRa ◦ df(Hu′)によっ
て Tu(P )の部分ベクトル空間 Huを定める。右辺の Hu′はω′に関する水平部分空間である。
まず、Huの定め方が、u′と a の選び方によらないことを示しておく。v′ ∈ P ′と b ∈ G が
u = f(v′)bを満たすとする。

f(π(u′)) = π(u) = π(f(v′)) = f(π(v′))

となり、f : M ′ → Mは微分同型だからπ(u′) = π(v′)が成り立つ。よってある c′ ∈ G′が存
在して v′ = u′c′を満たす。c = f(c′) ∈ Gとおくと、

u = f(v′)b = f(u′c′)b = f(u′)cb

であり、u = f(u′)aだから、a = cbとなる。したがって、

dRb ◦ df(Hv′) = dRb ◦ df(Hu′c′) = dRb ◦ df(dRc′Hu′)

= dRb ◦ dRc ◦ df(Hu′) (f : P ′ → Pは準同型)

= dRcb ◦ df(Hu′)

= dRa ◦ df(Hu′)

となり、Huの定め方が、u′と aの選び方によらないことがわかった。
以下で、分布 u 7→ Huが命題 3.3.5の条件 (1)、(2)を満たし、P (M, G)上の接続ωを定め
ることを示す。
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u ∈ Pに対して u = f(u′)aを満たす u′ ∈ P ′と a ∈ Gをとる。b ∈ Gに対して ub = f(u′)ab

だから、
Hub = dRab ◦ df(Hu′) = dRb ◦ dRa ◦ df(Hu′) = dRbHu

となり、(2)が成り立つ。
可換図式

Hu′
dRa◦df
−−−−→ Hu

dπ

y
ydπ

Tx′(M)
df

−−−→ Tx(M)

において
df ◦ dπ : Hu′ → Tx(M)

は線形同型写像になるので、
dπ : Hu → Tx(M)

も線形同型写像になる。したがって、

Tu(P ) = Vu + Hu

は直和になる。
以上で分布 u 7→ Huは命題 3.3.5の条件 (1)、(2)を満たすことがわかり、P上の接続ωを
定める。

(2) まず A ∈ g′に対して、
ω(df(A∗

u′)) = df(ω′(A∗
u′))

を示す。

ω(df(A∗
u′)) = ω

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

f(u′ exp tA)

)
= ω

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

f(u′)f(exp tA)

)

= ω

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

f(u′) exp tdf(A)

)
= ω

(
(df(A))∗f(u′)

)

= df(A) = df(ω′(A∗
u′)).

これより、X ∈ Hu′と A ∈ g′に対して df(Hu′) = Hf(u′)となるので

(f∗ω)(X + A∗
u′) = ω(df(X) + df(A∗

u′)) = df(A∗
u′))

= df(ω′(A∗
u′)) = df(ω′(X + A∗

u′)).

したがって、f∗ω = df(ω′)が成り立つ。

命題 3.3.7 定義 3.3.2の設定のもとで

dΩ + [ω ∧ Ω] = 0

が成り立つ。この等式も Bianchiの恒等式と呼ぶ。
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証明 曲率形式の定義より

dΩ = d
(
dω +

1

2
[ω ∧ ω]

)
=

1

2
[dω ∧ ω] − 1

2
[ω ∧ dω]

=
1

2

[(
Ω − 1

2
[ω ∧ ω]

)
∧ ω

]
− 1

2

[
ω ∧

(
Ω − 1

2
[ω ∧ ω]

)]

=
1

2
[Ω ∧ ω] − 1

2
[ω ∧ Ω] − 1

4
[[ω ∧ ω] ∧ ω] +

1

4
[ω ∧ [ω ∧ ω]].

ここで Pの接ベクトルX1, X2, X3に対して

[[ω ∧ ω] ∧ ω](X1, X2, X3)

=
∑

σ∈S3

sgn(σ)[[ω(Xσ(1)), ω(Xσ(2))], ω(Xσ(3))]

= [[ω(X1), ω(X2)], ω(X3)] + [[ω(X2), ω(X3)], ω(X1)] + [[ω(X3), ω(X1)], ω(X2)]

−[[ω(X1), ω(X3)], ω(X2)] − [[ω(X3), ω(X2)], ω(X1)] − [[ω(X2), ω(X1)], ω(X3)]

(Jacobi律より)

= 0

となるので、[[ω ∧ ω]∧ ω] = 0が成り立つ。同様にして [ω ∧ [ω ∧ ω]] = 0が成り立つことも
わかる。これらより

dΩ − 1

2
[Ω ∧ ω] +

1

2
[ω ∧ Ω] = 0

を得る。さらに Pの接ベクトルX1, X2, X3に対して

−[Ω ∧ ω](X1, X2, X3) = −
∑

σ∈S3

sgn(σ)[Ω(Xσ(1), Xσ(2)), ω(Xσ(3))]

=
∑

σ∈S3

sgn(σ)[ω(Xσ(3)), Ω(Xσ(1), Xσ(2))]

=
∑

σ∈S3

sgn(σ)[ω(Xσ(1)), Ω(Xσ(2), Xσ(3))]

= [ω ∧ Ω](X1, X2, X3)

となるので、−[Ω ∧ ω] = [ω ∧ Ω]を得る。以上より

dΩ + [ω ∧ Ω] = 0

を得る。

定理 3.3.8 Pを多様体 M上の構造群 G の主ファイバー束とし、ωを P上の接続とする。
u ∈ Pと X ∈ TuPに対して Xの水平成分を XHで表す。ωの曲率形式Ωは次の等式を満
たす。

Ω(X,Y ) = dω(XH , Y H). (X,Y ∈ TuP )
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証明 外積の定義より
1

2
[ω ∧ ω](X,Y ) =

1

2
([ω(X), ω(Y )] − [ω(Y ), ω(X)])

= [ω(X), ω(Y )] .

よって曲率形式の定義より

Ω(X, Y ) = dω(X,Y ) + [ω(X), ω(Y )]

X,Yが水平と垂直の場合に分けて証明する。
まずX, Yがともに水平の場合を考える。上で示したこととX = XH , Y = Y Hより

Ω(X, Y ) = dω(X,Y ) + [ω(X), ω(Y )] = dω(XH , Y H)

が成り立つ。
次にX,Yがともに垂直の場合を考える。X = A∗

u, Y = B∗
uとなる A,B ∈ gをとることが

できる。dω(A∗, B∗)の計算をするため、まず

[A∗, B∗] = [A,B]∗

を示しておく。任意の f ∈ C∞(M)と u ∈ Pに対して

(A∗B∗f)(g) =
d

ds
(B∗f)(u exp sA)

∣∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂s

∂

∂t
f(u exp sA exp tB)

∣∣∣∣∣
s=t=0

=
∂

∂t

(
∂

∂s
f(u exp sA exp tB(exp sA)−1 exp sA)

∣∣∣∣∣
s=0

)∣∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂t

(
∂

∂s
f(u exp(tAd(exp sA)B) exp sA)

∣∣∣∣∣
s=0

)∣∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂t

(
∂

∂s
f(u exp(tAd(exp sA)B))

∣∣∣∣∣
s=0

+
∂

∂s
f(u exp tB exp sA)

∣∣∣∣∣
s=0

)∣∣∣∣∣
t=0

(Leibnizの法則より)

=
∂

∂s
((Ad(exp sA)B)∗f)(u)

∣∣∣∣∣
s=0

+ (B∗A∗f)(u)

= ([A,B]∗f)(u) + (B∗A∗f)(u).

以上より [A∗, B∗] = [A,B]∗を得る。定理 1.2.18と接続の性質ω(A∗) = Aより、

Ω(A∗, B∗) = dω(A∗, B∗) + [ω(A∗), ω(B∗)]

= A∗ω(B∗) − B∗ω(A∗) − ω([A∗, B∗]) + [A, B]

= −ω([A,B]∗) + [A,B]

= 0
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となり、これはω((A∗)H , (B∗)H)に一致する。
最後にXが垂直で Yが水平の場合を考える。X = A∗

uとなるA ∈ gをとる。Yを uの近傍
に水平ベクトル場になるように拡張しておく。拡張したものも Yで表す。定理 1.2.18より

Ω(A∗, Y ) = dω(A∗, Y ) + [ω(A∗), ω(Y )]

= dω(A∗, Y )

= A∗ω(Y ) − Y ω(A∗) − ω([A∗, Y ])

= −ω([A∗, Y ])

= −ω
(
lim
t→0

1

t
(Y − dRexp tAY )

)

(Yと dRexp tAYはどちらも水平だから)

= 0

となり、これはω((A∗)H , Y H)に一致する。

3.4 主ファイバー束上の接続と同伴ベクトル束上の共変微分

この節では主ファイバー束上の接続から同伴ベクトル束の共変微分を構成する。これに
よってベクトル束上の共変微分を統一的に扱うことができる。
命題 2.3.16において、主ファイバー束 P上のある性質を満たす関数と Pに同伴するベク
トル束の断面とを一対一に対応させた。同様の対応を P上のベクトル空間に値を持つ微分
形式と Pに同伴するベクトル束に値を持つ微分形式の間にも構成する。その後でこの対応
を使って主ファイバー束上の接続から同伴ベクトル束の共変微分を構成する。

命題 3.4.1 π : P → Mを多様体M上の構造群 Gの主ファイバー束とし、ρ : G → GL(V )

を表現とする。Pにρに関して同伴するベクトル束を E = P ×ρ Vで表す。次の条件を満た
すφ̃ ∈ Ω0(P ; V )の全体をΩp

ρ(P ; V )で表す。

R∗
aφ̃ = ρ(a)−1φ̃ (a ∈ G)

X1, . . . , Xp ∈ TuPの内少なくとも一つが垂直ならば、̃φ(X1, . . . , Xp) = 0.

このとき、Ωp(M ; E)とΩp
ρ(P ; V )は次の対応で一対一に対応する。φ ∈ Ωp(M ; E)に対して

φ̃u(X1, . . . , Xp) = u−1φ(dπuX1, . . . , dπuXp) (u ∈ P, X1, . . . , Xp ∈ TuP )

によって定まる P上の Vに値を持つ微分形式φ̃を対応させる。

証明 M上の Eに値を持つ p次微分形式φに対応するφ̃は

(R∗
aφ̃)u(X1, . . . , Xp) = φ̃ua(dRaX1, . . . , dRaXp)

= (ua)−1φ(dπdRaX1, . . . , dπdRaXp)

= (ua)−1φ(d(πRa)X1, . . . , d(πRa)Xp)

= ρ(a)−1u−1φ(dπX1, . . . , dπXp)

= ρ(a)−1φ̃u(X1, . . . , Xp)



82 第 3 章 接続

を満たすので R∗
aφ̃ = ρ(a)−1φ̃が成り立つ。X1, . . . , Xp ∈ TuPの内少なくとも一つが垂直な

らば、dπX1, . . . , dπXpの内少なくとも一つは 0になり、φ̃(X1, . . . , Xp) = 0が成り立つ。し
たがって、φ̃ ∈ Ωp

ρ(P ; V )を得る。
逆にφ̃ ∈ Ωp

ρ(P ; V )をとる。x ∈ Mと X1, . . . , Xp ∈ TMに対して、π(u) = xとなる u ∈ P

と dπX̃i = XiとなるX̃i ∈ TuPをとり、

φx(X1, . . . , Xp) = uφ̃u(X̃1, . . . , X̃p)

によって、Eに値を持つ p次微分形式φを定める。まず、上の定義が u ∈ PとX̃i ∈ TuPの
とり方によらないことを示しておく。dπX̃ ′

i = XiとなるX̃ ′
i ∈ TuPをとると、X̃ ′

i − X̃iは垂
直になり、

φ̃u(X̃
′
1, . . . , X̃

′
p) − φ̃u(X̃1, . . . , X̃p) =

p∑

i=1

φ̃u(X̃1, . . . , X̃
′
i − X̃i, . . . , X̃

′
p)

= 0.

これよりφの定め方は、X̃i ∈ TuPのとり方によらないことがわかった。次にπ(u′) = xとな
る u′ ∈ Pをとると、適当な a ∈ Gをとって u′ = uaとなる。dπỸi = XiとなるỸi ∈ TuaPを
とると

(ua)φ̃ua(Ỹ1, . . . , Ỹp)

= uρ(a)(R∗
aφ̃)u(dR−1

a Ỹ1, . . . , dR−1
a Ỹp)

= uφ̃u(dR−1
a Ỹ1, . . . , dR−1

a Ỹp)

(dπ(dR−1
a Ỹi) = d(πR−1

a )Ỹi = dπỸi = Xiと先に示したことから)

= uφ̃u(X̃1, . . . , X̃p)

となり、φの定め方がπ−1(x)の元の選び方にもよらないことがわかる。
次に上の対応が逆対応になっていることを示す。M上の Eに値を持つ p次微分形式φを
とる。

φ̃u(X1, . . . , Xp) = u−1φπ(u)(dπX1, . . . , dπXp) (u ∈ P, Xi ∈ TuP )

によってP上のVに値を持つ p次微分形式φ̃を定める。x ∈ MとXi ∈ TxMに対してπ(u) = x

と dπX̃i = Xiを満たす u ∈ PとX̃i ∈ TuPをとると、

uφ̃u(X̃1, . . . , X̃p) = uu−1φπ(u)(dπX̃1, . . . , dπX̃p) = φx(X1, . . . , Xp)

となり、もとの微分形式φに一致する。
今度はφ̃ ∈ Ωp

ρ(P ; V )をとる。x ∈ Mと Xi ∈ TxMに対して、π(u) = xとなる u ∈ Pと
dπX̃i = XiとなるX̃i ∈ TuPをとり、

φx(X1, . . . , Xp) = uφ̃u(X̃1, . . . , X̃p)

によって、Eに値を持つ p次微分形式φを定める。

u−1φπ(u)(dπX̃1, . . . , dπX̃p) = u−1uφ̃u(X̃1, . . . , X̃p) = φ̃u(X̃1, . . . , X̃p)

となり、もとの微分形式φ̃に一致する。
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例 3.4.2 π : P → Mを多様体M上の構造群 Gの主ファイバー束とし、ωを P上の接続と
する。ωの曲率形式Ω ∈ Ω2(P ; g)は、Gの随伴表現 Ad : G → GL(g)に関するΩ2

Ad(P ; g)に
属し、同伴ベクトル束 gP = P ×Ad g に値を持つ 2次微分形式が対応する。同伴ベクトル
束 gPを Pの随伴ベクトル束と呼ぶ。

証明 a ∈ Gに対して

R∗
aΩ = R∗

a

(
dω +

1

2
[ω ∧ ω]

)

= d(R∗
aω) +

1

2
[R∗

aω ∧ R∗
aω]

= d(Ad(a−1)ω) +
1

2
[Ad(a−1)ω ∧ Ad(a−1)ω]

(Ad(a−1)は Lie環 gの自己同型だから)

= Ad(a−1)dω +
1

2
Ad(a−1)[ω ∧ ω]

= Ad(a)−1
(
dω +

1

2
[ω ∧ ω]

)

= Ad(a)−1Ω.

次に u ∈ Pと X,Y ∈ TuPに対して、X, Yの内少なくとも一つが垂直ならば、定理 3.3.8

より
Ω(X,Y ) = dω(XH , Y H) = 0.

以上よりΩ ∈ Ω2
Ad(P ; g)となり、命題 3.4.1より同伴ベクトル束 gP = P ×Ad g に値を持つ 2

次微分形式が対応する。

補題 3.4.3 命題 3.4.1の設定のもとで、次の等式が成り立つ。

(φ ∧ α)∼ = φ̃ ∧ π∗α. (φ ∈ Ωp(M ; E), α ∈ Ωq(M))

証明 u ∈ PとX̃1, . . . , X̃p+q ∈ TuPに対して

(φ ∧ α)∼u (X̃1, . . . , X̃p+q)

= u−1(φ ∧ α)π(u)(dπX̃1, . . . , dπX̃p+q)

= (u−1φπ(u) ∧ απ(u))(dπX̃1, . . . , dπX̃p+q)

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)u−1φπ(u)(dπX̃σ(1), . . . , dπX̃σ(p))απ(u)(dπX̃σ(p+1), . . . , dπX̃σ(p+q))

=
1

p!q!

∑

σ∈Sp+q

sgn(σ)φ̃u(X̃σ(1), . . . , X̃σ(p))(π
∗α)u(X̃σ(p+1), . . . , X̃σ(p+q))

= (φ̃ ∧ π∗α)u(X̃1, . . . , X̃p+q).

となるので
(φ ∧ α)∼ = φ̃ ∧ π∗α. (φ ∈ Ωp(M ; E), α ∈ Ωq(M))

が成り立つ。
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定理 3.4.4 π : P → Mを多様体M上の構造群 Gの主ファイバー束とし、ωを P上の接続
とする。さらにρ : G → GL(V )を表現とする。φ̃ ∈ Ωp

ρ(P ; V )に対して

Dωφ̃ = dφ̃ + dρ(ω) ∧ φ̃

によってDωφ̃ ∈ Ωp+1(P ; V )を定めると、Dωφ̃ ∈ Ωp+1
ρ (P ; V )となり、

Dω : Ωp
ρ(P ; V ) → Ωp+1

ρ (P ; V )

が定まる。Pの同伴ベクトル束 E = P ×ρ Vの断面φ ∈ Ω0(M ; E)に対して、命題 2.3.16に
よって対応するΩ0

ρ(P ; V )の元をφ̃で表し、Dωφ̃ ∈ Ω1
ρ(P ; V )に命題 3.4.1によって対応する

Ω1(M ; E)の元を∇φで表すと、

∇ : Ω0(M ; E) → Ω1(M ; E)

は同伴ベクトル束 Eの共変微分になる。さらにこの共変微分に関する共変外微分 d∇は

(d∇φ)∼ = Dωφ̃ (φ ∈ Ωp(M ; E))

を満たす。

証明 まず g ∈ GとX ∈ gに対して

dρ(Ad(g)X) = ρ(g)dρ(X)ρ(g)−1

が成り立つことを示しておく。

dρ(Ad(g)X) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ρ(exp(tAd(g)X)) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ρ(g exp(tX)g−1)

= ρ(g)
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ρ(exp(tX))ρ(g)−1 = ρ(g)dρ(X)ρ(g)−1.

φ̃ ∈ Ωp
ρ(P ; V )に対して

R∗
a(D

ωφ̃) = R∗
a(dφ̃) + R∗

a(dρ(ω) ∧ φ̃)

= d(R∗
aφ̃) + R∗

adρ(ω) ∧ R∗
aφ̃

= d(ρ(a)−1φ̃) + dρ(R∗
aω(X)) ∧ ρ(a)−1φ̃

= ρ(a)−1dφ̃ + dρ(Ad(a)−1ω) ∧ ρ(a)−1φ̃

= ρ(a)−1dφ̃ + ρ(a)−1dρ(ω)ρ(a) ∧ ρ(a)−1φ̃

= ρ(a)−1dφ̃ + ρ(a)−1dρ(ω) ∧ φ̃

= ρ(a)−1(dφ̃ + dρ(ω) ∧ φ̃)

= ρ(a)−1Dωφ̃.



3.4 主ファイバー束上の接続と同伴ベクトル束上の共変微分 85

X1, . . . , Xp+1 ∈ TuPの内少なくとも一つが垂直ならば、

(Dωφ̃)(X1, . . . , Xp+1) = 0

となることを示すために、まず p = 0の場合を示す。φ̃ ∈ Ω0
ρ(P ; V )と u ∈ P, A ∈ gに対

して

dφ̃(A∗
u) =

d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

φ̃(u exp tA) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ρ(exp tA)−1φ̃(u)

= −dρ(A)φ̃(u)

となるので、

(Dωφ̃)(A∗
u) = (dφ̃)(A∗

u) + dρ(ω(A∗
u))φ̃(u)

= −dρ(A)φ̃(u) + dρ(A)φ̃(u)

= 0.

したがって、φ̃ ∈ Ω0
ρ(P ; V )に対してDωφ̃に垂直ベクトルを代入すると 0になる。次に一般

の p > 0に対してφ̃ ∈ Ωp
ρ(P ; V )をとると局所的にはψ̃ ∈ Ω0

ρ(P ; V )とα ∈ Ωp(M)によって、
φ̃ = ψ̃π∗αと書き表すことができる。

Dωφ̃ = Dω(ψ̃π∗α)

= d(ψ̃π∗α) + dρ(ω) ∧ (ψ̃π∗α)

= dψ̃ ∧ π∗α + ψ̃dπ∗α + dρ(ω)ψ̃ ∧ π∗α

= ψ̃π∗dα + (dψ̃ + dρ(ω)ψ̃) ∧ π∗α

= ψ̃π∗dα + (Dωψ̃) ∧ π∗α

となり、X1, . . . , Xp+1 ∈ TuPの内少なくとも一つが垂直ならば、

(Dωφ̃)(X1, . . . , Xp+1) = 0

となることがわかる。
以上でφ̃ ∈ Ωp

ρ(P ; V )に対してDωφ̃ ∈ Ωp+1
ρ (P ; V )となることがわかる。これより

Dω : Ωp
ρ(P ; V ) → Ωp+1

ρ (P ; V )

が定まる。

∇ : Ω0(M ; E) → Ω1(M ; E)

が同伴ベクトル束Eの共変微分になることを次に示す。φ, ψ ∈ Ω0(M ; E)に対して、∇(φ+ψ)

に対応するΩ1
ρ(P ; V )の元は

Dω(φ̃ + ψ̃) = d(φ̃ + ψ̃) + dρ(ω) ∧ (φ̃ + ψ̃)

= dφ̃ + dψ̃ + dρ(ω) ∧ φ̃ + dρ(ω) ∧ ψ̃

= Dωφ̃ + Dωψ̃
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となるので
∇(φ + ψ) = ∇φ + ∇ψ

が成り立つ。次にφ ∈ Ω0(M ; E)と f ∈ C∞(M)に対して∇(fφ)に対応するΩ1
ρ(P ; V )の元

は補題 3.4.3より

Dω((π∗f)φ̃) = d(π∗f)φ̃ + (π∗f)Dωφ̃

= (π∗df)φ̃ + (f∇φ)∼

= (dfφ + f∇φ)∼

となるので
∇(fφ) = dfφ + f∇φ

が成り立つ。以上より∇は同伴ベクトル束 Eの共変微分になる。
この共変微分に関する共変外微分 d∇は

(d∇φ)∼ = Dωφ̃ (φ ∈ Ωp(M ; E))

を満たすことを以下で示す。
φ ∈ Ωp(M ; E)をとると局所的にはψ ∈ Ω0(M ; E)とα ∈ Ωp(M)によって、φ = ψαと書
き表すことができる。d∇φに対応するΩp+1

ρ (P ; V )の元は

(d∇φ)∼ = (d∇(ψα))∼

(定理 3.2.5より)

= ((∇ψ) ∧ α + ψdα)∼

(補題 3.4.3より)

= (∇ψ)∼ ∧ π∗α + ψ̃π∗(dα)

= (dψ̃ + dρ(ω)ψ̃) ∧ π∗α + ψ̃d(π∗α)

= d(ψ̃π∗α) + dρ(ω) ∧ ψ̃π∗α

= dφ̃ + ρ(ω) ∧ φ̃

= Dωφ̃

となるので、(d∇φ)∼ = Dωφ̃が成り立つ。

命題 3.4.5 定理 3.4.4の設定のもとで、同伴ベクトル束Eの接続ωから定まる共変微分∇の
曲率R ∈ Ω2(M ; EndE)に対応するΩ2

ρ⊗ρ∗(P ; EndV )の元は、ωの曲率形式Ωを使って dρ(Ω)

と表すことができる。すなわち、R̃ = dρ(Ω)が成り立つ。さらに、Eの共変微分∇から定
まる EndEの共変微分∇ (命題 3.2.11)は、ρ ⊗ ρ∗から定まる

D̄ωΦ̃ = dΦ̃ + d(ρ ⊗ ρ∗)(ω) ∧ Φ̃ (Φ̃ ∈ Ωp
ρ⊗ρ∗(P ; EndV ))
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に対応している。これによって

D̄ωdρ(Ω) = dρ(dΩ + [ω ∧ Ω])

となり、主ファイバー束の曲率形式に関する Bianchiの恒等式 (命題 3.3.7)より、再びベク
トル束の曲率に関する Bianchiの恒等式 (命題 3.2.13) d∇R = 0を得る。

証明 まず表現ρ : G → GL(V )から定まる表現ρ ⊗ ρ∗ : G → GL(EndV )について説明
しておく。

(ρ ⊗ ρ∗)(g)T = ρ(g)Tρ(g)−1 (g ∈ G, T ∈ EndV )

によってρ ⊗ ρ∗ : G → GL(EndV )は定まっていて、P ×ρ⊗ρ∗ EndVはM上のベクトル束と
して End(P ×ρ V )と同型になる。ρ ⊗ ρ∗の微分表現は、X ∈ g, T ∈ EndVに対して

(d(ρ ⊗ ρ∗)(X))T =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(ρ ⊗ ρ∗)(exp tX)T

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ρ(exp tX)Tρ(exp tX)−1

= dρ(X)T − Tdρ(X)

= [dρ(X), T ]

を満たす。
φ ∈ Ω0(M ; E)に対してDωDωφ̃を計算する。

DωDωφ̃ = Dω(dφ̃ + dρ(ω)φ̃)

= d(dφ̃ + dρ(ω)φ̃) + dρ(ω) ∧ (dφ̃ + dρ(ω)φ̃)

= dρ(dω)φ̃ − dρ(ω) ∧ dφ̃ + dρ(ω) ∧ dφ̃ + dρ(ω) ∧ dρ(ω)φ̃

= (dρ(dω) + dρ(ω) ∧ dρ(ω))φ̃.

ここで u ∈ PとX, Y ∈ TuPに対して

(dρ(ω) ∧ dρ(ω))(X, Y ) = dρ(ω(X))dρ(ω(Y )) − dρ(ω(Y ))dρ(ω(X))

= [dρ(ω(X)), dρ(ω(Y ))]

(dρは Lie環の準同型写像だから)

= dρ[ω(X), ω(Y )]

=
1

2
dρ[ω ∧ ω](X, Y )

となるので

dρ(ω) ∧ dρ(ω) =
1

2
dρ[ω ∧ ω]
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が成り立つ。したがって

DωDωφ̃ =
(
dρ(dω) +

1

2
dρ[ω ∧ ω]

)
φ̃ = dρ

(
dω +

1

2
[ω ∧ ω]

)
φ̃

= dρ(Ω)φ̃.

X1, X2 ∈ TuPの内の少なくとも一つが垂直のときは

dρ(Ω)(X1, X2) = dρ(Ω(X1, X2)) = 0

が成り立つ。さらに a ∈ Gに対して、上で示したことから

R∗
adρ(Ω) = dρ(R∗

aΩ) = dρ(Ad(a)−1Ω)

= ρ(a)−1dρ(Ω)dρ(a) = (ρ ⊗ ρ∗)(a)−1dρ(Ω)

となるので、dρ(Ω) ∈ Ω2
ρ⊗ρ∗(P ; V )となり、∇の曲率Rに対応するΩ2

ρ⊗ρ∗(P ; V )の元は dρ(Ω)

になる。
ρ ⊗ ρ∗から定まる

D̄ωΦ̃ = dΦ̃ + d(ρ ⊗ ρ∗)(ω) ∧ Φ̃ (Φ̃ ∈ Ωp
ρ⊗ρ∗(P ; EndV ))

は次の等式を満たすことを示しておく。

Dω(Φ̃φ̃) = (D̄ωΦ̃)φ̃ + Φ̃Dωφ̃. (Φ̃ ∈ Ω0
ρ⊗ρ∗(P ; EndV ), φ̃ ∈ Ω0

ρ(P ; V ))

Dωの定め方から

Dω(Φ̃φ̃)

= d(Φ̃φ̃) + dρ(ω)Φ̃φ̃

= (dΦ̃)φ̃ + Φ̃dφ̃ + dρ(ω)Φ̃φ̃ − Φ̃dρ(ω)φ̃ + Φ̃dρ(ω)φ̃

= (dΦ̃ + dρ(ω)Φ̃ − Φ̃dρ(ω))φ̃ + Φ̃(dφ̃ + dρ(ω)φ̃)

= (D̄ωΦ̃)φ̃ + Φ̃Dωφ̃.

この等式より、命題 3.2.11で定めた EndEの共変微分がD̄ωに対応していることがわかる。
D̄ωを dρ(Ω)に作用させると

D̄ωdρ(Ω) = d(dρ(Ω)) + d(ρ ⊗ ρ∗)(ω) ∧ dρ(Ω)

= dρ(dΩ) + [dρ(ω) ∧ dρ(Ω)]

= dρ(dΩ) + dρ[ω ∧ Ω]

= dρ(dΩ + [ω ∧ Ω]).

主ファイバー束の曲率形式に関する Bianchiの恒等式 (命題 3.3.7)より dΩ + [ω ∧Ω] = 0と
なるので、再びベクトル束の曲率に関するBianchiの恒等式 (命題 3.2.13) d∇R = 0を得る。
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4.1 線形接続

この節では多様体Mの接ベクトル束 TMのフレーム束上の接続について、特に詳しく考
察する。
第 1.4節で曲面の正規直交フレーム束上に定めた R2に値を持つ 1次微分形式θ̃を一般の
多様体に対して定める。

定義 4.1.1 多様体Mの接ベクトル束 TMのフレーム束 Pを単にMのフレーム束と呼ぶこ
とにする。dim M = nとおく。P上のRnに値を持つ 1次微分形式θを

θu(X) = u−1dπu(X) (u ∈ P, X ∈ TuP )

によって定める。θを Pの標準形式と呼ぶ。

命題 4.1.2 n次元多様体Mのフレーム束の標準形式θは、構造群 GL(n,R)の自然な表現
1 : GL(n,R) → GL(n,R) に関するΩ1

1(P ;Rn)に属し、命題 3.4.1によって対応する TMに
値を持つ 1次微分形式は TMの恒等変換になる。

証明 u ∈ Pにおける垂直接ベクトルXに対して

θu(X) = u−1dπu(X) = 0.

次に a ∈ GL(n,R)と u ∈ P, X ∈ TuPに対して

(R∗
aθ)u(X) = θua(dRaX) = (ua)−1dπuadRaX

= a−1u−1d(πRa)uX = a−1u−1dπuX

= a−1θu(X)

となるので、R∗
aθ = a−1θが成り立つ。したがって、θ ∈ Ω1

1(P ;Rn)を得る。
Ω1(M ; TM)は自然にΩ0(M ; EndTM)と同一視することができる。x ∈ Mと X ∈ TxM

に対してπ(u) = x, dπu(X̃) = Xを満たす u ∈ PとX̃ ∈ TuPをとる。θに対応するφ ∈
Ω1(M ; TM)は

φx(X) = uθu(X̃) = uu−1dπu(X̃) = X

を満たすので、φx : TxM → TxMは恒等変換になる。

89
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定義 4.1.3 多様体Mのフレーム束 P上の接続をMの線形接続と呼ぶ。dim M = nとする。
Mの線形接続があるとき、ξ ∈ Rnに対して、各点 u ∈ Pにおける水平接ベクトル B(ξ)を
dπu(B(ξ)u) = u(ξ)となるように定める。B(ξ)をξに対応する標準水平ベクトル場と呼ぶ。

命題 4.1.4 n次元多様体Mの線形接続が定まっているとき、標準水平ベクトル場は次の性
質を持つ。

(1) θ(B(ξ)) = ξ (ξ ∈ Rn)

(2) dRa(B(ξ)) = B(a−1ξ) (a ∈ GL(n,R), ξ ∈ Rn)

(3) ξ 6= 0のとき、任意の点で B(ξ)は 0にはならない。

証明 (1) 任意の u ∈ Pにおいて

θu(B(ξ)u) = u−1dπu(B(ξ)u) = u−1u(ξ) = ξ

となるので、θ(B(ξ)) = ξが成り立つ。
(2) 命題 3.3.5より dRaHu = Huaだから、dRa(B(ξ)u) ∈ Huaが成り立つ。さらに

dπuadRa(B(ξ)u) = d(πRa)u(B(ξ)u) = dπu(B(ξ)u)

= u(ξ) = ua(a−1ξ)

= dπua(B(a−1ξ)ua)

となるので、dRa(B(ξ)u) = B(a−1ξ)uaが成り立ち、dRa(B(ξ)) = B(a−1ξ)を得る。
(3) 対偶を証明する。ある点 u ∈ Pで B(ξ)u = 0になると仮定すると、

u(ξ) = dπu(B(ξ)u) = 0

となり、u : Rn → Tπ(u)Mは線形同型写像だからξ = 0となる。

定義 4.1.5 ωを n次元多様体Mの線形接続とする。ωの捩率形式Θを

Θ = Dωθ = dθ + ω ∧ θ

によって定める。Θ ∈ Ω2
1(P ;Rn)となり、Θには TMに値を持つ 2次微分形式が対応する。

命題 4.1.6 ωを多様体 Mの線形接続とし、ΩとΘをそれぞれωの曲率形式と捩率形式とす
る。このとき次の等式が成り立つ。

dθ = −ω ∧ θ + Θ, dω = −ω ∧ ω + Ω.

これらをそれぞれ第一構造方程式、第二構造方程式と呼ぶ。
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証明 これらは捩率形式と曲率形式の定義と次の等式から従う。

(ω ∧ ω)(X,Y ) = ω(X)ω(Y ) − ω(Y )ω(X) = [ω(X), ω(Y )] =
1

2
[ω ∧ ω](X, Y ).

命題 4.1.7 ωを多様体 Mの線形接続とし、ΩとΘをそれぞれωの曲率形式と捩率形式とす
る。このとき次の等式が成り立つ。

DωΘ = Ω ∧ θ, DωΩ = 0.

これらをそれぞれ Bianchiの第一恒等式、Bianchiの第二恒等式と呼ぶ。

証明 命題 3.4.5の証明中に示したことから、

DωΘ = DωDωθ = Ω ∧ θ.

DωΩ = 0も命題 3.4.5より従う。

命題 4.1.8 パラコンパクト多様体のフレーム束は絶対平行性を持つ。

証明 n次元多様体Mには、命題 3.3.3より線形接続ωが存在する。Mのフレーム束を P

で表し、
φ : TP → P × (Rn × g) ; X 7→ (π(X), θ(X), ω(X))

によって写像φを定めると、命題 4.1.4より、φはベクトル束の同型写像になり、TPは自明
になる。したがって、Pは絶対平行性を持つ。

多様体の線形接続からテンソル場の共変微分を定めその性質を調べるため、テンソル場
の基本事項をまずまとめておく。

定義 4.1.9 有限次元実ベクトル空間 Vに対して、

p︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗×

q︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V上で定義さ

れた p+q変数の実数値多重線形写像を V上の (p, q)型テンソルと呼び、その全体を T (p,q)V

で表す。T (p,q)Vを (p, q)型テンソル空間と呼ぶ。T (p,q)Vは自然な加法とスカラー倍によっ
て実ベクトル空間になる。また定義より∧pV ⊂ T (0,p)は部分ベクトル空間になる。T (p,q)V

の元 Aと T (r,s)Vの元 Bに対して、

(A ⊗ B)(g1, . . . , gp+r, v1, . . . , vq+s)

= A(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq)B(gp+1, . . . , gp+r, vq+1, . . . , vq+s)

(g1, . . . , gp+r ∈ V ∗, v1, . . . , vq+s ∈ V )

によって写像

A ⊗ B :

p+r︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗×

q+s︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V −→ R

を定めると、A⊗Bは V上の (p + r, q + s)型テンソルになる。A⊗Bを Aと Bのテンソル
積と呼ぶ。
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命題 4.1.10 Vを有限次元実ベクトル空間とすると、写像

T (p,q)V × T (r,s)V −→ T (p+r,q+s)V

(A,B) 7−→ A ⊗ B

は双線形写像になる。

命題 4.1.11 Vを有限次元実ベクトル空間とする。T ∈ T (p,q)Vと g ∈ GL(V )に対して

(ρ(p,q)(g)T )(f1, . . . , f p, v1, . . . , vq) = T (f1g, . . . , f pg, g−1v1, . . . , g
−1vq)

(f i ∈ V ∗, vj ∈ V )

によってρ(p,q)(g)Tを定めると、ρ(p,q)(g)T ∈ T (p,q)Vとなり、

ρ(p,q) : GL(V ) → GL(T (p,q)V )

は GL(V )の表現になる。さらに A ∈ gl(V )に対して

(dρ(p,q)(A)T )(f 1, . . . , f p, v1, . . . , vq)

=
p∑

i=1

T (f1, . . . , f iA, . . . , f p, v1, . . . , vq) −
q∑

j=1

T (f1, . . . , f p, v1, . . . , Avj, . . . , vq)

(f i ∈ V ∗, vj ∈ V )

によって微分表現 dρ(p,q)は与えられる。また S ∈ T (p,q)Vと T ∈ T (r,s)Vに対して

ρ(p+r,q+s)(g)(S ⊗ T ) = (ρ(p,q)(g)S) ⊗ (ρ(r,s)(g)T ), (g ∈ G)

dρ(p+r,q+s)(A)(S ⊗ T ) = (dρ(p,q)(A)S) ⊗ T + S ⊗ (dρ(r,s)(A)T ) (A ∈ g)

が成り立つ。

証明 g, h ∈ Gに対して

(ρ(p,q)(gh)T )(f 1, . . . , f p, v1, . . . , vq)

= T (f1gh, . . . , f pgh, (gh)−1v1, . . . , (gh)−1vq)

= T ((f 1g)h, . . . , (fpg)h, h−1(g−1v1), . . . , h
−1(g−1vq))

= (ρ(p,q)(h)T )(f 1g, . . . , f pg, g−1v1, . . . , g
−1vq)

= (ρ(p,q)(g)(ρ(p,q)(h)T ))(f1, . . . , f p, v1, . . . , vq)

となるので、ρ(p,q)(gh)T = ρ(p,q)(g)(ρ(p,q)(h)T ) が成り立ち、

ρ(p,q) : GL(V ) → GL(T (p,q)V )

は表現になる。
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T ∈ T (p,q)Vの多重線形性より、A ∈ gに対して

(dρ(p,q)(A)T )(f 1, . . . , f p, v1, . . . , vq)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(ρ(p,q)(exp tA)T )(f 1, . . . , f p, v1, . . . , vq)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

T (f 1 exp tA, . . . , f p exp tA, exp(−tA)v1, . . . , exp(−tA)vq)

=
p∑

i=1

T (f1, . . . , f iA, . . . , f p, v1, . . . , vq) −
q∑

j=1

T (f1, . . . , f p, v1, . . . , Avj, . . . , vq).

また S ∈ T (p,q)Vと T ∈ T (r,s)Vに対して

ρ(p+r,q+s)(g)(S ⊗ T ) = (ρ(p,q)(g)S) ⊗ (ρ(r,s)(g)T ) (g ∈ G)

が成り立つことは、この表現の定義からわかる。A ∈ gに対して

dρ(p+r,q+s)(A)(S ⊗ T ) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

ρ(p+r,q+s)(exp tA)(S ⊗ T )

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(ρ(p,q)(exp tA)S) ⊗ (ρ(r,s)(exp tA)T )

(命題 4.1.10のテンソル積の双線形性より)

= (dρ(p,q)(A)S) ⊗ T + S ⊗ (dρ(r,s)(A)T )

が成り立つ。

注意 4.1.12 命題 4.1.11の設定のもとで、T (1,0)V = (V ∗)∗ = Vとみなすことができる。
g ∈ GL(V )と v ∈ V , f ∈ V ∗に対して

〈ρ(1,0)(g)v, f〉 = 〈v, fg〉 = 〈gv, f〉

となるので、ρ(1,0) = 1とみなせる。

定義 4.1.13 多様体 Mの各点 x ∈ Mの接ベクトル空間 TxM上の (p, q) 型テンソル空間
T (p,q)(TxM)を T (p,q)

x Mで表す。

T (p,q)M =
⋃

x∈M

T (p,q)
x M

とおくと、接ベクトル束 TMの場合 (例 2.2.4)と同様にして、T (p,q)MはM上のベクトル束
になることがわかる。T (p,q)M上の断面を (p, q)型テンソル場と呼ぶ。テンソル場の和、関
数倍、テンソル積は、多様体の各点の接ベクトル空間上のテンソル空間における演算で定
める。このとき、Ωp(M) ⊂ Γ(T (0,p)M)は C∞(M)部分加群になる。
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命題 4.1.14 命題 4.1.11の設定のもとで V = Rnとする。表現ρ(p,q) : GL(n,R) → T (p,q)Rn

による n次元多様体Mのフレーム束の同伴ベクトル束 P ×ρ(p,q) T (p,q)Rnは T (p,q)Mとベク
トル束として同型になる。

証明 写像φ : P×ρ(p,q)T (p,q)Rn → T (p,q)M を次のように定める。[u, T ] ∈ P×ρ(p,q)T (p,q)Rn

に対して

φ[u, T ](f1, . . . , f p, v1, . . . , vq) = T (f 1u, . . . , f pu, u−1v1, . . . , u
−1vq)

(f i ∈ T ∗
π(u)M, vj ∈ Tπ(u)M)

とする。この定め方が同値類 [u, T ]の代表元のとり方に依存しないことを示す。a ∈ GL(n,R)

に対して

φ[ua, ρ(p,q)(a−1)T ](f 1, . . . , f p, v1, . . . , vq)

= (ρ(p,q)(a−1)T )(f1ua, . . . , f pua, (ua)−1v1, . . . , (ua)−1vq)

= (ρ(p,q)(a−1)T )(f1ua, . . . , f pua, a−1u−1v1, . . . , a
−1u−1vq)

= T (f1uaa−1, . . . , fpuaa−1, aa−1u−1v1, . . . , aa−1u−1vq)

= T (f1u, . . . , f pu, u−1v1, . . . , u
−1vq)

となるので、φの定義は同値類の代表元のとり方によらない。さらにφはベクトル束の同型
写像になる。

命題 4.1.15 ωを n次元多様体Mの線形接続とする。表現ρ(p,q) : GL(n,R) → GL(T (p,q)Rn)

に定理 3.4.4を適用して定まるベクトル束 T (p,q)M = P ×ρ(p,q) T (p,q)Rn の共変微分を ∇(p,q)

または単に∇で表す。T ∈ Γ(T (p,q)M), f i ∈ Γ(T ∗M), v, vj ∈ Γ(TM)に対して

(∇vT )(f1, . . . , f p, v1, . . . , vq)

= v(T (f 1, . . . , f p, v1, . . . , vq))

−
p∑

i=1

T (f1, . . . ,∇vf
i, . . . , f p, v1, . . . , vq) −

q∑

j=1

T (f 1, . . . , f p, v1, . . . ,∇vvj, . . . , vq)

によって∇は与えられる。また S ∈ Γ(T (p,q)M)と T ∈ Γ(T (r,s)M)に対して

∇(S ⊗ T ) = (∇S) ⊗ T + S ⊗ (∇T )

が成り立つ。

証明 まず (p, q) = (1, 0)の場合は Tはベクトル場とみなされ、

(∇vT )∼ = (DωT̃ )(ṽ) = (dT̃ + ωT̃ )(ṽ) = (dT̃ )(ṽ) + ω(ṽ)T̃ = ṽT̃ + ω(ṽ)T̃

を得る。次に (p, q) = (0, 1)の場合は Tは 1次微分形式であり、命題 4.1.11より

(∇vT )∼ = (DωT̃ )(ṽ) = (dT̃ )(ṽ) + ρ(0,1)(ω(ṽ))T̃ = ṽT̃ − T̃ ω(ṽ)
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を得る。これらを使って一般の (p, q)の場合を考える。

((∇vT )(f 1, . . . , f p, v1, . . . , vq))
∼

= (∇vT )∼(f̃ 1, . . . , f̃p, ṽ1, . . . , ṽq)

= ((DωT̃ )ṽ)(f̃1, . . . , f̃p, ṽ1, . . . , ṽq)

= ((dT̃ )(ṽ) + dρ(p,q)(ω(ṽ))T̃ )(f̃1, . . . , f̃p, ṽ1, . . . , ṽq)

= (ṽT̃ + dρ(p,q)(ω(ṽ))T̃ )(f̃ 1, . . . , f̃p, ṽ1, . . . , ṽq)

(命題 4.1.11より)

= ṽ(T̃ (f̃ 1, . . . , f̃p, ṽ1, . . . , ṽq))

−
p∑

i=1

T̃ (f̃1, . . . , ṽf̃ i, . . . , f̃p, ṽ1, . . . , ṽq) −
q∑

j=1

T̃ (f̃ 1, . . . , f̃p, ṽ1, . . . , ṽṽj, . . . , ṽq)

+
p∑

i=1

T̃ (f̃ 1, . . . , f̃ iω(ṽ), . . . , f̃p, ṽ1, . . . , ṽq) −
q∑

j=1

T̃ (f̃ 1, . . . , f̃p, ṽ1, . . . , ω(ṽ)ṽj, . . . , ṽq)

= ṽ(T (f1, . . . , f p, v1, . . . , vq))
∼ −

p∑

i=1

T̃ (f̃1, . . . , ṽf̃ i − f̃ iω(ṽ), . . . , f̃p, ṽ1, . . . , ṽq)

−
q∑

j=1

T̃ (f̃ 1, . . . , f̃p, ṽ1, . . . , ṽṽj + ω(ṽ)ṽj, . . . , ṽq)

(先に示した (p, q) = (1, 0), (0, 1)の場合より)

= (v(T (f1, . . . , f p, v1, . . . , vq)))
∼ −

p∑

i=1

T̃ (f̃ 1, . . . , (∇vf
i)∼, . . . , f̃p, ṽ1, . . . , ṽq)

−
q∑

j=1

T̃ (f̃ 1, . . . , f̃p, ṽ1, . . . , (∇vvj)
∼, . . . , ṽq)

= (v(T (f1, . . . , f p, v1, . . . , vq)))
∼ −

p∑

i=1

(T (f 1, . . . ,∇vf
i, . . . , fp, v1, . . . , vq))

∼

−
q∑

j=1

(T (f 1, . . . , f p, v1, . . . ,∇vvj, . . . , vq))
∼.

したがって、

(∇vT )(f 1, . . . , f p, v1, . . . , vq)

= v(T (f 1, . . . , fp, v1, . . . , vq))

−
p∑

i=1

T (f 1, . . . ,∇vf
i, . . . , f p, v1, . . . , vq) −

q∑

j=1

T (f 1, . . . , fp, v1, . . . ,∇vvj, . . . , vq)

を得る。
次に S ∈ Γ(T (p,q)M)と T ∈ Γ(T (r,s)M)に対して

(∇(S ⊗ T ))∼ = (Dω(S ⊗ T )∼) = (Dω(S̃ ⊗ T̃ ))
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= (d(S̃ ⊗ T̃ ) + dρ(p+r,q+s)(ω)(S̃ ⊗ T̃ ))

(命題 4.1.11より)

= (dS̃) ⊗ T̃ + S̃ ⊗ (dT̃ ) + (dρ(p,q)(ω)S̃) ⊗ T̃ + S̃ ⊗ (dρ(r,s)(ω)T̃ )

= (dS̃ + dρ(p,q)(ω)S̃) ⊗ T̃ + S̃ ⊗ (dT̃ + dρ(r,s)(ω)T̃ )

= (DωS̃) ⊗ T̃ + S̃ ⊗ (DωT̃ ) = (∇S)∼ ⊗ T̃ + S̃ ⊗ (∇T )∼

= ((∇S) ⊗ T + S ⊗∇T )∼

より
∇(S ⊗ T ) = (∇S) ⊗ T + S ⊗ (∇T )

が成り立つ。

4.2 Riemann接続

この節ではRiemann多様体上の正規直交フレーム束を定め、その上の接続について考察
する。その中でも特に Riemann接続と呼ばれる Riemann計量に対して一意的に存在する
接続が重要になる。

定義 4.2.1 πT : TM → Mを n次元Riemann多様体M上の接ベクトル束とする。各 x ∈ M

に対して
Ox(M) = {(x; ẽ1, . . . , ẽr) | ẽ1, . . . , ẽrは TxMの正規直交基底 }

と定め、
O(M) =

⋃

x∈M

Ox(M)

とおくと、O(M)は自然に多様体構造を持つ。自然な射影πO : O(M) → Mに関して、こ
れはM上の直交群 O(n)を構造群とする主ファイバー束になる。O(M)をMの正規直交フ
レーム束と呼ぶ。

証明 TMがベクトル束になることから、p ∈ Mに対して pの開近傍 Uと微分同型写像

ΦU : π−1
T (U) → U × Rn

が存在する。例 2.2.10で行った Gram-Schmidtの直交化法による方法でこの写像を通して
Ox(M) は Rnの正規直交基底全体と一対一に対応するようにできる。Rnの正規直交基底
全体は直交群 O(n)と一対一に対応し、これは線形 Lie群だから、特に多様体構造を持つ。
これより、

Φr
U :

⋃

x∈U

Ox(M) → U × O(n) ; (x; ẽ1, . . . , ẽr) 7→ (x, ΦU(ẽ1), . . . , ΦU(ẽr))
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が定まり、これらによって O(M) に多様体構造を導入する。Rnの標準的正規直交基底を
e1, . . . , enで表す。Rnから TxMへの等長線形同型写像 u に対して (u(e1), . . . , u(en)) を対
応させることにより、

Ox(M) = {u | uはRnから TxMへの等長線形同型写像 }

とみなすことができる。Rnの等長線形自己同型写像 a ∈ O(n)をRnから TxMへの等長線
形同型写像 uと合成し uaを考えることにより、O(n)の Ox(M)への右からの作用が定ま
り、さらに O(n)の O(M)への右からの作用が定まる。u ∈ Ox(M)に xを対応させる写像
をπ : O(M) → Mで表すと、πは C∞級写像になり、各 x ∈ Mに対してπ−1(x)に O(n)は
単純推移的に作用する。以上より射影πO : O(M) → Mは Riemann多様体 M上の構造群
O(n)の主ファイバー束になる。

定義 4.2.2 Riemann多様体Mの正規直交フレーム束 O(M)からフレーム束 L(M)への自
然な写像 i : O(M) → L(M)は、主ファイバー束の間の準同型写像になり、誘導するMか
らMへの写像は恒等写像になる。O(M)上の接続は命題 3.3.6より L(M)上の接続、すなわ
ち線形接続を定める。このように O(M)上の接続から定まる線形接続を計量接続と呼ぶ。

命題 4.2.3 Riemann多様体 (M, g)上の線形接続が計量接続になるための必要十分条件は、
その接続に関して gが平行になることである。


