
理工学研究科

微分幾何学 I

————–

等長変換群の微分幾何学

田崎博之

2001年度



LATEXに関する覚書

2001年 8月に通常使うOSをWindows98から Vine Linux 2.1 (その後 2.1.5)に変更し
たので、それにともなって通常使う LATEXも LATEX2.09から LATEX2εに変更した。この
講義ノートは LATEX2.09で作り始めたが、二学期の講義内容から LATEX2εを使って入力し
た。LATEX2.09では jreport.styに変更を加えた独自のスタイルファイルを使っていたが、
LATEX2εでは標準の jreport.clsをそのまま使うことにした。ただし、テキストの幅を
広く使いたいのと、奇数ページと偶数ページのマージンがデフォルトのままだと逆になっ
ているようなので、次のようにプリアンブルに書いてレイアウトを少し変えた。

\textwidth 16cm

\textheight 22.7cm

\oddsidemargin 0pt

\evensidemargin 0pt

一般には LATEX2.09と LATEX2εの出力結果は異なってしまうが、このレイアウトで出力す
るとほぼ同じになる。
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第1章 位相群とLie群

1.1 位相群
定義 1.1.1 Hausdorff空間Gが群構造を持ち、写像G×G → G; (g, h) 7→ gh−1が連続に
なるとき、Gを位相群と呼ぶ。各 g ∈ GについてLg(x) = gxによって写像Lg : G → Gを
定める。g, h ∈ GについてLg ◦ Lh = LghとLg−1 = (Lg)

−1が成り立ち、Lg : G → Gは位
相同型写像になる。Lgを左移動と呼ぶ。同様に、各 g ∈ GについてRg(x) = xg−1によっ
て写像Rg : G → Gを定める。g, h ∈ GについてRg ◦ Rh = RghとRg−1 = (Rg)

−1が成り
立ち、Rg : G → Gは位相同型写像になる。Rgを右移動と呼ぶ。

補題 1.1.2 位相群Gの部分群Hの閉包 H̄はGの部分群になる。Hが正規部分群ならば、
H̄も正規部分群になる。

証明 写像 µ : G×G → Gを µ(g, h) = gh−1 (g, h ∈ G)によって定める。位相群の定義
より µは連続写像になる。Hが部分群であることから µ(H × H) = Hが成り立つ。さら
に、連続写像と閉包の関係から

µ(H̄ × H̄) = µ(H × H) ⊂ µ(H × H) = H̄.

したがって、H̄は部分群になる。
Hが正規部分群のときは、任意の g ∈ Gに対してLgRg(H) = gHg−1 = Hが成り立つ。

LgRg : G → Gは連続写像になるので、連続写像と閉包の関係から

LgRg(H̄) ⊂ LgRg(H) = H̄.

したがって、H̄は正規部分群になる。

補題 1.1.3 Gを位相群とし、HをGの開部分群とすると、Hは閉部分群になる。

証明 {gH | g ∈ G}はGの開被覆になり、

H = G − ∪{gH | g ∈ G, gH 6= H}

が成り立つ。∪{gH | g ∈ G, gH 6= H}は開集合だから、Hは閉集合になる。

命題 1.1.4 Gを位相群とし、G0をGの単位元を含む連結成分とする。このとき、G0は
正規部分群になる。
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証明 G0×G0は連結だから、補題 1.1.2の証明中定めた写像µを使うと、µ(G0×G0)も
連結になり、さらに単位元を含む。よって、µ(G0 ×G0) ⊂ G0が成り立ち、G0は部分群に
なる。任意の g ∈ Gに対して、LgRg(G0)は連結になり単位元を含むので、LgRg(G0) ⊂ G0

が成り立ち、G0は正規部分群になる。

命題 1.1.5 (Schreier) 連結位相群Gの離散正規部分群N はGの中心に含まれる。

証明 n ∈ N に対して φn(g) = gng−1 (g ∈ G)によって連続写像 φn : G → N を定め
る。Gは連結だから φn(G)も連結になり、φn(G)は nを含む。N の位相は離散的だから、
φn(G) = {n}となり、gng−1 = nが任意の g ∈ Gについて成り立つ。したがって、NはG

の中心に含まれる。

命題 1.1.6 Hを位相群Gの閉部分群とする。商空間G/Hに自然な射影 π : G → G/Hか
ら定まる商位相を入れる、すなわち、

{O ⊂ G/H | π−1(O)は G の開集合 }

をG/H の開集合系として定めると、G/H はHausdorff空間になり、π : G → G/H は連
続開写像になる。

証明 商位相の定め方から、π : G → G/Hは連続写像になる。開集合U ⊂ Gに対して

π−1(π(U)) = {uh | u ∈ U, h ∈ H} =
⋃

h∈H

Uh

はGの開集合になるので、π(U)はG/Hの開集合になる。すなわち、πは開写像になる。
G/HがHausdorff空間になることを示すために、g1H 6= g2Hとなる g1, g2 ∈ Gをとる。
このとき、g−1

1 g2 /∈ H となる。H は閉部分群だから、Gの単位元 eの近傍 V が存在し、
V g−1

1 g2V ∩ H = ∅が成り立つ。V −1 = {v−1 | v ∈ V } は eの近傍になり、W = V ∩ V −1

も eの近傍になり、W−1 = W が成り立つ。W ⊂ V だから、W はWg−1
1 g2W ∩ H = ∅を

満たす。これより
∅ = g−1

1 g2W ∩ W−1H = g−1
1 g2W ∩ WH

となり、g2W ∩ g1WH = ∅を得る。したがって、π(g2W )∩π(g1W ) = ∅が成り立ち、G/H

はHausdorff空間になる。

定義 1.1.7 Gを位相群とし、Xを位相空間とする。連続写像 ν : G×X → Xが与えられ
ていて、

(1) ν(g1, ν(g2, x)) = ν(g1g2, x) (g1, g2 ∈ G, x ∈ X),

(2) ν(e, x) = x (x ∈ X)
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を満たすとき、GをXの位相変換群と呼ぶ。νを特に指定する必要のないときは、ν(g, x)

を単に gxと書く。各 g ∈ Gは x 7→ gxによってXの位相同型を誘導する。この誘導する
位相同型が恒等写像になるGの元が単位元のみのとき、GはXに効果的に作用するとい
う。誘導する位相同型が不動点を持つGの元が単位元のみのとき、GはXに自由に作用
するという。Xの任意の二点 x, yに対して、y = gxとなる g ∈ Gが存在するとき、Gは
Xに推移的に作用するという。x ∈ Xに対して

Gx = {g ∈ G | gx = x}

をGの xにおける固定化群という。

Gx = {gx | g ∈ G}

を xのGによる軌道と呼ぶ。

補題 1.1.8 GをHausdorff空間Xの位相変換群とする。任意の x ∈ Xに対して、Gの x

における固定化群GxはGの閉部分群になる。

証明 任意に g, h ∈ Gxをとる。gx = xより x = g−1xとなり g−1 ∈ Gxが成り立つ。さ
らに、ghx = gx = xとなるので gh ∈ Gxが成り立つ。以上よりGxはGの部分群になる。
写像 π : G → X を π(g) = gx (g ∈ G)によって定めると、πは連続写像になる。X は

Hausdorff空間だから、一点 {x}は閉集合になる。したがって、Gx = π−1(x)は閉集合に
なる。

定理 1.1.9 可算開基を持つ局所コンパクト位相群Gが局所コンパクトHausdorff空間X

に推移的に作用していると仮定する。このとき、任意の x ∈ Xに対して写像

π : G → X ; g 7→ gx

は写像 π̄ : G/Gx → Xを誘導し、G/Gxの商位相に関して、π̄は位相同型になる。

この定理を証明するためには若干の準備が必要になるので、ここでは定理の証明は省略す
る。その代わりに仮定を強くした次の命題を示しておく。

命題 1.1.10 コンパクト位相群GがHausdorff空間X に推移的に作用していると仮定す
る。このとき、任意の x ∈ Xに対して写像

π : G → X ; g 7→ gx

は写像 π̄ : G/Gx → Xを誘導し、G/Gxの商位相に関して、π̄は位相同型になる。
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証明 GがX に推移的に作用しているので、写像 π : G → X は全射になる。g1Gx =

g2Gxと仮定すると、g−1
1 g2 ∈ Gxとなり、g−1

1 g2x = x、すなわち、π(g1) = g1x = g2x = π(g2)

が成り立つ。これより、π : G → Xは写像 π̄ : G/Gx → Xを誘導する。πが全射だから、
π̄も全射になる。次に π(g1) = π(g2)と仮定すると、g1x = g2xだから g−1

1 g2 ∈ Gxとなり、
g1Gx = g2Gxが成り立つ。すなわち、π̄ : G/Gx → Xは全単射になる。商位相の定め方か
ら、π̄は連続写像になる。ここまでの議論は定理 1.1.9の仮定のもとで成立する。

Gがコンパクトだから、その商空間G/Gxもコンパクトになる。XはHausdorff空間だ
から、連続全単射 π̄ : G/Gx → Xは位相同型になる。

位相空間X上定義された実数値関数 f に対して

suppf = {x ∈ X | f(x) 6= 0}

を f の台と呼ぶ。X 上のコンパクトな台を持つ実数値連続関数全体がつくるベクトル空
間をK(X)で表す。Gを位相群とし、

L∗
gf(x) = f(L−1

g x) = f(g−1x) (g ∈ G, f ∈ K(G), x ∈ G)

とすると L∗
gf ∈ K(G)が成り立つ。

定理 1.1.11 Gをコンパクト位相群とすると次の条件を満たす線形写像 µ : K(G) → Rが
一意的に存在する。

(1) µ(L∗
gf) = µ(f) (g ∈ G, f ∈ K(G)),

(2) f ∈ K(G), f ≥ 0 ⇒ µ(f) ≥ 0,

(3) µ(1) = 1.

さらに τ(x) = x−1 (x ∈ G)とおくと、µは次の性質を持つ。

(4) µ(f ◦ Rg) = µ(f) (g ∈ G, f ∈ K(G)),

(5) µ(f ◦ τ) = µ(f) (f ∈ K(G)),

(6) f ∈ K(G), f ≥ 0, f 6= 0 ⇒ µ(f) > 0,

(7) |µ(f)| ≤ µ(|f |) (f ∈ K(G)).

この定理の証明については、位相群の教科書等を参照せよ。

定義 1.1.12 定理 1.1.11の線形写像 µ : K(G) → RをGのHaar積分と呼ぶ。

µ(f) =

∫

G

fdµ =

∫

G

f(x)dµ(x) (f ∈ K(G))

という表し方をすることもある。
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例 1.1.13 絶対値 1の複素数全体のつくる位相群U(1)の n個の積を T nで表すと T nはコ
ンパクト位相群になる。

µ(f) =
1

(2π)n

∫
· · ·

∫
f(e

√
−1t1 , . . . , e

√
−1tn)dt1 · · · dtn (f ∈ K(T n))

とおくと µは T n上のHaar積分になる。

U(1)を一般化した n次ユニタリ行列全体のつくるユニタリ群 U(n) については、次の節
で扱う。

1.2 古典群
古典群を定義する際に必要になる実数体Rと複素数体Cはあらためて説明はしないが、
四元数体Hについて基本的な事項を述べておく。

定義 1.2.1 実数 a, b, c, d ∈ Rによって

x = a1 + bi + cj + dk

によって表される数 xを四元数と呼び、1が積の単位元になり、

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j

と分配法則を満たすように積を定める。四元数全体をHで表し、Hを四元数体と呼ぶ。
実際、Hは非可換体になる。四元数の実部を次の等式で定める。

Re(a1 + bi + cj + dk) = a.

また、四元数の共役元を次の等式で定める。

a1 + bi + cj + dk = a1 − bi − cj − dk.

四元数 xの絶対値 |x|を |x| =
√

xx̄によって定める。

上の四元数の定義から、次の命題は容易に証明できる。

命題 1.2.2 四元数 x, yに対して、次の等式や不等式が成り立つ。

Re(xy) = Re(yx),

x + y = x̄ + ȳ, xy = ȳx̄,

|x + y| ≤ |x| + |y|.
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定義 1.2.3 KでR,C,Hのいずれか一つの体を表す。Kの元を成分に持つ (m,n)行列全
体をM(m,n; K)で表す。特にm = nのとき、つまり n次正方行列全体はM(n,K)で表
す。A ∈ M(m,n; K)に対して、Aの転置行列を tAで表し、Aの各成分を共役元にした行
列を Āで表す。さらに、A∗ = tĀと表す。

命題 1.2.4 A,B ∈ M(n,K)に対して (AB)∗ = B∗A∗が成り立つ。K = R,Cのときは
t(AB) = tB tAが成り立つ。

この命題も定義から容易に証明できる。

定義 1.2.5 実一般線形群GL(n,R),複素一般線形群GL(n,C),四元数一般線形群GL(n,H),

実特殊線形群 SL(n,R), 複素特殊線形群 SL(n,C), 直交群O(n), ユニタリ群 U(n), シン
プレクティック群 Sp(n), 回転群 SO(n), 特殊ユニタリ群 SU(n)を次の等式で定める。

GL(n,R) = {g ∈ M(n,R) | gは正則行列 },
GL(n,C) = {g ∈ M(n,C) | gは正則行列 },
GL(n,H) = {g ∈ M(n,H) | gは正則行列 },
SL(n,R) = {g ∈ M(n,R) | det g = 1},
SL(n,C) = {g ∈ M(n,C) | det g = 1},

O(n) = {g ∈ M(n,R) | g tg = 1},
U(n) = {g ∈ M(n,C) | gg∗ = 1},

Sp(n) = {g ∈ M(n,H) | gg∗ = 1},
SO(n) = {g ∈ O(n) | det g = 1},
SU(n) = {g ∈ U(n) | det g = 1}.

これらの群を総称して古典群と呼ぶ。

上で定めた古典群が実際に行列の積に関して群になることは、行列の積の定義、命題1.2.4、
行列式の性質等を使って証明することができる。

注意 1.2.6 K = R,Cの場合は

GL(n,R) = {g ∈ M(n,R) | det g 6= 0},
GL(n,C) = {g ∈ M(n,C) | det g 6= 0}

によって一般線形群GL(n,R), GL(n,C)を定義できるが、K = Hの場合は有効な行列式
detを定義できないので、このように定義できない。K = R,Cの場合、行列式は

det(gi,j) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)g1,σ(1)g2,σ(2) · · · gn,σ(n)
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によって定義できる。この定義式から、行列式が行ベクトルや列ベクトルに関して多重線
形写像になっていることは体の積の可換性から従う。ところが、四元数体の積は可換では
ないので、上のように行列式を定義しても、行ベクトルや列ベクトルに関して多重線形写
像にならない。さらに、K = R,Cの場合の行列式は

det(AB) = det(A) det(B) (A,B ∈ M(n,K))

が成り立つことから、det GL(n,K) → K − {0}は群の準同型写像になる。特に、その核
は正規部分群になる。ところが、GL(n,H)は単純 Lie群になることが知られており、非
自明な正規 Lie部分群は存在しないので、GL(n,H)からH − {0}への非自明な準同型写
像も存在しない。

例 1.2.7 定義より
SO(1) = {1}, SU(1) = {1}.

絶対値の定め方より、

O(1) = {g ∈ R | |g| = 1} = S0, U(1) = {g ∈ C | |g| = 1} = S1,

Sp(1) = {g ∈ H | |g| = 1} = S3.

ここで、Snは n次元単位球面である。O(1)とU(1)は可換になるが、Sp(1)は非可換であ
る。定義より、

SL(1,R) = {1}, SL(1,C) = {1}.

定義より、

GL(1,R) = R − {0}, GL(1,C) = C − {0}, GL(1,H) = H − {0}.

正の実数全体のつくる乗法群をR+で表し、O(n), U(n), Sp(n)を U(n,K)で表すことに
すると、

K − {0} → R+ × U(1, K) ; g 7→ (|g|, g/|g|)

は位相群の同型写像になる。したがって、

GL(1,R) ∼= R+ × O(1), GL(1,C) ∼= R+ × U(1), GL(1,H) ∼= R+ × Sp(1).

上で得た結果から

GL(1,R) ∼= R+ × S0, GL(1,C) ∼= R+ × S1, GL(1,H) ∼= R+ × S3.

以上より、

SO(1), SU(1), U(1), Sp(1), SL(1,R), SL(1,C), GL(1,C), GL(1,H)

は連結になり、O(1), GL(1,R)の単位元の連結成分はそれぞれ

O(1)0 = {1}, GL(1,R)0 = R+
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になる。
定義と若干の計算から次の等式がわかる。

SO(2) =

{[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

] ∣∣∣∣∣ θ ∈ R

}
.

さらに

SO(2) → U(1) ;

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
7→ eiθ

は位相群の同型写像になる。したがって、

SO(2) ∼= U(1) = S1.

よって、SO(2)は可換かつ連結になる。
定義と若干の計算から次の等式がわかる。

SU(2) =

{[
a −b̄

b ā

] ∣∣∣∣∣ a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1

}
.

さらに

SU(2) → Sp(1) ;

[
a −b̄

b ā

]
7→ a + jb

は位相群の同型写像になる。したがって、

SU(2) ∼= Sp(1) = S3.

特に SU(2)は連結になる。
SO(2)の具体的表示を求める場合の計算と同様にして、

O(2) =

{[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
,

[
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

] ∣∣∣∣∣ θ ∈ R

}

= SO(2) ∪ SO(2)

[
1 0

0 −1

]
.

よって、O(2)は連結成分を二つ持ち、単位元の連結成分はO(2)0 = SO(2)となる。

U(1) × SU(2) → U(2) ; (z, g) 7→ zg

は全射準同型写像になる。核は {(1, I2), (−1,−I2)}になり、この準同型写像は二重被覆写
像になることがわかる。しかし、U(1) × SU(2)と U(2)は位相群として同型にはならな
い。なぜならば、U(1) × SU(2)と U(2)の中心はそれぞれ

U(1) × {I2} ∪ U(1) × {−I2}, {zI2 | z ∈ U(1)}
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になり前者は連結ではないが、後者は連結になり同型にならないからである。ところが、

U(1) × SU(2) → U(2) ; (z, g) 7→

[
z 0

0 1

]
g

は位相同型写像になり、U(1) × SU(2)と U(2)は位相空間として同型になる。もちろん、
上の写像は群の同型にはなっていない。

定義 1.2.8 KでR,C,Hのいずれか一つの体を表す。X ∈ M(n,K)に対して

exp X =
∞∑

k=0

1

k!
Xk = In + X +

1

2
X2 +

1

3!
X3 + · · ·

によって exp Xを定める。このXに exp Xを対応させる写像を指数写像と呼ぶ。

命題 1.2.9 X,Y ∈ M(n,K)がXY = Y Xを満たすならば、

exp(X + Y ) = exp X exp Y

が成り立つ。

積の可換性から、実数や複素数の指数関数の場合と同様に証明できる。

命題 1.2.10 X ∈ M(n,K)と T ∈ GL(n, K)に対して以下の等式が成り立つ。

(1) exp X ∈ GL(n,K)かつ (exp X)−1 = exp(−X)である。

(2) T (exp X)T−1 = exp(TXT−1).

(3) (exp X)∗ = exp(X∗).

(4) K = R,Cの場合、t(exp X) = exp tX.

(5) K = Cの場合、X の固有値を λ1, . . . , λnとすると、exp X の固有値は eλ1 , . . . , eλn

である。

(6) K = R,Cの場合、det(exp X) = etrX、さらにK = Rの場合、det(exp X) > 0.

(7)
d

dt
exp(tX) = X exp(tX) = exp(tX)X である。さらに、K = R,Cのとき、

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det exp(tX) = trX.
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証明 (1) Xと−Xは可換だから命題 1.2.9より

exp X exp(−X) = exp(X − X) = exp 0 = In.

したがって、(exp X)−1 = exp(−X)が成り立ち、exp X ∈ GL(n,K)を得る。
(2) TXkT−1 = (TXT−1)kより、

T (exp X)T−1 = T

(
∞∑

k=0

1

k!
Xk

)
T−1 =

∞∑

k=0

1

k!
TXkT−1 =

∞∑

k=0

1

k!
(TXT−1)k

= exp(TXT−1).

(3) 命題 1.2.4より (Xk)∗ = (X∗)kが成り立つ。したがって、

(exp X)∗ =

(
∞∑

k=0

1

k!
Xk

)∗

=
∞∑

k=0

1

k!
(Xk)∗ =

∞∑

k=0

1

k!
(X∗)k = exp(X∗).

(4) 命題 1.2.4より t(Xk) = (tX)kが成り立つ。したがって、

t(exp X) =
t
(

∞∑

k=0

1

k!
Xk

)
=

∞∑

k=0

1

k!
t(Xk) =

∞∑

k=0

1

k!
(tX)k = exp(tX).

(5) 次の例 1.2.11の計算からわかる。
(6) (5)の設定のもとで、

det(exp X) = eλ1 · · · eλn = eλ1+···+λn = etrX .

さらにK = Rの場合は、det exp X = etrX > 0が成り立つ。
(7) 指数写像の定義を項別微分すると

d

dt
exp(tX) =

∞∑

k=0

1

k!

d

dt
(tX)k =

∞∑

k=1

1

(k − 1)!
tk−1Xk = X

∞∑

k=0

1

k!
(tX)k = X exp(tX).

d

dt
exp(tX) = exp(tX)Xも同様にわかる。さらに、K = R,Cのとき、(6)より

d

dt

∣∣∣∣
t=0

det exp(tX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

etrtX = trX.

例 1.2.11 複素行列の指数関数の射影分解による計算法について述べる。n次複素正方行
列Aの固有多項式を γA(t)で表す。γA(t)を因数分解し γA(t) = (t − λ1)

p1 . . . (t − λk)
pk と

する。次に部分分数展開:

1

γA(t)
=

h1(t)

(t − λ1)p1
+ . . . +

hk(t)

(t − λk)pk
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を行う。

1 = h1(t)
γA(t)

(t − λ1)p1
+ . . . + hk(t)

γA(t)

(t − λk)pk

となり、γA(t)は (t − λi)
pi を因子に持っているので

γA(t)

(t − λi)pi
は tの多項式である。そこ

で πi(t) = hi(t)
γA(t)

(t − λi)pi
とおくと πi(t)も tの多項式になり

1 = π1(t) + . . . + πk(t), (t − λi)
piπi(t) = hi(t)γA(t)

が成り立つ。Pi = πi(A)とおくと

In = P1 + . . . + Pk.

これを射影分解と呼ぶ。Cayley-Hamiltonの定理より

(A − λiIn)piPi = hi(A)γA(A) = 0.

以上の結果を使うと

etA =
k∑

i=1

etAPi =
k∑

i=1

etλiIn+t(A−λiIn)Pi

=
k∑

i=1

eλitInet(A−λiIn)Pi =
k∑

i=1

eλit

∞∑

j=0

tj

j!
(A − λiIn)jPi

=
k∑

i=1

eλit

pi−1∑

j=0

tj

j!
(A − λiIn)jPi.

命題 1.2.12 X ∈ M(n,R)が tX = −X を満たす (交代行列)ならば、exp X ∈ SO(n)が
成り立つ。逆に任意の t ∈ Rについて exp(tX) ∈ O(n)ならば、exp(tX) ∈ SO(n)となり
tX = −Xが成り立つ。

証明 命題 1.2.10の (4)と (1)より、

t(exp X) = exp(tX) = exp(−X) = (exp X)−1.

よって、exp X ∈ O(n)が成り立つ。O(n)の元の行列式は±1であって、命題 1.2.10の (6)

より det exp X > 0だから det exp X = 1となり、exp X ∈ SO(n)を得る。
det exp X = 1は次のようにして得ることもできる。命題 1.2.10の (6)より

det exp X = etrX = e0 = 1.

任意の t ∈ Rについて exp(tX) ∈ O(n)ならば、t 7→ det exp(tX)は連続であって
±1を値としてとるので det exp(tX) = 1となり、exp(tX) ∈ SO(n)が成り立つ。さら
に、t(exp(tX)) = exp(−tX)の両辺を t = 0で微分すると、命題 1.2.10の (4)と (7)より
tX = −Xを得る。
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命題 1.2.13 X ∈ M(n,C)がX∗ = −X を満たす (交代 Hermite行列)ならば、exp X ∈
U(n)が成り立つ。さらに trX = 0ならば exp X ∈ SU(n)が成り立つ。逆に任意の t ∈ R

について exp(tX) ∈ U(n)ならば、X∗ = −Xが成り立つ。さらに任意の t ∈ Rについて
exp(tX) ∈ SU(n)ならば、X∗ = −Xかつ trX = 0が成り立つ。

証明 命題 1.2.10の (4)と (1)より、

(exp X)∗ = exp(X∗) = exp(−X) = (exp X)−1.

よって、exp X ∈ U(n)が成り立つ。trX = 0の場合は、命題 1.2.10の (6)より

det exp X = etrX = e0 = 1

となり、exp X ∈ SU(n)を得る。
任意の t ∈ Rについて exp(tX) ∈ U(n)ならば、(exp(tX))∗ = exp(−tX)の両辺を t = 0

で微分すると、命題 1.2.10の (3)と (7)よりX∗ = −Xを得る。さらに任意の t ∈ Rにつ
いて exp(tX) ∈ SU(n)ならば、det exp(tX) = 1の両辺を t = 0で微分すると、命題 1.2.10

の (7)より trX = 0が成り立つ。

命題 1.2.14 X ∈ M(n,H)がX∗ = −Xを満たすならば、exp X ∈ Sp(n)が成り立つ。逆
に任意の t ∈ Rについて exp(tX) ∈ Sp(n)ならば、X∗ = −Xが成り立つ。

証明 命題 1.2.10の (4)と (1)より、

(exp X)∗ = exp(X∗) = exp(−X) = (exp X)−1.

よって、exp X ∈ Sp(n)が成り立つ。
任意の t ∈ Rについて exp(tX) ∈ Sp(n)ならば、(exp(tX))∗ = exp(−tX)の両辺を t = 0

で微分すると、命題 1.2.10の (3)と (7)よりX∗ = −Xを得る。

命題 1.2.15 K = R,Cの場合、X ∈ M(n,K)が trX = 0を満たすならば、exp X ∈
SL(n,K)が成り立つ。逆に任意の t ∈ Rについて exp(tX) ∈ SL(n,K)ならば、trX = 0

が成り立つ。

証明 命題 1.2.10の (6)より

det exp X = etrX = e0 = 1

となり、exp X ∈ SL(n, K)を得る。
任意の t ∈ Rについて exp(tX) ∈ SL(n, K)ならば、det exp(tX) = 1の両辺を t = 0で
微分すると、命題 1.2.10の (7)より trX = 0が成り立つ。
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1.3 Lie群とLie環
定義 1.3.1 多様体Gが群構造を持ち、その群演算

G × G → G; (x, y) 7→ xy, G → G; x 7→ x−1

がC∞級写像になるとき、Gを Lie群と呼ぶ。(特にことわらないかぎり、群の単位元は
eで表す。)

例 1.3.2 V を有限次元実ベクトル空間とすると、V の正則線形変換の全体GL(V )は Lie

群になる。GL(Rn)はGL(n,R)に他ならない。GL(V )も実一般線形群と呼ぶ。

定義 1.3.3 Lie群Gの元 gに対して左移動と右移動 Lg, Rgは微分同型写像になる。G上
のベクトル場Xが、Gの任意の元 gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (x ∈ G)

を満たすとき左不変ベクトル場と呼ばれ、

(dRg)x(Xx) = Xxg−1 (x ∈ G)

を満たすとき右不変ベクトル場と呼ばれる。

定義 1.3.4 実ベクトル空間gに双線形写像 [ , ] : g×g → gがあり、すべての元X, Y, Z ∈ g

に対して
[X,Y ] = −[Y,X], [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

を満たすとき、gを Lie環と呼ぶ。Lie環 gの部分ベクトル空間 hが、演算 [ , ]に関して
閉じているとき、hを gのLie部分環と呼ぶ。

例 1.3.5 多様体M 上のベクトル場の全体X(M)は Lieブラケット [ , ]に関して Lie環に
なる。

例 1.3.6 V をベクトル空間とする。End(V )の元X, Y に対して [X, Y ] = XY − Y Xと定
めるとEnd(V )は Lie環になる。この Lie環を gl(V )で表す。gl(Rn)は gl(n,R)とも書く。

定理 1.3.7 Gを Lie群とし、Gの左不変ベクトル場の全体を gで表す。すると、gは Lie

環X(G)の Lie部分環になり、写像

α : g → Te(G); X 7→ Xe

は線形同型写像になる。特に dim g = dim Te(G) = dim Gが成り立つ。

定義 1.3.8 Lie群Gの左不変ベクトル場の全体からなる Lie環 gを Lie群Gの Lie環と
呼ぶ。
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定義 1.3.9 Lie群の間のC∞級写像 f : G → Hが群の準同型写像でもあるとき、f をLie

群の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持ち、f−1も Lie群の準同型写像である
とき、f をLie群の同型写像と呼び Lie群GとHは同型であるという。Lie環の間の線形
写像 f : g → hが

[f(X), f(Y )] = f([X, Y ]) (X, Y ∈ g)

を満たすとき、f をLie環の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持つとき、f を
Lie環の同型写像と呼び、Lie環 gと hは同型であるという。

定義 1.3.10 実数全体Rを加法に関して Lie群とみなしたとき、Rから Lie群Gへの Lie

群の準同型写像をGの一径数部分群と呼ぶ。

定理 1.3.11 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。Lie環 gの元全体とGの一径数部
分群の全体は次の対応で 1対 1に対応する。X ∈ gに対してXの積分曲線 c : R → Gで
c(0) = eとなるものがただ 1つ存在し、cはGの一径数部分群になり、X ∈ gにこの cを

対応させる。逆にGの一径数部分群 cに対して、定理 1.3.7によって
dc

dt
(0)に対応する g

の元Xを cに対応させる。

例 1.3.12 GL(n,R)の一径数部分群を求めてみよう。GL(n,R)の接ベクトルを gl(n,R)

の元と同一視する。X ∈ gl(n,R) ∼= Te(GL(n,R))に対応するGL(n,R)上の左不変ベク
トル場を X̃ で表すと、X̃g = gX (g ∈ GL(n,R))となる。したがって、X に対応する
GL(n,R)の一径数部分群 cは

dc(t)

dt
= c(t)X (t ∈ R), c(0) = e

を満たす。行列の指数関数 : eA =
∑∞

k=0
1
k!

Akを使うと c(t) = etX となる。

定義 1.3.13 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 1.3.11で存在
を示したXの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものをとり、exp X = c(1)とおくこ
とによって写像 exp : g → Gを定義する。expを Lie群Gの指数写像と呼ぶ。

例 1.3.14 例 1.3.12で示したようにGL(n,R)の Lie環 gl(n,R)の元Xに対応する一径数
部分群は etX になるので、GL(n,R)の指数写像は行列の指数関数に一致する。

命題 1.3.15 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 1.3.11の対応
で対応するGの一径数部分群は t 7→ exp tXになる。

命題 1.3.16 GをLie群とし、そのLie環を gとすると、Gの指数写像 exp : g → GはC∞

級写像である。

定理 1.3.17 Lie群Gとその Lie環 gに対して、Gの指数写像 expは gにおける 0のある
開近傍とGにおける eのある開近傍の間の微分同型写像を与える。
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命題 1.3.18 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X, Y ∈ g, f ∈ C∞(G), g ∈ Gに対
して

(Xf)(g) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣
t=0

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=t=0

が成り立つ。

系 1.3.19 Lie群 Gが可換ならば Gの Lie環 gの任意の元 X, Y に対して [X,Y ] = 0と
なる。

定義 1.3.20 Lie環 gの任意の元X, Y に対して [X,Y ] = 0となるとき、gは可換であると
いう。この用語を使うと系 1.3.19は可換 Lie群の Lie環は可換になると言い換えることが
できる。

命題 1.3.21 Lie群の準同型写像の合成はLie群の準同型写像になる。Lie環の準同型写像
の合成は Lie環の準同型写像になる。

定理 1.3.22 G, H を Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g, hとおく。f : G → H を
Lie群の準同型写像とする。定理 1.3.7の線形同型写像をαG : g → Te(G), αH : h → Te(H)

とすると、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → h は Lie環の準同型写像になる。

定義 1.3.23 Lie群の準同型写像 f : G → H に対して、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → hを f

の微分と呼ぶ。この用語を使うと定理 1.3.22は Lie群の準同型写像の微分は Lie環の準同
型写像になると言い換えることができる。

命題 1.3.24 A, B, Cを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, b, cとおく。Aの恒等写
像の微分は aの恒等写像である。また f : A → B, g : B → C を Lie群の準同型写像とす
ると、d(g ◦ f) = dg ◦ df : a → c が成り立つ。

系 1.3.25 A,Bを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, bとおく。f : A → Bを Lie

群の同型写像とすると、df : a → bは Lie環の同型写像になる。

命題 1.3.26 G, H を Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g , hとおく。f : G → H を
Lie群の準同型写像とすると、

f(exp X) = exp(df(X)) (X ∈ g)

が成り立つ。ただし、左辺の expはGの指数写像で右辺の expはHの指数写像である。

定義 1.3.27 Lie群Gと有限次元ベクトル空間 V に対して、GからGL(V )への Lie群の
準同型写像をGの表現と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 V に対して、gから gl(V )へのLie

環の準同型写像を gの表現と呼ぶ。
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命題 1.3.28 Lie環 gの元Xに対して ad(X)(Y ) = [X, Y ], Y ∈ gとして ad(X) ∈ gl(g)を
定めると ad : g → gl(g) は Lie環の表現になる。

定義 1.3.29 Lie環 gに対して定まる表現 ad : g → gl(g) を gの随伴表現と呼ぶ。

定理 1.3.30 Lie群Gの元 gに対してAd(g) = d(Lg ◦ Rg−1)とおく。Gの Lie環を gとす
ると、Ad(g) ∈ GL(g)となり g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g) が成り立つ。
さらに、Ad : G → GL(g) は Lie群の表現になりAdの微分は gの随伴表現に一致する。

定義 1.3.31 Lie群Gに対して定まる表現Ad : G → GL(V ) をGの随伴表現と呼ぶ。

例 1.3.32 有限次元ベクトル空間 V に対する一般線形群GL(V )の随伴表現を求めてみよ
う。例1.3.14より、GL(V )の指数写像は線形変換の指数関数に一致する。g ∈ GL(V ), X ∈
gl(V )に対して

Ad(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.

定義 1.3.33 Lie群H が Lie群Gの Lie部分群であるとは、H がGの部分多様体であり
同時にHがGの部分群であることをいう。

補題 1.3.34 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。Gの Lie部分群 H の包含写像を
ι : H → Gとすると dι : h → dι(h)は Lie環の同型写像になる。

定義 1.3.35 補題 1.3.34において、dι(h)を Lie部分群H に対応する Lie部分環と呼ぶ。
今後、dιによって hと dι(h)を同一視する。

命題 1.3.36 Gを Lie群とし、HをGの Lie部分群とする。G,Hの Lie環をそれぞれ g, h

とし、指数写像を expG, expH とする。このときX ∈ hに対して expG(X) = expH(X)が
成り立つ。

定理 1.3.37 Gを Lie群としHをGの部分群とする。HがGの閉集合ならば、Hは相対
位相に関して Lie部分群になる。

定義 1.3.38 定理 1.3.37より、Lie群の閉部分群は相対位相に関して Lie部分群になるの
で、この Lie部分群の構造を持っている閉部分群を閉Lie部分群と呼ぶことにする。

命題 1.3.39 Lie群Gとその Lie部分群Hの Lie環をそれぞれ g, hとおくと

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7→ exp tXはHの位相に関して連続 }

が成り立つ。Hが閉 Lie部分群の場合は

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)}

が成り立つ。
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系 1.3.40 Lie群Gの閉 Lie部分群H,Kの Lie環をそれぞれ h, kとおくとH ∩ KはGの
閉 Lie部分群になりその Lie環は h ∩ kである。

定義 1.3.41 一般線形群の閉 Lie部分群を線形Lie群と呼ぶ。

定理 1.3.42 GL(n,R)は n次正方行列全体 gl(n,R)の開集合だから、接ベクトル空間
Te(GL(n,R))をgl(n,R)と同一視できる。Lie群GL(n,R)のLie環をgとし、X ∈ gl(n,R)

に対して X̃ ∈ gを X̃g = (dLg)e(X) (g ∈ GL(n,R))によって定めると、写像

˜: gl(n,R) → g; X 7→ X̃

は Lie環の同型写像である。

命題 1.3.43 V をn次元ベクトル空間とすると、Lie群GL(V )とGL(n,R)は同型になり、
Lie環 gl(V )と gl(n,R)は同型になる。

注意 1.3.44 定理 1.3.42の Lie環の同型写像 ˜: gl(n,R) → g によって Lie環 gl(n,R)と
Lie群GL(n,R)の Lie環 gを同一視し、今後は gl(n,R)をGL(n,R)の Lie環とみなすこ
とにする。命題 1.3.43の同型より、有限次元ベクトル空間 V に対しても gl(V )をGL(V )

の Lie環とみなすことにする。

例 1.3.45 定義 1.2.5で定めた古典群は線形 Lie群になることを示しておく。さらにそれ
らの Lie環も求めておく。
実行列から作られるSL(n,R), O(n), SO(n)はGL(n,R)の閉Lie部分群になるので、線
形 Lie群になる。

M(n,C)の元Aに対して

A = B +
√
−1C (B,C ∈ M(n,R))

と分解し、Aに

ι(A) =

[
B −C

C B

]
∈ M(2n,R)

を対応させることにより、M(n,C)からM(2n,R)への単射線形写像 ιが定まる。

Ap = Bp +
√
−1Cp (p = 1, 2, Bp, Cp ∈ M(n,R))

に対して

A1A2 = (B1 +
√
−1C1)(B2 +

√
−1C2) = (B1B2 − C1C2) +

√
−1(B1C2 + C1B2).

他方、

ι(A1)ι(A2) =

[
B1 −C1

C1 B1

][
B2 −C2

C2 B2

]
=

[
B1B2 − C1C2 −(B1C2 + C1B2)

B1C2 + C1B2 B1B2 − C1C2

]

= ι(A1A2).
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したがって、ιは積も保存し代数準同型写像になる。さらに、

J =

[
0 −In

In 0

]
∈ M(2n,R)

とおくと、
ι(M(n,C)) = {X ∈ M(2n,R) | JX = XJ}

が成り立つ。特に ι(M(n,C))はM(2n,R)内の閉集合になる。さらに

ι(GL(n,C)) = {X ∈ GL(2n,R) | JX = XJ}

となるので、ι(GL(n,C))はGL(2n,R)の閉 Lie部分群になる。ιは単射準同型写像だか
ら、ιによってGL(n,C)と ι(GL(n,C))を同一視することにより、GL(n,C)は線形Lie群
とみなせる。SL(n,C), U(n), SU(n)はGL(n,C)の閉 Lie部分群になるので、これらも線
形 Lie群になる。

M(n,H)の元Aに対して

A = B + jC (B,C ∈ M(n,C))

と分解し、Aに

ι(A) =

[
B −C̄

C B̄

]
∈ M(2n,C)

を対応させることにより、M(n,H)からM(2n,C)への単射線形写像 ιが定まる。

Ap = Bp + jCp (p = 1, 2, Bp, Cp ∈ M(n,C))

に対して

A1A2 = (B1 + jC1)(B2 + jC2) = (B1B2 − C̄1C2) + j(B̄1C2 + C1B2).

他方、

ι(A1)ι(A2) =

[
B1 −C̄1

C1 B̄1

][
B2 −C̄2

C2 B̄2

]
=

[
B1B2 − C̄1C2 −(B̄1C2 + C1B2)

B̄1C2 + C1B2 B1B2 − C̄1C2

]

= ι(A1A2).

したがって、ιは積も保存し代数準同型写像になる。さらに、

J =

[
0 −In

In 0

]
∈ M(2n,C)

とおくと、
ι(M(n,H)) = {X ∈ M(2n,C) | JX = X̄J}
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が成り立つ。特に ι(M(n,C))はM(2n,R)内の閉集合になる。さらに

ι(GL(n,H)) = {X ∈ GL(2n,C) | JX = X̄J}

となるので、ι(GL(n,H))はGL(2n,C)の閉 Lie部分群になる。ιは単射準同型写像だか
ら、ιによってGL(n,H)と ι(GL(n,H))を同一視することにより、GL(n,H)は線形 Lie

群とみなせる。Sp(n)はGL(n,H)の閉 Lie部分群になるので、これも線形 Lie群になる。
次に古典群の Lie環を求める。命題 1.2.15と命題 1.3.39より実特殊線形群 SL(n,R)の

Lie環 sl(n,R)は
sl(n,R) = {X ∈ gl(n,R) | trX = 0}

となる。
命題 1.2.12と命題 1.3.39より直交群O(n)の Lie環 o(n)は

o(n) = {X ∈ gl(n,R) | tX + X = 0}

となる。さらに回転群 SO(n)の Lie環 so(n)は o(n)と同一視される。
命題 1.2.15と命題 1.3.39より複素特殊線形群 SL(n,C)の Lie環 sl(n,C)は

sl(n,C) = {X ∈ gl(n,C) | trX = 0}

となる。
命題 1.2.13と命題 1.3.39よりユニタリ群 U(n)の Lie環 u(n)は

u(n) = {X ∈ gl(n,C) | X∗ + X = 0}

となる。さらに特殊ユニタリ群 SU(n)の Lie環 su(n)は

su(n) = {X ∈ gl(n,C) | X∗ + X = 0, trX = 0}

となる。
命題 1.2.14と命題 1.3.39よりシンプレクティック群 Sp(n)の Lie環 sp(n)は

sp(n) = {X ∈ gl(n,H) | X∗ + X = 0}

となる。
すでに述べたように

GL(n,C) = {g ∈ GL(2n,R) | JgJ−1 = g}

とみなせる。これよりX ∈ gl(2n,R)が任意の t ∈ Rに対して exp(tX) ∈ GL(n,C)とな
るための必要十分条件は、

exp(tX) = J exp(tX)J−1 = exp(tJXJ−1) (t ∈ R)
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が成り立つことである。t = 0で微分するとX = JXJ−1が成り立つ。これより、JX = XJ

となる。逆に JX = XJ が成り立つとき、X = JXJ−1となり

exp(tX) = exp(tJXJ−1) = J exp(tX)J−1 (t ∈ R).

命題 1.3.39より

gl(n,C) = {X ∈ gl(2n,R) | JX = XJ}

=

{[
B −C

C B

] ∣∣∣∣∣ B,C ∈ M(n,R)

}

となる。
すでに述べたように

GL(n,H) = {g ∈ GL(2n,C) | JgJ−1 = ḡ}

とみなせる。これよりX ∈ gl(2n,C)が任意の t ∈ Rに対して exp(tX) ∈ GL(n,H)とな
るための必要十分条件は、

exp(tX̄) = exp(tX) = J exp(tX)J−1 = exp(tJXJ−1) (t ∈ R)

が成り立つことである。t = 0で微分すると X̄ = JXJ−1が成り立つ。これより、JX = X̄J

となる。逆に JX = X̄J が成り立つとき、X̄ = JXJ−1となり

exp(tX) = exp(tX̄) = exp(tJXJ−1) = J exp(tX)J−1 (t ∈ R).

命題 1.3.39より

gl(n,H) = {X ∈ gl(2n,C) | JX = X̄J}

=

{[
B −C̄

C B̄

] ∣∣∣∣∣ B,C ∈ M(n,C)

}

となる。さらに、Sp(n)の Lie環 sp(n)をこの Lie部分環として記述する。X ∈ M(n,H)

に対して
X = Y + jZ (Y, Z ∈ M(n,C))

と分解したとき、

X̄ = Ȳ + jZ = Ȳ + Z̄j̄ = Ȳ − Z̄j = Ȳ − jZ,

X∗ = tȲ − j tZ = Y ∗ − j tZ.

これより、X ∈ sp(n)となるための必要十分条件は

X∗ + X = 0,

Y ∗ − j tZ + Y + jZ = 0,

Y ∗ + Y = 0 かつ Z − tZ = 0.
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以上の計算より、sp(n)は次のように表すことができる。

sp(n) =

{[
Y −Z̄

Z Ȳ

] ∣∣∣∣∣ Y, Z ∈ M(n,C), Y ∗ + Y = 0, Z = tZ

}

補題 1.3.46 Lie環 gの表現 ρ : g → gl(V )と v ∈ V に対して h = {X ∈ g|ρ(X)v = 0} と
おくと hは gの Lie部分環になる。

補題 1.3.47 Lie群Gの表現 ρ : G → GL(V )と v ∈ V に対して

H = {g ∈ G|ρ(g)v = v}

とおくとHはGの閉 Lie部分群になる。hをHの Lie環とすると

h = {X ∈ g|dρ(X)v = 0}

が成り立つ。

1.4 コンパクト古典群
この節ではコンパクト連結Lie群で一般的に成り立つ事項をコンパクト古典群の場合に
具体的計算で示す。まずコンパクト古典群の連結性を調べておく。

命題 1.4.1 SO(n), U(n), SU(n), Sp(n)は連結になる。O(n)は連結成分を二つ持ち、単位
元の連結成分は SO(n)に一致する。

証明 任意にA ∈ SO(n)をとる。直交行列Aを標準形にする。すなわち、ある g ∈ O(n)

が存在し、

gAg−1 =




R1

. . .

Rm

(1)


 , Rk =

[
cos θk − sin θk

sin θk cos θk

]

となる。ただし、最後の (1)は nが奇数のときのみ現れる。そこで、o(n)の元

X =




X1

. . .

Xm

(0)


 , Xk =

[
0 −θk

θk 0

]

をとる。ただし、最後の (1)は nが奇数のときのみ現れる。すると、exp Xk = Rkとなる
ので、exp X = gAg−1が成り立つ。よって、A = g−1(exp X)gとなり、SO(n)の一径数部
分群 g−1(exp tX)gは単位元とAを結ぶことになり、SO(n)は連結になる。
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任意にA ∈ U(n)をとる。ユニタリ行列Aを標準形にする。すなわち、ある g ∈ U(n)

が存在し、

gAg−1 =




e
√
−1θ1

. . .

e
√
−1θn


 , θk ∈ R

となる。そこで、u(n)の元

X =




√
−1θ1

. . . √
−1θn




をとる。すると exp X = gAg−1が成り立つ。よって、A = g−1(exp X)gとなり、U(n)の
一径数部分群 g−1(exp tX)gは単位元とAを結ぶことになり、U(n)は連結になる。
例 1.2.7で示したU(1)× SU(2)からU(2)への位相同型写像と同様の写像を次のように
定める。

U(1) × SU(n) → U(n) ; (z, g) 7→

[
z 0

0 1

]
g.

この写像も位相同型写像になり、U(n)は連結だから SU(n)も連結になる。
任意に A ∈ Sp(n)をとる。Aを標準形にできることが知られている。すなわち、ある

g ∈ Sp(n)が存在し、

gAg−1 =




eiθ1

. . .

eiθn


 , θk ∈ R

となる。そこで、sp(n)の元

X =




iθ1

. . .

iθn




をとる。すると exp X = gAg−1が成り立つ。よって、A = g−1(exp X)gとなり、Sp(n)の
一径数部分群 g−1(exp tX)gは単位元とAを結ぶことになり、Sp(n)は連結になる。

SO(n)は連結だから、SO(n)の剰余類によるO(n)の分解は、連結成分への分解に一致
する。SO(n)の剰余類は二つあるので、O(n)の連結成分は二つになる。単位元を含む連
結成分は SO(n)に一致する。

定理 1.4.2 Gをコンパクト連結 Lie群とし、Gの極大トーラス T をとる。このとき、次
の等式が成り立つ。

G =
⋃

g∈G

gTg−1.
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例 1.4.3 SO(n)の部分群 T を

T =








R1

. . .

Rm

(1)




∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Rk =

[
cos θk − sin θk

sin θk cos θk

]




によって定めると、T はSO(n)の極大トーラスになる。命題 1.4.1の証明中に見たことは、

SO(n) =
⋃

g∈G

gTg−1

に他ならない。
U(n)の部分群 T を

T =








e
√
−1θ1

. . .

e
√
−1θn




∣∣∣∣∣∣∣
θk ∈ R





によって定めると、T はU(n)の極大トーラスになる。命題 1.4.1の証明中に見たことは、

U(n) =
⋃

g∈G

gTg−1

に他ならない。
SU(n)の部分群 T を

T =








e
√
−1θ1

. . .

e
√
−1θn




∣∣∣∣∣∣∣
θk ∈ R, θ1 + · · · + θn = 0





によって定めると、T は SU(n)の極大トーラスになる。さらに、

SU(n) =
⋃

g∈G

gTg−1

が成り立つ。
Sp(n)の部分群 T を

T =








eiθ1

. . .

eiθn




∣∣∣∣∣∣∣
θk ∈ R





によって定めると、T はSp(n)の極大トーラスになる。命題 1.4.1の証明中に見たことは、

Sp(n) =
⋃

g∈G

gTg−1

に他ならない。
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定理 1.4.4 Gをコンパクト連結Lie群としGの極大トーラス T を一つとる。gと tをそれ
ぞれGと T の Lie環とする。gの複素化を gCで表し、tの双対空間を t∗で表す。

gα = {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1α(H)X (H ∈ t)} (α ∈ t∗)

∆(G) = {α ∈ t∗ − {0} | gα 6= {0}}

とおくと g0 = tCとなり
gC = tC +

∑

α∈∆(G)

gα

が成り立つ。さらに、右辺の和は直和になる。

定義 1.4.5 定理 1.4.4の∆(G)の元をルート、∆(G)をルート系、gαをルート空間分解、
Lie環の複素化の直和分解をルート空間分解と呼ぶ。

例 1.4.6 ユニタリ群 U(n)の Lie環 u(n)のルート空間分解を求める。Z ∈ M(n,C)を

Z = X +
√
−1Y (X,Y ∈ M(n,R))

とZを分解する。Zが u(n)に含まれるための必要十分条件はZ∗ + Z = 0だから、これを
X,Y で表すと

tX −
√
−1tY + Z + X +

√
−1Y = 0

となる。すなわち、Xは交代行列になり、Y は交代行列になる。よって

u(n) = {X +
√
−1Y | X,Y ∈ gl(n,R), X :交代, Y :対称 }.

Z = X +
√
−1Y ∈ u(n)に対して

√
−1Z =

√
−1X − Y = −Y +

√
−1X

となる。よって

√
−1u(n) = {X +

√
−1Y | X, Y ∈ gl(n,R), X :対称, Y :交代 }.

これより u(n) ∩
√
−1u(n) = {0}となり、

gl(n,C) = u(n) +
√
−1u(n).

したがって、u(n)Cは gl(n,C)に一致する。例 1.4.3にあるようにU(n)の極大トーラス T

を定め T の Lie環を tとおくと、

t =








√
−1x1

. . . √
−1xn




∣∣∣∣∣∣∣
x1, . . . xn ∈ R





.
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1から nまでの互いにことなる i, jに対して (i, j)成分のみが 1で他の成分はすべて 0であ
るような n次正方行列をEi,jで表す。すると x1, . . . xn ∈ Rに対して







√
−1x1

. . . √
−1xn


 , Ei,j


 =

√
−1(xi − xj)Ei,j.

そこで

ei : t → R;




√
−1x1

. . . √
−1xn


 7→ xi

とおくと ei ∈ t∗となり、

∆(U(n)) = {ei − ej|1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j}

がわかる。さらに上の計算より

u(n)ei−ej
= CEi,j

となり
u(n)C = tC +

∑

i6=j

CEi,j

が u(n)Cの tに関するルート空間分解になる。

例 1.4.7 特殊ユニタリ群 SU(n)の Lie環 su(n)のルート空間分解を求める。例 1.4.6より

u(n) = {X +
√
−1Y | X, Y ∈ gl(n,R), X :交代, Y :対称, trY = 0}.

となるので su(n)Cは sl(n,C)に一致する。例 1.4.3にあるように SU(n)の極大トーラス
T を定め T の Lie環を tとおくと、

t =








√
−1x1

. . . √
−1xn




∣∣∣∣∣∣∣
x1, . . . xn ∈ R, x1 + · · · + xn = 0





.

例 1.4.6と同様の記号を使い、例 1.4.6の eiを SU(n)の極大トーラスの Lie環に制限した
ものを fiとおくと

∆(SU(n)) = {fi − fj|1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j}
su(n)fi−fj

= CEi,j

がわかる。さらに
su(n)C = tC +

∑

i6=j

CEi,j

が su(n)Cの tに関するルート空間分解になる。
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例 1.4.8 シンプレクティック群Sp(n)のLie環 sp(n)のルート空間分解を求める。例 1.3.45

の最後に見たように、sp(n)は次のように表すことができる。

sp(n) =

{[
Y −Z̄

Z Ȳ

] ∣∣∣∣∣ Y, Z ∈ M(n,C), Y ∗ + Y = 0, Z = tZ

}

=

{[
Y −Z̄

Z −tY

] ∣∣∣∣∣ Y, Z ∈ M(n,C), Y ∈ u(n), Z = tZ

}
.

例 1.4.6より、対角成分の複素化は

{(Y,−tY ) | Y ∈ u(n)}C = {(Y,−tY ) | Y ∈ gl(n,C)}.

次に複素対称行列Zを

Z = Z1 +
√
−1Z2 (Z1, Z2 ∈ M(n,R))

と表すと、Z1, Z2はどちらも実対称行列になる。よって

{(Z,−Z̄) | Z ∈ M(n,C), Z : 対称 }
= {(Z1 +

√
−1Z2,−Z1 +

√
−1Z2) | Zi ∈ M(n,R), Zi : 対称 }

= {(Z1,−Z1) +
√
−1(Z2, Z2) | Zi ∈ M(n,R), Zi : 対称 }.

これより、

{(Z,−Z̄) | Z ∈ M(n,C), Z : 対称 }C

= {(Z1, Z2) | Zi ∈ M(n,C), Zi : 対称 }

を得る。先の結果と合わせると、

sp(n)C =

{[
Y Z1

Z2 −tY

] ∣∣∣∣∣ Y, Z1, Z2 ∈ M(n,C), Zi : 対称

}
.

例 1.4.3にあるように Sp(n)の極大トーラス T を定め T の Lie環を tとおくと、

t =








ix1

. . .

ixn




∣∣∣∣∣∣∣
x1, . . . xn ∈ R





⊂ gl(n,H).

対応する gl(2n,C)内の Lie環も tで表すことにすると、

t =





[
X 0

0 −X

] ∣∣∣∣∣∣∣
X =




√
−1x1

. . . √
−1xn


 , x1, . . . xn ∈ R





⊂ gl(2n,C).
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x1, . . . , xn ∈ Rに対して

H =

[
X 0

0 −X

]
, X =




√
−1x1

. . . √
−1xn




とおくと、

[H, Ei,n+j + Ej,n+i] =
√
−1(xi + xj)(Ei,n+j + Ej,n+i) (1 ≤ i ≤ j ≤ n)

[H, En+i,j + En+j,i] = −
√
−1(xi + xj)(En+i,j + En+j,i) (1 ≤ i ≤ j ≤ n)

[H, Ei,j − En+j,n+i] =
√
−1(xi − xj)(Ei,j − En+j,n+i) (1 ≤ i 6= j ≤ n).

そこで、上のHに対して
ei : t → R; H 7→ xi

とおくと ei ∈ t∗となり、

∆(Sp(n)) = {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±2ei | 1 ≤ i ≤ n}

がわかる。さらに上の計算より 1 ≤ i ≤ j ≤ nのとき、

sp(n)ei+ej
= C(Ei,n+j + Ej,n+i), sp(n)−ei−ej

= C(En+i,j + En+j,i)

となり、1 ≤ i 6= j ≤ nのとき、

sp(n)ei−ej
= C(Ei,j − En+j,n+i).

したがって、

sp(n)C = tC +
∑

i≤j

C(Ei,n+j + Ej,n+i) +
∑

i≤j

C(En+i,j + En+j,i) +
∑

i6=j

C(Ei,j − En+j,n+i)

が sp(n)Cの tに関するルート空間分解になる。

例 1.4.9 回転群 SO(n)の Lie環 so(n) = o(n)のルート空間分解を求める。例 1.3.45で見
たように

o(n) = {X ∈ gl(n,R) | tX + X = 0}

だから、
o(n)C = {X ∈ gl(n,C) | tX + X = 0}

となる。例 1.4.3にあるように SO(n)の極大トーラス T を定め T の Lie環を tとおく。n

が偶数の場合と奇数の場合で T の形が異なるので、それぞれの場合に分けてルート空間
分解を考える。
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まず o(2n)の場合を考える。

t =








X1

. . .

Xn




∣∣∣∣∣∣∣
Xi =

[
0 −xi

xi 0

]
, x1, . . . , xn ∈ R





.

Fij = Eij − Eji ∈ o(2n)とする。x1, . . . , xn ∈ Rに対して

H =




X1

. . .

Xn


 , Xi =

[
0 −xi

xi 0

]

とおくと、

[H, F2j−1,2k−1] = −xjF2j,2k−1 − xkF2j−1,2k,

[H, F2j,2k] = xjF2j−1,2k + xkF2j,2k−1,

[H, F2j−1,2k] = −xjF2j,2k + xkF2j−1,2k−1,

[H, F2j,2k−1] = xjF2j−1,2k−1 − xkF2j,2k.

これらより、

[H,F2j−1,2k−1 + F2j,2k] = (xj − xk)(F2j−1,2k − F2j,2k−1),

[H, F2j−1,2k − F2j,2k−1] = −(xj − xk)(F2j−1,2k−1 + F2j,2k).

したがって、

[
H,F2j−1,2k−1 + F2j,2k +

√
−1(F2j−1,2k − F2j,2k−1)

]

= −
√
−1(xj − xk)(F2j−1,2k−1 + F2j,2k +

√
−1(F2j−1,2k − F2j,2k−1)).

また

[H, F2j−1,2k−1 − F2j,2k] = −(xj + xk)(F2j−1,2k + F2j,2k−1),

[H,F2j−1,2k + F2j,2k−1] = (xj + xk)(F2j−1,2k−1 − F2j,2k).

したがって

[
H,F2j−1,2k−1 − F2j,2k ±

√
−1(F2j−1,2k + F2j,2k−1)

]

= ±
√
−1(xj + xk)(F2j−1,2k−1 − F2j,2k ±

√
−1(F2j−1,2k + F2j,2k−1)).

そこで 1 ≤ i, j ≤ nとなる i, jに対して

Gjk = F2j−1,2k−1 + F2j,2k +
√
−1(F2j−1,2k − F2j,2k−1) (j 6= k),

G±
jk = F2j−1,2k−1 − F2j,2k ±

√
−1(F2j−1,2k + F2j,2k−1) (j < k)
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とおくと、

[H,Gjk] = −
√
−1(xj − xk)Gjk[

H,G±
jk

]
= ±

√
−1(xj + xk)G

±
jk

が成り立つ。そこで、上のHに対して

ei : t → R; H 7→ xi

とおくと ei ∈ t∗となり、

∆(SO(2n)) = {±ej ± ek | 1 ≤ j < k ≤ n}

がわかる。さらに上の計算より 1 ≤ j 6= k ≤ nのとき、

o(n)ej−ek
= CGk,j

となり、1 ≤ j < k ≤ nのとき、

o(n)±(ej−ek) = CG±
j,k.

したがって、
o(2n)C = tC +

∑

j 6=k

CGj,k +
∑

j<k

CG+
j,k +

∑

j<k

CG−
j,k

が o(2n)Cの tに関するルート空間分解になる。
次に o(2n + 1)の場合を考える。

t =








X1

. . .

Xn

0




∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Xi =

[
0 −xi

xi 0

]
, x1, . . . , xn ∈ R





.

x1, . . . , xn ∈ Rに対して

H =




X1

. . .

Xn

0


 , Xi =

[
0 −xi

xi 0

]

とおくと、o(2n)のルート空間分解に以下のものが加わる。
[
H,F2j−1,2n+1 ±

√
−1F2j,2n+1

]
= ±

√
−1xj(F2j−1,2n+1 ±

√
−1F2j,2n+1)

となる。そこで 1 ≤ j ≤ nに対して

D±
j = F2j−1,2n+1 ±

√
−1F2j,2n+1
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とおくと [
H, D±

j

]
= ±

√
−1xjD

±
j

が成り立つ。先の o(2n)の結果と合わせて

∆(SO(2n + 1)) = {±ej ± ek | 1 ≤ j < k ≤ n} ∪ {±ej | 1 ≤ j ≤ n}

がわかる。さらに上の計算より 1 ≤ j ≤ nのとき、

o(n)±ej
= CD±

j .

したがって、

o(2n + 1)C = tC +
∑

j 6=k

CGj,k +
∑

j<k

CG+
j,k +

∑

j<k

CG−
j,k +

∑

j

CD+
j +

∑

j

CD−
j

が o(2n + 1)Cの tに関するルート空間分解になる。

命題 1.4.10 Gをコンパクト Lie群とし gをその Lie環とする。このとき、gにはAd(G)

の作用に関して不変な内積が存在する。

証明 gの内積 (·, ·)を一つとる。定理 1.1.11のHaar積分 µGを使って、

〈X,Y 〉 =

∫

G

(Ad(g)X, Ad(g)Y )dµG(g) (X, Y ∈ g)

によって、〈·, ·〉を定める。Haar積分の線形性から、〈·, ·〉は g上の対称二次形式である。
X 6= 0となるX ∈ gをとると、任意の g ∈ Gについて (Ad(g)X, Ad(g)X) > 0だから、

〈X, X〉 =

∫

G

(Ad(g)X, Ad(g)X)dµG(g) > 0

となることがわかり、〈·, ·〉は正定値になる。よって g上の内積になる。
次に 〈·, ·〉がAd(G)の作用に関して不変になることを示す。任意の h ∈ Gに対して

〈Ad(h)X, Ad(h)Y 〉 =

∫

G

(Ad(g)Ad(h)X, Ad(g)Ad(h)Y )dµG(g)

=

∫

G

(Ad(gh)X, Ad(gh)Y )dµG(g)

=

∫

G

(Ad(g)X, Ad(g)Y )dµG(g)

= 〈X, Y 〉.

したがって、〈·, ·〉はAd(G)の作用に関して不変になる。
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例 1.4.11 命題 1.4.10の証明では、具体的なコンパクト Lie群の不変内積がどのような形
になるのか明らかではない。そこで、ここでは各コンパクト古典群の不変内積を具体的に
与える。

O(n)の場合。

〈X, Y 〉 = −1

2
tr(XY ) (X, Y ∈ o(n))

によって 〈·, ·〉を定める。トレースの性質から、〈·, ·〉は o(n)上の対称二次形式になること
がわかる。例 1.3.45より o(n)の元は実交代行列になる。よって、

〈X, Y 〉 = −1

2
tr(XY ) = −1

2

n∑

i,j=1

Xi,jYj,i

=
1

2

n∑

i,j=1

Xi,jYi,j =
∑

i<j

Xi,jYi,j

となり、〈·, ·〉は o(n)上の内積になることがわかる。
例 1.3.32より、

Ad(g)X = gXg−1 (g ∈ O(n), X ∈ o(n))

となるので、

〈Ad(g)X, Ad(g)Y 〉 = −1

2
tr(Ad(g)XAd(g)Y ) = −1

2
tr(gXg−1gY g−1) = −1

2
tr(XY )

= 〈X, Y 〉.

したがって、〈·, ·〉はAd(O(n))の作用に関して不変になる。
SO(n)の場合。SO(n)はO(n)の部分群であり、Lie環は一致しているので、

〈X, Y 〉 = −1

2
tr(XY ) (X, Y ∈ o(n))

は SO(n)の不変内積にもなる。
U(n)の場合。

〈X, Y 〉 = −1

2
tr(XY ) (X, Y ∈ u(n))

によって 〈·, ·〉を定める。X,Y ∈ u(n)に対して

tr(XY ) = tr(X̄Ȳ ) = tr[(−tX)(−tY )] = tr(tX tY ) = tr(t(Y X)) = tr(Y X) = tr(XY ).

このこととトレースの性質から、〈·, ·〉は u(n)上の対称実二次形式になることがわかる。
さらに

〈X, Y 〉 = −1

2
tr(XY ) = −1

2

n∑

i,j=1

Xi,jYj,i =
1

2

n∑

i,j=1

Xi,jȲi,j

=
1

2

n∑

i=1

Xi,iȲi,i +
1

2

∑

i<j

(Xi,jȲi,j + Xj,iȲj,i)
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=
1

2

n∑

i=1

Xi,iȲi,i +
1

2

∑

i<j

(Xi,jȲi,j + X̄i,jYi,j)

=
1

2

n∑

i=1

Im(Xi,i)Im(Yi,i) +
∑

i<j

(Re(Xi,j)Re(Yi,j) + Im(Xi,j)Im(Yi,j))

=
1

2

n∑

i=1

Im(Xi,i)Im(Yi,i) +
1

2

∑

i6=j

(Re(Xi,j)Re(Yi,j) + Im(Xi,j)Im(Yi,j))

=
1

2

n∑

i,j=1

(Re(Xi,j)Re(Yi,j) + Im(Xi,j)Im(Yi,j))

となり、〈·, ·〉は u(n)上の内積になることがわかる。
g ∈ U(n), X ∈ u(n)に対して、

〈Ad(g)X, Ad(g)Y 〉 = −1

2
tr(Ad(g)XAd(g)Y ) = −1

2
tr(gXg−1gY g−1) = −1

2
tr(XY )

= 〈X, Y 〉.

したがって、〈·, ·〉はAd(U(n))の作用に関して不変になる。
SU(n)の場合。SU(n)は U(n)の部分群であり、

〈X,Y 〉 = −1

2
tr(XY ) (X,Y ∈ su(n))

は SU(n)の不変内積にもなる。
SU(n)の場合。SU(n)は U(n)の部分群であり、

〈X,Y 〉 = −1

2
tr(XY ) (X,Y ∈ su(n))

は SU(n)の不変内積にもなる。
Sp(n)の場合。例 1.3.45で示したようにGL(n,H)はGL(2n,C)の部分群である。さら
に例 1.4.8の最初に示したことから

sp(n) =

{[
Y −Z̄

Z −tY

] ∣∣∣∣∣ Y, Z ∈ M(n,C), Y ∈ u(n), Z = tZ

}
.

これより、sp(n) ⊂ u(2n)となることがわかる。さらに sp(n) ⊂ su(2n)となっている。対
応する Lie群 Sp(n), SU(2n), U(2n)はすべて連結なので、Sp(n) ⊂ SU(2n) ⊂ U(2n)が成
り立つ。そこで、上で定めた u(2n)の不変内積を sp(n)に誘導すると、これは sp(n)の不
変内積にもなる。

X1 =

[
Y1 −Z̄1

Z1 −tY1

]
, X2 =

[
Y2 −Z̄2

Z2 −tY2

]
∈ sp(n)
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をとる。u(n)の不変内積の表示から

〈X1, X2〉 =
n∑

i,j=1

[Re((Y1)i,j)Re((Y2)i,j) + Im((Y1)i,j)Im((Y2)i,j)]

+
n∑

i,j=1

[Re((Z1)i,j)Re((Z2)i,j) + Im((Z1)i,j)Im((Z2)i,j)].

すなわちX,Y ∈ sp(n) ⊂ gl(n,H) とみなせば、

〈X,Y 〉 = −Re[tr(XY )]

に一致する。

定理 1.4.12 定理 1.4.4の設定のもとで、Lie環 gに不変内積を入れる。このとき、各ルー
トα ∈ ∆(G)に対して g∩ (gα +g−α)の正規直交基底Aα, Bαが存在し、次の等式を満たす。

[H, Aα] = α(H)Bα, [H, Bα] = −α(H)Aα (H ∈ t).

各コンパクト古典群について、定理 1.4.12の基底を構成する。

例 1.4.13 ユニタリ群U(n)に対して、定理 1.4.12の基底を具体的に構成する。例 1.4.6の
記号はそのまま使うことにする。

H =




√
−1x1

. . . √
−1xn


 ∈ t

とおくと、1 ≤ i 6= j ≤ nに対して

[H,Ei,j] =
√
−1(xi − xj)Ei,j,

[H,Ej,i] =
√
−1(xj − xi)Ej,i.

したがって、

[H, Ei,j − Ej,i] =
√
−1(xi − xj)Ei,j −

√
−1(xj − xi)Ej,i

=
√
−1xi(Ei,j + Ej,i) −

√
−1xj(Ei,j + Ej,i)

= (xi − xj)
√
−1(Ei,j + Ej,i),[

H,
√
−1(Ei,j + Ej,i)

]
= −(xi − xj)Ei,j − (xj − xi)Ej,i

= −xi(Ei,j − Ej,i) + xj(Ei,j − Ej,i)

= −(xi − xj)(Ei,j − Ej,i).
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ここで、Ei,j − Ej,i,
√
−1(Ei,j + Ej,i) ∈ u(n) であり、例 1.4.11で構成した u(n)の不変内

積に関して

〈Ei,j − Ej,i,
√
−1(Ei,j + Ej,i)〉 = 0,

〈Ei,j − Ej,i, Ei,j − Ej,i〉 = 1,

〈
√
−1(Ei,j + Ej,i),

√
−1(Ei,j + Ej,i)〉 = 1

となるので、Ei,j −Ej,i,
√
−1(Ei,j + Ej,i) は u(n)∩ (u(n)ei−ej

+ u(n)ej−ei
) の正規直交基底

になる。よって、

Aei−ej
= Ei,j − Ej,i, Bei−ej

=
√
−1(Ei,j + Ej,i)

とおけば、これらは定理 1.4.12の基底になる。

例 1.4.14 特殊ユニタリ群 SU(n)に対して、定理 1.4.12の基底は、例 1.4.13で構成した

Aei−ej
= Ei,j − Ej,i, Bei−ej

=
√
−1(Ei,j + Ej,i)

をそのまま使うことができる。

例 1.4.15 シンプレクティック群Sp(n)に対して、定理 1.4.12の基底を具体的に構成する。
例 1.4.8の記号はそのまま使うことにする。

H =

[
X 0

0 −X

]
, X =




√
−1x1

. . . √
−1xn




とおくと、H ∈ tとなり、

[H, Ei,n+j + Ej,n+i] =
√
−1(xi + xj)(Ei,n+j + Ej,n+i) (1 ≤ i ≤ j ≤ n)

[H, En+i,j + En+j,i] = −
√
−1(xi + xj)(En+i,j + En+j,i) (1 ≤ i ≤ j ≤ n)

[H, Ei,j − En+j,n+i] =
√
−1(xi − xj)(Ei,j − En+j,n+i) (1 ≤ i 6= j ≤ n).

したがって、

[H, (Ei,n+j + Ej,n+i) − (En+i,j + En+j,i)]

=
√
−1(xi + xj)(Ei,n+j + Ej,n+i) +

√
−1(xi + xj)(En+i,j + En+j,i)

= (xi + xj)
√
−1[(Ei,n+j + Ej,n+i) + (En+i,j + En+j,i)],[

H,
√
−1[(Ei,n+j + Ej,n+i) + (En+i,j + En+j,i)]

]

= −(xi + xj)(Ei,n+j + Ej,n+i) + (xi + xj)(En+i,j + En+j,i)

= −(xi + xj)[(Ei,n+j + Ej,n+i) − (En+i,j + En+j,i)].
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ここで、

(Ei,n+j + Ej,n+i) − (En+i,j + En+j,i),
√
−1[(Ei,n+j + Ej,n+i) + (En+i,j + En+j,i)]

は sp(n)∩ (sp(n)ei+ej
+ sp(n)−ei−ej

) の元になり、ノルムは
√

2になる。さらに直交するこ
ともわかるので、

Aei+ej
=

1√
2
[(Ei,n+j + Ej,n+i) − (En+i,j + En+j,i)]

Bei+ej
=

√
−1√
2

[(Ei,n+j + Ej,n+i) + (En+i,j + En+j,i)]

とおけば、これらは定理 1.4.12の基底になる。また、

[H, (Ei,j − En+j,n+i) − (Ej,i − En+i,n+j)]

=
√
−1(xi − xj)(Ei,j − En+j,n+i) −

√
−1(xj − xi(Ej,i − En+i,n+j)

= (xi − xj)
√
−1[(Ei,j − En+j,n+i) + (Ej,i − En+i,n+j)],[

H,
√
−1[(Ei,j − En+j,n+i) + (Ej,i − En+i,n+j)]

]

= −(xi − xj)(Ei,j − En+j,n+i) + (xj − xi)(Ej,i − En+i,n+j)

= −(xi − xj)[(Ei,j − En+j,n+i) − (Ej,i − En+i,n+j)].

ここで、

(Ei,j − En+j,n+i) − (Ej,i − En+i,n+j),
√
−1[(Ei,j − En+j,n+i) + (Ej,i − En+i,n+j)]

は sp(n) ∩ (sp(n)ei−ej
+ sp(n)ej−ei

) の元になり、ノルムは
√

2になる。さらに直交するこ
ともわかるので、

Aei−ej
=

1√
2
[(Ei,j − En+j,n+i) − (Ej,i − En+i,n+j)]

Bei−ej
=

√
−1√
2

[(Ei,j − En+j,n+i) + (Ej,i − En+i,n+j)]

とおけば、これらは定理 1.4.12の基底になる。

例 1.4.16 回転群 SO(n)に対して、定理 1.4.12の基底を具体的に構成する。例 1.4.9の記
号はそのまま使うことにする。
まず o(2n)の場合を考える。

H =




X1

. . .

Xn


 , Xi =

[
0 −xi

xi 0

]
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とおくと、H ∈ tとなり、

[H,F2j−1,2k−1 + F2j,2k] = (xj − xk)(F2j−1,2k − F2j,2k−1),

[H, F2j−1,2k − F2j,2k−1] = −(xj − xk)(F2j−1,2k−1 + F2j,2k).

ここで
F2j−1,2k−1 + F2j,2k, F2j−1,2k − F2j,2k−1

は o(2n)∩ (o(2n)ej−ek
+ o(2n)ek−ej

) の元になり、ノルムは
√

2になる。さらに直交するこ
ともわかるので、

Aej−ek
= F2j−1,2k−1 + F2j,2k Bej−ek

= F2j−1,2k − F2j,2k−1

とおけば、これらは定理 1.4.12の基底になる。また

[H, F2j−1,2k−1 − F2j,2k] = −(xj + xk)(F2j−1,2k + F2j,2k−1),

[H,F2j−1,2k + F2j,2k−1] = (xj + xk)(F2j−1,2k−1 − F2j,2k).

ここで、
F2j−1,2k−1 − F2j,2k, F2j−1,2k + F2j,2k−1

は o(2n) ∩ (o(2n)ej+ek
+ o(2n)−ek−ej

) の元になり、ノルムは
√

2になる。さらに直交する
こともわかるので、

Aej−ek
= F2j−1,2k + F2j,2k−1, Bej−ek

= F2j−1,2k−1 − F2j,2k

とおけば、これらは定理 1.4.12の基底になる。
次に o(2n + 1)の場合を考える。

H =




X1

. . .

Xn

0


 , Xi =

[
0 −xi

xi 0

]

とおくと、H ∈ tとなり、上で示した o(2n)の場合の ej ± ekに対応する基底に以下のもの
が加わる。

[H, F2j,2n+1] = xjF2j−1,2n+1,

[H, F2j−1,2n+1] = −xjF2j,2n+1.

ここで、
F2j,2n+1, F2j−1,2n+1

は o(2n + 1) ∩ (o(2n + 1)ej
+ o(2n + 1)−ej

) の元になり、ノルムは 1になる。さらに直交
することもわかるので、

Aej
= F2j,2n+1, Bej

= F2j−1,2n+1

とおけば、これらは定理 1.4.12の基底になる。
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2.1 ベクトル束
定義 2.1.1 πE : E → M が次の条件を満たすとき、多様体M 上のベクトル束と呼ぶ。

(1) E,M は多様体であり、πE : E → M は多様体の間のC∞級写像である。

(2) ある自然数 kが存在し、M の各点 pに対して pの開近傍 U と微分同型写像

ΦU : π−1
E (U) → U × Rk

が存在し、u ∈ πE(U)に対してΦU(u)の U 成分は πE(u)に一致し、

ΦU(u) = (πE(u), φU(u)) (u ∈ π−1
E (U))

とおくと、x ∈ U に対して π−1
E (x)はベクトル空間の構造を持ち、

φU |π−1
E (x) : π−1

E (x) → Rk

は線形同型写像になる。

Eをベクトル束の全空間、M を底空間、πEを射影、π−1
E (x)を xのファイバーと呼ぶ。k

をベクトル束の階数と呼び、rankEで表す。

定義 2.1.2 π : E → M と π′ : E ′ → M を多様体M 上のベクトル束とする。微分同型写
像 φ : E → E ′が π = π′ ◦ φを満たし、各 x ∈ M に対して

φ|Ex : Ex → E ′
x

が線形同型写像になるとき、φをベクトル束の同型写像と呼び、EとE ′は同型であると
いう。V をベクトル空間とし、M × V からM への射影を考えることによって、M × V

はM 上のベクトル束になる。M 上のベクトル束EがM × V と同型になるとき、Eを自
明ベクトル束と呼ぶ。M の接ベクトル束 TM が自明であるとき、Mは絶対平行性を持つ
という。

命題 2.1.3 Lie群は絶対平行性を持つ。
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証明 Gを Lie群とし、gをその Lie環とする。

φ : G × g → TG ; (g, X) 7→ Xg

によって写像 φを定めると、φはベクトル束の同型写像になり、TGは自明ベクトル束に
なる。したがって、Gは絶対平行性を持つ。

例 2.1.4 M を多様体とし、各 x ∈ M におけるM の接ベクトル空間を TxM で表す。

TM =
⋃

x∈M

TxM

とおく。u ∈ TM に対して u ∈ TxM となる x ∈ M が一つ定まるので、π(u) = xとおく
と、写像

π : TM → M

が定まる。Mの各点 pに対して pを含む座標近傍系 (U ; x1, . . . , xn)をとる。Uの各点 xに
おいて

∂

∂x1

∣∣∣∣
x

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
x

は接ベクトル空間 TxM の基底になるので、π−1(U)の各元 uは

u = ξi ∂

∂xi

∣∣∣∣
π(u)

と表すことができ、

ΦU(u) = (π(u), ξ1, . . . , ξn) (u ∈ π−1(U))

によって、写像
ΦU : π−1(U) → U × Rn

を定める。これによって、π−1(U)上の座標 (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn)をとることができる。
他の座標近傍系 (V ; y1, . . . , yn)をとると、各元 v ∈ π−1(V )は

v = ηi ∂

∂yi

∣∣∣∣
π(v)

と表すことができる。π−1(V )の座標は (y1, . . . , yn, η1, . . . , ηn)になり、

ηi = ξj ∂yi

∂xj
.

よって、座標変換は、

(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) →
(

y1, . . . , yn, ξj ∂y1

∂xj
, . . . , ξj ∂yn

∂xj

)
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となり、C∞級微分同型写像になる。これによって、TM は多様体になる。
πの定め方より、

π(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) = (x1, . . . , xn)

となり、π : TM → M は C∞級写像になる。ΦU の定め方より、ΦU(u)の U 成分は π(u)

に一致し、

φU

(
ξi ∂

∂xi

)
= (ξ1, . . . , ξn)

となるので、各 x ∈ U に対して φU |π−1(x) : π−1(x) → Rnは線形同型写像になる。
以上より、π : TM → M がベクトル束になることがわかった。これを多様体M の接ベ
クトル束と呼ぶ。

定義 2.1.5 πE : E → M を多様体M 上のベクトル束とする。C∞級写像 σ : M → Eで
πE ◦σ = 1M を満たすものを、ベクトル束Eの断面と呼ぶ。Eの断面の全体をΓ(M, E)ま
たは単に Γ(E)で表す。

定義 2.1.6 多様体M の各点 p ∈ M の接ベクトル空間 TpM に内積 〈 , 〉pが存在し、M 上
の任意のC∞級ベクトル場X, Y に対して 〈X,Y 〉がM 上のC∞級関数になるとき、〈 , 〉
をM 上のRiemann計量と呼び、(M, 〈 , 〉)をRiemann多様体と呼ぶ。Riemann多様
体の接ベクトルの長さや角度は、Riemann計量によって Euclid空間と同様に定める。

定義 2.1.7 ι : M → M̃ を多様体M からRiemann多様体 (M̃, g̃)への挿入とする。すなわ
ちM の各点 xでの ιの微分写像 dιx : TxM → Tι(x)M̃ が単射であるとする。このとき、M̃

上のRiemann計量 g̃の dιによる引き戻し g = ι∗g̃はM 上のRiemann計量になる。この
(M, g)を (M̃, g̃)のRiemann部分多様体と呼ぶ。

注意 2.1.8 定義 2.1.7では、M̃ の Riemann計量からM の Riemann計量を誘導したが、
MのRiemann計量を固定して議論する場合もある。そのときは、Riemann多様体 (M, g)

から (M̃, g̃)へのC∞級写像 ιが、M の各点 xに対して dιx : TxM → Tι(x)M̃ は等長線形写
像になるという条件をみたすとき、ιを等長的挿入と呼び、(M, g)を (M̃, g̃)のRiemann

部分多様体と呼ぶ。

例 2.1.9 ι : M → (M̃, g̃)を Riemann多様体 (M̃, g̃)の Riemann部分多様体とする。各
x ∈ M に対して、

T⊥
x M = {u ∈ Tι(x)M̃ | 〈u, dιx(TxM)〉 = 0}

とおき、
T⊥M =

⋃

x∈M

T⊥
x M

で T⊥M を定める。u ∈ T⊥M に対して u ∈ T⊥
x M となる x ∈ M が一つ定まるので、

π(u) = xとおくと、写像
π : T⊥M → M
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が定まる。このとき、π : T⊥M → M はベクトル束になる。π : T⊥M → M を、Riemann

部分多様体Mの法ベクトル束と呼ぶ。法ベクトル束 T⊥Mの断面をM上の法ベクトル場
と呼ぶ。

定義 2.1.10 Eを多様体M 上のベクトル束とする。〈 , 〉はEの各ファイバーの内積を定
めていて、Eの任意の断面 s, tに対して

〈s, t〉(x) = 〈s(x), t(x)〉 (x ∈ M)

によって定まるM 上の関数 〈s, t〉がC∞級になるとき、〈 , 〉をベクトル束Eの計量とい
い、(E, 〈 , 〉)を計量ベクトル束と呼ぶ。

例 2.1.11 定義 2.1.6で定めた多様体のRiemann計量は、接ベクトル束の計量に他ならな
い。また、Riemann多様体のRiemann部分多様体の法ベクトル束にも、全体のRiemann

多様体の計量から自然に定まる計量が入る。

2.2 ベクトル束の接続
定義 2.2.1 M を多様体とし、EをM 上のベクトル束とする。対応

∇ : Γ(TM) × Γ(E) → Γ(E); (X, φ) 7→ ∇Xφ

が、次の (1)から (4)を満たすとき、∇をE上の共変微分と呼ぶ。

(1) ∇X+Y φ = ∇Xφ + ∇Y φ, (X, Y ∈ Γ(TM), φ ∈ Γ(E))

(2) ∇X(φ + ψ) = ∇Xφ + ∇Xψ, (X ∈ Γ(TM), φ, ψ ∈ Γ(E))

(3) ∇fXφ = f∇Xφ, (X ∈ Γ(TM), φ ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M))

(4) ∇X(fφ) = f∇Xφ + (Xf)φ. (X ∈ Γ(TM), φ ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M))

任意のX ∈ Γ(TM)に対して∇Xφ = 0を満たす φ ∈ Γ(E)を平行な断面という。

定義 2.2.2 〈 , 〉を多様体M 上の計量ベクトル束Eとする。E上の共変微分∇が

X〈φ, ψ〉 = 〈∇Xφ, ψ〉 + 〈φ,∇Xψ〉 (X ∈ Γ(TM), φ, ψ ∈ Γ(E))

を満たすとき、共変微分∇は計量 〈 , 〉を保つという。

∇を多様体M 上のベクトル束E上の共変微分とする。φ ∈ Γ(E)をとる。定義 2.2.1よ
り各 x ∈ M における接ベクトルX ∈ TxM に対して∇Xφ ∈ Exが定まる。すなわちM の
各点 xにおいて∇φが TxM 上の Exに値を持つ一次形式を定めているとみなすことがで
きる。ベクトル束上の共変微分をこの立場で扱うためには、次に定義するベクトル束に値
を持つ微分形式を考える必要がある。
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定義 2.2.3 Eをn次元多様体M上のベクトル束とする。Mの各点xに対して∧p(Tx(M), Ex)

の元 ωxを対応させる対応 ωが次の条件を満たすとき、ωをEに値を持つM 上の p次微
分形式と呼ぶ。(条件)M の任意の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)に対して、

x 7−→ ωx

(
∂

∂xi1

∣∣∣∣
x

, · · · , ∂

∂xip

∣∣∣∣
x

)

がすべての i1, . . . , ipについて U 上のEのC∞級断面になる。
M 上のEに値を持つ p次微分形式全体の成すベクトル空間をΩp(M ; E)で表す。

ベクトル束に値を持つ微分形式を使うと、ベクトル束上の共変微分の定義 (定義 2.2.1)

は次のように書き換えることができる。

定義 2.2.4 M を多様体とし、EをM 上のベクトル束とする。対応

∇ : Ω0(M ; E) → Ω1(M ; E); φ 7→ ∇φ

が、次の (1)と (2)を満たすとき、∇をE上の共変微分と呼ぶ。

(1) ∇(φ + ψ) = ∇φ + ∇ψ, (φ, ψ ∈ Ω0(M ; E))

(2) ∇(fφ) = f∇φ + dfφ. (φ ∈ Ω0(M ; E), f ∈ C∞(M))

計量ベクトル束上の計量を保つ共変微分の定義も次のように書き換えることができる。

定義 2.2.5 〈 , 〉を多様体M 上の計量ベクトル束Eとする。E上の共変微分∇が

d〈φ, ψ〉 = 〈∇φ, ψ〉 + 〈φ,∇ψ〉 (φ, ψ ∈ Γ(E))

を満たすとき、共変微分∇は計量 〈 , 〉を保つという。

E を多様体M 上の階数 rのベクトル束とし、∇を E 上の共変微分とする。ベクトル
束 E は局所的には積多様体だから、M の各点にはある開近傍 U が存在し線形独立な断
面 e1, . . . , er ∈ Ω0(U ; E)をとることができる。∇ei ∈ Ω1(U ; E)は U 上の 1次微分形式
ωj

i ∈ Ω1(U)を係数に持つ e1, . . . , erの線形結合で書き表すことができ、

∇ei =
r∑

j=1

ejω
j
i

となる。ω = (ωj
i ) ∈ Ω1(U ; gl(r,R)) とみなすこともできる。Eの U 上の断面 φに対して

φ =
∑

eiφ
iと表すと、共変微分の定義より

∇φ =
∑

ei(dφi) +
∑

∇ejφ
j =

∑
ei

(
dφi +

∑
ωi

jφ
j
)

となる。これより、E の共変微分は局所的には ωによって定まる。ωを局所接続形式と
呼ぶ。
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定理 2.2.6 V を有限次元実ベクトル空間としM を n次元多様体とする。ω ∈ Ωp(M ; V )

に対して次の条件を満たす dω ∈ Ωp+1(M ; V )が一意的に存在する。(条件) M の局所座標
近傍 (U ; x1, . . . , xn)における ωの局所表示を

ωx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

とすると

(dω)x =
∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∂ai1···ip

∂xi
(x)(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

が成り立つ。

定義 2.2.7 V を有限次元実ベクトル空間としM を多様体とする。定理 2.2.6より定まる
写像 d : Ωp(M ; V ) → Ωp+1(M ; V ) を微分形式の外微分と呼ぶ。

定理 2.2.8 E を n次元多様体M 上のベクトル束とし、∇を E の共変微分とする。ω ∈
Ωp(M ; E)に対して次の条件を満たす d∇ω ∈ Ωp+1(M ; E)が一意的に存在する。(条件) M

の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)における ωの局所表示を

ωx =
∑

i1<···<ip

ai1···ip(x)(dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

とすると (ここで ai1···ip ∈ Ω0(U ; E)である)

(d∇ω)x =
∑

i1<···<ip

n∑

i=1

∇ai1···ip

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)
(dxi)x ∧ (dxi1)x ∧ · · · ∧ (dxip)x

が成り立つ。

定義 2.2.9 Eを多様体M 上のベクトル束とし、∇をEの共変微分とする。定理 2.2.8よ
り定まる写像 d∇ : Ωp(M ; E) → Ωp+1(M ; E) をEに値を持つ微分形式の∇に関する共変
外微分と呼ぶ。

定理 2.2.10 V を有限次元実ベクトル空間としM を多様体とする。外微分

d : Ωp(M ; V ) → Ωp+1(M ; V )

は実線形写像になる。さらに、V1, V2, V3を有限次元実ベクトル空間とし、A : V1×V2 → V3

を双線形写像とする。φ ∈ Ωp(M ; V1), ψ ∈ Ωq(M ; V2)に対して

dA(φ ∧ ψ) = A(dφ ∧ ψ) + (−1)pA(φ ∧ dψ)

が成り立つ。
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定理 2.2.11 Eを多様体M 上のベクトル束とし、∇をEの共変微分とする。共変外微分

d∇ : Ωp(M ; E) → Ωp+1(M ; E)

は実線形写像になる。さらに、φ ∈ Ωp(M ; E)と ψ ∈ Ωq(M)に対して

d∇(φ ∧ ψ) = d∇φ ∧ ψ + (−1)pφ ∧ dψ

が成り立つ。

定理 2.2.12 V を有限次元実ベクトル空間としM を多様体とする。外微分

d : Ωp(M ; V ) −→ Ωp+1(M ; V )

は d ◦ d = 0を満たす。

系 2.2.13 Eを多様体M上のベクトル束とし、∇をEの共変微分とする。φ ∈ Ω0(M ; E)

と ψ ∈ Ωp(M) に対して
d∇d∇(φψ) = (d∇d∇φ) ∧ ψ

が成り立つ。特に p = 0のときは d∇d∇(φψ) = (d∇d∇φ)ψ となり、

d∇d∇ : Ω0(M ; E) → Ω2(M ; E)

は、各 x ∈ M に対して
d∇d∇ : Ex → ∧2(TxM, Ex)

を定める。したがってR∇ = d∇d∇ ∈ Ω2(M ; EndE) とみなすことができ、次が成り立つ。

d∇d∇φ = R∇ ∧ φ. (φ ∈ Ωp(M ; E))

定義 2.2.14 系 2.2.13の条件下で、R∇を共変微分∇の曲率と呼ぶ。

定理 2.2.15 V を有限次元実ベクトル空間としM を多様体とする。ω ∈ Ωp(M ; V )とX1,

. . ., Xp+1 ∈ X(M)に対して

dω(X1, . . . , Xp+1)

=

p+1∑

i=1

(−1)i−1Xi(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xp+1))

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xp+1).

が成り立つ
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定理 2.2.16 Eを多様体M上のベクトル束とし、∇をEの共変微分とする。ω ∈ Ωp(M ; E)

とX1, . . . , Xp+1 ∈ X(M)に対して

d∇ω(X1, . . . , Xp+1)

=

p+1∑

i=1

(−1)i−1∇Xi
(ω(X1, . . . , X̂i, . . . , Xp+1))

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xp+1).

が成り立つ。

系 2.2.17 Eを多様体M 上のベクトル束とし、∇をEの共変微分とする。∇の曲率R∇

は次の等式を満たす。

R∇(X, Y )φ = (∇X∇Y −∇Y ∇X −∇[X,Y ])φ. (X,Y ∈ X(M), φ ∈ Ω0(M ; E))

この等式をRicciの恒等式と呼ぶ。

命題 2.2.18 Eを多様体M 上のベクトル束とし、∇をEの共変微分とする。このとき、
Φ ∈ Ω0(M ; EndE)に対して

(∇̄XΦ)φ = ∇X(Φφ) − Φ(∇Xφ) (X ∈ X(M), φ ∈ Ω0(M ; E))

によって ∇̄XΦ ∈ Ω0(M ; EndE)を定めると、∇̄はベクトル束EndEの共変微分を定める。

定理 2.2.19 Eを多様体M 上のベクトル束とし、∇をEの共変微分とする。このとき、
Φ ∈ Ωp(M ; EndE)と ψ ∈ Ωq(M ; E) に対して

d∇(Φ ∧ ψ) = d∇̄Φ ∧ ψ + (−1)pΦ ∧ d∇ψ

が成り立つ。

命題 2.2.20 E を多様体M 上のベクトル束とし、∇を E の共変微分とする。∇の曲率
R∇は次の等式を満たす。

d∇̄R∇ = 0.

この等式をBianchiの恒等式と呼ぶ。

命題 2.2.21 Eを多様体M上のベクトル束とし、∇をEの共変微分とする。Mの開集合
U 上定義されたEの局所フレーム σ = [e1, . . . , er]に関する局所接続形式を ωとする。

R∇σ = σΩ

によってΩ ∈ Ω2(U ; gl(r,R))を定めると、

Ω = dω + ω ∧ ω
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が成り立つ。この等式を局所接続形式の構造方程式と呼ぶ。さらに、

(d∇̄R∇)σ = σ(dΩ − Ω ∧ ω + ω ∧ Ω)

となり、Bianchiの恒等式から

dΩ − Ω ∧ ω + ω ∧ Ω = 0

が成り立つ。この等式もBianchiの恒等式と呼ぶ。

2.3 Levi-Civita接続
定理 2.3.1 Riemann多様体 (M, 〈 , 〉)の接ベクトル束には、

∇XY −∇Y X = [X, Y ] (X, Y ∈ C∞(TM))

を満たし、Riemann計量 〈 , 〉を保つ線形接続が、一意的に存在する。

定義 2.3.2 定理 2.3.1で定めたRiemann多様体の接ベクトル束の共変微分∇をRiemann

多様体のLevi-Civita接続と呼ぶ。

系 2.3.3 Riemann多様体 (M, 〈 , 〉)のLevi-Civita接続∇は、ベクトル場X,Y, Zに対して

〈∇XY, Z〉 =
1

2
(X〈Y, Z〉 + Y 〈Z, X〉 − Z〈X, Y 〉

+〈[X, Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉 + 〈[Z, X], Y 〉)

を満たす。

今後、多様体の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)におけるベクトル場
∂

∂xi
を簡単に ∂iで表

すことにする。

命題 2.3.4 Riemann多様体 (M, g)の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)において、∇∂i
∂j = Γk

ij∂k

によって U 上のC∞級関数 Γk
ijを定めると、ベクトル場X = X i∂i, Y = Y j∂jに対して、

∇XY の局所表示は
∇XY = (XY k + Γk

ijX
iY j)∂k

となる。Riemann計量の局所表示を g = gijdxi ⊗ dxj とし、行列 (gij)の逆行列の成分を
gijで表すと、

Γk
ij =

1

2
gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

が成り立つ。もう一つの局所座標近傍 (V ; y1, . . . , yn)において、
∂

∂yp
を ∂̄pで表し、∇∂̄p

∂̄q =

Γ̄r
pq∂̄r とする。このとき、U ∩ V において、

Γ̄r
pq =

∂yr

∂xk

∂xi

∂yp

∂xj

∂yq
Γk

ij +
∂2xk

∂yp∂yq

∂yr

∂xk

が成り立つ。
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定義 2.3.5 命題 2.3.4で定めた Γk
ijをChristoffelの記号と呼ぶ。

注意 2.3.6 今後、局所座標近傍を明示しなくても、Riemann計量の成分、Christoffelの
記号等は上で定めた記号を使うことにする。

命題 2.3.7 Riemann多様体 (M, )の曲線 cに沿って定義されたベクトル場Xに対して、

∇c′(t)X =

(
c′(t)Xk + Γk

ij

dxi(c(t))

dt
Xj

)
∂k

によって cに沿ったベクトル場∇c′(t)Xを定めると、これは局所座標近傍のとり方に依存
しない。

定義 2.3.8 命題 2.3.7で定まる∇c′(t)XをXの曲線に沿った共変微分と呼ぶ。∇c′(t)X = 0

を満たすベクトル場Xを曲線に沿った平行ベクトル場と呼ぶ。これをXに関する常微分
方程式とみなすと、局所表示は、

dXk(c(t))

dt
+ Γk

ij

dxi(c(t))

dt
Xj = 0 (1 ≤ k ≤ n)

となり、未知関数Xkに関する連立線形常微分方程式系になる。したがって、曲線 cが定
義されている区間では、任意の初期条件に対して平行ベクトル場が一意に存在する。特
に、曲線 cの定義区間が [a, b]のとき、u ∈ Tc(a)M に対してX(a) = uを満たす平行ベク
トル場Xが一意に存在し、uにX(b) ∈ Tc(b)M を対応させると、Tc(a)M から Tc(b)M への
線形同型写像になる。この線形同型写像を曲線に沿った平行移動と呼び、τcで表す。

命題 2.3.9 Riemann多様体の曲線に沿った平行移動は等長線形写像になる。

証明 曲線 cに沿った平行ベクトル場X,Y に対して、

d

dt
〈X,Y 〉 = c′(t)〈X,Y 〉 = 〈∇c′(t)X, Y 〉 + 〈X,∇c′(t)Y 〉 = 0.

したがって、平行ベクトル場の内積は一定になる。特に、平行移動は内積を保つことにな
り、等長線形写像になる。

命題 2.3.10 Riemann多様体上のベクトル場X, Y と点xに対して、c(0) = xと c′(0) = Xx

を満たす曲線 cをとる。曲線 cに沿った c(t)から c(0)までの平行移動を τ t
0で表すと、

(∇XY )(x) = lim
t→0

1

t
(τ t

0Yc(t) − Yx)

が成り立つ。
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証明 TxM の正規直交基底 e1, . . . , enをとり、cに沿って平行ベクトル場に拡張したも
のを ei(t)で表す。Y (c(t)) = Y i(t)ei(t)と表すことにすると、

(∇XY )(x) = ∇c′(0)(Y
i(t)ei(t)) =

dY i

dt
(0)ei.

他方、

lim
t→0

1

t
(τ t

0Yc(t) − Yx) = lim
t→0

1

t
(Y i(t) − Y i(0))ei =

dY i

dt
(0)ei.

したがって、

(∇XY )(x) = lim
t→0

1

t
(τ t

0Yc(t) − Yx)

が成り立つ。

2.4 テンソル場の共変微分
定義 2.4.1 多様体M の各点 x ∈ M の接ベクトル空間 TxM 上の (p, q)型テンソル空間
T (p,q)(TxM)を T

(p,q)
x M で表す。

T (p,q)M =
⋃

x∈M

T (p,q)
x M

とおくと、T (p,q)M はM 上のベクトル束になる (命題 2.4.2)。T (p,q)M 上の C∞級断面を
(p, q)型テンソル場と呼ぶ。テンソル場の和、関数倍、テンソル積は、多様体の各点の接
ベクトル空間上のテンソル空間における演算で定める。

命題 2.4.2 T (p,q)M はM 上のベクトル束になる。

証明の概略 u ∈ T (p,q)M に対して u ∈ T
(p,q)
x M となる x ∈ M が唯一つ定まるので、

π(u) = xとおくと、写像
π : T (p,q)M → M

が定まる。M の各点 xに対して xを含むM の座標近傍系 (U ; x1, . . . , xn)をとる。π−1(U)

の各元 uは

u = u
i1···ip
j1···jq

∂

∂xi1

∣∣∣∣
π(u)

⊗ · · · ⊗ ∂

∂xip

∣∣∣∣
π(u)

⊗ dxj1
π(u) ⊗ · · · ⊗ dx

jq

π(u)

と表すことができ、
ΦU(u) = (π(u), u

i1···ip
j1···jq

) (u ∈ π−1(U))

によって、写像
ΦU : π−1(U) → U × Rnp+q

を定める。これによって、π−1(U)上の座標 (x1, . . . , xn, u
i1···ip
j1···jq

)をとることができ、T (p,q)M

は多様体になる。
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πの定め方より、
π(x1, . . . , xn, u

i1···ip
j1···jq

) = (x1, . . . , xn)

となり、π : T (p,q)M → M は C∞級写像になる。ΦU の定め方より、ΦU(u)の U 成分は
π(u)に一致し、

φU

(
u

i1···ip
j1···jq

∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xip
⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjq

)
= (u

i1···ip
j1···jq

)

となるので、各 x ∈ U に対して φU |π−1(x) : π−1(x) → Rnp+q
は線形同型写像になる。

以上より、π : T (p,q)M → M がベクトル束になることがわかった。

例 2.4.3 Riemann計量は (0, 2)型テンソル場になる。

命題 2.4.4 Riemann多様体上のベクトル場Xに対してテンソル場 T に∇XT を対応させ
る対応で、次の条件を満たすものが一意的に存在する。

(1) ∇Xはテンソル場の型を保ち、縮約と可換になる。さらに、テンソル場S, T に対して

∇X(S ⊗ T ) = ∇XS ⊗ T + S ⊗∇XT.

(2) C∞級関数 f に対して∇Xf = Xf となり、ベクトル場 Y に対しては∇XY は Levi-

Civita接続による共変微分に一致する。

証明の概略 まず、条件を満たす∇X が存在すると仮定する。(0, 1)型テンソル場、す
なわち 1次微分形式 ωと (1, 0)型テンソル場、すなわちベクトル場 Y に対して、ω ⊗ Y の
縮約は

C(1,1)(ω ⊗ Y ) = C(1,1)

(
ωiY

jdxi ⊗ ∂

∂xj

)
= ωiY

i = ω(Y )

となることに注意しておく。これより

(∇Xω)(Y ) = X(ω(Y )) − ω(∇XY )

となり、これによって∇Xωが一意的に定まることがわかる。よって、(0, 0)型テンソル
場、(1, 0)型テンソル場、(0, 1)型テンソル場への∇X の作用が一意的に定まる。

(p, q)型テンソル場T の場合を考える。1次微分形式ω1, . . . , ωpとベクトル場X1, . . . , Xq

をとる。Cで全成分に関する縮約を表すと、

C(T ⊗ ω1 ⊗ · · · ⊗ ωp ⊗ X1 ⊗ · · · ⊗ Xq) = T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

となることに注意しておく。これより

(∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= X(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−
p∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−
q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq)
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となり、∇XT が一意的に定まることがわかる。
逆に、一意性を示した等式で∇X の作用を定めることにより、対応 T 7→ ∇XT を定め
る。この対応が条件を満たすことを以下で示す。

C∞級関数 f に対して
(∇Xω)(fY ) = f(∇Xω)(Y )

が成り立つので、∇Xωは (0, 1)型テンソル場になる。さらに

∇ : C∞(TM) × C∞(T (0,1)M) → C∞(T (0,1)M); (X, ω) 7→ ∇Xω

は T (0,1)M 上の共変微分になることもわかる。
(p, q)型テンソル場 T に対して、∇XT も (p, q)型テンソル場になることを示す。上で示
したことより、

∇X(fωk) = (Xf)ωk + f∇Xωk

が成り立つことに注意する。これより

(∇XT )(ω1, . . . , fωk, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= f(∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq),

(∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , fXl, . . . , Xq)

= f(∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

が成り立ち、∇XT は (p, q)型テンソル場になる。
(p, q)型テンソル場 Sと (r, s)型テンソル場 T に対して、

∇X(S ⊗ T )(ω1, . . . , ωp+r, X1, . . . , Xq+s)

= (∇XS ⊗ T + S ⊗∇XT )(ω1, . . . , ωp+r, X1, . . . , Xq+s).

したがって、
∇X(S ⊗ T ) = ∇XS ⊗ T + S ⊗∇XT

が成り立つ。
さらに

C(r,s)∇XT = ∇XC(r,s)T

が成り立つこともわかり、∇X は縮約と可換になる。

系 2.4.5 (p, q)型テンソル場 T に対して、

(∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= X(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−
p∑

i=1

T (ω1, . . . ,∇Xωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−
q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . ,∇XXj, . . . , Xq)

が成り立つ。
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系 2.4.6 命題 2.4.4で定めた写像

∇ : C∞(TM) × C∞(T (p,q)M) → C∞(T (p,q)M); (X, T ) 7→ ∇XT

は T (p,q)M 上の共変微分になる。

系 2.4.7 (p, q)型テンソル場 T に対して∇T を

(∇T )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq; X) = (∇XT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

(ωi ∈ C∞(T (0,1)M), Xj, X ∈ C∞(T (1,0)M))

によって定めると、∇T は (p, q + 1)型テンソル場になる。

定義 2.4.8 ∇T = 0となるテンソル場を平行テンソル場と呼ぶ。

例 2.4.9 Riemann多様体 (M, g)の Levi-Civita接続∇は、

(∇Xg)(Y, Z) = X(g(Y, Z)) − g(∇XY, Z) − g(Y,∇XZ) = 0

を満たすので、∇g = 0となり、Riemann計量は平行テンソル場になる。

命題 2.4.10 (p, q)型テンソル場 T の局所表示を

T = T
i1···ip
j1···jq

∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ip ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjq

とすると、

∇T = T
i1···ip
j1···jq ;k∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ip ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjq ⊗ dxk

= ∇kT
i1···ip
j1···jq

∂i1 ⊗ · · · ⊗ ∂ip ⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjq ⊗ dxk

の成分は、

∇kT
i1···ip
j1···jq

= ∂kT
i1···ip
j1···jq

+

p∑

a=1

Γia
klT

i1···l···ip
j1···jq

−
q∑

b=1

Γm
kjb

T
i1···ip
j1···m···jq

で与えられる。ここで、lは a番目であり、mは b番目である。

2.5 テンソル場のLie微分
定義 2.5.1 φ : M → N を多様体の間の微分同型写像とする。任意の p ∈ M に対して

φ∗
p : Tφ(p)N → TpM ; Y 7→ (dφp)

−1Y

φ∗
p : T ∗

φ(p)N → T ∗
p M ; ω 7→ ω ◦ dφp
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によって写像 φ∗
pを定める。さらにN 上の任意の型のテンソルに対しては

φ∗
p(T1 ⊗ T2) = (φ∗

pT1) ⊗ (φ∗
pT2)

を満たすように φ∗
pの作用を拡張する。

X を多様体M 上のベクトル場とし、X の生成する局所一径数変換群を φtで表す。M

上のテンソル場 T に対して、T のXによるLie微分 LXT を

LXT =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗
t T

によって定める。

命題 2.5.2 M を多様体とし、XをM 上のベクトル場とする。

(1) LXはテンソル場の型を保ち、縮約と可換になる。さらに、テンソル場S, T に対して

LX(S ⊗ T ) = LXS ⊗ T + S ⊗ LXT.

(2) C∞級関数 f に対して LXf = Xf となり、ベクトル場 Y に対しては LXY = [X,Y ]

が成り立つ。

証明 Xの生成する局所一径数変換群を φtで表す。
(2) 点 p ∈ M に対して

(LXf)(p) =

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗
t f

)
(p) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(φt(p)) = dfp

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φt(p)

)

= dfp(Xp) = (Xf)(p).

したがって、LXf = Xf が成り立つ。
次に

(LXY )pf =

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗
t Y

)

p

f =

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(dφt)
−1
p Yφt(p)

)
f

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Yφt(p)(f ◦ φ−1
t ) = lim

t→0

1

t
[Yφt(p)(f ◦ φ−1

t ) − Ypf ]

= lim
t→0

1

t
[Yφt(p)(f ◦ φ−1

t ) − Yφt(p)f + Yφt(p)f − Ypf ]

= lim
t→0

Yφt(p)
1

t
(f ◦ φ−1

t − f) + lim
t→0

1

t
((Y f)(φt(p)) − (Y f)(p))

= −(Y Xf)(p) + (XY f)(p) = ([X, Y ]f)(p).

したがって、LXY = [X, Y ]が成り立つ。
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(1) Lie微分の定義より

LX(S ⊗ T ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗
t (S ⊗ T ) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(φ∗
t S) ⊗ (φ∗

t T )

= lim
t→0

1

t
[(φ∗

t S) ⊗ (φ∗
t T ) − S ⊗ T ]

= lim
t→0

1

t
[(φ∗

t S) ⊗ (φ∗
t T ) − (φ∗

t S) ⊗ T + (φ∗
t S) ⊗ T − S ⊗ T ]

= lim
t→0

(φ∗
t S) ⊗ 1

t
(φ∗

t T − T ) + lim
t→0

1

t
(φ∗

t S − S) ⊗ T

= S ⊗ LXT + LXS ⊗ T.

したがって、LX(S ⊗ T ) = LXS ⊗ T + S ⊗ LXT が成り立つ。
次に (0, 1)型テンソル場、すなわち一次微分形式 ωに対して

(LXω)(Yp) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ∗
t ω(Yp) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ω(dφtYp)

= lim
t→0

1

t
(ωφt(p)(dφtYp) − ωp(Yp))

= lim
t→0

1

t
ωφt(p)(dφtYp − Yφt(p)) + lim

t→0

1

t
(ωφt(p)(Yφt(p)) − ωp(Yp))

= − lim
t→0

ωφt(p)dφt
1

t
(dφ−1

t Yφt(p) − Yp) + X(ω(Y ))

= −ωp(LXY ) + Xp(ω(Y )).

したがって、(LXω)(Y ) = −ω(LXY ) + X(ω(Y ))が成り立つ。
縮約をCで表すとベクトル場 Y と一次微分形式 ωに対して

C(Y ⊗ ω) = ω(Y ).

これより

CLX(Y ⊗ ω) = C(LXY ⊗ ω + Y ⊗ LXω)

= ω(LXY ) + (LXω)(Y )

= ω(LXY ) − ω(LXY ) + X(ω(Y ))

= LXC(Y ⊗ ω).

よって、(1, 1)型テンソル場に対しては縮約と Lie微分は可換になる。一般の型のテンソ
ル場に対しても、(1, 1)型の場合と

LX(S ⊗ T ) = LXS ⊗ T + S ⊗ LXT

より縮約と Lie微分が可換になることがわかる。
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系 2.5.3 (p, q)型テンソル場 T に対して、

(LXT )(ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

= X(T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , Xq))

−
p∑

i=1

T (ω1, . . . , LXωi, . . . , ωp, X1, . . . , Xq)

−
q∑

j=1

T (ω1, . . . , ωp, X1, . . . , LXXj, . . . , Xq)

が成り立つ。

定義 2.5.4 多様体M上のベクトル場Xとp次微分形式ωに対してp = 0の場合は iXω = 0

とし、p ≥ 1の場合は

(iXω)(X1, . . . , Xp−1) = ω(X,X1, . . . , Xp−1) (X1, . . . , Xp−1 ∈ X(M))

によって、M 上の p − 1次微分形式 iXωを定める。iXωを ωのXによる内部積と呼ぶ。

定理 2.5.5 多様体M 上のベクトル場Xと微分形式 ωに対して次の等式が成り立つ。

(diX + iXd)ω = LXω.

証明 微分形式 ωの次数を pで表す。p = 0の場合は

(diX + iXd)ω = iXdω = dω(X) = Xω = LXω.

p > 0の場合、定理 2.2.15を利用する。ベクトル場X1, . . . , Xpに対して

(diXω)(X1, . . . , Xp)

=

p∑

i=1

(−1)i−1Xi((iXω)(X1, . . . , X̂i, . . . , Xp))

+
∑

i<j

(−1)i+j(iXω)([Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xp)

=

p∑

i=1

(−1)i−1Xi(ω(X,X1, . . . , X̂i, . . . , Xp))

+
∑

i<j

(−1)i+jω(X, [Xi, Xj], X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xp).

他方、

(iXdω)(X1, . . . , Xp)

= dω(X, X1, . . . , Xp)
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= X(ω(X1, . . . , Xp)) +

p∑

i=1

(−1)iXi(ω(X, X1, . . . , X̂i, . . . , Xp))

+

p∑

j=1

(−1)jω([X,Xj], X1, . . . , X̂j, . . . , Xp+1)

+
∑

i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X, X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xp).

したがって、

(iXdω + diXω)(X1, . . . , Xp)

= X(ω(X1, . . . , Xp)) +

p∑

j=1

(−1)jω([X, Xj], X1, . . . , X̂j, . . . , Xp+1)

= X(ω(X1, . . . , Xp)) −
p∑

j=1

ω(X1, . . . , [X,Xj], . . . , Xp+1)

= X(ω(X1, . . . , Xp)) −
p∑

j=1

ω(X1, . . . , LXXj, . . . , Xp+1)

= (LXω)(X1, . . . , Xp).

以上で定理が証明された。
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3.1 第二基本形式と法接続
定義 3.1.1 ベクトル空間 V, W に対して、Lk(V, W )でW に値を持つ V 上の k多重線形写
像全体の成すベクトル空間を表す。k = 1のときは単にL(V,W )と書くことにする。E, F

を多様体M 上のベクトル束とする。M の各点 xに対して、

Lk
x(E, F ) = Lk(Ex, Fx)

とおき、
Lk(E,F ) =

⋃

x∈M

Lk
x(E, F )

で Lk(E,F )を定める。自然にC∞級写像

π : Lk(E, F ) → M

が定まり、π : Lk(E, F ) → M はベクトル束になる。

この節では、今後 ι : M → (M̃, g̃)をRiemann多様体 (M̃, g̃)のRiemann部分多様体と
して議論する。

命題 3.1.2 M̃ の Levi-Civita接続を ∇̃で表す。M 上のベクトル場X,Y ∈ C∞(TM)に対
して、∇̃XY はベクトル束 TM̃ |M のC∞級断面として定まり、

∇̃XY = ∇XY + h(X,Y ) (∇XY ∈ TM, h(X, Y ) ∈ T⊥M)

と分解すると、∇はRiemann部分多様体M の Levi-Civita接続に一致し、hはベクトル
束 L2(TM, T⊥M)のC∞級断面になる。さらに、hは対称になる。

証明 x ∈ M に対して、c(0) = xと c′(0) = Xxを満たすM の曲線 cをとる。曲線 cに
沿った c(t)から c(0)までの ∇̃に関する平行移動を τ t

0で表すと、

(∇̃XY )(x) = lim
t→0

1

t
(τ t

0Yc(t) − Yx)

が成り立つ。よって、∇̃XY はベクトル束 TM̃ |M のC∞級断面として定まる。



56 第 3章 部分多様体

a, bをM 上のC∞級関数とする。

∇̃aX(bY ) = a((Xb)Y + b∇̃XY )

= (a(Xb)Y + ab∇XY ) + abh(X, Y )

となるので、

∇aX(bY ) = a(Xb)Y + ab∇XY

h(aX, bY ) = abh(X, Y )

を得る。これより、∇は TM上の共変微分になり、hはL2(TM, T⊥M)のC∞級断面にな
ることがわかる。

M̃ の Levi-Civita接続の性質より、

0 = ∇̃XY − ∇̃Y X − [X, Y ]

= ∇XY + h(X, Y ) −∇Y X − h(Y, X) − [X, Y ]

= (∇XY −∇Y X − [X,Y ]) + (h(X, Y ) − h(Y, X)).

上の等式の TM 成分と T⊥M 成分をみることにより、

∇XY −∇Y X − [X,Y ] = 0

h(X,Y ) − h(Y, X) = 0

を得る。第二式より、hは対称になる。第一式は、∇がM の Levi-Civita接続になるため
の条件である。
∇̃は M̃ の Riemann計量 g̃を保つので、M 上のベクトル場 X,Y, Z ∈ C∞(TM)に対
して、

X(g(Y, Z)) = X(g̃(Y, Z))

= g̃(∇̃XY, Z) + g̃(Y, ∇̃XZ)

= g̃(∇XY, Z) + g̃(Y,∇XZ)

= g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ).

よって、∇はM のRiemann計量 gを保つ。M の Levi-Civitaは一意的に定まるので、∇
はM の Levi-Civitaに一致する。

定義 3.1.3 命題 3.1.2で定めた hをM の第二基本形式と呼ぶ。M 上のベクトル場X, Y

に対する ∇̃XY の分解

∇̃XY = ∇XY + h(X,Y ) (∇XY ∈ TM, h(X, Y ) ∈ T⊥M)

をGaussの公式と呼ぶ。
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命題 3.1.4 M̃の Levi-Civita接続を ∇̃で表す。M上のベクトル場Xと法ベクトル場 ξに
対して、∇̃Xξはベクトル束 TM̃ |M のC∞級断面として定まり、

∇̃Xξ = −AξX + ∇⊥
Xξ (AξX ∈ TM, ∇⊥

Xξ ∈ T⊥M)

と分解すると、∇⊥はTM̃のRiemann計量から自然に誘導されるT⊥Mの計量を保つT⊥M

の共変微分になり、AはL(T⊥M, Sym(TM))のC∞級断面になる。ここで、Sym(TM)は
TM の各ファイバーの対称線形変換全体の成すベクトル束である。

証明 ∇̃Xξがベクトル束 TM̃ |M の C∞級断面として定まることは、命題 3.1.2の証明
と同様。

a, bをM 上のC∞級関数とする。

∇̃aX(bξ) = a((Xb)ξ + b∇̃Xξ)

= −abAξX + (a(Xb)ξ + ab∇⊥
Xξ)

となるので、

∇⊥
aX(bξ) = a(Xb)ξ + ab∇⊥

Xξ

Abξ(aX) = abAξX

を得る。∇⊥は T⊥M 上の共変微分になり、AはL(T⊥M, End(TM))のC∞級断面になる
ことがわかる。
∇̃は M̃ のRiemann計量 g̃を保つので、M 上の法ベクトル場 ξ, ηに対して、

X(g̃(ξ, η)) = g̃(∇̃Xξ, η) + g̃(ξ, ∇̃Xη)

= g̃(∇⊥
Xξ, η) + g̃(ξ,∇⊥

Xη).

よって、∇⊥は T⊥M の計量 g̃を保つ。
Aξ ∈ Sym(TM)となることは、次の補題から従う。

補題 3.1.5 M 上のベクトル場X,Y と法ベクトル場 ξに対して、

g̃(h(X, Y ), ξ) = g̃(AξX, Y )

が成り立つ。

証明 Y はM の接ベクトル場であり ξはM の法ベクトル場だから g̃(Y, ξ) = 0となり、

0 = X(g̃(Y, ξ)) = g̃(∇̃XY, ξ) + g̃(Y, ∇̃Xξ)

= g̃(h(X,Y ), ξ) + g̃(Y,−AξX).

したがって、
g̃(h(X, Y ), ξ) = g̃(AξX, Y )
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が成り立つ。

命題 3.1.4の証明の続き 補題 3.1.5と命題 3.1.2より、

g̃(AξX, Y ) = g̃(h(X, Y ), ξ) = g̃(h(Y,X), ξ) = g̃(AξY,X).

したがって、Aξは対称線形変換になる。

定義 3.1.6 命題 3.1.4で定めた∇⊥をM の法接続と呼び、AをM のシェイプ作用素と呼
ぶ。M 上のベクトル場Xと法ベクトル場 ξに対する ∇̃Xξの分解

∇̃Xξ = −AξX + ∇⊥
Xξ (AξX ∈ TM, ∇⊥

Xξ ∈ T⊥M)

をWeingartenの公式と呼ぶ。法接続∇⊥の曲率テンソルR∇⊥
をR⊥で表し、法曲率テ

ンソルと呼ぶ。M 上の法ベクトル場 ξが∇⊥ξ = 0を満たすとき、すなわち、任意のベク
トル場Xに対して∇⊥

Xξ = 0を満たすとき、ξを平行法ベクトル場と呼ぶ。

定義 3.1.7 h = 0となるRiemann部分多様体M を、全測地的部分多様体と呼ぶ。M が
全測地的になるための必要十分条件は、M の任意の測地線が M̃ の測地線になることで
ある。

H = tr(h) =
n∑

i=1

h(ei, ei) ({ei} は TM の正規直交基底)

によってHを定めると、HはM 上の法ベクトル場になる。HをM の平均曲率ベクトル
場と呼ぶ。H = 0となるRiemann部分多様体Mを、極小部分多様体と呼ぶ。特に、全測
地的部分多様体は極小部分多様体になる。

3.2 基本方程式
この節では、Riemann部分多様体の三つの基本的な方程式、Gaussの方程式、Codazziの
方程式、Ricciの方程式を導く。この節でも、ι : M → M̃をRiemann多様体 M̃のRiemann

部分多様体として議論する。さらに、M と M̃ のRiemann計量は、どちらも 〈 , 〉で表す
ことにする。

命題 3.2.1 (Gaussの方程式) M̃ とM の曲率テンソルをそれぞれ R̃とRで表すと、M

のベクトル場X,Y, Z,W に対して、

〈R̃(X, Y )Z, W 〉 = 〈R(X,Y )Z, W 〉 + 〈h(X, Z), h(Y,W )〉 − 〈h(X, W ), h(Y, Z)〉

が成り立つ。
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証明 曲率テンソルの定義とGaussの公式、Weingartenの公式より、

R̃(X, Y )Z

= ∇̃X∇̃Y Z − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z

= ∇̃X(∇Y Z + h(Y, Z)) − ∇̃Y (∇XZ + h(X, Z)) − (∇[X,Y ]Z + h([X,Y ], Z))

= ∇X∇Y Z + h(X,∇Y Z) − Ah(Y,Z)X + ∇⊥
X(h(Y, Z))

−∇Y ∇XZ − h(Y,∇XZ) + Ah(X,Z)Y −∇⊥
Y (h(X, Z))

−∇[X,Y ]Z − h([X,Y ], Z)

= R(X, Y )Z − Ah(Y,Z)X + Ah(X,Z)Y

+h(X,∇Y Z) − h(Y,∇XZ) − h([X, Y ], Z)

+∇⊥
X(h(Y, Z)) −∇⊥

Y (h(X, Z)).

よって、補題 3.1.5より、

〈R̃(X, Y )Z, W 〉
= 〈R(X, Y )Z, W 〉 − 〈Ah(Y,Z)X, W 〉 + 〈Ah(X,Z)Y,W 〉
= 〈R(X, Y )Z, W 〉 − 〈h(X, W ), h(Y, Z)〉 + 〈h(Y, W ), h(X, Z)〉.

Codazziの方程式を定式化するために、ベクトル束 L2(TM, T⊥M)に共変微分を導入
する。

補題 3.2.2 a ∈ Γ(L2(TM, T⊥M))とX, Y, Z ∈ Γ(TM)に対して

(∇̄Xa)(Y, Z) = ∇⊥
X(a(Y, Z)) − a(∇XY, Z) − a(Y,∇XZ)

によって
∇̄ : Γ(TM) × Γ(L2(TM, T⊥M)) → Γ(L2(TM, T⊥M))

を定めると、∇̄は L2(TM, T⊥M)上の共変微分になる。

証明 M 上のC∞級関数 f, gに対して、

(∇̄Xa)(fY, gZ) = ∇⊥
X(a(fY, gZ)) − a(∇X(fY ), gZ) − a(fY,∇X(gZ))

= X(fg)a(Y, Z) + fg∇⊥
X(a(Y, Z))

−(Xf)ga(Y, Z) − fga(∇XY, Z)

−f(Xg)a(Y, Z) − fga(Y,∇XZ)

= fg(∇⊥
X(a(Y, Z)) − a(∇XY, Z) − a(Y,∇XZ))

= fg(∇̄Xa)(Y, Z)

となるので、∇̄Xaは Γ(L2(TM, T⊥M))の元になる。
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∇は TM の共変微分であることと、∇⊥は T⊥M の共変微分であることから、

∇̄fXa = f∇̄Xa

が従う。
さらに、

(∇̄X(fa))(Y, Z)

= ∇⊥
X(fa(Y, Z)) − fa(∇XY, Z) − fa(Y,∇XZ)

= (Xf)a(Y, Z) + f∇⊥
X(a(Y, Z)) − fa(∇XY, Z) − fa(Y,∇XZ)

= (Xf)a(Y, Z) + (∇̄Xa)(Y, Z)

より、
∇̄X(fa) = (Xf)a + f∇̄Xa

となり、∇̄は L2(TM, T⊥M)上の共変微分になる。

命題 3.2.3 (Codazziの方程式) M 上のベクトル場X,Y, Zに対して、R̃(X, Y )Zの法成
分は

(R̃(X, Y )Z)⊥ = (∇̄Xh)(Y, Z) − (∇̄Y h)(X, Z)

を満たす。

証明 命題 3.2.1の証明中に得た等式

R̃(X,Y )Z = R(X, Y )Z − Ah(Y,Z)X + Ah(X,Z)Y

+h(X,∇Y Z) − h(Y,∇XZ) − h([X, Y ], Z)

+∇⊥
X(h(Y, Z)) −∇⊥

Y (h(X, Z)).

より、

(R̃(X,Y )Z)⊥ = h(X,∇Y Z) − h(Y,∇XZ) − h([X,Y ], Z)

+∇⊥
X(h(Y, Z)) −∇⊥

Y (h(X, Z))

= h(X,∇Y Z) − h(Y,∇XZ) − h(∇XY, Z) + h(∇Y X, Z)

+∇⊥
X(h(Y, Z)) −∇⊥

Y (h(X, Z))

= (∇̄Xh)(Y, Z) − (∇̄Y h)(X, Z).

命題 3.2.4 (Ricciの方程式) M 上のベクトル場X, Y と法ベクトル場 ξ, ηに対して、

〈R̃(X, Y )ξ, η〉 = 〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉

が成り立つ。
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証明 Weingartenの公式より、

〈R̃(X, Y )ξ, η〉
= 〈∇̃X∇̃Y ξ − ∇̃Y ∇̃Xξ − ∇̃[X,Y ]ξ, η〉
= 〈∇̃X(−AξY + ∇⊥

Y ξ) − ∇̃Y (−AξX + ∇⊥
Xξ) − (−Aξ[X,Y ] + ∇⊥

[X,Y ]ξ), η〉
= 〈h(X,−AξY ) + ∇⊥

X∇⊥
Y ξ − h(Y,−AξX) −∇⊥

Y ∇⊥
Xξ −∇⊥

[X,Y ]ξ, η〉
= 〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 − 〈h(X, AξY ), η〉 + 〈h(Y, AξX), η〉
= 〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 − 〈AηX, AξY 〉 + 〈AηY,AξX〉
= 〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 − 〈AξAηX,Y 〉 + 〈Y,AηAξX〉
= 〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉.

命題 3.2.5 M̃を曲率Kの定曲率空間とすると、Riemann部分多様体MのGauss, Codazzi,

Ricciの方程式は、次のようになる。M 上のベクトル場X,Y, Z,W と法ベクトル場 ξ, ηに
対して、

K(〈Y, Z〉〈X,W 〉 − 〈X, Z〉〈Y, W 〉)
= 〈R(X,Y )Z, W 〉 + 〈h(X, Z), h(Y, W )〉 − 〈h(X,W ), h(Y, Z)〉,
(∇̄Xh)(Y, Z) = (∇̄Y h)(X,Z),

〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 = 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉.

証明 M̃ の曲率テンソル R̃は、M̃ の接ベクトル S, T, U に対して、

R̃(S, T )U = K(〈T, U〉S − 〈S, U〉T )

を満たしている。命題 3.2.1(Gaussの方程式)より、

K(〈Y, Z〉〈X,W 〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉)
= 〈R(X, Y )Z,W 〉 + 〈h(X, Z), h(Y, W )〉 − 〈h(X,W ), h(Y, Z)〉

を得る。命題 3.2.3(Codazziの方程式)より、

(∇̄Xh)(Y, Z) − (∇̄Y h)(X, Z) = (R̃(X,Y )Z)⊥

= K(〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y )⊥

= 0.

よって、
(∇̄Xh)(Y, Z) = (∇̄Y h)(X,Z)

を得る。命題 3.2.4(Ricciの方程式)より、

〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉 = 〈R̃(X,Y )ξ, η〉
= K(〈Y, ξ〉〈X, η〉 − 〈X, ξ〉〈Y, η〉)
= 0.
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よって、
〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 = 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉

を得る。

3.3 高橋の定理
補題 3.3.1 Riemann多様体上のC∞級関数 f に対して、(0, 2)型テンソル場∇2f は対称
になる。

証明 ベクトル場X,Y に対して

(∇2f)(X; Y ) = (∇Y (∇f))(X) = Y (∇f(X)) − (∇f)(∇Y X)

= Y (df(X)) − df(∇Y X) = Y (Xf) − (∇Y X)f

= Y (Xf) − (∇XY + [Y, X])f = X(Y f) − (∇XY )f

= (∇2f)(Y ; X).

定義 3.3.2 ∇2f をC∞級関数 f のHessianと呼ぶ。

定義 3.3.3 Riemann多様体上の C∞級関数 f に対して、∆f = −tr(∇2f)によって∆を
定める。∆をLaplacianと呼ぶ。∆f = 0となる関数 f を調和関数と呼ぶ。

補題 3.3.4 M をRN 内の Riemann部分多様体とし、その挿入を x : M → RN で表す。
M の第二基本形式と平均曲率ベクトルを、それぞれ hとHで表す。このとき、

h = ∇2x, ∆x = −H

が成り立つ。特に、Mが極小部分多様体になるための必要十分条件は、xが調和関数にな
ることである。

証明 M の第二基本形式を hで表し、RN の Levi-Civita接続を ∇̃で表す。補題 3.3.1

の証明中に示したことから、M 上のベクトル場X, Y に対して

(∇2x)(Y,X) = Y Xx − (∇Y X)x = Y X −∇Y X

= ∇̃Y X −∇Y X = h(Y, X)

となるので、xのHessian ∇2xはM の第二基本形式に一致する。

∆x = −tr(∇2x) = −tr(h) = −H

となるので、xの Laplacian ∆xは−Hに一致する。M が極小部分多様体になるというこ
とはH = 0ということであり、xが調和関数になるということは∆x = 0ということだか
ら、M が極小部分多様体になることと xが調和関数になることは同値になる。
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定理 3.3.5 (高橋) M をRN 内の n次元Riemann部分多様体とし、その挿入を x : M →
RN で表す。ある 0でない定数 λが存在し、xが∆x = λxを満たすとすると、λは正の
定数になり、M はRN 内の原点中心で半径

√
n/λの球面 SN−1(

√
n/λ)の極小部分多様体

になる。逆に、M がRN 内の原点中心で半径 aの球面 SN−1(a)の極小部分多様体ならば、
λ = n/a2とおくと、xは∆x = λxを満たす。

証明 最初に位置ベクトル xが接ベクトル空間 TxM に直交するとき、単位接ベクトル
場 eに対して 〈h(e, e), x〉 = −1が成り立つことを示しておく。

〈h(e, e), x〉 = 〈∇̃ee −∇ee, x〉 = 〈∇̃ee, x〉 = −〈e, ∇̃ex〉
= −〈e, ex〉 = −〈e, e〉 = −1.

まず、ある 0でない定数 λが存在し、xが ∆x = λxを満たすと仮定する。補題 3.3.4

より、
−H = ∆x = λx

となる。λ 6= 0だから、M の各点でベクトル xはM の法ベクトルになる。よって、M の
任意のベクトル場Xに対して、〈X, x〉 = 0となり、

X〈x, x〉 = 2〈∇̃Xx, x〉 = 2〈X, x〉 = 0.

よって、関数 〈x, x〉は局所的に定数になる。そこで、局所的に 〈x, x〉 = r2とする。証明の
最初に示したことから

−λx = H =
〈
H,

x

r

〉 x

r
=

1

r2

∑

i

〈h(ei, ei), x〉x = − n

r2
x.

これより、λ = n/r2となり、λは正の定数であって、r =
√

n/λが成り立つ。特に、〈x, x〉
はM全体で一定値n/λをとる。したがって、挿入xの像は球面SN−1(

√
n/λ)に含まれる。

M の球面 SN−1(
√

n/λ)内の第二基本形式を h′とし、平均曲率ベクトルをH ′で表す。
さらに、球面 SN−1(

√
n/λ)のRN 内の第二基本形式を h̃で表すことにすると、M の接ベ

クトル空間上で h = h′ + h̃が成り立つ。よって、

H =
∑

i

h(ei, ei) =
∑

i

h′(ei, ei) +
∑

i

h̃(ei, ei) = H ′ +
∑

i

h̃(ei, ei).

Hはxに比例しているので、特にSN−1(
√

n/λ)に接する成分は0になる。H ′はSN−1(
√

n/λ)

に接する成分であり
∑

i h̃(ei, ei)は直交する成分だから、H ′ = 0が成り立つ。したがって、
M は球面 SN−1(

√
n/λ)内の極小部分多様体になる。

逆に、M はRN 内の原点中心で半径 aの球面 SN−1(a)の極小部分多様体であると仮定
する。

H =
∑

i

h(ei, ei) =
∑

i

h′(ei, ei) +
∑

i

h̃(ei, ei) =
∑

i

h̃(ei, ei)
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より、Hは xに比例する。よって、証明の最初に示したことから

−∆x = H =
〈
H,

x

a

〉 x

a
=

1

a2

∑

i

〈h(ei, ei), x〉x = − n

a2
x.

そこで、λ = n/a2とおくと、∆x = λxが成り立つ。

定理 3.3.6 (高橋) コンパクト等質Riemann多様体M の線形イソトロピー表現が既約の
とき、M は球面の極小部分多様体になり得る。

証明 M はコンパクトRiemann多様体なので、∆の 0でない固有値はすべて正で可算
個存在し、各固有値の固有空間は有限次元になることが、楕円型偏微分作用素の理論か
ら知られている。そこで、∆の 0でない固有値 λを一つとり、Vλをその固有空間とする。
すなわち、

Vλ = {f ∈ C∞(M) | ∆f = λf}.

Mの等長変換群の単位連結成分をGで表すと、Gはコンパクト連結Lie群になり、Mに等
長推移的に作用する。さらに、GはC∞(M)にL2内積に関して等長的に作用し、Gの作用
は∆の作用と可換になるので、固有空間 Vλを不変にする。Vλの正規直交基底 f1, . . . , fN

をとり、
x̃(p) = (f1(p), . . . , fN(p)) (p ∈ M)

によって、C∞級写像 x̃ : M → RN を定める。RN の内積の x̃による引戻しは、M上のG

不変対称 (0, 2)型テンソル g̃を定める。Mの線形イソトロピー表現が既約であるという仮
定より、コンパクトLie群の表現に関する Schurの補題を使うと、ある 0でない定数 cが存
在し、g̃ = c2gが成り立つ。ここで、gはM のRiemann計量である。そこで、x = x̃/cと
おくと、x : M → RNは等長的挿入になる。さらに、∆x = λxが成り立つので、定理 3.3.5

より、n = dim Mとすると、MはRN 内の原点中心で半径
√

n/λの球面 SN−1(
√

n/λ)の
極小部分多様体になる。
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4.1 Lie変換群
定義 4.1.1 Gを Lie群とし、M を多様体とする。C∞級写像 ρ : G × M → M が存在し

ρ(e, x) = x, ρ(g1g2, x) = ρ(g1, ρ(g2, x)) (g1, g2 ∈ G, x ∈ M)

を満たすとき、GをM の Lie変換群と呼ぶ。このとき、GはM に作用するという。M

を G多様体ということもある。簡単に ρ(g, x) = ρ(g)x = gxと書くこともある。M が
Riemann多様体であり、各 g ∈ Gに体して

ρ(g) : M → M ; x 7→ ρ(g)x = ρ(g, x)

が等長変換になるとき、GをM のLie等長変換群と呼ぶ。

定理 4.1.2 Gを Lie群としH をGの閉 Lie部分群とする。射影 π : G → G/H; g 7→ gH

によってGのH による剰余類の全体G/Hに商位相をいれる。すなわち、

{O ⊂ G/H | π−1(O)は G の開集合 }

をG/Hの開集合系として定める。このとき、

G × (G/H) → G/H; (g, xH) 7→ gxH

によってGがG/Hの Lie変換群になるようなG/Hの多様体構造が存在する。

定義 4.1.3 GをLie群としHをGの閉Lie部分群とする。定理 4.1.2で存在を示した多様
体構造を持つG/HをGの等質空間と呼ぶ。GはG/Hに推移的に作用する Lie変換群に
なっている。

定義 4.1.4 Gを多様体M の Lie変換群とする。x ∈ M に対して

Gx = {gx | g ∈ G}
Gx = {g ∈ G | gx = x}

を定め、Gxを xを通るG軌道と呼び、Gxを xにおけるイソトロピー部分群と呼ぶ。G

の Lie環 gの元Xに対して

X(x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tX)x (x ∈ M)

によってM 上のベクトル場を定める。
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定理 4.1.5 Gを多様体M の Lie変換群とする。x ∈ M をとるとGxはGの閉 Lie部分群
になる。さらにGxはM の部分多様体になり、G/Gx → Gx ; gGx 7→ gxによってG/Gx

とGxは微分同型になる。

命題 4.1.6 Gを多様体M の Lie変換群とする。x, y ∈ M と g ∈ Gに対して以下の (1)か
ら (3)が成り立つ。

(1) Ggx = gGxg
−1.

(2) Gx ∩ Gy 6= ∅ならばGx = Gyとなる。

(3) Tx(Gx) = {X(x) | X ∈ g}.

証明 (1) h ∈ Gに対して h ∈ Ggxとなるための必要十分条件は、hgx = gxだから
g−1hgx = xとなり g−1hg ∈ Gxになる。よって h ∈ gGxg

−1となり、Ggx = gGxg
−1を

得る。
(2) 共通部分の元を g1x = g2y (g1, g2 ∈ G)で表す。g ∈ Gに対して

gx = gg−1
1 g1x = gg−1

1 g2y ∈ Gy,

gy = gg−1
2 g2y = gg−1

2 g1x ∈ Gx

となるので、Gx = Gyが成り立つ。
(3) 定理 4.1.5の微分同型写像は等号 Tx(Gx) = {X(x) | X ∈ g}を導く。

定義 4.1.7 M とN をG多様体とする。C∞級写像 F : M → N が

F (gx) = gF (x) (g ∈ G, x ∈ M)

を満たすとき、F をG同変写像という。関数 f : M → Rがすべての (g, x) ∈ G×M に対
して f(gx) = f(x)を満たすとき、f をG不変関数と呼ぶ。

定義 4.1.8 G多様体M 内の軌道Gxについて、任意の y ∈ M に対しGx ⊂ gGyg
−1を満

たす g ∈ G が存在するとき、軌道 Gx を 主軌道 と言う。Gxが主軌道になるとき、xを
正則点という。正則点ではない点を特異点という。x, y ∈ M に対してある g ∈ Gが存在
してGy = gGxg

−1が成り立つとき、軌道GxとGyは同じ型であるという。

コンパクト Lie変換群の主軌道については次の定理が知られている。

定理 4.1.9 Gが多様体M のコンパクト Lie変換群のとき、M には主軌道が存在する。

定義 4.1.10 M をG多様体とし、SをM の部分多様体とする。軌道GxのG不変な開近
傍 U とG同変レトラクション r : U → Gxが存在し S = r−1(x)となるとき、Sを xにお
けるスライスという。



4.1. Lie変換群 67

命題 4.1.11 MをG多様体とし、Sを xにおけるスライスとする。このとき、次の (1)か
ら (5)が成り立つ。

(1) x ∈ SとGxS ⊂ Sが成り立つ。

(2) gS ∩ S 6= ∅ならば g ∈ Gxが成り立つ。

(3) GS = {gs | g ∈ G, s ∈ S}はM の開集合になる。

(4) y ∈ Sに対してGy ⊂ Gxが成り立つ。

(5) Gxが主軌道でありGxがコンパクトならば、任意の y ∈ Sに対してGy = Gxが成
り立つ。特にGxの近傍の軌道はすべて同じ型になる。

証明 Sは xにおけるスライスだから、軌道GxのG不変な開近傍 U とG同変レトラ
クション r : U → Gxが存在し S = r−1(x)となる。

(1) g ∈ Gx, s ∈ Sとすると、rがG同変であることから

r(gs) = gr(s) = gx = x

となり gs ∈ r−1(x) = Sを得る。よって、GxS ⊂ Sが成り立つ。
(2) y ∈ gS∩Sをとると、y = gzとなる z ∈ Sが存在する。rがG同変であることから、

gx = gr(z) = r(gz) = r(y) = x.

よって、g ∈ Gxが成り立つ。
(3) u ∈ U をとると r(u) ∈ Gxとなるので、ある g ∈ Gが存在し r(u) = gxと書ける。

x = g−1r(u) = r(g−1u)となり g−1u = s ∈ r−1(x) = Sが成り立つ。これより u = gs ∈ GS

となり、U ⊂ GSを得る。逆に g ∈ Gと s ∈ Sをとると gs ∈ gr−1(x) = r−1(gx) ⊂ U とな
りGS ⊂ U を得る。以上より、GS = U となりGSはM の開集合になる。

(4) y ∈ Sと g ∈ Gyをとる。rがG同変であることから、

gx = gr(y) = r(gy) = r(y) = x.

よって、g ∈ GxとなりGy ⊂ Gxを得る。
(5) y ∈ Sとすると (4)よりGy ⊂ Gxであり、GxはコンパクトだからGyもコンパクト
になる。Gxは主軌道だからGx ⊂ gGyg

−1を満たす g ∈ Gが存在する。二つのコンパクト
Lie群GxとGyが互いにその部分群と同型になるので、Lie環は同型になり単位連結成分
は等しい。さらに、コンパクトであることから連結成分の個数は有限個で等しくなる。し
たがって、Gy = Gxが成り立つ。このことから、Gxの近傍の軌道はすべて同じ型になる。
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4.2 等長変換群
補題 4.2.1 M をRiemann多様体とし、φ : M → M を等長写像とする。このとき、次の
等式が成り立つ。

φ(Expp(X)) = Expφ(p)(dφp(X)) (p ∈ M, X ∈ TpM).

証明 Riemann多様体の指数写像の定義から

R → M ; t 7→ Expp(tX)

はMの測地線になる。φは等長写像だから φ(Expp(tX))もMの測地線になる。この測地
線の初期条件は φ(Expp(0X)) = φ(p)であり、

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ(Expp(tX)) = dφp

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Expp(tX)

)
= dφp(X).

初期条件が一致することから、φ(Expp(tX)) = Expφ(p)(tdφp(X)) が成り立つ。特に t = 1

とすると、φ(Expp(X)) = Expφ(p)(dφp(X))を得る。

系 4.2.2 M をRiemann多様体とし、φ : M → M を等長写像とする。このとき、φの不
動点全体

F (φ) = {x ∈ M | φ(x) = x}

はM の全測地的部分多様体になる。

証明 p ∈ F (φ)をとる。TpM内の原点中心の開円板UをExpp : U → V ⊂ Mが微分同
型写像になり、V がMの開集合になるようにとる。このとき、V の任意の点は pと最短測
地線で一意的に結ばれる。そこで、y ∈ F (φ)∩V をとると Y ∈ Uが存在し、y = Expp(Y )

となり、さらに t 7→ Expp(tY )は pと yを結ぶ唯一の最短測地線になる。ところが、補題
4.2.1より Expp(dφp(Y )) = φ(Expp(Y )) = φ(y) = yとなり、t 7→ Expp(tdφp(Y ))も pと y

を結ぶ測地線になる。したがって、これらの二つの測地線は一致し、特に dφp(Y ) = Y が成
り立つ。逆にY ∈ Uが dφp(Y ) = Y を満たせば、φ(Expp(Y )) = Expp(dφp(Y )) = Expp(Y )

となり、Expp(Y ) ∈ F (φ)を得る。以上より

F (φ) ∩ V = Expp({X ∈ TpM | dφp(X) = X} ∩ U)

が成り立ち、特に、F (φ)は部分多様体になる。
上の考察より F (φ)の pにおける接ベクトル空間は

{X ∈ TpM | dφp(X) = X}

になり、これに接するMの測地線はF (φ)に含まれるので、F (φ)はMの全測地的部分多
様体になる。
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定義 4.2.3 NをRiemann多様体Mに埋め込まれた閉部分多様体とする。r > 0に対して

T⊥
r N = {X ∈ T⊥

x N | x ∈ N, |X| < r}

とおく。Exp(T⊥
r N)がM の開集合になり、Exp : T⊥

r N → Exp(T⊥
r N)が微分同型写像に

なるとき、Exp(T⊥
r N)をN の管状近傍と呼ぶ。

注意 4.2.4 Riemann多様体の部分多様体N がコンパクトのときは、十分小さい r > 0に
対してExp(T⊥

r N)はNの管状近傍になるが、一般には管状近傍は存在するとは限らない。

命題 4.2.5 M をRiemann多様体とし、GをM の Lie等長変換群とする。ある x ∈ M と
r > 0に対して Exp(T⊥

r (Gx))が軌道Gxの管状近傍であると仮定する。y ∈ Gxに対して
Sy = Expy(T

⊥
r (Gx) ∩ TyM)とおくと、次の (1)と (2)が成り立つ。

(1) g ∈ Gに対して Sgx = gSx.

(2) Sxは xにおけるスライスになる。

証明 (1) 補題 4.2.1より

gSx = gExpx(T
⊥
r (Gx) ∩ TxM) = Expgx(dgx(T

⊥
r (Gx) ∩ TxM))

= Expgx(T
⊥
r (Gx) ∩ TgxM) = Sgx.

(2) Exp(T⊥
r (Gx))が軌道Gxの管状近傍であることより、

Exp : T⊥
r (Gx) → Exp(T⊥

r (Gx))

は微分同型写像になる。この微分同型写像を通して自然な射影 π : T⊥
r (Gx) → Gxにレト

ラクション r : Exp(T⊥
r (Gx)) → Gxが対応する。すなわち y ∈ Gxに対して r(Sy) = {y}が

成り立つ。補題 4.2.1よりExp(T⊥
r (Gx))はG不変になり、X ∈ T⊥

r (Gx) ∩ TyM)と g ∈ G

に対して
r(gExpy(X)) = r(Expgy(dg(X))) = gy = gr(Expy(X)).

よって r : Exp(T⊥
r (Gx)) → GxはG同変レトラクションになる。さらに、r−1(x) = Sxが

成り立つので、Sxは xにおけるスライスになる。

定義 4.2.6 命題 4.2.5の (2)のスライスを法スライスと呼ぶ。

定義 4.2.7 M をRiemann多様体とし、GをM の Lie等長変換群とする。x ∈ M におけ
るイソトロピー部分群Gxの作用は xにおける軌道Gxを不変にし xを固定するので、接
ベクトル空間 Tx(Gx)を不変にする。したがって、その直交補空間 T⊥

x (Gx)も不変にする。
Gxの T⊥

x (Gx)への表現をスライス表現と呼ぶ。
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定義 4.2.8 φ : X → Y を位相空間の間の写像とする。Y 内の任意のコンパクト部分集合
Cに対して φ−1(C)がXのコンパクト部分集合になるとき、φを固有写像と呼ぶ。Gが多
様体M の Lie変換群であり、写像

G × M → M × M ; (g, x) 7→ (gx, x)

が固有写像であるとき、GのM への作用は固有であるといい、GをM の固有 Lie変換群
と呼ぶ。

命題 4.2.9 Gを多様体M の固有 Lie変換群とすると、各 x ∈ M に対してイソトロピー
部分群Gxはコンパクトになる。

証明 写像
G × M → M × M ; (g, x) 7→ (gx, x)

を φで表す。G×M の第一成分への射影を p1で表すと、p1は連続になる。x ∈ M に対し
て {(x, x)}はM × M のコンパクト部分集合になるので、φ−1(x, x)はG × M のコンパク
ト部分集合になる。

φ−1(x, x) = {(g, x) ∈ G × M | gx = x}

だからGx = p1(φ
−1(x, x))となり、Gxはコンパクトになる。

命題 4.2.10 Gを多様体M のコンパクト Lie変換群とすると、GのM への作用は固有に
なる。

証明 写像
G × M → M × M ; (g, x) 7→ (gx, x)

を φで表す。M × M の第二成分への射影を p2で表すと、p2は連続写像になる。M × M

のコンパクト部分集合Cを任意にとる。CはM ×M の閉部分集合になり、φは連続だか
ら φ−1(C)はG×M の閉部分集合になる。p2は連続だから p2(C)はM のコンパクト部分
集合になる。

φ−1(C) = {(g, x) ∈ G × M | (gx, x) ∈ C} ⊂ G × p2(C)

となり、G× p2(C)はコンパクトになるので、φ−1(C)もコンパクトになる。したがって、
GのM への作用は固有である。

命題 4.2.11 Gを多様体M の Lie変換群とする。GのM への作用が固有であるための必
要十分条件は、Mの任意のコンパクト部分集合K, Lに対して {g ∈ G | gK ∩L 6= ∅}がコ
ンパクトになることである。

証明 GのMへの作用が固有であると仮定する。Mの任意のコンパクト部分集合K,L

に対して L × KはM × M のコンパクト部分集合になる。仮定より

φ−1(L × K) = {(g, x) ∈ G × M | gx ∈ L, x ∈ K}
= {(g, x) ∈ G × M | gx ∈ gK ∩ L}



4.2. 等長変換群 71

はコンパクトになる。よってこの部分集合の第一成分への射影

p1(φ
−1(L × K)) = {g ∈ G | gK ∩ L 6= ∅}

もコンパクトになる。
逆にM の任意のコンパクト部分集合K, Lに対して {g ∈ G | gK ∩ L 6= ∅}がコンパク
トになると仮定する。M ×M のコンパクト部分集合Cを任意にとる。Cの第一成分への
射影をLとし第二成分への射影をKとすると、K, LはM のコンパクト部分集合になり、
C ⊂ L × Kが成り立つ。このとき、

φ−1(C) ⊂ φ−1(L × K) ⊂ {g ∈ G | gK ∩ L 6= ∅} × K

となるので、φ−1(C)はコンパクトになる。したがって、GのM への作用は固有になる。

命題 4.2.12 Gを Riemann多様体M の固有等長 Lie変換群とする。このとき、任意の
p ∈ M に対して軌道Gpの管状近傍が存在し、pにおける法スライスが存在する。

証明 r > 0に対して
Br = {X ∈ TpM | |X| ≤ r}

とおく。指数写像 Expp : Br → Expp(Br)が微分同型写像になるように r > 0をとる。

Expp(Br) ∩ Gp = {g ∈ G | g{p} ∩ Expp(Br) 6= ∅}p

となるので、命題 4.2.11よりExpp(Br)∩Gpはコンパクトになる。よって、Expp(Br)∩Gp

の連結成分は有限個になる。pを含む連結成分がExp(Dr)となるようにDr ⊂ Brをとる。
連結成分は開かつ閉集合だから、pを含む連結成分を除いた

Expp(Br) ∩ Gp − Expp(Dr)

もコンパクトになる。これは pを含まないコンパクト部分集合になるので

d(p, Expp(Br) ∩ Gp − Expp(Dr) = s > 0

となる。この sを使うと Expp(Bs/2) ∩ Gpは連結になる。

Exp : T⊥(Gp) → M

の微分写像は 0 ∈ T⊥
p (Gp)において恒等写像とみなせるので、ある 0 < t < sが存在し

Exp : T⊥
t (Gp ∩ Expp(Bt)) → Exp(T⊥

t (Gp ∩ Expp(Bt)))

は微分同型写像になる。この写像はG同変なので、

Exp : T⊥
t (Gp) → Exp(T⊥

t (Gp))
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は挿入になる。
Exp : T⊥

t/2(Gp) → Exp(T⊥
t/2(Gp))

が微分同型写像になることを以下で示す。そのためには単射になることを示せば十分であ
る。Xi ∈ T⊥

t/2(Gp)が Exp(X1) = Exp(X2)を満たすと仮定する。Xi ∈ T⊥
gip

(Gp)とすると
dg−1

1 X1 ∈ T⊥
p (Gp)となり、

Exp(dg−1
1 X1) = g−1

1 Exp(X1) = g−1
1 Exp(X2) = Exp(dg−1

1 X2)

が成り立つ。これより

d(p, g−1
1 (g2p)) ≤ d(p, Exp(dg−1

1 X1)) + d(Exp(dg−1
1 X2), g

−1
1 (g2p)) ≤ t < s

となり g−1
1 (g2p)は Exp(Bt) ∩ Gpに含まれる。tのとり方から

p = g−1
1 g1p = g−1

1 g2p, dg−1
1 X1 = dg−1

1 X2

となり、X1 = X2が成り立つ。したがって、

Exp : T⊥
t/2(Gp) → Exp(T⊥

t/2(Gp))

は微分同型写像になる。
以上よりExp(T⊥

t/2(Gp))はGpの管状近傍になり、命題 4.2.5より法スライスが存在する。

命題 4.2.13 GをRiemann多様体M の固有等長 Lie変換群とする。x ∈ M とする。Gx

が主軌道ならば、xにおけるスライス表現は自明になる。

証明 命題 4.2.12より xにおける法スライス Sが存在する。さらに命題 4.2.9よりGx

はコンパクトになる。命題 4.1.11の (5)より、任意の y ∈ Sに対してGy = Gxが成り立
つ。よって、任意の g ∈ Gxに対して gy = yが成り立つ。Sは xにおける法スライスだか
ら、X ∈ T⊥

x (Gx)と十分小さい tに対して Expx(tX) ∈ Sとなり、補題 4.2.1より

Expx(tX) = gExpx(tX) = Expx(tdgxX).

両辺を t = 0で微分すると

X =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Expx(tX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Expx(tdgxX) = dgxX.

これより、xにおけるスライス表現は自明になる。

系 4.2.14 GをRiemann多様体M の固有等長 Lie変換群とする。x ∈ M とし、Gxは主
軌道であると仮定する。このとき、X ∈ T⊥

x (Gx)に対して X̃(gx) = dgxX (g ∈ G)によっ
て X̃ を定めることによってGxの法ベクトル場 X̃ が定まる。これによって、主軌道Gx

の法ベクトル束は自明になる。
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証明 gx = hxとすると、g−1hx = xとなり g−1h ∈ Gxが成り立つ。命題 4.2.13より
d(g−1h)xX = Xとなり、dgxX = dhxXを得る。これは、X̃がwell-definedであることを
示している。

dgxTx(Gx) = Tgx(Gx)が成り立つので、dgxT
⊥
x (Gx) = T⊥

gx(Gx)となり X̃(gx) = dgxX ∈
T⊥

x (Gx)を得る。したがって、X̃はGxの法ベクトル場になる。
X1, . . . , Xkを T⊥

x (Gx)の正規直交基底とする。写像Φ : Gx × Rk → T⊥(Gx)を

Φ(y, t1, . . . , tk) = t1X̃1(y) + · · · + tkX̃k(y)

によって定めると、Φはベクトル束の同型写像になり、法ベクトル束 T⊥(Gx)は自明に
なる。

4.3 Riemannサブマーション
定義 4.3.1 EとBをRiemann多様体とする。π : E → BがRiemannサブマーションで
あるとは、任意の x ∈ Eに対して dπx : TxE → Tπ(x)Bは全射になり、dπx : (kerdπx)

⊥ →
Tπ(x)Bが等長線形同型写像になることである。Vx = kerdπxを垂直部分空間と呼び、V =

∪xVxを接ベクトル束 TEの垂直部分束と呼ぶ。Hx = (kerdπx)
⊥を水平部分空間と呼び、

H = ∪xHxを接ベクトル束 TEの水平部分束と呼ぶ。

命題 4.3.2 π : E → BがRiemannサブマーションであると仮定する。

(1) c : I → Bを滑らかな曲線とする。t0 ∈ I と x0 ∈ π−1(c(to))をとると、ただ一つの
曲線 c̃ : I → Eが存在し、c̃′(t)は水平部分空間に含まれ π(c̃) = cかつ c̃(t0) = x0を
満たす。c̃を cの x0における水平持ち上げと呼ぶ。

(2) B 上のベクトル場 X に対してただ一つの E 上のベクトル場 X̃ が存在し、任意の
x ∈ Eについて X̃xは水平部分空間に含まれ dπxX̃x = Xπ(x)を満たす。X̃をXの水
平持ち上げと呼ぶ。

補題 4.3.3 π : E → BがRiemannサブマーションであると仮定する。E上のベクトル場
Xが各点で垂直部分空間に含まれ、Y がB上のあるベクトル場の水平持ち上げになって
いるとき、[X,Y ]は各点で垂直部分空間に含まれる。

証明 仮定より
dπ[X, Y ] = [dπX, dπY ] = [0, dπY ] = 0.

したがって、[X, Y ]は各点で垂直部分空間に含まれる。

補題 4.3.4 Riemann多様体の滑らかな曲線 cに対して、その長さをL(c)で表す。π : E →
BがRiemannサブマーションであると仮定すると、Eの曲線 cに対して L(π ◦ c) ≤ L(c)

が成り立つ。等号成立の必要十分条件は、cの速度ベクトルが水平ベクトルになることで
ある。
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証明 x ∈ Eにおける接ベクトルXを水平成分と垂直成分に分解して

X = XH + XV (XH ∈ Hx, XV ∈ Vx)

とすると、dπ(X) = dπ(XH)となり

|dπ(X)| = |dπ(XH)| = |XH| ≤
√

|XH|2 + |XV |2 = |X|

が成り立つ。等号成立の必要十分条件は、XV = 0となることだから、Xが水平ベクトル
になることである。
曲線 cの定義域を Iで表すと、次の不等式を得る。

L(π ◦ c) =

∫

I

|(π ◦ c)′(t)|dt =

∫

I

|dπ(c′(t))|dt ≤
∫

I

|c′(t)|dt = L(c).

等号成立の必要十分条件は |dπ(c′(t))| = |c′(t)|だから、上で示したことから c′(t)が水平ベ
クトルになることである。

命題 4.3.5 π : E → BがRiemannサブマーションであると仮定する。Bの測地線 γに対
して、その水平持ち上げを γ̃で表す。このとき、次の (1)から (4)が成り立つ。

(1) L(γ̃) = L(γ).

(2) すべての tについて γ̃は π−1(γ(t))に直交する。

(3) γがBの二点 pと qを結ぶ最短測地線のとき、L(γ̃) = d(π−1(p), π−1(q))が成り立つ。

(4) γ̃はEの測地線になる。

証明 (1) π ◦ γ̃ = γであり、γ̃の速度ベクトルは水平ベクトルになるので、補題 4.3.4

より L(γ̃) = L(γ)が成り立つ。
(2) 各 t ∈ I について Tγ̃(t)(π

−1(γ(t))) = kerdπγ̃(t) であり、γ̃(t)は水平持ち上げだから
γ̃′(t)は Tγ̃(t)(π

−1(γ(t)))に直交する。
(3) x, y ∈ Eに対して

d(x, y) = inf{L(c) | cは xと yを結ぶEの曲線 }.

さらに
d(π−1(p), π−1(q)) = inf{d(x, y) | x ∈ π−1(p), y ∈ π−1(q)}

だから、

d(π−1(p), π−1(q))

= inf{L(c) |曲線 c : [a, b] → Eは c(a) ∈ π−1(p), c(b)π−1(q) を満たす。}
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が成り立つ。そこで、曲線 c : [a, b] → Eであって c(a) ∈ π−1(p), c(b) ∈ π−1(q)を満たす
ものをとると、π ◦ cは pと qを結ぶ曲線になるので、

L(c) ≥ L(π ◦ c) ≥ L(γ) = L(γ̃).

したがって、L(γ̃) = d(π−1(p), π−1(q))が成り立つ。
(4) 上の (3)で示したことより、γ̃は局所的には最短になるので、特に測地線になる。

系 4.3.6 π : E → BがRiemannサブマーションであると仮定する。c : I → Eが測地線
であって、ある t0 ∈ Iに対して c′(t0)が水平ベクトルならば、任意の t ∈ Iに対して c′(t)

は水平ベクトルになる。

証明 γ(t0) = π(c(t0))かつ γ′(t0) = dπ(c′(t0))を満たすBの測地線 γをとる。γ̃(t0) =

c(t0)を満たす γの水平持ち上げ γ̃をとると、命題 4.3.5より γ̃はEの測地線になる。測地
線の初期条件に関する一意性から γ̃(t) = c(t)が成り立つ。したがって、任意の t ∈ Iに対
して c′(t)は水平ベクトルになる。

系 4.3.7 π : E → BがRiemannサブマーションであると仮定する。

(1) 水平部分束Hが積分可能ならば、その積分多様体は全測地的になる。

(2) 水平部分束Hが積分可能であり、Sをその積分多様体とすると、π|Sは局所等長写
像になる。

証明 (1)は系 4.3.6よりわかる。(2)はRiemannサブマーションの定義から従う。

定義 4.3.8 Riemannサブマーションπ : E → Bの水平部分束が積分可能のとき、π : E →
Bを積分可能という。

補題 4.3.9 π : E → BがRiemannサブマーションであると仮定する。Eの接ベクトルX

に対して、Xの垂直成分をXVで表しXの水平成分をXHで表す。Eの接ベクトルX, Y

に対して、

T (X, Y ) = (∇XVY V)H + (∇XVY H)V ,

A(X, Y ) = (∇XHY H)V + (∇XHY V)H

によって T (X,Y )とA(X,Y )を定めると、T とAはE上の (1, 2)型テンソル場になる。

証明 E上のC∞級関数 f に対して

T (fX, Y ) = (∇fXVY V)H + (∇fXVY H)V = f(∇XVY V)H + f(∇XVY H)V

= fT (X, Y ),

T (X, fY ) = (∇XVfY V)H + (∇XVfY H)V

= [(XVf)Y V + f∇XVY V ]H + [(XVf)Y H + f∇XVY H]V

= f(∇XVY V)H + f(∇XVY H)V

= fT (X, Y ).
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したがって、T はE上の (1, 2)型テンソル場になる。

A(fX, Y ) = (∇fXHY H)V + (∇fXHY V)H = f(∇XHY H)V + f(∇XHY V)H

= fA(X,Y ),

A(X, fY ) = (∇XHfY H)V + (∇XHfY V)H

= [(XHf)Y H + f∇XHY V ]H + [(XHf)Y V + f∇XHY V ]H

= f(∇XHY H)V + f(∇XHY V)H

= fA(X,Y ).

したがって、AはE上の (1, 2)型テンソル場になる。

定理 4.3.10 π : E → BがRiemannサブマーションであると仮定する。次の (1)から (3)

は同値になる。

(1) π : E → Bは積分可能になる。

(2) 任意の b ∈ BとX ∈ TbBに対して、Xの水平持ち上げ X̃は π−1(b)の法接続に関す
る平行法ベクトル場になる。

(3) A = 0が成り立つ。

証明 (1)が成り立つと仮定する。Hの積分多様体の第二基本形式を hで表し、シェイ
プ作用素を Sで表す。これらの定義から

A(X,Y ) = h(XH, Y H) − SY VXH

が成り立つ。系 4.3.7の (1)より積分多様体は全測地的になるので、h = 0と S = 0が成り
立ち、A = 0となる。したがって、(3)が成り立つ。
逆に (3)が成り立つと仮定する。E上の各点で水平部分空間に含まれるベクトル場X, Y

に対して
0 = A(X, Y ) = (∇XY )V

となるので、∇XY は各点で水平部分空間に含まれる。よって、

[X,Y ] = ∇XY −∇Y X

も各点で水平部分空間に含まれ、水平部分束Hは積分可能になり (1)が成り立つ。
E上のベクトル場Xが各点で垂直部分空間に含まれ、Y がB上のあるベクトル場の水
平持ち上げになっているとき、補題 4.3.3より [X, Y ]は各点で垂直部分空間に含まれる。

[X,Y ] = ∇XY −∇Y X

となり、(1)が成り立つときHの積分多様体は全測地的になるので、∇Y Xは各点で垂直
部分空間に含まれる。したがって、∇XY も垂直部分空間に含まれる。これはBの各点の
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πによる逆像上で Y が法接続に関して平行法ベクトル場になることを意味している。し
たがって、(2)が成り立つ。
逆に (2)が成り立つと仮定する。B上のベクトル場X,Y に対して、それらの水平持ち
上げ X̃, Ỹ のブラケット [X̃, Ỹ ]が水平になることを示せば、π : E → Bは積分可能になり
(1)が成り立つ。

[X̃, Ỹ ] = ∇X̃ Ỹ −∇Ỹ X̃

より∇X̃ Ỹ が水平になることを示せば十分である。任意の垂直ベクトル場 T に対して

〈∇X̃ Ỹ , T 〉 = −〈Ỹ ,∇X̃T 〉 = −〈Ỹ , [X̃, T ] + ∇T X̃〉.

補題 4.3.3より [X̃, T ]は垂直ベクトル場になり、(2)より∇T X̃の水平成分は 0になる。し
たがって、〈∇X̃ Ỹ , T 〉 = 0となり、∇X̃ Ỹ は水平になる。[X̃, Ỹ ]も水平になり、π : E → B

は積分可能になる。これより (1)が成り立つ。

命題 4.3.11 GをRiemann多様体M の固有等長 Lie変換群とし、Gのすべての軌道は同
じ型であると仮定する。このとき、軌道全体の集合 M̃ は多様体構造を持ち、

p : M → M̃ ; x → Gx

はファイバー束になる。さらに p : M → M̃ がRiemannサブマーションになるような M̃

のRiemann計量がただ一つ存在する。

証明 命題 4.2.12より任意の x ∈ M に対して xにおける法スライス Sが存在する。仮
定よりすべての軌道は同じ型だから、特にすべての軌道が主軌道になる。命題 4.2.13の証
明中に示したように、任意の y ∈ Sに対してGy = Gxが成り立つ。p|Sが単射になること
を示す。y, z ∈ Sに対して p(y) = p(z)が成り立つと仮定する。このとき、ある g ∈ Sが存
在して z = gyが成り立つ。よって z ∈ gS ∩Sとなり、命題 4.1.11の (2)より g ∈ Gx = Gy

を得る。したがって、z = gy = yとなり、p|Sは単射になる。そこで、p|S : S → p(S) ⊂ M̃

が微分同型になるように p(S) ⊂ M̃ に多様体構造を導入する。別の点 x1 ∈ M における法
スライス S1をとり、p(S)∩ p(S1) 6= ∅と仮定する。命題 4.1.11の (3)よりGS1は開集合だ
から、

{y ∈ S | p(y) ∈ p(S) ∩ p(S1)} = S ∩ GS1

は Sの開部分集合になる。y ∈ S ∩ GS1に対して p(y) = p(y1)となる y1 ∈ S1をとると、
p|S1 も単射であることから、このような y1 ∈ S1は一意的に定まる。そこで y1 = φ(y)と
書く。

ΦS : G/Gx × S → GS ; (gGx, y) 7→ gy

は微分同型写像になり、φ(y) = pr2 ◦ Φ−1
S1

◦ ΦS(Gx, y)となるので、φは C∞級写像にな
る。同様に逆写像もC∞級写像になり、φは微分同型写像になる。したがって、p|S : S →
p(S) ⊂ M̃ によって定めた多様体構造は M̃ 全体に多様体構造を定める。
微分同型写像ΦSはGSにおける p : M → M̃の局所自明性を示しているので、p : M →

M̃ はファイバー束になる。



78 第 4章 等長変換群の軌道

p : M → M̃ がファイバー束になることから、特にサブマーションになる。よって、各
x ∈ Mに対して dpx : T⊥

x (Gx) → Tp(x)M̃ は線形同型写像になる。p : M → M̃がRiemann

サブマーションになるためには、この線形同型写像が等長的になるしかない。そこでこの
線形同型写像が等長的になるように Tp(x)M̃ に計量を導入する。他の y ∈ M についても
p(y) = p(x)となるときは、ある g ∈ Gが存在し y = gxを満たす。このとき gGx = Gy

となるので、dgx(Tx(Gx)) = Ty(Gy)となり dgx(T
⊥
x (Gx)) = T⊥

y (Gy)が成り立つ。さらに
p ◦ g = pだから dpy ◦ dgx = dpxとなり、上の Tp(x)M̃ の計量は xのとり方に依存しない。
これによって M̃ に Riemann計量が定まり、p : M → M̃ は Riemannサブマーションに
なる。

4.4 等長変換群の断面
補題 4.4.1 GをRiemann多様体M の等長 Lie変換群とする。Gの Lie環 gの元XとM

の測地線 γ(t)に対して関数 〈γ′(t), X(γ(t))〉は一定になる。

証明 Xは等長変換から生成されるので、M上のKillingベクトル場になる。よって任
意のベクトル場Zに対して 〈∇ZX,Z〉 = 0が成り立つ。

d

dt
〈γ′(t), X(γ(t))〉 = 〈∇γ′(t)γ

′(t), X(γ(t))〉 + 〈γ′(t),∇γ′(t)X(γ(t))〉 = 0

これより 〈γ′(t), X(γ(t))〉は一定になる。

命題 4.4.2 Gを Riemann多様体M の等長 Lie変換群とする。x ∈ M に対して T (x) =

Expx(T
⊥
x (Gx))によって T (x)を定める。Mの正則点の全体をMrで表し、Tr(x) = T (x)∩

Mrとおく。このとき、x ∈ M に対して次の (1)から (3)が成り立つ。

(1) g ∈ Gに対して gT (x) = T (gx)と gTr(x) = Tr(gx)が成り立つ。

(2) v ∈ T⊥
x (Gx)に対して測地線 γ(t) = Expx(tv)は交わる軌道に直交する。

(3) Gがコンパクトならば、T (x)はすべての軌道と交わる。

証明 (1) v ∈ T⊥
x (Gx)に対して dgx(v) ∈ T⊥

gx(Gx)となるので、補題 4.2.1より

gExpx(v) = Expgx(dgxv) ∈ T (gx).

これより gT (x) ⊂ T (gx)となり、T (x) ⊂ g−1T (gx) ⊂ T (x)だから、gT (x) = T (gx)を
得る。さらに、Gの作用は正則点を正則点に写すので、gTr(x) = Tr(gx)が成り立つ。

(2) 命題 4.1.6の (3)より、任意の y ∈ M に対して

Ty(Gy) = {X(y) | X ∈ g}
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が成り立つことに注意しておく。X ∈ gに対して

〈γ′(0), X(x)〉 = 〈v, X(x)〉 = 0

だから、補題 4.4.1より 〈γ′(t), X(γ(t))〉 = 0が成り立つ。したがって、各 tについて γ′(t)

は Tγ(t)(Gγ(t))に直交する。
(3) Gはコンパクトだから、任意の y ∈ M に対してGyはコンパクトになる。したがっ
て、xとGyの距離を与える測地線 γ(t)が存在する。距離を与えることから γ(t)はGyに
直交する。(2)より γ(t)はGxとも直交することになり、γ(R) ⊂ T (x)が成り立つ。した
がって、T (x)はGyと交わる。以上より T (x)はすべての軌道と交わる。

定義 4.4.3 GをRiemann多様体M の等長 Lie変換群とする。ΣをM の連結閉部分多様
体とする。Σがすべての軌道と直交するとき、Σを断面と呼ぶ。

例 4.4.4 Gをコンパクト連結 Lie群とし、Gの極大トーラス T をとる。このとき、定理
1.4.2より

(∗) G =
⋃

g∈G

gTg−1

が成り立つ。これより Lie環に関しても同様の等式が成り立つ。

(∗∗) g =
⋃

g∈G

Ad(g)t.

Gに両側不変Riemann計量を導入し、それから定まる内積を gに導入する。この gの内
積はAd(G)不変内積になる。したがって、GはAdによる作用によって gの等長 Lie変換
群になる。この作用に関して tが断面になることを示す。(∗∗)よりすべての軌道が tと交
わることがわかる。H ∈ tに対してHを通る軌道Ad(G)Hが tに直交することを示す。

TH(Ad(G)H) =

{
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad(exp tX)H

∣∣∣∣ X ∈ g

}
= {[H,X] | X ∈ g}.

任意のH1 ∈ tに対して
〈[H, X], H1〉 = −〈X, [H, H1]〉 = 0

となるので、TH(Ad(G)H)は tに直交する。したがって、GのAdによる gへの作用に関
して tは断面になる。

GはG自身に g · x = gxg−1によって作用する。この作用に関してGはGの等長 Lie変
換群になる。T がこの作用に関して断面になることを示す。(∗)よりすべての軌道が T と
交わることがわかる。T の任意の元はあるH ∈ tによって exp H と表すことができるの
で、exp Hを通る軌道G · exp Hが T に直交することを示す。

Texp H(G · exp H) =

{
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp tX exp H(exp tX)−1

∣∣∣∣ X ∈ g

}



80 第 4章 等長変換群の軌道

となるので、右辺の微分を計算する。

d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp tX exp H(exp tX)−1 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp H exp(tAd(exp H)−1X) exp(−tX)

= dLexp H(Ad(exp H)−1X − X).

ここで、dLexp H : TeG → Texp HGは等長線形同型写像であって、dLexp Ht = Texp HT だか
ら、Texp H(G · exp H)が Texp HT と直交することを示すためには、

{Ad(exp H)−1X − X | X ∈ g}

が tと直交することを示せばよい。任意のH1 ∈ tに対して

〈Ad(exp H)−1X − X, H1〉 = 〈Ad(exp H)−1X, H1〉 − 〈X, H1〉
= 〈X, Ad(exp H)H1〉 − 〈X, H1〉
= 〈X, H1〉 − 〈X, H1〉
= 0

となるので、Texp H(G · exp H)は Texp HT に直交する。したがって、GのG自身への作用
に関して T は断面になる。

定義 4.4.5 GをRiemann多様体M の固有等長 Lie変換群とする。このとき、GはM の
正則点全体Mrの固有等長 Lie変換群にもなる。さらにMrにおけるすべての軌道は同じ
型になるので、命題 4.3.11の仮定が満たされ、主軌道全体の集合 M̃rは多様体構造を持ち、

π : Mr → M̃r ; x → Gx

はファイバー束になる。さらに π : Mr → M̃r が Riemannサブマーションになるような
M̃rのRiemann計量がただ一つ存在する。このRiemannサブマーションに関する水平分
布をM の主水平分布と呼ぶ。

定理 4.4.6 Gを Riemann多様体M の固有等長 Lie変換群とし、断面 Σを持つと仮定す
る。このとき、次が成り立つ。

(1) Σr = Σ ∩ Mrの各連結成分は主水平分布Hの積分多様体になる。

(2) Hは積分可能になる。

(3) Σは全測地的部分多様体になる。

(4) x ∈ Mrについて T (x) = Expx(T
⊥
x (Gx))は xを通る断面になる。
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証明 (1) Σが断面であることから Σはすべての軌道と交わるので、p|Σr : Σr → M̃r

は全射になり各 x ∈ Σrについて T⊥
x Σr ⊂ kerdpx = Tx(Gx)が成り立つ。またΣはすべて

の軌道と直交するので、T⊥
x Σr ⊃ Tx(Gx)となり、T⊥

x Σr = Tx(Gx)を得る。したがって、
TxΣr = Hxとなり、Σrの各連結成分はHの積分多様体になる。

(2) 任意の x ∈ Mr について、ある g ∈ Gが存在し gx ∈ Σr が成り立つ。このとき、
g−1Σrの xを含む連結成分は xを通るHの積分多様体になるので、主水平分布Hは積分
可能になる。

(3) 系 4.3.7の (1)より Σは全測地的になる。さらに、正則点全体Mrは開集合であり
M 内で稠密になるので、Σも全測地的になる。

(4) ΣにGを作用させることによって gΣが xを含むようにできる。(3)より gΣは全測
地的になるので、gΣ = Expx(T

⊥
x (Gx))が成り立ち、これが xを通る断面になる。

例 4.4.7 U(1)のC2への作用を

u · (z1, z2) = (uz1, uz2) (u ∈ U(1), (z1, z2) ∈ C2)

によって定める。u · (z1, z2) = (z1, z2)が成り立つための必要十分条件は、(z1, z2) 6= 0の
とき u = 1であり、(z1, z2) = 0のとき u ∈ U(1)である。これより、正則点の全体C2

r は
C2

r = C2 − {0}となる。p = (1, 0)は正則点になる。pを通る軌道は次のようになる。

U(1)p = {(z, 0) | |z| = 1}.

もし pを通る断面 Σが存在するならば、定理 4.4.6より Σ = R × Cが成り立つ。これら
よりΣr = R × C − {0}となる。p1 = (0, 1) ∈ Σrを通る軌道は次のようになる。

U(1)p1 = {(0, z) | |z| = 1}.

これより U(1)p1 ⊂ Σrとなり、これらは直交しない。したがって、この U(1)のC2への
作用に関する断面は存在しない。


