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第1章 多様体上の積分

一つのベクトル空間からその上のテンソル代数と外積代数を定め、元のベクトル空間の内
積から外積代数の内積を定める。この外積代数の内積を使ってRiemann多様体上の測度
を定義し、その測度に関する積分の基本的性質を述べる。特に、1.5節で述べる余面積公
式（定理 1.5.5）は積分幾何学において重要な役割を演じる。

1.1 テンソル代数

定義 1.1.1 有限次元実ベクトル空間 V に対して、

p︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗×

q︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V 上で定義

された p + q変数の実数値多重線形写像を V 上の (p, q)型テンソル と呼び、その全体を
T (p,q)(V )で表す。T (p,q)(V )を (p, q)型テンソル代数と呼ぶ。T (p,q)(V )は自然な加法とスカ
ラー倍によって実ベクトル空間になる。V の元 u1, . . . , upと V ∗の元 f1, . . . , fqに対して、

(u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f1 ⊗ · · · ⊗ fq)(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq)

= g1(u1) · · · gp(up)f1(v1) · · · fq(vq)

(g1, . . . , gp ∈ V ∗, v1, . . . , vq ∈ V )

によって写像

u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f1 ⊗ · · · ⊗ fq :

p︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ ×

q︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V −→ R

を定めると、u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f1 ⊗ · · · ⊗ fqは V 上の (p, q)型テンソルになる。

命題 1.1.2 V を有限次元実ベクトル空間とすると、写像

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V ×

q︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ −→ T (p,q)(V )

(u1, . . . , up, f1, . . . , fq) 7−→ u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f1 ⊗ · · · ⊗ fq

は多重線形写像にになる。

証明 定義 1.1.1での定め方より、u1 ⊗ · · · ⊗ up ⊗ f1 ⊗ · · · ⊗ fqは uiと fjに関して線形
になる。したがって、上の写像は多重線形写像になる。
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命題 1.1.3 V を n次元実ベクトル空間とする。u1, . . . , unを V の基底とし、f 1, . . . , fnを
その双対基底とする。すると、

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq (1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n)

は T (p,q)(V )の基底になる。特に、T (p,q)(V )の次元は np+qになる。

証明 まず ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq (1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n) が線形独立に
なることを示す。

n∑

i1,...,ip=1
j1,...,jq=1

a
i1···ip
j1···jq

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq = 0 (a
i1···ip
j1···jq

∈ R)

とする。1 ≤ k1, . . . , kp, l1, . . . , lq ≤ nとなる k1, . . . , kp, l1, . . . , lqをとり、

(fk1 , . . . , fkp , ul1 , . . . , ulq)

を上の式に代入すると a
k1···kp

l1···lq = 0となる。したがって ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq は
線形独立である。
次に ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq (1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n) は T (p,q)V を生成す
ることを示す。T (p,q)V の元Aを任意に一つとる。V の元 vに対して

v =
n∑

i=1

f i(v)ui

となり、V ∗の元 gに対して

g =
n∑

j=1

g(uj)f
j

となるので、Aの多重線形性より g1, . . . , gp ∈ V ∗と v1, . . . , vq ∈ V に対して

A(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq)

= A




n∑

j1=1

g1(uj1)f
j1 , . . . ,

n∑

jp=1

gp(ujp)f
jp ,

n∑

i1=1

f i1(v1)ui1 , . . . ,
n∑

ip=1

f iq(vq)uiq




=
n∑

i1,...,iq=1
j1,...,jp=1

g1(uj1) · · · gp(ujp)f
i1(v1) · · · f iq(vq)A(f j1 , . . . , f jp , ui1 , . . . , uiq)

=
n∑

i1,...,iq=1
j1,...,jp=1

A(f j1 , . . . , f jp , ui1 , . . . , uiq)

×(uj1 ⊗ · · · ⊗ ujp ⊗ f i1 ⊗ · · · ⊗ f iq)(g1, . . . , gp, v1, . . . , vq).
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よって、

A =
n∑

i1,...,iq=1
j1,...,jp=1

A(f j1 , . . . , f jp , ui1 , . . . , uiq)uj1 ⊗ · · · ⊗ ujp ⊗ f i1 ⊗ · · · ⊗ f iq

が成り立つ。したがって ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq は T (p,q)V を生成する。
以上で

ui1 ⊗ · · · ⊗ uip ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f jq (1 ≤ i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ≤ n)

は T (p,q)(V )の基底になることがわかった。これより、T (p,q)(V )の次元は np+qになる。

命題 1.1.4 V とW を有限次元実ベクトル空間とし、F : V −→ W を線形写像とする。こ
のとき次の条件を満たす線形写像

F (p,0) : T (p,0)(V ) −→ T (p,0)(W )

が唯一つ存在する。条件：任意の v1, . . . , vp ∈ V に対して

F (p,0)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = F (v1) ⊗ · · · ⊗ F (vp)

が成り立つ。また次の条件を満たす線形写像

F (0,q) : T (0,q)(W ) −→ T (0,q)(V )

が唯一つ存在する。条件：任意の f1, . . . , fq ∈ W ∗に対して

F (0,q)(f1 ⊗ · · · ⊗ fq) = (f1 ◦ F ) ⊗ · · · ⊗ (fq ◦ F )

が成り立つ。

証明 T (p,0)V の元Aに対して

F (p,0)(A)(f1, . . . , fp) = A(f1 ◦ F, . . . , fp ◦ F ) (f1, . . . , fp ∈ W ∗)

とおくと、f1, . . . , fpに関して多重線形になり F (p,0)(A) ∈ T (p,0)(W )となる。上の定義式
から F (p,0)が線形写像であることもわかる。f1, . . . , fp ∈ W ∗に対して

F (p,0)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp)(f1, . . . , fp) = (v1 ⊗ · · · ⊗ vp)(f1 ◦ F, . . . , fp ◦ F )

= (f1 ◦ F )(v1) · · · (fp ◦ F )(vp)

= (F (v1) ⊗ · · · ⊗ F (vp))(f1, . . . , fp)

となるので、
F (p,0)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = F (v1) ⊗ · · · ⊗ F (vp)
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が成り立つ。命題 1.1.3より条件は T (p,0)(V )の基底の像を定めているので、このような
F (p,0)は一意的である。

T (0,q)W の任意の元Bに対して

F (0,q)(B)(v1, . . . , vq) = B(F (v1), . . . , F (vq)) (v1, . . . , vq ∈ V )

とおくと、v1, . . . , vqに関して多重線形になりF (0,q)(B) ∈ T (0,q)(V )となる。上の定義式か
ら F (0,q)が線形写像であることもわかる。v1, . . . , vq ∈ V に対して

F (0,q)(f1 ⊗ · · · ⊗ fq)(v1, . . . , vq) = (f1 ⊗ · · · ⊗ fq)(F (v1), . . . , F (vq))

= f1(F (v1)) · · · fq(F (vq))

= ((f1 ◦ F ) ⊗ · · · ⊗ (fq ◦ F ))(v1, . . . , vq)

となるので、
F (p,0)(f1 ⊗ · · · ⊗ fq) = (f1 ◦ F ) ⊗ · · · ⊗ (fq ◦ F )

が成り立つ。命題 1.1.3より条件は T (0,q)(W )の基底の像を定めているので、このような
F (0,q)は一意的である。

1.2 外積代数
定義 1.2.1 有限次元実ベクトル空間 V に関する T (p,0)(V )の元 Aと 1 ≤ i < j ≤ pに対
して

(ti,jA)(f1, . . . , fp) = A(f1, . . . ,

i
^

fj, . . . ,

j
^

fi, . . . , fp) (f1, . . . , fp ∈ V ∗)

とおくと、線形写像 ti,j : T (p,0)(V ) → T (p,0)(V )が定まる。

∧pV = {A ∈ T (p,0)(V ) | ti,jA = −A (1 ≤ i < j ≤ p)}

を p次外積代数 と呼ぶ。

補題 1.2.2 {1, . . . , p}の元の置換全体から成る群をSpで表す。V の元 u1, . . . , upに対して

u1 ∧ · · · ∧ up =
∑

σ∈Sp

sgn(σ)uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(p)

とおくと、∧pV の元 u1 ∧ · · · ∧ upが定まる。

証明 {1, . . . , p}の二元 i, j (i < j)に対して、iと jの互換を τ ∈ Spで表すことにする。
f1, . . . , fp ∈ V ∗について、

(u1 ∧ · · · ∧ up)(f1, . . . ,

i
^

fj, . . . ,

j
^

fi, . . . , fp)
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=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)(uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(p))(f1, . . . ,

i
^

fj, . . . ,

j
^

fi, . . . , fp)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)f1(uσ(1)) · · ·
i

^

fj(uσ(i)) · · ·
j
^

fi(uσ(j)) · · · fp(uσ(p))

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)f1(uστ(1)) · · · fp(uστ(p))

= sgn(τ)
∑

σ∈Sp

sgn(στ)f1(uστ(1)) · · · fp(uστ(p))

= −
∑

σ∈Sp

sgn(σ)f1(uσ(1)) · · · fp(uσ(p))

= −(u1 ∧ · · · ∧ up)(f1, . . . , fp).

したがって、u1 ∧ · · · ∧ up ∈ ∧pV が成り立つ。

命題 1.2.3 有限次元実ベクトル空間 V に対して、写像

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V −→ ∧pV

(u1, . . . , up) 7−→ u1 ∧ · · · ∧ up

は多重線形写像になる。u1, . . . , up ∈ V と 1 ≤ i < j ≤ pに対して

u1 ∧ · · · ∧
i

^
uj ∧ · · · ∧

j
^
ui ∧ · · · ∧ up = −u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。さらに p次正方行列A = (Aij)に対して vj =

p∑

i=1

Aijuiとおくと

v1 ∧ · · · ∧ vp = (det A)u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。特に v1, . . . , vpが線形従属のとき、v1 ∧ · · · ∧ vp = 0が成り立つ。

証明 命題 1.1.2より、対応 (u1, . . . , up) 7→ u1∧· · ·∧upは多重線形になることがわかる。
u1, . . . , up ∈ V と 1 ≤ i < j ≤ pに対して

u1 ∧ · · · ∧
i

^
uj ∧ · · · ∧

j
^
ui ∧ · · · ∧ up = −u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つことを示そう。iと jの互換を τ ∈ Spで表す。

u1 ∧ · · · ∧
i

^
uj ∧ · · · ∧

j
^
ui ∧ · · · ∧ up

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)uτσ(1) ⊗ · · · ⊗ uτσ(p)
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= sgn(τ)
∑

σ∈Sp

sgn(τσ)uτσ(1) ⊗ · · · ⊗ uτσ(p)

= −
∑

σ∈Sp

sgn(σ)uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(p)

= −u1 ∧ · · · ∧ up.

したがって

u1 ∧ · · · ∧
i

^
uj ∧ · · · ∧

j
^
ui ∧ · · · ∧ up = −u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。特に u1, . . . , upの中で等しい元があるときは、u1 ∧ · · · ∧ up = 0となる。
Spの任意の元は互換の積になることから、σ ∈ Spに対して

uσ(1) ∧ · · · ∧ uσ(p) = sgn(σ)u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。さらに p次正方行列A = (Aij)に対して vj =

p∑

i=1

Aijuiとおくと

v1 ∧ · · · ∧ vp =

(
p∑

i1=1

Ai11ui1

)
∧ · · · ∧




p∑

ip=1

Aippuip




=
∑

σ∈Sp

Aσ(1)1uσ(1) ∧ · · · ∧ Aσ(p)puσ(p)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)Aσ(1)1 · · ·Aσ(p)pu1 ∧ · · · ∧ up

= (det A)u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。
v1, . . . , vpが線形従属のときは、行列Aを退化行列にとることができるので、上の等式
より、v1 ∧ · · · ∧ vp = 0となる。

命題 1.2.4 u1, . . . , unを実ベクトル空間 V の基底とする。このとき

ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は ∧pV の基底になる。特に dim(∧pV ) =

(
n

p

)
となる。

証明 u1, . . . , unの双対基底 f1, . . . , fnをとっておく。まずui1 ∧· · ·∧uip (1 ≤ i1 < · · · <

ip ≤ n) が線形独立になることを示す。
∑

i1<···<ip

ai1···ipui1 ∧ · · · ∧ uip = 0 (ai1···ip ∈ R)
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とする。1 ≤ k1 < · · · < kp ≤ nとなる k1, . . . , kpをとり、(fk1 , . . . , fkp)を上の式に代入す
ると ak1···kp = 0となる。したがって ui1 ∧ · · · ∧ uip は線形独立である。
次に ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n) は ∧pV を生成することを示す。∧pV の元A

を任意に一つとる。V ∗の元 gに対して

g =
n∑

j=1

g(uj)f
j

となるので、g1, . . . , gp ∈ V ∗に対して

A(g1, . . . , gp)

= A




n∑

j1=1

g1(uj1)f
j1 , . . . ,

n∑

jp=1

gp(ujp)f
jp




=
n∑

j1,...,jp=1

g1(uj1) · · · gp(ujp)A(f j1 , . . . , f jp)

=
n∑

j1,...,jp=1

A(f j1 , . . . , f jp)(uj1 ⊗ · · · ⊗ ujp)(g1, . . . , gp)

=
∑

j1<···<jp

∑

σ∈Sp

A(f jσ(1) , . . . , f jσ(p))(ujσ(1)
⊗ · · · ⊗ ujσ(p)

)(g1, . . . , gp)

=
∑

j1<···<jp

∑

σ∈Sp

sgn(σ)A(f j1 , . . . , f jp)(ujσ(1)
⊗ · · · ⊗ ujσ(p)

)(g1, . . . , gp)

=
∑

j1<···<jp

A(f j1 , . . . , f jp)(uj1 ∧ · · · ∧ ujp)(g1, . . . , gp).

よって、
A =

∑

j1<···<jp

A(f j1 , . . . , f jp)uj1 ∧ · · · ∧ ujp

が成り立つ。したがって ui1 ∧ · · · ∧ uip は ∧pV を生成する。
以上で

ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ipn)

は ∧pV の基底になることがわかった。このことから、∧pV の次元は
(

n

p

)
になることも

わかる。

命題 1.2.5 V とW を有限次元実ベクトル空間とし、F : V −→ W を線形写像とする。命
題 1.1.4で定めた線形写像

F (p,0) : T (p,0)(V ) −→ T (p,0)(W )
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は F (p,0)(∧pV ) ⊂ ∧pW を満たし、線形写像

F (p,0) : ∧pV −→ ∧pW

を誘導する。さらに F (p,0)は F (p,0)(v1 ∧ · · · ∧ vp) = F (v1) ∧ · · · ∧ F (vp)を満たす。

証明 定義 1.2.1で定めた tVi,j : T (p,0)(V ) → T (p,0)(V ), tWi,j : T (p,0)(W ) → T (p,0)(W )と
F (p,0)に関して、F (p,0) ◦ tVi,j = tWi,j ◦ F (p,0)となることが、これらの定め方よりわかる。し
たがって F (p,0)は F (p,0)(∧pV ) ⊂ ∧pW を満たし、線形写像 F (p,0) : ∧pV −→ ∧pW を誘
導する。vi ∈ V に対して F (p,0)(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = F (v1) ⊗ · · · ⊗ F (vp)が成り立つので、
F (p,0)(v1 ∧ · · · ∧ vp) = F (v1) ∧ · · · ∧ F (vp)も成り立つ。

1.3 外積代数における内積
補題 1.3.1 V を有限次元実ベクトル空間とする。このとき T (0,2)(V )の元Aと V から V ∗

への線形写像 αは
A(x, y) = (α(x))(y) (x, y ∈ V )

によって一対一に対応する。この対応によって T (0,2)(V )と、V から V ∗への線形写像全体
の成すベクトル空間Hom(V, V ∗)は線形同型になる。α ∈ Hom(V, V ∗)に対応するT (0,2)(V )

の元Aが対称になっていて、さらに、0でない x ∈ V に対して (α(x))(x) > 0が成り立つ
ときAは V 上の内積になる。

証明 α ∈ Hom(V, V ∗)に対して

A(x, y) = (α(x))(y) (x, y ∈ V )

で定まるAは二重線形になり、T (0,2)(V )の元になる。逆に、A ∈ T (0,2)(V )に対して、上の等
式で定まるαはHom(V, V ∗)の元になる。定め方より、この対応は一対一になり、T (0,2)(V )

とHom(V, V ∗)は線形同型になる。
Aが対称であり、0でない x ∈ V に対して (α(x))(x) > 0が成り立つとき、A(x, x) > 0

となりAは V 上の内積になる。

命題 1.3.2 V を内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間とする。内積 〈 , 〉に補題 1.3.1

によって対応するHom(V, V ∗)の元をαで表す。∧pV ∗は自然に (∧pV )∗と同一視され、命
題 1.2.5によって α : V → V ∗が誘導する線形写像

α(p,0) : ∧pV → ∧pV ∗ = (∧pV )∗

に対応する T (0,2)(∧pV )の元は、∧pV 上の内積になる。
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証明 まず、∧pV ∗と (∧pV )∗を同一視する対応を述べておく。∧pV ∗の元φと (∧pV )∗の
元Φは

φ(v1, . . . , vp) = Φ(v1 ∧ . . . ∧ vp) (v1, . . . , vp ∈ V )

によって対応している。
α(p,0)に対応する T (0,2)(∧pV )の元を Aで表すと、V の元 u1, . . . , upと v1, . . . , vpに対
して、

A(u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vp)

= (α(p,0)(u1 ∧ · · · ∧ up))(v1 ∧ · · · ∧ vp)

= (α(u1) ∧ · · · ∧ α(up))(v1 ∧ · · · ∧ vp)

= (α(u1) ∧ · · · ∧ α(up))(v1, . . . , vp)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)(α(uσ(1)) ⊗ · · · ⊗ α(uσ(p)))(v1, . . . , vp)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)(α(uσ(1)))(v1) · · · (α(uσ(p)))(vp)

=
∑

σ∈Sp

sgn(σ)〈uσ(1), v1〉 · · · 〈uσ(p), vp〉

= det(〈ui, vj〉)1≤i,j≤p.

そこで、u1, . . . , unを V の正規直交基底とすると、

ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は ∧pV の基底になる。さらに、上の計算より、1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ nと 1 ≤ j1 < · · · <

jp ≤ nをとると
A(ui1 ∧ · · · ∧ uip , uj1 ∧ · · · ∧ ujp) = δi1j1 · · · δipjp

が成り立つ。したがって、Aは ∧pV 上の内積になり、上の基底はこの内積に関する正規
直交基底になる。

注意 1.3.3 以後、特に断わらない限り、内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間 V の外
積代数 ∧pV の内積は命題 1.3.2で示したAを考えることとし、Aも 〈 , 〉で表すことにす
る。また、これらの内積から定まるノルムは | |で表す。すなわち、|u| =

√
〈u, u〉。

系 1.3.4 命題 1.3.2の条件のもとで、V の元 u1, . . . , upと v1, . . . , vpに対して、

〈u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vp〉 = det[〈ui, vj〉]1≤i,j≤p

が成り立つ。さらに、V の正規直交基底 e1, . . . , enをとると、

ei1 ∧ · · · ∧ eip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は ∧pV の正規直交基底になる。
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注意 1.3.5 上の系 1.3.4より V の元 u1, u2に対して

|u1 ∧ u2|2 = 〈u1 ∧ u2, u1 ∧ u2〉 =

∣∣∣∣∣
〈u1, u1〉 〈u1, u2〉
〈u2, u1〉 〈u2, u2〉

∣∣∣∣∣ = |u1|2|u2|2 − 〈u1, u2〉2

となる。他方、u1と u2のなす角度を θで表すと 〈u1, u2〉 = |u1| · |u2| cos θが成り立つ。こ
れより、u1と u2の張る平行四辺形の面積の二乗は

|u1|2|u2|2 sin2 θ = |u1|2|u2|2(1 − cos2 θ) = |u1|2|u2|2 − 〈u1, u2〉2 = |u1 ∧ u2|2

となるので、|u1 ∧u2|は u1と u2の張る平行四辺形の面積になる。このように∧2V の内積
によって、V 内の平行四辺形の面積を求めることができる。3個以上の元の外積の長さに
ついても同様である。

注意 1.3.6 Rnの元を横ベクトルとみなす。横ベクトル uを縦ベクトルにしたものを u∗

で表す。m ≤ nとしてRnの元 u1, . . . , um, v1, . . . , vmをとり、ui = [uij], vi = [vij]とおく。



u11 · · · u1n

...
...

um1 · · · umn







v11 · · · vm1

...
...

v1n · · · vmn


 =




u1

...

um


 [v∗

1 · · · v∗
m] = [uiv

∗
j ] = [〈ui, vj〉].

これらはm次正方行列になり、両辺の行列式をとると、補題 1.3.4より

det







u11 · · · u1n

...
...

um1 · · · umn







v11 · · · vm1

...
...

v1n · · · vmn





 = det[〈ui, vj〉]

= 〈u1 ∧ · · · ∧ um, v1 ∧ · · · ∧ vm〉.

Rnの標準的正規直交基底を e1, . . . , enで表すと、

ui = [ui1 . . . uin] =
n∑

j=1

uijej.

外積の多重線形性と交代性 (命題 1.2.3)より

u1 ∧ · · · ∧ um =

(
n∑

j1=1

u1j1ej1

)
∧ · · · ∧

(
n∑

jm=1

u1jmejm

)

=
∑

#{j1,...,jm}=m

u1j1 · · · umjmej1 ∧ · · · ∧ ejm

=
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣
ej1 ∧ · · · ∧ ejm
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が成り立つ。同様に

v1 ∧ · · · ∧ vm =
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

v1j1 · · · v1jm

...
...

vmj1 · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣
ej1 ∧ · · · ∧ ejm

となり、

〈u1 ∧ · · · ∧ um, v1 ∧ · · · ∧ vm〉 =
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣

v1j1 · · · v1jm

...
...

vmj1 · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣

を得る。したがって、

det







u11 · · · u1n

...
...

um1 · · · umn







v11 · · · vm1

...
...

v1n · · · vmn







=
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣

v1j1 · · · v1jm

...
...

vmj1 · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣

=
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣

v1j1 · · · vmj1
...

...

v1jm · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣

を得る。m = nの場合は、正方行列の積の行列式がそれぞれの正方行列の行列式の積に
等しいというよく知られた等式になる。

命題 1.3.7 V を内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間とする。V の元 u1, . . . , upに対
して、

|u1 ∧ · · · ∧ up| ≤
p∏

i=1

|ui|

が成り立つ。さらに、等号が成り立つための必要十分条件は、u1, . . . , upが互いに直交し
ていることである。

証明 uiから viとwiを以下のように帰納的に構成する。まず v1 = 0, w1 = u1とおく。
vi−1, wi−1まで定まっていると仮定して、viとwiを次のように定める。

ui = vi + wi, vi ∈ span{u1, . . . , ui−1}, wi ∈ span{u1, . . . , ui−1}⊥

となるように viとwiをとる。すると、|wi|2 ≤ |ui|2となり、さらに

u1 ∧ · · · ∧ ui = w1 ∧ · · · ∧ wi (1 ≤ i ≤ p)
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が成り立つ。特に
u1 ∧ · · · ∧ up = w1 ∧ · · · ∧ wp

となる。さらに i < jのとき 〈ui, wj〉 = 0となることに注意しておく。系 1.3.4を使うと

|u1 ∧ · · · ∧ up|2 = |w1 ∧ · · · ∧ wp|2

= 〈w1 ∧ · · · ∧ wp, w1 ∧ · · · ∧ wp〉
= det(〈wi, wj〉)

= det




〈w1, w1〉 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 〈wp, wp〉




=

p∏

i=1

〈wi, wi〉 ≤
p∏

i=1

〈ui, ui〉 =

p∏

i=1

|ui|2.

したがって、

|u1 ∧ · · · ∧ up| ≤
p∏

i=1

|ui|

が成り立つ。
等号が成立するための必要十分条件は、すべての iについて 〈wi, wi〉 = 〈ui, ui〉が成り立
つことだから、これは vi = 0と同値になり、u1, . . . , upが互いに直交していることである。

補題 1.3.8 V とW をそれぞれ内積を持つm次元と n次元のベクトル空間とし (m ≥ n)、
F : V → W を線形写像とする。

JF = sup{|F (u1) ∧ · · · ∧ F (un)| | u1, . . . , unは V の正規直交系 }

とおく。F が全射でないときは、JF = 0となり、F が全射のときは、(kerF )⊥ の基底
v1, . . . , vnに対して

JF =
|F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
=

|F (v1) ∧ · · · ∧ F (vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn|

が成り立つ。

証明 F が全射でないときは dim(imF ) < nとなり、V の任意の正規直交系 u1, . . . , un

に対して F (u1), . . . , F (un)は線形従属になる。したがって

F (u1) ∧ · · · ∧ F (un) = 0

となり、JF = 0が成り立つ。
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次にF が全射の場合を考える。(kerF )⊥の任意の基底 v1, . . . , vnをとる。さらに (kerF )⊥

の正規直交基底 u1, . . . , unをとる。これらの間の変換行列を (aij)で表す。すなわち、

vj =
n∑

i=1

aijui

とおく。すると、命題 1.2.3より

v1 ∧ · · · ∧ vn = det(aij)u1 ∧ · · · ∧ un,

F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn) = det(aij)F
(n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un).

したがって、

|F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn|

=
| det(aij)||F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|

| det(aij)||u1 ∧ · · · ∧ un|

=
|F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|

|u1 ∧ · · · ∧ un|
= |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|.

系 1.3.4より |u1 ∧ · · · ∧ un| = 1となることを最後の等式に使った。これより、

JF ≥ |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)| =
|F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
.

V の任意の正規直交系w1 . . . , wnに対して

wi = w1
i + w2

i , w1
i ∈ (kerF )⊥, w2

i ∈ kerF

とおくと |w1
i | ≤ |wi| = 1となり、さらに

F (n,0)(w1 ∧ · · · ∧ wn) = F (w1) ∧ · · · ∧ F (wn)

= F (w1
1) ∧ · · · ∧ F (w1

n)

= F (n,0)(w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n).

ここで、w1
1, . . . , w

1
nが線形従属の場合は命題 1.2.3より

F (n,0)(w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n) = 0

となり、線形独立の場合は (kerF )⊥の基底になる。このときは、上で示したことより、

|F (n,0)(w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n)|
|w1

1 ∧ · · · ∧ w1
n|

= |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|
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命題 1.3.7を使うと

|F (n,0)(w1 ∧ · · · ∧ wn)| = |F (n,0)(w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n)|
= |w1

1 ∧ · · · ∧ w1
n| · |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|

≤ |w1
1| · · · |w1

n| · |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|
≤ |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)|.

よって

JF ≤ |F (n,0)(u1 ∧ · · · ∧ un)| =
|F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
.

以上の結果より、

JF ≤ |F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn|

≤ JF.

したがって、

JF =
|F (n,0)(v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
が成り立つ。

1.4 Riemann多様体上の測度
この節では一般の測度と積分について簡単に復習してから、Rieszの表現定理 (定理1.4.7)

を使って、定義 1.4.9でRiemann多様体上のRiemann測度を定義する。これらの測度と
積分に関する基本事項については証明なしで述べるにとどめる。

定義 1.4.1 集合Xの部分集合全体 2X 上で定義された [0,∞]に値を持つ関数 µが次の条
件を満たすとき、µをX上の測度と呼ぶ。

(1) µ(∅) = 0

(2) Xの部分集合の可算族 {Ai}とA ⊂
∞
∪

i=1
Aiを満たすA ∈ 2X に対して

µ(A) ≤
∞∑

i=1

µ(Ai).

定義 1.4.2 µを集合X上の測度とする。Xの部分集合Aに対して、

µ(T ) = µ(T − A) + µ(T ∩ A)

が任意の T ∈ 2X について成り立つとき、AをXの µ可測部分集合という。
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定義 1.4.3 fを測度µを持つ集合Xの部分集合S上で定義された [−∞,∞]に値を持つ関
数とする。さらにµ(X −S) = 0を仮定する。[−∞,∞]の任意の開集合Oに対して f−1(O)

がXの µ可測部分集合になるとき、f を µ可測関数と呼ぶ。

注意 1.4.4 以上の概念を使って集合上の測度に関する積分論をRnにおける Lebesgue積
分論と同様に展開することができ、Lebesgueの収束定理や Fubiniの定理等が成り立つ。

定義 1.4.5 位相空間Xの開集合全体が生成する σ集合族の元をBorel集合と呼ぶ。µを
X上の測度とする。XのBorel集合がすべてµ可測になり、任意のA ⊂ Xに対してBorel

集合Bが存在し、A ⊂ Bと µ(A) = µ(B)を満たすとき、µをBorel正則測度と呼ぶ。

定義 1.4.6 Xを局所コンパクト可分Hausdorff空間とする。X上のBorel正則測度 µが、
任意のコンパクト集合K ⊂ X に対して µ(K) < ∞を満たすとき、µをRadon測度と
呼ぶ。

定理 1.4.7 (Rieszの表現定理) Xを局所コンパクト可分Hausdorff空間とする。X上の
台がコンパクトになる実数値連続関数の全体をK(X)で表す。K(X)上の実数値線形汎関
数 L : K(X) −→ Rが、

(1) f ≥ 0となる f ∈ K(X)に対して L(f) ≥ 0

(2) コンパクト集合K ⊂ Xに対して

sup{L(f) | f ∈ K(X), |f | ≤ 1, suppf ⊂ K} < ∞

を満たすとき、Radon測度 µがX上に存在し、

L(f) =

∫

X

fdµ (f ∈ K(X))

が成り立つ。

注意 1.4.8 この講義では多様体は可算開基を持つ C∞級多様体のみ考えることにする。
可算開基を持つ多様体は可分になるので、ここでの多様体は定理 1.4.7の仮定を満たして
いる。

定義 1.4.9 (M, g)をRiemann多様体とする。Mの局所座標系 (U ; x1, . . . , xn)をとる。各
x ∈ Uに対して∧nTx(M)にRiemann計量から自然に定まる内積を入れておく。suppf ⊂ U

となる f ∈ K(M)に対して

L(f) =

∫

U

f(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∣∣∣∣ dx1 · · · dxn

によって L(f)を定める。右辺は Euclid空間における Lebesgue積分である。被積分関数
はコンパクトな台を持つ連続関数だから、Riemann積分に一致している。この値L(f)は



16 第 1章 多様体上の積分

積分の変数変換の公式から、局所座標系のとり方に依存しないことがわかる。さらに一つ
の局所座標近傍に台が含まれないK(M)の元に対しては、単位の分割を使うことによって
L : K(M) −→ Rを定義することができる。これも単位の分割のとり方に依存しないこと
がわかる。さらに Lは定理 1.4.7の仮定を満たすので、Radon測度 µがM 上に存在し、

L(f) =

∫

M

fdµ (f ∈ K(M))

が成り立つ。この測度 µをMのRiemann測度と呼ぶ。今後Riemann多様体上の測度は
Riemann測度のみを考えることにする。µをµ(M,g)と記したり、Riemann計量がわかって
いるときは µM と記したりする。vol(M) = µM(M)と表し、vol(M)をM の体積と呼ぶ。
通常M の次元が 1のときは、長さと呼び、M の次元が 2のときは、面積と呼ぶ。

注意 1.4.10 n次元多様体上のコンパクトな台を持つ n次連続微分形式の積分の定義をす
るためには、多様体に向きがついていることが必要になるが、Riemann多様体上のコン
パクトな台を持つ連続関数の積分を定義するためには、多様体の向きは必要ない。

命題 1.4.11 M をRiemann多様体とし、(U ; x1, . . . , xn)をM の局所座標近傍とする。U

上定義された µM 可測関数 φが、µM 可積分であるかまたは φ ≥ 0であるとき、
∫

U

φdµM =

∫

U

φ(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∣∣∣∣ dx1 · · · dxn

が成り立つ。

1.5 余面積公式
積分幾何学の種々の公式を証明するうえで基本的な役割を果たす余面積公式を示し、そ
の簡単な応用としてFenchelの定理を証明する。余面積公式を述べる上で必要になる多様
体間の写像の臨界値と正則値に関する準備から始めることにする。臨界値に関する Sard

の定理と正則値に関する陰関数定理が基本的である。

定義 1.5.1 f : M −→ N を多様体M から多様体N へのC∞級写像とする。x ∈ M に対
して、dfx : Tx(M) −→ Tf(x)(N)が全射になるとき、xを f の正則点と呼ぶ。M の正則点
ではない点を臨界点と呼ぶ。y ∈ N に対して、f(x) = yとなる f の臨界点 xが存在する
とき、yを f の臨界値と呼ぶ。N の臨界値ではない点を正則値と呼ぶ。

定理 1.5.2 (Sardの定理) U をRn内の開集合とし、f : U → Rpを C∞級写像とする。
f の臨界点の全体を C で表し、Rpの Lebesgue測度を µで表すと、µ(f(C)) = 0が成り
立つ。

定理 1.5.3 f : M −→ N を Riemann多様体M から Riemann多様体N への C∞級写像
とする。f の臨界点の全体をCで表すと、µN(f(C)) = 0が成り立つ。
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証明 MとNは可算開基を持っているので、MとNの可算開被覆 {Ui}と {Vi}を、各
iについて

(1) UiはM の局所座標近傍に含まれる、

(2) V̄iはコンパクトで、N の局所座標近傍に含まれる、

(3) f(Ui) ⊂ Viを満たす

が成り立つようにとることができる。Ci = C ∩Uiとおいて、V̄iを含むNの局所座標近傍
を (V ′

i ; x1, . . . , xp)で表す。V ′
i ⊂ Rpとみなし、RpのLebesgue測度を µと書くことにする

と、定理 1.5.2より、µ(f(Ci)) = 0が成り立つ。
∣∣∣∣

∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xp

∣∣∣∣

は V ′
i 上の連続関数になり、V̄i(⊂ V ′

i )はコンパクトだから

A = sup
V̄i

∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xp

∣∣∣∣

が存在する。したがって、命題 1.4.11より、

0 ≤ µN(f(Ci)) ≤ Aµ(f(Ci)) = 0

となり、µN(f(Ci)) = 0。これより、

0 ≤ µN(f(C)) ≤
∑

i

µN(f(Ci)) = 0,

つまり、µN(f(C)) = 0が成り立つ。

定義 1.5.4 m ≥ nとし、f : M −→ Nをm次元Riemann多様体Mから n次元Riemann

多様体NへのC∞級写像とする。x ∈ Mに対して補題 1.3.8の Jを使って、Jf(x) = Jdfx

とおく。

定理 1.5.5 (余面積公式) f : M −→ Nをm次元Riemann多様体Mからn次元Riemann

多様体N へのC∞級写像とし、φをM 上の µM 可測関数とする。m ≥ nと仮定する。こ

のとき、N の元 yに対して
∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)を対応させる関数はN 上の µN 可測関

数になる。さらに、φJf がM 上 µM 可積分であるか、または φ ≥ 0のとき、
∫

N

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y) =

∫

M

φ(x)Jf(x)dµM(x)

が成り立つ。
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証明 各 x ∈ M について、V n
x (M)で Tx(M)内の n個の正規直交系全体の成す Stiefel

多様体とし、
V n(M) =

⋃

x∈M

V n
x (M)

とおくと、V n(M)は V n(M) → M を射影とし Stiefel多様体をファイバーとするファイ
バー束の全空間になり、特に V n(M)は多様体になる。

V n(M) → R ; (u1, . . . , un) 7→ |df(u1) ∧ · · · ∧ df(un)|

は連続関数になり、

Jf(x) = sup{|df(u1) ∧ · · · ∧ df(un)| | (u1, . . . , un) ∈ V n
x (M)}

はM からRへの連続関数になることがわかる。したがって、

O = {x ∈ M | Jf(x) 6= 0}

はM の開集合になる。特に、Oは µM 可測集合になり、
∫

M

φ(x)Jf(x)dµM(x) =

∫

O

φ(x)Jf(x)dµM(x)

が成り立つ。各 x ∈ Oに対して、陰関数定理より xの局所座標近傍 Uxが存在し、f(Ux)

は f(x)の開近傍になり、f : Ux → f(Ux)はEuclid空間の開集合の積からの自然な射影と
みなすことができる。そこで、f自身がEuclid空間の開集合の積からの自然な射影になっ
ている場合に、まず定理の公式を証明する。

N がRnの開集合になっていて、F がRm−nの開集合でM = N × F となり、

f : M = N × F → N ; (y, t) 7→ y

である場合を考える。y1, . . . , ynをN ⊂ Rnの座標とし、x1, . . . , xmをM = N ×F ⊂ Rm

の座標とする。ただし、yi ◦ f = xi (1 ≤ i ≤ n)となるようにとっておく。このとき、
xn+1, . . . , xmは F の座標になる。φはM 上の可測関数だから、

φ(y, t)

∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

◦ f

もM 上の可測になる。したがって、Fubiniの定理より

y 7→
∫

F

φ(y, t)

∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

◦ fdxn+1 · · · dxm(t)

=

(∫

F

φ(y, t)

∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

dxn+1 · · · dxm(t)

) ∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

=

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

) ∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N
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はN 上の可測関数になり、∫

M

φ(y, t)

∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

◦ fdx1 · · · dxm

=

∫

N

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

) ∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

dy1 · · · dyn(y)

=

∫

N

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y)

が成り立つ。各 1 ≤ i ≤ nについて、M = N × F の接ベクトル
∂

∂xi

を F に接する成分と

直交する成分に分解する。
∂

∂xi

=

(
∂

∂xi

)

F

+

(
∂

∂xi

)

F⊥
.

すると

df

(
∂

∂xi

)
= df

((
∂

∂xi

)

F⊥

)
.

したがって ∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

=

∣∣∣∣df
(

∂

∂x1

)
∧ · · · ∧ df

(
∂

∂xn

)∣∣∣∣
N

=

∣∣∣∣df
((

∂

∂x1

)

F⊥

)
∧ · · · ∧ df

((
∂

∂xn

)

F⊥

)∣∣∣∣
N

.

∂

∂xn+1

, . . . ,
∂

∂xm

は F に接しているので、
∣∣∣∣

∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

=

∣∣∣∣
(

∂

∂x1

)

F⊥
∧ · · · ∧

(
∂

∂xn

)

F⊥
∧ ∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

=

∣∣∣∣
(

∂

∂x1

)

F⊥
∧ · · · ∧

(
∂

∂xn

)

F⊥

∣∣∣∣
M

∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

.

以上の計算と補題 1.3.8より、∫

M

φ(y, t)

∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

◦ fdx1 · · · dxm

=

∫

M

φ(x)

∣∣∣df
((

∂
∂x1

)
F⊥

)
∧ · · · ∧ df

((
∂

∂xn

)
F⊥

)∣∣∣
N∣∣∣

(
∂

∂x1

)
F⊥

∧ · · · ∧
(

∂
∂xn

)
F⊥

∣∣∣
M

dµM(x)

=

∫

M

φJfdµM
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が成り立つ。したがって、
∫

N

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y) =

∫

M

φJfdµM

を得る。これで f が Euclid空間の開集合の積からの自然な射影になっている場合に、定
理の証明ができた。
一般の場合にもどる。各x ∈ Oに対して、xの局所座標近傍Uxが存在し、f(Ux)は f(x)

の開近傍になり、f : Ux → f(Ux)は Euclid空間の開集合の積からの自然な射影とみなす
ことができる。そこで、このような開集合をOの各点でとると、{Ux}x∈OはOの開被覆に
なる。M は可算開基を持つので、Oも可算開基を持つ。したがってOの開被覆 {Ux}x∈O

から可算個 {Uk}をとり、{Uk}がOの開被覆になるようにできる。{Uk}に付随する単位
の分割 {ψk}をとる。f の Ukへの制限を

fk : Uk → Vk = f(Uk)

で表すことにして、すでに示したことを ψkφに適用すると、

y 7→
∫

f−1
k (y)

(ψkφ)(x)dµf−1
k (y)(x)

は Vk上の µN 可測関数になり、
∫

Vk

(∫

f−1
k (y)

(ψkφ)(x)dµf−1
k (y)(x)

)
dµVk

(y) =

∫

Uk

ψkφJfdµUk
.

よって

y 7→
∑

k

∫

f−1
k (y)

(ψkφ)(x)dµf−1
k (y)(x)

は N 上の µN 可測関数になる。各 yについて {ψk|f−1(y)}は f−1(y)の単位の分割になる
ので、 ∑

k

∫

f−1
k (y)

(ψkφ)(x)dµf−1
k (y)(x) =

∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

となる。これより

y 7→
∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

はN上のµN 可測関数になる。φJfがM上 µM 可積分のときはLebesgueの有界収束定理
を使い、φ ≥ 0のときは Lebesgueの単調収束定理を使うと、

∫

M

φJfdµM =
∑

k

∫

Uk

ψkφJfdµUk

=
∑

k

∫

Vk

(∫

f−1
k (y)

(ψkφ)(x)dµf−1
k (y)(x)

)
dµVk

(y)
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=

∫

N

(∑

k

∫

f−1
k (y)

(ψkφ)(x)dµf−1
k (y)(x)

)
dµN(y)

=

∫

N

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y)

となり、 ∫

M

φJfdµM =

∫

N

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y)

を得る。

系 1.5.6 定理 1.5.5においてm = nの場合、Nの元 yに対して
∑

x∈f−1(y)

φ(x)を対応させる

関数はN 上の µN 可測関数になる。さらに、

∫

N


 ∑

x∈f−1(y)

φ(x)


 dµN(y) =

∫

M

φ(x)Jf(x)dµM(x)

が成り立つ。

注意 1.5.7 系 1.5.6を適用する際に、次のことに注意しておくと、右辺の
∫

M

φJfdµM の

計算が簡単になる。証明中に示したように、M の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)において
∫

U

φJfdµM =

∫
φ

∣∣∣∣df
(

∂

∂x1

)
∧ · · · ∧ df

(
∂

∂x1

)∣∣∣∣ dx1 · · · dxn.

したがってM の接ベクトル空間の正規直交基底をとる必要はない。他方、N の接ベクト
ル空間の正規直交基底 e1, . . . , enをとって、x ∈ U に対して f(x)での変換行列 F (x)を

[
df

(
∂

∂x1

)
· · · df

(
∂

∂xn

)]
= [e1 · · · en]F (x)

で定めると、 ∣∣∣∣df
(

∂

∂x1

)
∧ · · · ∧ df

(
∂

∂xn

)∣∣∣∣ = | det F (x)|

となり、 ∫

U

φJfdµM =

∫
φ(x)| det F (x)|dx1 · · · dxn.

定理 1.5.8 (Fenchel) cを平面閉曲線とする。cの弧長パラメーターを sで表し、曲率を
κ(s)で表す。このとき、

2π ≤
∫

c

|κ(s)|ds

が成り立つ。
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証明 R2 内の 1次元部分ベクトル空間全体が成す 1次元実射影空間を RP 1 で表す。
RP 1の元

{(x, y) ∈ R2 | x cos θ + y sin θ = 0}

に θを対応させると、θはRP 1の局所座標系になる。dθ ⊗ dθはRP 1全体で定義される
Riemann計量になる。このとき、vol(RP 1) = πとなることに注意しておく。
曲線 cの点 c (s)に対して、c (s)での接線をR2の原点を通るように平行移動したもの
を対応させる写像を gで表すと、g : c → RP 1はC∞級写像になる。c上恒等的に 1に等
しい関数と gに余面積公式（系 1.5.6）を適用すると、

∫

RP 1

](g−1(l))dµRP 1(l) =

∫

c

Jgdµc =

∫

c

|κ(s)|ds

を得る。ただし、]Xは集合Xの元の個数を表す。各 l ∈ RP 1に対して cを lに平行な直
線ではさむことにより、](g−1(l)) ≥ 2となることがわかる。したがって

∫

c

|κ(s)|ds ≥ 2vol(RP 1) = 2π.

注意 1.5.9 定理 1.5.8の証明方法をEuclid空間内のコンパクト部分多様体に適用すると、
被積分関数は高さの関数の臨界点の個数になるので、Morse理論より位相不変量で下から
評価することができる。これがChern-Lashofの定理の証明の概略である。
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第2章 Lie群と等質空間

2.1 Lie群とLie環
定義 2.1.1 多様体Gが群構造を持ち、その群演算

G × G → G; (x, y) 7→ xy, G → G; x 7→ x−1

がC∞級写像になるとき、Gを Lie群と呼ぶ。(特にことわらないかぎり、群の単位元は
eで表す。)

注意 2.1.2 連結Lie群は可算開基を持つことが知られている。したがって、可算連結成分
を持つ Lie群も可算開基を持つ。

例 2.1.3 V を有限次元実ベクトル空間とすると、V の正則線形変換の全体GL(V )は Lie

群になる。GL(Rn)はGL(n,R)とも書く。GL(V )を一般線形群と呼ぶ。GL+(V )で行列
式が正になる正則線形変換の全体を表すことにすると、GL+(V )は連結 Lie群になる。さ
らに、GL(V )はGL+(V )に関して二つの剰余類を持ち、それぞれGL+(V )に微分同型に
なるので、GL(V )は二つの連結成分を持つ。したがって、注意 2.1.2で述べたことより、
GL(V )は可算開基を持つ。

定義 2.1.4 Lie群Gの元 gに対して微分同型写像 Lg, Rgを

Lg : G → G; x 7→ gx, Rg : G → G; x 7→ xg−1

によって定め、それぞれ gによる左移動、右移動と呼ぶ。G上のベクトル場Xは、Gの
任意の元 gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (x ∈ G)

を満たすとき左不変ベクトル場と呼ばれ、

(dRg)x(Xx) = Xxg−1 (x ∈ G)

を満たすとき右不変ベクトル場と呼ばれる。

定義 2.1.5 実ベクトル空間gに双線形写像 [ , ] : g×g → gがあり、すべての元X, Y, Z ∈ g

に対して
[X,Y ] = −[Y,X], [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

を満たすとき、gを Lie環と呼ぶ。Lie環 gの部分ベクトル空間 hが、演算 [ , ]に関して
閉じているとき、hを gのLie部分環と呼ぶ。



24 第 2章 Lie群と等質空間

例 2.1.6 多様体M 上のベクトル場の全体X(M)は Lieブラケット [ , ]に関して Lie環に
なる。

例 2.1.7 V をベクトル空間とする。End(V )の元X, Y に対して [X, Y ] = XY − Y Xと定
めるとEnd(V )は Lie環になる。この Lie環を gl(V )で表す。gl(Rn)は gl(n,R)とも書く。

定理 2.1.8 Gを Lie群とし、Gの左不変ベクトル場の全体を gで表す。すると、gは Lie

環X(G)の Lie部分環になり、写像

α : g → Te(G); X 7→ Xe

は線形同型写像になる。特に dim g = dim Te(G) = dim Gが成り立つ。

定義 2.1.9 Lie群Gの左不変ベクトル場の全体からなる Lie環 gを Lie群Gの Lie環と
呼ぶ。

定義 2.1.10 Lie群の間の C∞級写像 f : G → H が群の準同型写像でもあるとき、f を
Lie群の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持ち、f−1も Lie群の準同型写像で
あるとき、f をLie群の同型写像と呼び Lie群GとHは同型であるという。Lie環の間の
線形写像 f : g → hが

[f(X), f(Y )] = f([X, Y ]) (X, Y ∈ g)

を満たすとき、f をLie環の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持つとき、f を
Lie環の同型写像と呼び、Lie環 gと hは同型であるという。

定理 2.1.11 GL(n,R)は det = 0という代数方程式の零点集合の補集合だからベクトル
空間 gl(n,R)の開集合になり、接ベクトル空間 Te(GL(n,R))を gl(n,R)と同一視できる。
Lie群GL(n,R)の Lie環を gとし、X ∈ gl(n,R)に対してGL(n,R)上の左不変ベクトル
場 X̃ ∈ gを X̃g = (dLg)e(X) (g ∈ GL(n,R))によって定めると、写像

˜: gl(n,R) → g; X 7→ X̃

は Lie環の同型写像である。

注意 2.1.12 定理 2.1.11の Lie環の同型写像 ˜: gl(n,R) → g によって Lie環 gl(n,R)と
Lie群GL(n,R)の Lie環 gを同一視し、今後は gl(n,R)をGL(n,R)の Lie環とみなすこ
とにする。Lie環の演算を計算するには gl(n,R)の方が扱いやすい。

定義 2.1.13 実数全体Rを加法に関して Lie群とみなしたとき、Rから Lie群Gへの Lie

群の準同型写像をGの一径数部分群と呼ぶ。
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定理 2.1.14 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。Lie環 gの元全体とGの一径数部
分群の全体は次の対応で 1対 1に対応する。X ∈ gに対してXの積分曲線 c : R → Gで
c(0) = eとなるものがただ 1つ存在し、cはGの一径数部分群になり、X ∈ gにこの cを

対応させる。逆にGの一径数部分群 cに対して、定理 2.1.8によって
dc

dt
(0)に対応する g

の元Xを cに対応させる。

例 2.1.15 GL(n,R)の一径数部分群を求めてみよう。GL(n,R)の接ベクトルを gl(n,R)

の元と同一視する。X ∈ gl(n,R) ∼= Te(GL(n,R))に対応するGL(n,R)上の左不変ベク
トル場を X̃ で表すと、X̃g = gX (g ∈ GL(n,R))となる。したがって、X に対応する
GL(n,R)の一径数部分群 cは

dc(t)

dt
= c(t)X (t ∈ R), c(0) = e

を満たす。行列の指数関数 : eA =
∞∑

n=0

1
n!

Anを使うと c(t) = etX となる。

定義 2.1.16 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 2.1.14で存在
を示したXの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものをとり、exp X = c(1)とおくこ
とによって写像 exp : g → Gを定義する。expを Lie群Gの指数写像と呼ぶ。

例 2.1.17 例 2.1.15で示したようにGL(n,R)の Lie環 gl(n,R)の元Xに対応する一径数
部分群は etX になるので、GL(n,R)の指数写像は行列の指数関数に一致する。

命題 2.1.18 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 2.1.14の対応
で対応するGの一径数部分群は t 7→ exp tXになる。

定理 2.1.19 GをLie群とし、そのLie環を gとすると、Gの指数写像 exp : g → GはC∞

級写像である。さらに、expは gにおける 0のある開近傍とGにおける eのある開近傍の
間の微分同型写像を与える。

命題 2.1.20 Lie群の準同型写像の合成はLie群の準同型写像になる。Lie環の準同型写像
の合成は Lie環の準同型写像になる。

定理 2.1.21 G, H を Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g, hとおく。f : G → H を
Lie群の準同型写像とする。定理 2.1.8の線形同型写像をαG : g → Te(G), αH : h → Te(H)

とすると、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → h は Lie環の準同型写像になる。

定義 2.1.22 Lie群の準同型写像 f : G → H に対して、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → hを f

の微分と呼ぶ。この用語を使うと定理 2.1.21は Lie群の準同型写像の微分は Lie環の準同
型写像になると言い換えることができる。
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命題 2.1.23 A, B, Cを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, b, cとおく。Aの恒等写
像の微分は aの恒等写像である。また f : A → B, g : B → C を Lie群の準同型写像とす
ると、d(g ◦ f) = dg ◦ df : a → c が成り立つ。

系 2.1.24 A,Bを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, bとおく。f : A → Bを Lie

群の同型写像とすると、df : a → bは Lie環の同型写像になる。

命題 2.1.25 G, H を Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g , hとおく。f : G → H を
Lie群の準同型写像とすると、

f(exp X) = exp(df(X)) (X ∈ g)

が成り立つ。ただし、左辺の expはGの指数写像で右辺の expはHの指数写像である。

定義 2.1.26 Lie群Gと有限次元ベクトル空間 V に対して、GからGL(V )への Lie群の
準同型写像をGの表現と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 V に対して、gから gl(V )へのLie

環の準同型写像を gの表現と呼ぶ。

命題 2.1.27 Lie環 gの元Xに対して ad(X)(Y ) = [X, Y ], Y ∈ gとして ad(X) ∈ gl(g)を
定めると ad : g → gl(g) は Lie環の表現になる。

定義 2.1.28 Lie環 gに対して定まる表現 ad : g → gl(g) を gの随伴表現と呼ぶ。

定理 2.1.29 Lie群Gの元 gに対してAd(g) = d(Lg ◦ Rg)とおく。Gの Lie環を gとする
と、Ad(g) ∈ GL(g)となり g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g) が成り立つ。
さらに、Ad : G → GL(g) は Lie群の表現になりAdの微分は gの随伴表現に一致する。

定義 2.1.30 Lie群Gに対して定まる表現Ad : G → GL(g) をGの随伴表現と呼ぶ。

例 2.1.31 有限次元ベクトル空間 V に対する一般線形群GL(V )の随伴表現を求めてみよ
う。例2.1.17より、GL(V )の指数写像は線形変換の指数関数に一致する。g ∈ GL(V ), X ∈
gl(V )に対して

Ad(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.

定義 2.1.32 Lie群H が Lie群Gの Lie部分群であるとは、H がGの部分多様体であり
同時にHがGの部分群であることをいう。

定理 2.1.33 Gを Lie群としHをGの部分群とする。HがGの閉集合ならば、Hは相対
位相に関して Lie部分群になる。

定義 2.1.34 定理 2.1.33より、Lie群の閉部分群は相対位相に関して Lie部分群になるの
で、この Lie部分群の構造を持っている閉部分群を閉Lie部分群と呼ぶことにする。
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定義 2.1.35 一般線形群の閉 Lie部分群を線形Lie群と呼ぶ。

補題 2.1.36 有限次元実ベクトル空間 V に対して det : GL(V ) → GL(R) = R − {0} は
GL(V )の表現になり、detの微分は tr : gl(V ) → gl(R) = R である。

定義 2.1.37 V を有限次元実ベクトル空間とし、SL(V ) = {g ∈ GL(V )| det g = 1}と表
すと、補題 2.1.36より SL(V )は線形 Lie群になる。SL(V )を特殊線形群と呼ぶ。SL(V )

の Lie環を sl(V )で表すと、補題 2.1.36より

sl(V ) = {X ∈ gl(V )|trX = 0}

となる。Rnにおける特殊線形群とそのLie環をSL(n,R), sl(n,R)とも書く。SL(n,R)は
連結になることが知られているので、注意 2.1.2で述べたことより、可算開基を持つ。

定義 2.1.38 V を有限次元ベクトル空間としAを V 上の正定値内積とする。V のAに関
する直交変換の全体をO(V ) = O(V ; A)で表すとO(V )は線形 Lie群になる。O(V )を直
交群と呼ぶ。O(V )の Lie環を o(V ) = o(V ; A)で表すと

o(V ) = {X ∈ gl(V )|A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

となる。Rnの標準内積に関する直交群とそのLie環をO(n), o(n)とも書く。O(V )は二つ
の連結成分を持つことが知られているので、注意 2.1.2で述べたことより、O(V )は可算
開基を持つ。

注意 2.1.39 O(n)は n次直交行列の全体であり o(n)は n次交代行列の全体である。

定義 2.1.40 V を有限次元ベクトル空間としAを V 上の正定値内積とする。

SO(V ) = SO(V ; A) = SL(V ) ∩ O(V ; A)

と表すと、SO(V )は線形Lie群になる。SO(V )を回転群または特殊直交群と呼ぶ。SO(V )

の Lie環を so(V ) = so(V ; A)で表すと so(V ) = sl(V ) ∩ o(V ) = o(V ) となる。Rnの標準
内積に関する回転群とその Lie環を SO(n), so(n)とも書く。SO(V )は連結になることが
知られているので、注意 2.1.2で述べたことより、SO(V )は可算開基を持つ。

2.2 等質空間の多様体構造
定義 2.2.1 M を多様体としGを Lie群とする。C∞級写像G × M → M ; (g, x) 7→ g · x
が存在し任意の g1, g2 ∈ G, x ∈ M に対して (g1g2) · x = g1 · (g2 · x)を満たすとき、GをM

のLie変換群と呼ぶ。さらに任意の x, y ∈ M に対してある g ∈ Gが存在して g · x = yと
なるときGはM に推移的に作用しているという。
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注意 2.2.2 Lie群Gが多様体M の Lie変換群のとき、各 g ∈ Gに対して

g : M → M ; x 7→ g · x

はM の微分同型写像になる。逆写像は g−1が誘導する写像である。

定理 2.2.3 Gを Lie群としH をGの閉 Lie部分群とする。射影 π : G → G/H; g 7→ gH

によってGのH による剰余類の全体G/Hに商位相を入れる。すなわち、

{O ⊂ G/H | π−1(O)は G の開集合 }

をG/Hの開集合系として定める。このとき、

G × (G/H) → G/H; (g, xH) 7→ gxH

によってGがG/Hの Lie変換群になるようなG/Hの多様体構造が存在する。

定義 2.2.4 GをLie群としHをGの閉Lie部分群とする。定理 2.2.3で存在を示した多様
体構造を持つG/HをGの等質空間と呼ぶ。GはG/Hに推移的に作用する Lie変換群に
なっている。

定理 2.2.5 Gは多様体Mに推移的に作用しているLie変換群でGの連結成分の個数は可
算であるとする。p ∈ M をとり

Gp = {g ∈ G|g · p = p}

とおくと、GpはGの閉 Lie部分群になる。さらに写像

α : G/Gp → M ; gGp 7→ g · p

は等質空間G/GpとM との間の微分同型写像になる。

命題 2.2.6 GをLie群としHをGの閉Lie部分群とする。π : G → G/Hを自然な射影と
したとき、等質空間G/H から多様体M への写像 f が C∞級写像になるための必要十分
条件は f ◦ πがC∞級写像になることである。

命題 2.2.7 Gを多様体M の Lie変換群とする。p ∈ M をとりGp = {g ∈ G|g · p = p}と
おくと、GpはGの閉Lie部分群になる。さらにG(p) = {g · p|g ∈ G}は等質空間G/Gpと
微分同型であるようなM の部分多様体になる。
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2.3 等質空間の不変Riemann計量
この節では、等質空間に不変Riemann計量を定める方法について述べる。

定義 2.3.1 Riemann計量を持つ Lie群の任意の左移動が等長的になっているとき、その
Riemann計量を左不変という。任意の右移動も等長的になる左不変Riemann計量を、両
側不変Riemann計量という。

命題 2.3.2 Lie群Gの左不変Riemann計量の全体と、その Lie環 gの内積の全体は一対
一に対応する。さらに、Gの両側不変Riemann計量の全体と、gのAd(G)不変な内積の
全体は一対一に対応する。

証明 G上の左不変 Riemann計量 〈 , 〉があるとする。gの任意の元X,Y に対して、
〈X,Y 〉はG上の左不変関数になるので、定数である。明らかにこれは gの内積を定める。
逆に、gに内積が定まっているとする。Gの任意の点 g ∈ Gの接ベクトル空間 TgGの内
積 〈 , 〉gを

〈X, Y 〉g = 〈X̃, Ỹ 〉 (X, Y ∈ TgG)

で定める。ただし、X̃, Ỹ はそれぞれX, Y を左不変ベクトル場に拡張したものであり、定
理 2.1.8より、このような拡張は可能である。さらに定理 2.1.8と同様に、〈 , 〉gが gに対
して滑らかに依存していることがわかる。したがって、{〈 , 〉g}g∈Gは、G上のRiemann

計量を定める。さらに、このRiemann計量は、定め方より、左不変であることがわかる。
随伴表現Adの定め方 (定理 2.1.29)より、Gの元 gに対して

Ad(g) = d(Lg ◦ Rg−1) = dLg ◦ dRg−1

だから、GのRiemann計量が両側不変ならば、対応する gの内積はAd(G)不変になる。
逆も上の等式からわかる。

注意 2.3.3 命題 2.3.2より Lie群Gの Lie環 gの内積からGの左不変Riemann計量が定
まり、定義 1.4.9よりこの左不変Riemann計量からG上に測度が定まる。

系 2.3.4 GをLie群とし、そのLie環を gとする。ρ : G → GL(V )をGの表現とする。V

上のG不変内積 〈 , 〉は

〈dρ(X)u, v〉 + 〈u, dρ(X)v〉 = 0 (X ∈ g, u, v ∈ V )

を満たす。すなわち、dρ(g) ⊂ o(V ; 〈 , 〉) となる。さらにGが連結のときは、V 上のG不
変内積全体と、dρ(g) ⊂ o(V ; 〈 , 〉) を満たす V の内積 〈 , 〉の全体は一対一に対応する。

証明 〈 , 〉が V 上のG不変内積のとき、u, v ∈ V と g ∈ Gに対して

〈ρ(g)u, ρ(g)v〉 = 〈u, v〉
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が成り立つ。X ∈ gをとり、g = exp(tX)とおくと、

〈ρ(exp(tX))u, ρ(exp(tX))v〉 = 〈u, v〉.

両辺を t = 0で tに関して微分すると、

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈ρ(exp(tX))u, ρ(exp(tX))v〉

=

〈
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(exp(tX))u, v

〉
+

〈
u,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(exp(tX))v

〉

= 〈dρ(X)u, v〉 + 〈u, dρ(X)v〉.

したがって、各 dρ(X)は V の交代線形写像になり、dρ(g) ⊂ o(V ; 〈 , 〉) が成り立つ。
Gが連結の場合を考える。dρ(g) ⊂ o(V ; 〈 , 〉) を満たす V の内積 〈 , 〉が、G不変にな
ることを示せば十分である。X ∈ gと u, v ∈ V に対して

d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈ρ(exp(tX))u, ρ(exp(tX))v〉

=

〈
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(exp(tX))u, v

〉
+

〈
u,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ρ(exp(tX))v

〉

= 〈dρ(X)u, v〉 + 〈u, dρ(X)v〉
= 0.

よって
〈ρ(exp(tX))u, ρ(exp(tX))v〉 = 〈u, v〉

となり、内積は ρ(exp g)不変になる。ところが、Gは連結だから次の補題 2.3.5より単位
元の近傍はGを生成し、定理 2.1.19より exp gはGを生成する。したがって、内積は ρ(G)

不変になることがわかる。

補題 2.3.5 Gを連結Lie群とし、UをGの単位元eの近傍とする。このときG = ∪{Un|n ∈
N}が成り立つ。ただし、Un = {g1 . . . gn|gi ∈ U}。

証明 U−1 = {g−1|g ∈ U}も eの近傍になるので、V = U ∩ U−1は eの近傍である。
H = ∪{V n|n ∈ N}とおく。V ⊂ Uだから、G = Hを示せばよい。g, h ∈ Hに対してある自
然数m, nがあって g ∈ V m, h ∈ V nとなる。よって gh ∈ V m+n ⊂ H。g = g1 . . . gm, gi ∈ V

とすると、g−1 = g−1
m . . . g−1

1 で g−1
i ∈ V だから g−1 ∈ V m ⊂ H。したがってHはGの部

分群である。V は eの近傍で V ⊂ Hだから、任意の h ∈ Hに対してLh(V )は hの近傍に
なり Lh(V ) ⊂ H。したがってHはGの開集合である。GをHの剰余類によって分解す
ると、

G = H ∪ (∪{Lg(H)|g ∈ G, g /∈ H})

となり各 Lg(H)はGの開集合だから、H はGの閉集合である。Gは連結だからG = H

が成り立つ。
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系 2.3.6 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。G上の両側不変Riemann計量 〈 , 〉は

〈[X, Y ], Z〉 + 〈Y, [X, Z]〉 = 0 (X,Y, Z ∈ g)

を満たす。すなわち、ad(g) ⊂ o(g; 〈 , 〉) となる。さらにGが連結のとき、Gの両側不変
Riemann計量の全体と、ad(g) ⊂ o(g; 〈 , 〉) を満たす gの内積 〈 , 〉の全体は一対一に対応
する。

証明 定理 2.1.29より dAd = adとなるので、命題 2.3.2と系 2.3.4を適用すればよい。

定理 2.3.7 GをコンパクトHausdorff位相群とする。このとき、次の条件を満たすG上
のRadon測度 µGが一意的に存在する。

(1) µG(G) = 1

(2) G上の µG可積分関数 f と g ∈ Gに対して
∫

G

f(gx)dµG(x) =

∫

G

f(x)dµG(x)

(3) G上の µG可積分関数 f と g ∈ Gに対して
∫

G

f(xg)dµG(x) =

∫

G

f(x)dµG(x)

(4) G上の µG可積分関数 f に対して
∫

G

f(x−1)dµG(x) =

∫

G

f(x)dµG(x)

定義 2.3.8 定理 2.3.7で定まるコンパクトHausdorff位相群G上の測度を、GのHaar測
度と呼ぶ。

命題 2.3.9 GをコンパクトHausdorff位相群とし、µGをGのHaar測度とする。Gの表
現 (ρ, V )に対して ρをGからHom(V, V )への写像とみなして P =

∫
ρdµG ∈ Hom(V, V )

とおくと、P 2 = P が成り立つ。また

VG = {v ∈ V |ρ(g)(v) = v (g ∈ G)}

とおくと、ImP = VGとなる。

証明 v ∈ V に対して積分の線形性より

P (v) =

∫
ρ(x)dµG(x)(v) =

∫
ρ(x)(v)dµG(x)
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となる。これより v ∈ VGならば P (v) = vとなり v ∈ ImP。よって VG ⊂ ImP。また任意
の v ∈ V と g ∈ Gについて

ρ(g)P (v) = ρ(g)

∫
ρ(x)(v)dµGx

=

∫
ρ(g)ρ(x)(v)dµGx (ρ(g)の作用の線形性)

=

∫
ρ(gx)(v)dµGx

=

∫
ρ(x)(v)dµGx (Haar積分の左不変性)

= P (v) (µG(G) = 1だから)

となるので、ImP ⊂ VGとなり、ImP = VGがわかる。さらに

P 2(v) =

∫
ρ(x)P (v)dµGx

=

∫
P (v)dµGx (P (v) ∈ VG)

= P (v) (µG(G) = 1だから)

となるので、P 2 = P が成り立つ。

命題 2.3.10 (ρ, V )をコンパクトHausdorff位相群Gの表現とすると、ρが直交（ユニタ
リ）表現になるような V の内積が存在する。

証明 GのHaar測度を µGとしておく。
V が実ベクトル空間の場合 V 上の対称二次形式の全体がつくる実ベクトル空間を S(V )

で表す。

(ρS(g)A)(v, w) = A(ρ(g)−1(v), ρ(g)−1(w)) (g ∈ G, A ∈ S(V ), v, w ∈ V )

によって ρSを定めると (ρS, S(V ))はGの表現になる。正定値の元A0 ∈ S(V )を 1つとる。
P =

∫
ρSdµGとおくと、命題 2.3.9より、P (A0) ∈ S(V )Gとなる。また任意の v( 6= 0) ∈ V

について

P (A0)(v, v) =

∫
A0(ρ(g)−1(v), ρ(g)−1(v))dµGg > 0

となるので、P (A0)も正定値になる。この内積 P (A0)によって (ρ, V )は直交表現になる。
V が複素ベクトル空間の場合も、V 上の Hermite形式の全体がつくる複素ベクトル空
間を考えることにより、同様に証明できる。

系 2.3.11 コンパクト Lie群には、両側不変Riemann計量が存在する。
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証明 Gをコンパクト Lie群とし、Gの Lie環を gで表す。Gの随伴表現に命題 2.3.10

を適用すると、g上にAd(G)不変な内積が存在する。したがって、命題 2.3.2より、この
内積に対応するG上のRiemann計量は両側不変になる。

例 2.3.12 コンパクト線形Lie群の場合は、Haar測度を使わなくても、以下のように具体
的に両側不変Riemann計量を構成することができる。コンパクト線形Lie群G ⊂ GL(n,R)

に対して、命題 2.3.10より
G ⊂ O(Rn; B)

となるRnの内積Bが存在する。RnのBに関する正規直交基底をとり、それについて行
列表示することにより、G ⊂ O(n)とみなす。このとき、O(n)に両側不変Riemann計量
を構成すれば、Gに誘導されるRiemann計量も両側不変になる。

〈X, Y 〉 = tr(tXY ) (X, Y ∈ o(n))

によってO(n)の Lie環 o(n)上の二次形式 〈 , 〉を定める。

〈X, Y 〉 = tr(tXY ) = −tr(XY ) = −tr(Y X) = tr(tY X) = 〈Y,X〉

だから、〈 , 〉は対称になっている。さらに、X = (Xij) ∈ o(n)に対して

〈X, X〉 = tr(tXX) =
∑

i,j

X2
ij

より 〈 , 〉は正定値になる。さらに g ∈ O(n)に対して例 2.1.31より

Ad(g)X = gXg−1 (X ∈ o(n))

となるので、

〈Ad(g)X, Ad(g)Y 〉 = −tr(gXg−1gY g−1) = −tr(gXY g−1)

= −tr(XY ) = 〈X, Y 〉.

したがって、〈 , 〉はAd(O(n))不変になり、命題 2.3.2より、対応するO(n)上のRiemann

計量は両側不変になる。

命題 2.3.13 GをLie群とし、HをGの閉Lie部分群とする。GとHのLie環をそれぞれ
gと hで表す。このとき、等質空間G/HのG不変Riemann計量の全体と、商ベクトル空
間 g/hのAdG(H)不変な内積の全体は一対一に対応する。

証明 任意の h ∈ Hに対して、Lh ◦Rh−1はHを不変にするので、その微分AdG(h)は
hを不変にする。したがって、線形写像AdG(h) : g → g は、商ベクトル空間の線形写像
AdG(h) : g/h → g/h を誘導する。上にあるように、誘導された線形写像も同じ記号で表
すことにする。
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G/HのH自身による剰余類をG/Hの原点と呼び、oで表すことにする。定理 2.1.8で
定めた線形同型写像 α : g → Te(G)と自然な射影 π : G → G/Hの微分写像 dπeを使って、
線形写像の合成

g
α→ Te(G)

dπe→ To(G/H)

を β とおく。β の核は hになる。よって、g/hと To(G/H)は、β の誘導する線形写像に
よって線形同型になる。βの誘導する線形写像も βで表すことにする。Hの元 hはG/H

の原点 oを動かさないので、

dho : To(G/H) → To(G/H)

を誘導する。dhoに対応する g/hの線形写像を求めてみよう。X ∈ gをとる。

dhodπeα(X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

hπ(exp tX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(h exp tX)H

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(h exp tXh−1)H =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(exp tAd(h)X)H

= dπeα(Ad(h)X).

したがって、次の可換図式を得る。

g/h
Ad(h)−−−→ g/h

β

y∼= β

y∼=

To(G/H)
dho−−−→ To(G/H)

以上の準備のもとに命題を証明する。G/H に G不変 Riemann計量があるとすると、
To(G/H)における計量は、各 h ∈ Hに対して dhoで不変になる。線形同型写像 βで対応
する g/hの内積は、上の可換図式より、AdG(H)不変な内積になる。
逆に g/hに AdG(H)不変な内積があるとすると、β で対応する To(G/H)上の内積は、
各 h ∈ Hに対して dhoで不変になる。その内積を 〈 , 〉oで表す。任意の元 x ∈ G/Hにお
ける内積を

〈X, Y 〉x = 〈dgX, dgY 〉o (X, Y ∈ Tx(G/H), gx = o)

で定義する。内積の定義が、gx = oとなる g ∈ Gのとり方によらないことは、次のよう
にしてわかる。g1x = g2x = oとすると、x = g−1

1 oとなり、

o = g2x = g2g
−1
1 o.

よって g2g
−1
1 ∈ Hとなる。そこで、h = g2g

−1
1 ∈ Hとおくと、

〈dg1X, dg1Y 〉o = 〈dhdg1X, dhdg1Y 〉o (〈 , 〉oの不変性)

= 〈dg2dg−1
1 dg1X, dg2dg−1

1 dg1Y 〉o
= 〈dg2X, dg2Y 〉o.

これによりG/HにG不変なRiemann計量が定まる。



2.4. Riemann対称空間 35

系 2.3.14 Gを Lie群とし、HをGの Lie部分群とする。AdG(H)はコンパクトであると
仮定する。GとHの Lie環をそれぞれ gと hで表す。このとき、gの直和分解

g = h + m

が存在し、
AdG(H)h ⊂ h, AdG(H)m ⊂ m,

を満たす。等質空間G/HのG不変Riemann計量の全体と、mのAdG(H)不変な内積の全
体は、一対一に対応する。さらに、mのAdG(H)不変な内積は存在し、したがって、G/H

のG不変Riemann計量も存在する。

証明 命題 2.3.10より、gにはAdG(H)不変内積が存在する。その内積に関する hの直
交補空間をmで表す。任意の h ∈ Hについて、

AdG(h) : g → g

は内積を保ち、AdG(h)h ⊂ hを満たすので、AdG(h)m ⊂ mも成り立つ。さらに、

g/h
AdG(h)−−−−→ g/hy∼=

y∼=

m
AdG(h)−−−−→ m

は可換になるので、mのAdG(H)不変な内積の全体は、g/hのAdG(H)不変な内積の全体
と、一対一に対応する。よって、命題 2.3.13より、等質空間G/H のG不変Riemann計
量の全体とも一対一に対応する。

Gがコンパクトだから、K もコンパクトになり、命題 2.3.10より、mにAdG(H)不変
な内積が存在する。したがって、G/HにG不変Riemann計量が存在する。

2.4 Riemann対称空間
この節ではRiemann対称空間の基本事項について解説する。

定義 2.4.1 連結Riemann多様体Mの各点xに対して、Mの等長変換 sxが存在し、s2
x = 1

を満たし、xが sxの孤立不動点になるとき、M をRiemann対称空間と呼ぶ。sxを xに
おける点対称と呼ぶ。

例 2.4.2 n ≥ 1のとき、n次元Euclid空間Rnがその内積から自然に誘導されるRiemann

計量に関してRiemann対称空間になることを示す。Rnが連結になることはすぐにわかる
ので、各点 x ∈ Rnにおける点対称 sxの存在を示せばよい。

sx(y) = 2x − y (y ∈ Rn)
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とおく。sx(y)は yを−1倍し、2x平行移動して得られるので、等長変換になっている。

sxsx(y) = sx(2x − y) = 2x − (2x − y) = y

となるので、s2
x = 1を満たす。sx(y) = yとすると 2x− y = yとなり、y = xが成り立つ。

すなわち、sxの不動点は xだけである。特に xは sxの孤立不動点になる。以上より、Rn

はRiemann対称空間になる。

例 2.4.3 n ≥ 1のとき、n次元単位球面

Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1}

がRn+1から自然に誘導されるRiemann計量に関してRiemann対称空間になることを示
す。Snが連結になることはすぐにわかるので、各点 x ∈ Snにおける点対称 sxの存在を
示せばよい。Rn+1を xを含む一次元部分ベクトル空間Rxとその直交補空間 (Rx)⊥に直
交直和分解する。Rxを固有値 1の固有空間として持ち、(Rx)⊥を固有値−1の固有空間
として持つ線形写像を sxで表すと、sxは等長線形写像になる。よって sx(S

n) = Snが成
り立ち、sxは Snの等長変換とみなすことができる。sxの固有値は±1だから s2

x = 1を満
たす。sxの固有値 1の固有ベクトル空間はRxだから、sxの Snへの作用の不動点は±x

になる。特に xは sxの孤立不動点になる。以上より、SnはRiemann対称空間になる。

例 2.4.4 コンパクト連結Lie群が両側不変Riemann計量に関してRiemann対称空間にな
ることを示す。系 2.3.11より両側不変Riemann計量は存在する。まず

τ(y) = y−1 (y ∈ G)

によって τ を定めると、τ は等長変換になることを示しておく。x ∈ GとX ∈ gに対して

dτx(dLxX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

τ(x exp tX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(x exp tX)−1 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(−tX)x−1

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

x−1 exp(−tAd(x)X) = −dLx−1Ad(x)X.

したがって、dτx = −dLx−1Ad(x)dL−1
x が成り立つ。命題 2.3.2より Ad(x)は等長的なの

で、dτxも等長的になる。よって、τ は等長変換になる。
x ∈ Gに対して

sx(y) = xy−1x (y ∈ G)

とおく。sx = LxRx−1τ となるので、sxは等長変換になっている。

sxsx(y) = sx(xy−1x) = x(xy−1x)−1x = y

となるので、s2
x = 1を満たす。
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まず seの不動点を考える。se = τ となる。定理 2.1.19より、gの原点 0の開近傍 U と
Gの eの開近傍 V が存在し、exp : U → V は微分同型写像になる。X ∈ U に対して

se exp(X) = (exp(X))−1 = exp(−X)

となるので、V における seの不動点は eのみである。特に eは seの個立不動点になる。
任意の x, y ∈ Gに対して

sx(y) = xy−1x = x(x−1y)−1 = LxseLx−1(y)

となるので、sx = LxseLx−1が成り立つ。これより、sxが xを孤立不動点として持つこと
がわかる。以上より、コンパクト連結Lie群Gは両側不変Riemann計量に関してRiemann

対称空間になる。

定義 2.4.5 Gを連結 Lie群とし、KをGの閉 Lie部分群とする。対 (G, K)が次の条件を
満たすとき、(G,K)をRiemann対称対と呼ぶ。AdG(K)がコンパクトになり、Gの位数
2の自己同型写像 θが存在して

Gθ = {g ∈ G | θ(g) = g}

とおいて、Gθの単位連結成分をG0
θで表したとき、G0

θ ⊂ K ⊂ Gθが成り立つ。

定理 2.4.6 M をRiemann対称空間とし、oをM の一点とする。このとき、M の等長変
換全体の成す群 I(M)はM の Lie変換群になる。さらに、I(M)の単位連結成分をGで
表し、

K = {g ∈ G | go = o}

とおくと、Kはコンパクトになり、

G/K → M ; gK 7→ go

は微分同型写像になる。写像

θ : G → G ; g 7→ sogso

はGの位数 2の自己同型写像になり、この θに関して (G,K)はRiemann対称対になる。

定義 2.4.7 Lie環 gに対して

K(X,Y ) = tr(ad(X)ad(Y )) (X, Y ∈ g)

によって、gのKilling形式Kを定める。トレースの性質からKは対称二次形式になる
ことがわかる。Kが非退化になるとき、gを半単純という。Lie群の Lie環が半単純にな
るとき、その Lie群も半単純という。
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定理 2.4.8 Riemann対称対 (G,K)に対して、等質空間G/K にG不変 Riemann計量を
入れると (AdG(K)がコンパクトであることからこのような計量は存在する)、G/K は
Riemann対称空間になる。

注意 2.4.9 定理 2.4.8の設定のもとで、Gの位数 2の自己同型写像を θとし、θが誘導す
るGの Lie環 gの位数 2の自己同型写像も θで表す。gを

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解すると、自然な射影G → G/Kの微分写像によって、pはG/Kの原点 oの接ベ
クトル空間 To(G/K)と同一視することができる。(以後、To(G/K)と pを同一視する。)

例 2.4.10 例 2.4.2で扱った Euclid空間Rnに対応するRiemann対称対について考える。
Rnの等長変換全体の成す群の単位連結成分をGで表すと、

G =

{[
A x

0 1

] ∣∣∣∣∣ A ∈ SO(n), x ∈ Rn

}

とみなすことができる。GのRnへの作用は y ∈ Rnに対して
[

A x

0 1

][
y

1

]
=

[
Ay + x

1

]

によって定める。このとき、

K = {g ∈ G | g0 = 0} =

{[
A 0

0 1

] ∣∣∣∣∣ A ∈ SO(n)

}
∼= SO(n).

したがって、RnはG/Kと微分同型になる。さらに、原点 0における点対称 s0は

s0 =

[
−1n 0

0 1

]
∈ I(Rn).

これより

s0

[
A x

0 1

]
s0 =

[
−1n 0

0 1

] [
A x

0 1

][
−1n 0

0 1

]
=

[
A −x

0 1

]

となるので、

θ

[
A x

0 1

]
=

[
A −x

0 1

]

によって θ : G → Gを定めると、θはGの位数 2の自己同型写像になり、この θに関して
(G,K)はRiemann対称対になる。
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例 2.4.11 例 2.4.3で扱った n次元単位球面 Snに対応するRiemann対称対について考え
る。Snの等長変換全体の成す群の単位連結成分は SO(n + 1)になる。さらに Snの原点 o

を en+1に選べば

{g ∈ SO(n + 1) | go = o} =

{[
A 0

0 1

] ∣∣∣∣∣ A ∈ SO(n)

}
∼= SO(n).

したがって、Snは SO(n + 1)/SO(n)と微分同型になる。さらに、原点 0における点対称
soは

so =

[
−1n 0

0 1

]
∈ O(n + 1).

これより θ(g) = sogsoによって θ : G → Gを定めると、θはGの位数 2の自己同型写像に
なり、この θに関して (SO(n + 1), SO(n))はRiemann対称対になる。

次の定理はLie群とLie環に関する定理だが、直交対称Lie代数の定義で必要になるLie

環の内部自己同型群の定義に使うので、ここで述べておく。

定理 2.4.12 Lie群GのLie環を gとする。gのLie部分環 hに対してGの連結なLie部分
群で対応する Lie部分環が hになるものが一意に存在する。

定義 2.4.13 Lie環 gに対してGL(g)のLie環 gl(g)のLie部分環 adg(g)に対応するGL(g)

の連結 Lie部分群を Int(g)で表し、Lie環 gの内部自己同型群と呼ぶ。Int(g)がコンパク
トになるとき、gをコンパクトLie環という。

定義 2.4.14 Lie環 gと位数 2の自己同型写像 θの組 (g, θ)に対して、

k = {X ∈ g | θ(X) = X}

とおくと、adg(g)の Lie部分環 adg(k)に対応する Int(g)内の連結 Lie部分群がコンパクト
になるとき、(g, θ)を直交対称Lie代数と呼ぶ。さらに、gの中心と kの共通部分が {0}に
なるとき、直交対称 Lie代数 (g, θ)は効果的と言われる。Lie群の組 (G,K)に対してGは
Lie環 gを持つ連結 Lie群で、K は Lie環 kを持つ Lie部分群であるとき、(G,K)は直交
対称 Lie代数 (g, θ)に対応しているという。

定義 2.4.15 (g, θ)を直交対称 Lie代数とし、gを

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解する。gは半単純であって、kは gの非自明イデアルを含まず、adg(k)は pに既
約に作用するとき、(g, θ)を既約直交対称Lie代数と呼ぶ。直交対称Lie代数 (g, θ)に対応
する Lie群の組G,Kは、(g, θ)が既約のとき、既約と言う。Riemann対称空間M に対し
て、M の等長変換全体の成す Lie群の単位連結成分をGとし、M の一点を固定するGの
部分群をKとすると、定理 2.4.6より、(G,K)はRiemann対称対になる。(G,K)が既約
のとき、M を既約Riemann対称空間と呼ぶ。
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例 2.4.16 (G,K)をRiemann対称対とする。定義 2.4.5より、Gの位数 2の自己同型写像
θが存在して

Gθ = {g ∈ G | θ(g) = g}

とおくと、G0
θ ⊂ K ⊂ Gθが成り立つ。そこで、θの誘導する gの自己同型写像も θで表す

と、これも位数 2になり、gは

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解される。さらに、(g, θ)は直交対称 Lie代数になることがわかる。Riemann対
称対 (G,K)は、定義 2.4.14の意味で、直交対称 Lie代数 (g, θ)に対応している。

命題 2.4.17 (g, θ)を直交対称Lie代数とし、kを θの不動点全体とする。Lie群の組 (G,K)

が (g, θ)に対応していて、Gは単連結であり、Kは連結であると仮定する。このとき、(G,K)

はRiemann対称対になる。

定義 2.4.18 gを半単純 Lie環とし、σで複素化 gC内の gに関する複素共役写像とする。
gの部分 Lie環 kと部分ベクトル空間 pによる直和分解 g = k + pがCartan分解であると
は、gC内にあるコンパクト半単純 Lie部分環 gkが存在し、

gC = gC
k , σgk ⊂ gk, k = g ∩ gk, p = g ∩ (

√
−1gk)

を満たすことをいう。

定理 2.4.19 gを半単純 Lie環とすると、gにはCartan分解が存在し、しかも、gのどの
Cartan分解も gの内部自己同型写像で移り合う。

例 2.4.20 gを非コンパクト実半単純 Lie代数とし、

g = k + p (k が部分 Lie環)

を gの Cartan分解とする。定理 2.4.19より、このような分解が存在し、しかも、gの内
部自己同型を除いて一意的である。このとき、

θ(T + X) = T − X (T ∈ k, X ∈ p)

によって線形写像 θ : g → gを定めると、(g, θ)は直交対称 Lie代数になる。

定義 2.4.21 (g, θ)を直交対称 Lie代数とすると、gは

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解される。

(1) gがコンパクト半単純 Lie環のとき、(g, θ)はコンパクト型であるといわれる。
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(2) gが非コンパクト半単純 Lie環であって、g = k + pが gのCartan分解になっている
とき、(g, θ)は非コンパクト型であるといわれる。

(3) pが gの可換イデアルになっているとき、(g, θ)はEuclid型であるといわれる。

Riemann対称空間やRiemann対称対に対しても、対応する直交対称 Lie代数の型の名前
をそのまま使う。

命題 2.4.22 (g, θ)を直交対称 Lie代数とし、gを

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解する。g∗ = k +
√
−1p ⊂ gC によって g∗を定め、θを gCに複素線形に拡張し

て g∗に制限したものを θ∗で表す。このとき、(g∗, θ∗)も直交対称Lie代数になる。さらに、
(g, θ)がコンパクト型ならば、(g∗, θ∗)は非コンパクト型になり、逆も成り立つ。

定義 2.4.23 直交対称 Lie代数 (g, θ)に対して、命題 2.4.22で定めた直交対称 Lie代数
(g∗, θ∗)を (g, θ)の双対と呼ぶ。

注意 2.4.24 Riemann対称対 (G,K)と (G∗, K)に対応する直交対称 Lie代数が互いの双
対になっているとき、これらRiemann対称対の線形イソトロピー表現は同値になる。

例 2.4.25 SL(n,R)は連結 Lie群であり、SO(n)は SL(n,R)内のコンパクト部分群に
なっている。SO(n)はコンパクトだから、AdSL(n,R)(SO(n))もコンパクトになる。以後、
AdSL(n,R)を単にAdと書くことにする。

θ : SL(n,R) → SL(n,R) ; g 7→ tg−1

によって、SL(n,R)の自己同型写像 θを定める。すると、θは位数 2の自己同型写像に
なり、

SO(n) = {g ∈ SL(n,R) | θ(g) = g}

が成り立つ。以上より、(SL(n,R), SO(n))はRiemann対称対になる。
SL(n,R)の自己同型写像 θに対応する Lie環 sl(n,R)の自己同型写像 θは

θ : sl(n,R) → sl(n,R) ; X 7→ −tX

になる。よって、θによる sl(n,R)の分解は、

sl(n,R) = o(n) + p, p = {X ∈ sl(n,R) | tX = X}

となる。(sl(n,R), θ)は、Riemann対称対 (SL(n,R), SO(n))から定まっているので、直
交対称 Lie代数になる。

Lie環 sl(n,R)は非コンパクト単純Lie環になることが知られている。sl(n,R)の複素化
は sl(n,C)になり、sl(n,C)内の sl(n,R)に関する複素共役写像 σは、通常の複素共役写
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像、つまり行列の各成分の複素共役をとる写像に一致する。su(n)は sl(n,C)内のコンパ
クト単純 Lie環になることが知られている。

su(n) = o(n) +
√
−1p

となるので、su(n)C = sl(n,C)が成り立つ。上の su(n)の分解より、σsu(n) = su(n)が成
り立つこともわかる。さらに、

sl(n,R) ∩ su(n) = o(n), sl(n,R) ∩ (
√
−1su(n)) = p

が成り立つので、分解

sl(n,R) = o(n) + p, p = {X ∈ sl(n,R) | tX = X}

は sl(n,R)のCartan分解になる。したがって、(sl(n,R), θ)は非コンパクト型直交対称Lie

代数になり、(SL(n,R), SO(n))は非コンパクト型Riemann対称対になる。
上で示したことより、

g∗ = o(n) +
√
−1p = su(n)

となり、
θ∗ : su(n) → su(n) ; X 7→ −tX.

さらに (su(n), θ∗)は、コンパクト型直交対称 Lie代数になる。対応するコンパクト型Rie-

mann対称対は、(SU(n), SO(n))であって、SU(n)の位数 2の自己同型写像は

θ∗ : SU(n) → SU(n) ; g 7→ tg−1

になる。

2.5 実空間形と複素空間形
定義 2.5.1 単連結で断面曲率一定の完備Riemann多様体を実空間形と呼ぶ。n ≥ 2とす
ると、n次元実空間形は Riemann計量を正の定数倍することにより、次の三つのうちの
いずれか一つと等長的になることが知られている。

(1) Rnに標準的な平坦なRiemann計量を入れたもの。

G =

{[
a x

0 1

] ∣∣∣∣∣ a ∈ SO(n), x ∈ Rn

}
,

K =

{[
a 0

0 1

] ∣∣∣∣∣ a ∈ SO(n)

}
∼= SO(n)
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とおくと、自然に等質空間G/KはRnに同一視される。G,Kの Lie環をそれぞれ
g, kとすると、

g =

{[
X x

0 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ o(n), x ∈ Rn

}
,

k =

{[
X 0

0 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ o(n)

}
∼= o(n)

となる。そこで

p =

{[
0 x

0 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Rn

}

とおくと、g = k + pは直和分解になる。
〈[

X 0

0 0

]
,

[
Y 0

0 0

]〉
= −1

2
tr(XY )

([
X 0

0 0

]
,

[
Y 0

0 0

]
∈ k

)

〈[
0 x

0 0

]
,

[
0 y

0 0

]〉
= 〈x, y〉

([
0 x

0 0

]
,

[
0 y

0 0

]
∈ p

)

によって kと pに内積を定め、g全体には kと pが直交するように内積を定める。この
g上の内積をG全体に左不変に拡張すると、G上の左不変Riemann計量になる。こ
の左不変Riemann計量から誘導されるG/K上のRiemann計量は、RnのRiemann

計量に一致する。このRiemann計量に関して、Rnは定曲率 0の実空間形になる。
[[

X x

0 0

]
,

[
0 y

0 0

]]
=

[
0 Xy

0 0

]

より pは gのイデアルになる。pが可換であることもわかるので、Rnは Euclid型
Riemann対称空間になる。

(2) Rn+1内の単位球面 SnにRn+1の Riemann計量から誘導された Riemann計量を入
れたもの。ただし、n ≥ 2とする。

G = SO(n + 1)

K =

{[
a 0

0 1

] ∣∣∣∣∣ a ∈ SO(n)

}
∼= SO(n)
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とおくと、自然に等質空間G/K は Snに同一視される。G,K の Lie環をそれぞれ
g, kとすると、

g = o(n + 1)

k =

{[
X 0

0 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ o(n)

}
∼= o(n)

となる。そこで

p =

{[
0 x

−tx 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Rn

}

とおくと、g = k + pは直和分解になる。

〈X, Y 〉 = −1

2
tr(XY ) (X, Y ∈ g)

によって gに内積を定めると、
〈[

X x

−tx 0

]
,

[
Y y

−ty 0

]〉
= −1

2
tr(XY ) + 〈x, y〉

([
X x

−tx 0

]
,

[
Y y

−ty 0

]
∈ g

)

となり、特に、kと pは直交する。さらに

〈gXg−1, gY g−1〉 = 〈X,Y 〉 (g ∈ G, X, Y ∈ g)

が成り立つので、この g上の内積をG全体に左不変に拡張すると、G上の両側不変
Riemann計量になる。この両側不変Riemann計量から誘導されるG/K上のRiemann

計量は、Snの Riemann計量に一致する。この Riemann計量に関して、Snは定曲
率 1の実空間形になる。SO(n + 1)はコンパクト半単純 Lie群になり、さらに n 6= 3

のとき SO(n + 1)はコンパクト単純 Lie群になることが知られている。特に、Snは
コンパクト型Riemann対称空間になる。

(3) Rn+1上の二次形式 x2
1 + · · · + x2

n − x2
n+1は非退化だから、

Hn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1| x2
1 + · · · + x2

n − x2
n+1 = −1, xn+1 > 0}

とおくと、HnはRn+1の正規部分多様体になる。C∞級写像

Rn → Hn ; (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn,
√

x2
1 + · · · + x2

n + 1)

はRnとHnの間の微分同型写像を与えるので、特に、Hnは連結で単連結になる。
Rn+1の正定値ではない計量

dx1 ⊗ dx1 + · · · + dxn ⊗ dxn − dxn+1 ⊗ dxn+1
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から誘導された計量をHnに入れる。これはRiemann計量になる。上の二次形式を
表す行列を

In,1 =

[
1n 0

0 −1

]

とし、

G′ = {g ∈ GL(n + 1,R) | tgIn,1g = In,1},

K =

{[
a 0

0 1

] ∣∣∣∣∣ a ∈ SO(n)

}
∼= SO(n)

とおくと、G′は In,1の定める二次形式を不変にするRn+1の線形同型写像の全体に
なる。次のWittの定理（定理 2.5.2）より、G′はHnに推移的に作用するので、G′

の単位元の連結成分GもHnに推移的に作用し、自然に等質空間G/K はHnに同
一視される。G,Kの Lie環をそれぞれ g, kとすると、

g =

{[
X x
tx 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ o(n), x ∈ Rn

}
,

k =

{[
X 0

0 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ o(n)

}
∼= o(n)

となる。そこで

p =

{[
0 x
tx 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Rn

}

とおくと、g = k + pは直和分解になる。
〈[

X 0

0 0

]
,

[
Y 0

0 0

]〉
= −1

2
tr(XY )

([
X 0

0 0

]
,

[
Y 0

0 0

]
∈ k

)

〈[
0 x
tx 0

]
,

[
0 y
ty 0

]〉
= 〈x, y〉

([
0 x
tx 0

]
,

[
0 y
ty 0

]
∈ p

)

によって kと pに内積を定め、g全体には kと pが直交するように内積を定める。この
g上の内積をG全体に左不変に拡張すると、G上の左不変Riemann計量になる。こ
の左不変Riemann計量から誘導されるG/K上のRiemann計量は、HnのRiemann
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計量に一致する。このRiemann計量に関して、Hnは定曲率−1の実空間形になる。
gC内で k +

√
−1pを考える。写像 f : o(n + 1) → k +

√
−1pを

f

[
X x

−tx 0

]
=

[
X

√
−1x√

−1tx 0

]

によって定める。
[[

X x

−tx 0

]
,

[
Y y

−ty 0

]]
=

[
XY − xty − Y X + ytx Xy − Y x

−txY + tyX 0

]
,

[
f

[
X x

−tx 0

]
, f

[
Y y

−ty 0

]]
=

[
XY − xty − Y X + ytx

√
−1(Xy − Y x)√

−1(txY − tyX) 0

]

となるので、f は Lie環の同型写像になり、さらに直交対称 Lie代数の同型写像に
もなる。つまり、Hnに対応する直交対称Lie代数の双対は球面に対応する直交対称
Lie代数になる。したがって、命題 2.4.22よりHnは非コンパクト型Riemann対称
空間になる。または、次のように g = k + pがCartan分解であることを直接確かめ
ることもできる。gk = k +

√
−1pとおくと、gkは o(n + 1)と同型になるので、gkは

gCのコンパクト半単純 Lie部分環になる。gkの定め方から

gC = gC
k , σgk ⊂ gk, k = g ∩ gk, p = g ∩ (

√
−1gk)

が成り立つことがわかる。したがって、g = k + pは gのCartan分解になる。

今後、特に断らない限り、実空間形は上の (1)、(2)、(3)のうちのいずれかとする。(3)の
実空間形を双曲空間と呼ぶ。注意 2.4.24より球面と双曲空間の線形イソトロピー表現は同
値になる。このことは上の構成方法からも直接わかる。

定理 2.5.2 (Witt) 〈 , 〉をベクトル空間 V 上の非退化二次形式とする。V の部分ベクト
ル空間 U と U から V への線形写像 f : U → V が

〈f(u), f(u)〉 = 〈u, u〉 (u ∈ U)

を満たすとき、f は V の線形同型写像 f̄ で

〈f̄(v), f̄(v)〉 = 〈v, v〉 (v ∈ V )

を満たすものに拡張できる。

定義 2.5.3 単連結で正則断面曲率一定の完備 Hermite多様体を複素空間形と呼ぶ。n次
元複素空間形はRiemann計量を正の定数倍することにより、次の三つのうちのいずれか
一つと等長的になる。



2.5. 実空間形と複素空間形 47

(1) Cnに標準的な平坦なRiemann計量を入れたもの。

G =

{[
A x

0 u

] ∣∣∣∣∣ A ∈ U(n), u ∈ U(1), x ∈ Cn

}
,

K =

{[
A 0

0 u

] ∣∣∣∣∣ A ∈ U(n), u ∈ U(1)

}
∼= U(n) × U(1)

とおくと、自然に等質空間G/K はCnに同一視される。G,K の Lie環をそれぞれ
g, kとすると、

g =

{[
X x

0 z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1), x ∈ Cn

}
,

k =

{[
X 0

0 z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1)

}

となる。そこで

p =

{[
0 x

0 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Cn

}

とおくと、g = k + pは直和分解になる。
〈[

X 0

0 z

]
,

[
Y 0

0 w

]〉
= −1

2
tr(XY ) − xw

([
X 0

0 z

]
,

[
Y 0

0 w

]
∈ k

)

〈[
0 x

0 0

]
,

[
0 y

0 0

]〉
= 〈x, y〉

([
0 x

0 0

]
,

[
0 y

0 0

]
∈ p

)

によって kと pに内積を定め、g全体には kと pが直交するように内積を定める。この
g上の内積をG全体に左不変に拡張すると、G上の左不変Riemann計量になる。こ
の左不変Riemann計量から誘導されるG/K上のRiemann計量は、CnのRiemann

計量に一致する。このRiemann計量に関して、Cnは定曲率 0の複素空間形になる。
Euclid型実空間形の場合と同様に、原点 0における点対称 s0は

s0 =

[
−1n 0

0 1

]
∈ G.

これより

s0

[
A x

0 u

]
s0 =

[
−1n 0

0 1

][
A x

0 u

][
−1n 0

0 1

]
=

[
A −x

0 u

]
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となるので、

θ

[
A x

0 u

]
=

[
A −x

0 u

]

によって θ : G → Gを定めると、θはGの位数 2の自己同型写像になり、この θに
関して (G,K)は Riemann対称対になる。したがってG/K = Cnは Riemann対称
空間になる。 [[

X x

0 0

]
,

[
0 y

0 0

]]
=

[
0 Xy

0 0

]

より pは gのイデアルになる。pが可換であることもわかるので、Cnは Euclid型
Riemann対称空間になる。

(2) Cn+1内の 1次元複素部分ベクトル空間全体が成す複素射影空間 P n(C)に以下で定
める標準的なRiemann計量を入れたもの。

G = U(n + 1)

K =

{[
a 0

0 u

] ∣∣∣∣∣ a ∈ U(n), u ∈ U(1)

}

とおくと、自然に等質空間G/KはP n(C)に同一視される。G,Kの Lie環をそれぞ
れ g, kとすると、

g = u(n + 1)

k =

{[
X 0

0 z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1)

}

となる。そこで

p =

{[
0 x

−tx̄ 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Cn

}

とおくと、g = k + pは直和分解になる。

〈X, Y 〉 = −1

2
tr(XY ) (X, Y ∈ g)

によって gに内積を定めると、
〈[

X x

−tx̄ z

]
,

[
Y y

−tȳ w

]〉
= −1

2
tr(XY ) + 〈x, y〉 − 1

2
zw

([
X x

−tx̄ z

]
,

[
Y y

−tȳ w

]
∈ g

)

となり、特に、kと pは直交する。さらに

〈gXg−1, gY g−1〉 = 〈X,Y 〉 (g ∈ G, X, Y ∈ g)
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が成り立つので、この g上の内積をG全体に左不変に拡張すると、G上の両側不変
Riemann計量になる。この両側不変Riemann計量は、G/K上のRiemann計量を誘
導する。このRiemann計量に関して、P n(C)は定正則断面曲率 4の複素空間形にな
る。U(n + 1)の中心を取り除いた SU(n + 1)はコンパクト単純 Lie群になることが
知られている。このことから、P n(C)はコンパクト型 Riemann対称空間になるこ
とがわかる。

(3) Cn+1上のHermite形式 z1z̄1 + · · ·+ znz̄n − zn+1z̄n+1 を不変にする行列式が 1の複素
線形変換の全体を考える。つまり、上のHermite形式を表す行列を

In,1 =

[
1n 0

0 −1

]

とし、

G = U(n, 1) = {g ∈ GL(n + 1,C) | tgIn,1ḡ = In,1},

K =

{[
a 0

0 u

] ∣∣∣∣∣ a ∈ U(n), u ∈ U(1)

}

とおく。G,Kの Lie環をそれぞれ g, kとすると、

g =

{[
X x
tx̄ z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1), x ∈ Cn

}
,

k =

{[
X 0

0 z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1)

}

となる。そこで

p =

{[
0 x
tx̄ 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Cn

}

とおくと、g = k + pは直和分解になる。
〈[

X 0

0 z

]
,

[
Y 0

0 w

]〉
= −1

2
tr(XY ) − 1

2
zw

([
X 0

0 z

]
,

[
Y 0

0 w

]
∈ k

)

〈[
0 x
tx̄ 0

]
,

[
0 y
tȳ 0

]〉
= 〈x, y〉

([
0 x
tx̄ 0

]
,

[
0 y
tȳ 0

]
∈ p

)
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によって kと pに内積を定め、g全体には kと pが直交するように内積を定める。こ
の g上の内積をG全体に左不変に拡張すると、G上の左不変Riemann計量になる。
この左不変Riemann計量から誘導されるHn(C) = G/K上のRiemann計量に関し
て、Hn(C)は定正則断面曲率−4の複素空間形になる。gC内で k+

√
−1pを考える。

k +
√
−1p

=

{[
X 0

0 z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1)

}
+
√
−1

{[
0 x
tx̄ 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Cn

}

=

{[
X 0

0 z

] ∣∣∣∣∣ X ∈ u(n), z ∈ u(1)

}
+

{[
0 x

−tx̄ 0

] ∣∣∣∣∣ x ∈ Cn

}

= u(n + 1)

となるので、Hn(C)に対応する直交対称 Lie代数の双対は複素射影空間に対応する
直交対称 Lie代数になる。したがって、命題 2.4.22よりHn(C)は非コンパクト型
Riemann対称空間になる。または、次のように g = k + pがCartan分解であること
を直接確かめることもできる。gk = k +

√
−1pとおくと、gkは u(n + 1)に一致する

ので、gkは gCのコンパクト半単純 Lie部分環になる。gkの定め方から

gC = gC
k , σgk ⊂ gk, k = g ∩ gk, p = g ∩ (

√
−1gk)

が成り立つことがわかる。したがって、g = k + pは gのCartan分解になる。

今後、特に断らない限り、複素空間形は上の (1)、(2)、(3)のうちのいずれかとする。(3)

の複素空間形を複素双曲空間と呼ぶ。注意 2.4.24より複素射影空間と複素双曲空間の線形
イソトロピー表現は同値になる。このことは上の構成方法からも直接わかる。
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3.1 Howardによる定式化
等質空間の接ベクトル空間の部分ベクトル空間の間の不変角度を定義し、これを使っ
て等質空間内の二つの部分多様体についてPoincaréの公式の一般化を定式化し証明する。
この一般的な Poincaréの公式の定式化は、

R. Howard, The kinematic formula in Riemannian homogeneous spaces, Mem. Amer.

Math. Soc., No.509, 106, (1993).

によるものである。

定義 3.1.1 Eを内積を持つ有限次元実ベクトル空間とし、V とW を Eの部分ベクトル
空間とする。V の正規直交基底 v1, . . . , vpとW の正規直交基底w1, . . . , wqをとり、

σ(V, W ) = |v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ w1 ∧ · · · ∧ wq|

によってσ(V,W )を定義する。この定義はV とW の正規直交基底のとり方に依存しない。

上の定義が V とW の正規直交基底のとり方に依存しないことを示しておく。V の別の
正規直交基底 v′

1, . . . , v
′
pとW の別の正規直交基底w′

1, . . . , w
′
qをとる。すると直交行列A,B

が存在し、

[v′
1, . . . , v

′
p] = [v1, . . . , vp]A, [w′

1, . . . , w
′
q] = [w1, . . . , wq]B

が成り立つ。det A = ±1, det B = ±1だから、命題 1.2.3より

v′
1 ∧ · · · ∧ v′

p = ±v1 ∧ · · · ∧ vp, w′
1 ∧ · · · ∧ w′

q = ±w1 ∧ · · · ∧ wq

が成り立つ。したがって、

|v′
1 ∧ · · · ∧ v′

p ∧ w′
1 ∧ · · · ∧ w′

q| = |v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ w1 ∧ · · · ∧ wq|

となり、上の定義は正規直交基底のとり方には依存しない。

命題 3.1.2 定義 3.1.1において
0 ≤ σ(V, W ) ≤ 1

が成り立つ。σ(V,W ) = 0となるための必要十分条件は V ∩ W が 1次元以上になること
である。また σ(V, W ) = 1となるための必要十分条件は V とW が直交することである。
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証明 V の正規直交基底 v1, . . . , vpとW の正規直交基底w1, . . . , wqをとると、定義 3.1.1

より
σ(V,W ) = |v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ w1 ∧ · · · ∧ wq|.

したがって、0 ≤ σ(V,W )が成り立つ。また命題 1.3.7より、σ(V, W ) ≤ 1を得る。
σ(V,W ) = 0となる必要十分条件は

v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ w1 ∧ · · · ∧ wq = 0

であり、これは v1, . . . , vp, w1, . . . , wqが線形従属になることと同値になる。

p + q − 1 ≥ dim(V + W ) = dim V + dim W − dim(V ∩ W )

だから、これは V ∩ W が 1次元以上になることと同値になる。
σ(V,W ) = 1となる必要十分条件は命題 1.3.7より、v1, . . . , vp, w1, . . . , wqが互いに直交
していることだから、V とW が直交することになる。

定義 3.1.3 Gを左不変Riemann計量を持つLie群とし、KをGのコンパクト部分群とす
る。さらにG/Kは自然にRiemann等質空間になるとする。すなわち、GのRiemann計
量はK上両側不変になっている。Tx(G/K)の部分空間 V と Ty(G/K)の部分空間W に対
して、gxo = xと gyo = yを満たす gx, gy ∈ Gをとり、

σK(V, W ) =

∫

K

σ((dgx)
−1
o V, dk−1

o (dgy)
−1
o W )dµK(k)

によって σK(V, W )を定義する。この定義は gxo = xと gyo = yを満たす gx, gy ∈ Gのと
り方に依存しない。

上の定義が gx, gy ∈ Gのとり方に依存しないことを示しておく。g′
xo = xと g′

yo = yを
満たす別の g′

x, g
′
y ∈ Gをとる。kx = (g′

x)
−1gx, ky = (g′

y)
−1gyとおくと、kxo = o, kyo = o

が成り立ち kx, ky ∈ Kとなる。
∫

K

σ((dg′
x)

−1
o V, dk−1

o (dg′
y)

−1
o W )dµK(k)

=

∫

K

σ((dg′
x)

−1
o (dgx)o(dgx)

−1
o V, dk−1

o (dg′
y)

−1
o (dgy)o(dgy)

−1
o W )dµK(k)

=

∫

K

σ((dkx)o(dgx)
−1
o V, dk−1

o (dky)o(dgy)
−1
o W )dµK(k)

=

∫

K

σ((dgx)
−1
o V, (dkx)

−1
o dk−1

o (dky)o(dgy)
−1
o W )dµK(k)

=

∫

K

σ((dgx)
−1
o V, d(k−1

y kokx)
−1(dgy)

−1
o W )dµK(k)

=

∫

K

σ((dgx)
−1
o V, dk−1

o (dgy)
−1
o W )dµK(k)

となるので、この量は gx, gy ∈ Gのとり方に依存しない。
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命題 3.1.4 定義 3.1.3において

0 ≤ σK(V,W ) ≤ vol(K)

が成り立つ。また σK は次のような不変性も持つ。

σK(V,W ) = σK(dgV, W ) = σK(V, dgW ) (g ∈ G).

証明 命題 3.1.2より

0 ≤ σ((dgx)
−1
o V, dk−1

o (dgy)
−1
o W ) ≤ 1

となるので、辺々をK上で積分すると

0 ≤ σK(V,W ) ≤ vol(K)

を得る。
z = gxとおくと z = ggxoだから、σK の定義において gxの代りに ggxを使うと

σK(dgV,W ) =

∫

K

σ(d(ggx)
−1
o dgV, dk−1

o (dgy)
−1
o W )dµK(k)

=

∫

K

σ((dgx)
−1
o V, dk−1

o (dgy)
−1
o W )dµK(k)

= σK(V, W ).

同様にすると σK(V, dgW ) = σK(V,W )も得られる。

定理 3.1.5 (Howard) G/KをRiemann等質空間とし、Gはユニモジュラーであると仮
定する。G/Kの部分多様体M , N で

dim M + dim N ≥ dim(G/K)

を満たすものに対して、
∫

G

vol(gM ∩ N)dµG(g) =

∫

M×N

σK(T⊥
x M, T⊥

y N)dµM×N(x, y)

が成り立つ。

証明 G × (G/K)2の部分集合 I(G × (G/K)2)を

I(G × (G/K)2) = {(g, x, y) ∈ G × (G/K)2 | gx = y}

で定める。まず、I(G× (G/K)2)がG× (G/K)2内の正規部分多様体になることを示そう。

p : G × (G/K)2 → (G/K)2 ; (g, x, y) 7→ (gx, y)
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で写像 pを定義すると、pはC∞級写像になる。さらに pの定義から、pの各点の微分写
像は全射になるので、pは submersionになる。

D(G/K) = {(x, x) ∈ (G/K)2 | x ∈ G/K}

とおくと、D(G/K)は (G/K)2内の正規部分多様体になる。したがって、その submersion

による逆像 p−1(D(G/K))はG × (G/K)2内の正規部分多様体になる。定め方より、

I(G × (G/K)2) = p−1(D(G/K))

となり、I(G × (G/K)2)はG × (G/K)2内の正規部分多様体になる。

dim I(G × (G/K)2) = dim G + 2 dim(G/K) − dim(G/K)

= dim G + dim(G/K).

次に写像 qを

q : I(G × (G/K)2) → (G/K)2 ; (g, x, y) 7→ (x, y)

によって定義する。これが、ファイバーKのファイバー束になることを示す。各 (x, y) ∈
(G/K)2について、gxo = x, gyo = yを満たす gx, gy ∈ Gをとる。すると

q−1(x, y) ⊃ (gyKg−1
x ) × {(x, y)}

となることはすぐにわかる。逆に (g, x, y) ∈ q−1(x, y)に対して gx = yだから

o = g−1
y y = g−1

y gx = g−1
y ggxo.

よって、g−1
y ggx ∈ Kとなり、g ∈ gyKg−1

x 。以上より、

q−1(x, y) = (gyKg−1
x ) × {(x, y)}

が成り立つ。これはKと微分同型になる。G/KはRiemann等質空間だから、GはKの
上で両側不変になるような左不変Riemann計量を持つ。そのRiemann計量はGの Lie環
gの内積で、AdG(K)不変なものを誘導する。Kに対応する gの Lie部分環を kで表す。

g = k + p

を gの直交直和分解とする。AdG(K)k ⊂ kだから、AdG(K)p ⊂ pが成り立つ。G/Kの多
様体構造を構成するときに示すように、pの原点 0の開近傍U とG/Kの原点 oの開近傍
V が存在し、

U → V ; u 7→ exp u(o)

は微分同型写像になる。これより、

U → gxV ; u 7→ gx exp u(o)

U → gyV ; u 7→ gy exp u(o)
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もまた微分同型写像になる。そこで写像

ϕ : K × gxV × gyV → q−1(gxV × gyV )

を

ϕ(k, gx exp u(o), gy exp v(o))

= (gy exp vk exp(−u)g−1
x , gx exp u(o), gy exp v(o))

によって定義すると、ϕはC∞級写像になる。ϕの逆写像

ϕ−1 : q−1(gxV × gyV ) → K × gxV × gyV

は

ϕ−1(g, gx exp u(o), gy exp v(o))

= (exp(−v)g−1
y ggx exp u, gx exp u(o), gy exp v(o))

で与えられ、これもC∞級写像になるので、ϕは微分同型写像になる。したがって、ϕは
q : I(G × (G/K)2) → (G/K)2の局所自明性を与えることになり、q : I(G × (G/K)2) →
(G/K)2はファイバーKのファイバー束になる。
あとで必要になるので、ϕの (k, x, y)における微分写像を計算しておく。T ∈ kに対して

dϕ(k,x,y)(dLkT, 0, 0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(gyk exp(tT )g−1
x , x, y)

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

gykg−1
x exp(tAdG(gx)T ), 0, 0

)

= (dLϕ(k,x,y)AdG(gx)T, 0, 0).

X ∈ pに対して

dϕ(k,x,y)(0, dgxX, 0)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(gyk exp(−tX)g−1
x , gx exp(tX)(o), y)

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

gykg−1
x exp(−tAdG(gx)X),

d

dt

∣∣∣∣
t=0

gx exp(tX)(o), 0

)

= (−dLϕ(k,x,y)AdG(gx)X, dgxX, 0).

Y ∈ pに対して

dϕ(k,x,y)(0, 0, dgyY )

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(gy exp(tY )kg−1
x , x, gy exp(tY )(o))

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

gykg−1
x exp(tAdG(gx)AdG(k−1)Y )), 0,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

gy exp(tY )(o)

)

= (dLϕ(k,x,y)AdG(gx)AdG(k−1)Y, 0, dgyY ).
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したがって T ∈ k, X, Y ∈ pに対して

dϕ(k,x,y)(dLkT, dgxX, dgyY )

= (dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(T − X + AdG(k−1)Y ), dgxX, dgyY ).

q : I(G × (G/K)2) → (G/K)2は submersionになっているので、

I(M,N) = q−1(M × N)

は I(G × (G/K)2)の部分多様体になる。

dim I(M, N) = (dim G + dim(G/K)) − codim(M × N)

= (dim G + dim(G/K)) − (2 dim(G/K) − dim M − dim N)

≥ dim G.

写像 f を
f : I(M, N) → G ; (g, x, y) 7→ g

で定義すると、fはC∞級写像になる。I(M, N)上恒等的に1に等しい関数とf : I(M, N) →
Gに定理 1.5.5を適用すると、

∫

I(M,N)

JfdµI(M,N) =

∫

G

vol(f−1(g))dµG(g)

を得る。

f−1(g) = I(M, N) ∩ ({g} × (G/K)2)

= {(g, x, gx) | x ∈ M, gx ∈ N}
= {(g, x, gx) | gx ∈ gM ∩ N}

より、
ψ : gM ∩ N → f−1(g); gx 7→ (g, x, gx)

は全単射になる。gが fの正則値のとき、f−1(g)は I(M, N)の部分多様体になる。gM ∩N

もG/K の部分多様体になる。さらに、ψは微分同型写像になる。X を g−1(gM ∩ N)の
接ベクトルとすると、

dψ(dgX) = (0, X, dgX).

dgは線形等長写像だから、

〈dψ(dgX), dψ(dgY )〉 = 〈X,Y 〉 + 〈dgX, dgY 〉 = 2〈X, Y 〉.

そこで、

r = dim(f−1(g)) = dim(gM ∩ N) = dim M + dim N − dim(G/K)
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とおくと、
vol(f−1(g)) = 2r/2vol(gM ∩ N).

したがって ∫

I(M,N)

JfdµI(M,N) = 2r/2

∫

G

vol(gM ∩ N)dµG(g).

以下では、この等式の左辺を計算する。そのために、k, dg−1
x TxM , dg−1

y TyNの正規直交基
底 {Ta}, {Xb}, {Yc}をそれぞれとる。すると、先の ϕの微分の計算から、

dϕ(k,x,y)(dLkTa, 0, 0) = (dLϕ(k,x,y)AdG(gx)Ta, 0, 0)

dϕ(k,x,y)(0, dgxXb, 0) = (−dLϕ(k,x,y)AdG(gx)Xb, dgxXb, 0)

dϕ(k,x,y)(0, 0, dgyYc) = (dLϕ(k,x,y)AdG(gx)AdG(k−1)Yc, 0, dgyYc)

は Tϕ(k,x,y)I(M × N)の基底になる。

dfϕ(k,x,y)dϕ(k,x,y)(dLkTa, dgxXb, dgyYc)

= dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(Ta − Xb + AdG(k−1)Yc)

となるので、Yd = AdG(k)Xd (1 ≤ d ≤ r)とおいて、これを延長して dg−1
y TyN の正規直

交基底 {Yc}とすると、

dϕ(k,x,y)(0, dgxXd, dgyYd) = (0, dgxXd, dgyYd) (1 ≤ d ≤ r)

は kerdfϕ(k,x,y)の基底になる。そこで、

T̄a = (dLkTa, 0, 0)

X̄b = (0, dgxXb, 0) (r + 1 ≤ b)

Ȳc = (0, 0, dgyYc) (r + 1 ≤ c)

Z̄d =
1√
2
(0,−dgxXd, dgyYd) (1 ≤ d ≤ r)

とおくと、これらは正規直交系になり、

dϕ(k,x,y)(T̄a), dϕ(k,x,y)(X̄b), dϕ(k,x,y)(Ȳc), dϕ(k,x,y)(Z̄d)

は (kerdfϕ(k,x,y))
⊥の基底になる。さらに、

dfϕ(k,x,y)dϕ(k,x,y)(T̄a) = dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(Ta)

dfϕ(k,x,y)dϕ(k,x,y)(X̄b) = dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(−Xb)

dfϕ(k,x,y)dϕ(k,x,y)(Ȳc) = dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(AdG(k−1)Yc)

dfϕ(k,x,y)dϕ(k,x,y)(Z̄d) = dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(
√

2Xd).
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よって、

Jf =
|dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(∧aTa ∧ ∧b(−Xb) ∧ ∧cAdG(k−1)Yc) ∧ ∧d

√
2Xd|

|dϕ(k,x,y)(∧aT̄a ∧ ∧bX̄b ∧ ∧cȲc ∧ ∧dZ̄d)|
.

分子は

|dLϕ(k,x,y)AdG(gx)(∧aTa ∧ ∧b(−Xb) ∧ ∧cAdG(k−1)Yc) ∧ ∧d

√
2Xd|

= 2r/2|AdG(gx)(∧aTa ∧ ∧b(−Xb) ∧ ∧cAdG(k−1)Yc) ∧ ∧dXd|
= 2r/2| det AdG(gx)|| ∧a Ta ∧ ∧bXb ∧ ∧cAdG(k−1)Yc ∧ ∧dXd|

(Gはユニモジュラーだから | det AdG(gx)| = 1)

= 2r/2| ∧a Ta ∧ ∧bXb ∧ ∧cAdG(k−1)Yc ∧ ∧dXd|
(g = k + pは直交直和で、AdG(k−1)Yc ∈ p)

= 2r/2| ∧b Xb ∧ ∧cAdG(k−1)Yc ∧ ∧dXd|
= 2r/2σ(dg−1

x T⊥
x M, AdG(k−1)dg−1

y T⊥
y N)

= 2r/2σ(dg−1
x T⊥

x M,dk−1
o dg−1

y T⊥
y N).

これのKにおける積分は 2r/2σK(T⊥
x M, T⊥

y N)に一致するので、
∫

I(M,N)

JfdµI(M,N) = 2r/2

∫

M×N

σK(T⊥
x M,T⊥

y N)dµM×N(x, y)

となり、 ∫

G

vol(gM ∩ N)dµG(g) =

∫

M×N

σK(T⊥
x M, T⊥

y N)dµM×N(x, y)

を得る。

注意 3.1.6 線形イソトロピー表現K → O(To(G/K))が直交表現として同値になる Rie-

mann等質空間は σK の定義式が同じになるので、定理 3.1.5よりそれらのRiemann等質
空間では同じ形のPoincaréの公式が成り立つ。したがって、一つのRiemann等質空間に
おいてPoincaréの公式が得られれば、線形イソトロピー表現が同値な他のRiemann等質
空間においても同じ形の Poincaréの公式が得られる。このことを Howardは転送原理と
呼んでいる。

3.2 実空間形
実空間形の場合のPoincaréの公式を述べ、その応用として、Fáry-Milnorの定理や実射
影空間等の体積最小部分多様体について解説する。
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定理 3.2.1 G/K を n次元実空間形とし、M とN はそれぞれG/K の p次元部分多様体
と q次元部分多様体であって、p + q ≥ nとする。このとき、

∫

G

vol(gM ∩ N)dµG(g) =
vol(Sp+q−n)vol(SO(n + 1))

vol(Sp)vol(Sq)
vol(M)vol(N)

が成り立つ。

証明 定理 3.1.5より、
∫

G

vol(gM ∩ N)dµG(g) =

∫

M×N

σK(T⊥
x M, T⊥

y N)dµM×N(x, y)

が成り立つ。そこで、σKを計算する。K = SO(n)はRnの p次元部分ベクトル空間全体
と q次元部分ベクトル空間全体に推移的に作用するので、σK は定数になる。その定数を
σK(p, q)とおくことにすると、

∫

G

vol(gM ∩ N)dµG(g) = σK(p, q)vol(M)vol(N)

が成り立つ。三種類の実空間形に対するK = SO(n)の Riemann計量はすべて同じもの
なので、σK(p, q)はどの空間で求めてもよい。そこでG/K = Snとし、M = Sp, N = Sq

とおく。すると、
∫

SO(n+1)

vol(gSp ∩ Sq)dµSO(n+1)(g) = σK(p, q)vol(Sp)vol(Sq)

となり、ほとんどすべての g ∈ SO(n + 1)に対して vol(gSp ∩ Sq) = vol(Sp+q−n)だから、

vol(Sp+q−n)vol(SO(n + 1)) = σK(p, q)vol(Sp)vol(Sq).

よって

σK(p, q) =
vol(Sp+q−n)vol(SO(n + 1))

vol(Sp)vol(Sq)

が成り立つ。したがって、
∫

G

vol(gM ∩ N)dµG(g) =
vol(Sp+q−n)vol(SO(n + 1))

vol(Sp)vol(Sq)
vol(M)vol(N)

を得る。

系 3.2.2 2次元実空間形G/K内の二曲線 σ, τ に対して
∫

G

#(gσ ∩ τ)dµG(g) = 4vol(σ)vol(τ)

が成り立つ。
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証明 定理 3.2.1を適用すると、
∫

G

](gσ ∩ τ)dµG(g) =
2vol(SO(3))

vol(S1)vol(S1)
vol(σ)vol(τ)

を得る。上の等式の係数を計算すればよい。

vol(S1) = 2π

で、S2 = SO(3)/SO(2)だから、

vol(SO(3)) = vol(S2)vol(SO(2)) = 4π · 2π.

したがって
2vol(SO(3))

vol(S1)vol(S1)
=

2 · 4π · 2π
2π · 2π

= 4

となり、 ∫

G

](gσ ∩ τ)dµG(g) = 4vol(σ)vol(τ)

を得る。

系 3.2.3 cをRn+1内の閉曲線とする。cの弧長パラメーターを sで表し、曲率を κ(s)で
表す。このとき、

2π ≤
∫

c

κ(s)ds

が成り立つ。

証明 曲線 cの点 c (s)に対して、c (s)での速度ベクトルを対応させる写像を gで表す
と、g : c → SnはC∞級写像になる。曲率の定義から

κ(s) =

∣∣∣∣
dg

ds
(s)

∣∣∣∣

だから g : c → SnはC∞級写像になる。
∫

c

κ(s)ds =

∫

c

∣∣∣∣
dg

ds
(s)

∣∣∣∣ ds = vol(g(c)).

Sn内の Sn−1と g(c)に定理 3.2.1を適用すると、
∫

SO(n+1)

](aSn−1 ∩ g(c))dµSO(n+1)(a)

=
2vol(SO(n + 1))

vol(Sn−1)vol(S1)
vol(Sn−1)vol(g(c))

=
2vol(SO(n + 1))

vol(S1)
vol(g(c))
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が成り立つ。ここで a ∈ SO(n+1)に対して aSn−1∩g(c)は、Snの大円 aSn−1を通るRn+1

の超平面と平行な超平面が cと接する接点における cの速度ベクトルの全体になる。した
がって、すべての a ∈ SO(n + 1)に対して 2 ≤ ](aSn−1 ∩ g(c))となるので、

2vol(SO(n + 1)) ≤ 2vol(SO(n + 1))

vol(S1)
vol(g(c))

となり、

2π ≤ vol(g(c)) =

∫

c

κ(s)ds

を得る。

定理 3.2.4 (Fáry, Milnor) R3内の閉曲線 cが自明でない結び目になっているとする。c

の弧長パラメーターを sで表し、曲率を κ(s)で表す。このとき、

4π ≤
∫

c

κ(s)ds

が成り立つ。

証明 系 3.2.3の証明中に定めた g : c → Snを使って証明する。既に示したように
∫

c

κ(s)ds = vol(g(c)) =
vol(S1)

2vol(SO(3))

∫

SO(3)

](aS1 ∩ g(c))dµSO(3)(a)

が成り立つ。
以下でほとんどすべての a ∈ SO(3)に対して 4 ≤ ](aS1 ∩ g(c))が成り立つことを示す。

](aS1 ∩ g(c))が奇数になる aS1は g(c)と接するので、ほとんどすべての a ∈ SO(3)に対
して ](aS1 ∩ g(c))は偶数になる。系 3.2.3の証明中に示したように 2 ≤ ](aS1 ∩ g(c))が成
り立つ。そこで 2 = ](aS1 ∩ g(c))が成り立つ a ∈ SO(3)が存在すると仮定して、矛盾を導
く。S2の大円 aS1を通るR3の平面 P と平行な平面が cと接する接点を c(s0)と c(s1)と
する。P の単位法ベクトルを eとし、

f : c → R ; x 7→ 〈x, e〉

によって c上のC∞級関数 f を定めると、f は c(s0)と c(s1)で最大値、最小値をとり、他
の点は正則点になる。よって、c− {c(s0), c(s1)}上で f は単調になる。これより、P と平
行な平面が c(s0)と c(s1)以外の点で cと交わるとき、交点数は必ず 2になる。その二つの
交点を線分で結ぶと、cを境界とする曲面ができる。これは cが自明でない結び目である
ことに矛盾する。したがって、すべての a ∈ SO(3)に対して 3 ≤ ](aS1 ∩ g(c))が成り立
つことになり、ほとんどすべての a ∈ SO(3)に対して 4 ≤ ](aS1 ∩ g(c))が成り立つ。よっ
て上で示した積分等式より、

4π ≤
∫

c

κ(s)ds

を得る。
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定義 3.2.5 Rn+1内の 1次元実部分ベクトル空間全体が成す n次元実射影空間を P n(R)

で表す。
Sn → P n(R) ; x 7→ Rx

は被覆写像になる。その被覆変換は Sn → Sn ; x 7→ −xだから等長変換になり、Snの
Riemann計量から自然に P n(R)のRiemann計量が定まる。

G = SO(n + 1)

K =

{[
a 0

0 ε

] ∣∣∣∣∣ a ∈ O(n), ε ∈ O(1), (det a)ε = 1

}

とおくと、自然に等質空間G/Kは P n(R)に同一視される。

補題 3.2.6 G/K を n次元実射影空間とし、M とN はそれぞれG/K の p次元部分多様
体と q次元部分多様体であって、p + q ≥ nとする。このとき、

∫

SO(n+1)

vol(gM ∩ N)dµSO(n+1)(g) =
vol(P p+q−n(R))vol(SO(n + 1))

vol(P p(R))vol(P q(R))
vol(M)vol(N)

が成り立つ。

証明 被覆写像
ϕ : Sn → P n(R) ; x 7→ Rx

を使い、球面におけるPoincaréの公式 (定理 3.2.1)を適用する。ϕが二重被覆であること
に注意すると、

∫

SO(n+1)

vol(gM ∩ N)dµSO(n+1)(g)

=

∫

SO(n+1)

1

2
vol(gϕ−1(M) ∩ ϕ−1(N))dµSO(n+1)(g)

=
vol(Sp+q−n)vol(SO(n + 1))

2vol(Sp)vol(Sq)
vol(ϕ−1(M))vol(ϕ−1(N))

=
vol(P p+q−n(R))vol(SO(n + 1))

vol(P k(R))vol(P n−k(R))
vol(M)vol(N).

定理 3.2.7 (Berger, Fomenko) P n(R)内に全測地的に埋め込まれたP k(R)は、P n(R)

の Z2係数のホモロジー群Hk(P
n(R);Z2) ∼= Z2の生成元を代表し、その中で体積最小部

分多様体になる。

証明 0 ≤ i ≤ nに対して P i
0(R) = P i(R) − P i−1(R)とおくと、各 P i

0(R)はRi内の開
円板と微分同型になり、特に胞体になる。さらに、{P i

0(R)}0≤i≤nは P n(R)の胞体分割を
与える。そこで、

Ci(P
n(R)) = Z2P

i
0(R) ∼= Z2
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とおくと、P n(R)の胞複体 {Ci(P
n(R)), ∂i}を得る。∂i(P

i
0(R))は、幾何学的にはP i−1

0 (R)

を同じ向きに二重に覆うので、

∂i : Ci(P
n(R)) → Ci−1(P

n(R))

は 0写像になる。したがって

Hi(P
n(R);Z2) = Ci(P

n(R)) = Z2P
i
0(R) ∼= Z2

となり、P n(R)内で P i(R)は、Hi(P
n(R);Z2) ∼= Z2の生成元を代表する。

P k(R)とP n−k(R)は、一般的な位置にすると ](P n−k(R)∩P k(R)) = 1となる。P k(R)

のホモロジー類に含まれる部分多様体N をとると、ほとんどすべての g ∈ SO(n + 1)に
対して

](gP n−k(R) ∩ N) ≡ 1 (mod2)

となるので、](gP n−k(R) ∩ N) ≥ 1が成り立つ。そこで補題 3.2.6を適用すると

vol(SO(n + 1)) ≤
∫

SO(n+1)

](gP n−k(R) ∩ N)dµSO(n+1)(g)

=
vol(SO(n + 1))

vol(P n−k(R))vol(P k(R))
vol(P n−k(R))vol(N).

したがって、
vol(P k(R)) ≤ vol(N)

となり、P k(R)は体積最小になる。

定義 3.2.8 x ∈ Rn − {0}に対して

ρ(x)y = y − 2〈x, y〉
〈x, x〉

x (y ∈ Rn)

によって xに関する鏡映 ρ(x)を定める。

Pk−1 = {ρ(x)ρ(e1) | x ∈ Sk−1 ⊂ Rk ⊂ Rn}

によって SO(n)内のPontryaginサイクル Pk−1を定義する。

x ∈ Rn−{0}に対して ρ(x)はその定義式より線形写像になることがわかる。ρ(x)はRx

において固有値−1を持ち、(Rx)⊥において固有値 1を持つので、等長変換になる。これ
は次のように直接計算してもわかる。

〈ρ(x)y, ρ(x)z〉 =

〈
y − 2〈x, y〉

〈x, x〉
x, z − 2〈x, z〉

〈x, x〉
x

〉

= 〈y, z〉 − 2〈x, y〉
〈x, x〉

〈x, z〉 − 2〈x, z〉
〈x, x〉

〈y, x〉 +
2〈x, y〉
〈x, x〉

2〈x, z〉
〈x, x〉

〈x, x〉

= 〈y, z〉.
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さらに ρ(x)の行列式は−1になるので、ρ(x)ρ(e1) ∈ SO(n)が成り立つ。これによって写像

ι̃ : Sn−1 → SO(n) ; x → ρ(x)ρ(e1)

が定まる。x ∈ Rn − {0}に対して

ρ(−x)y = y − 2〈−x, y〉
〈−x,−x〉

(−x) = y − 2〈x, y〉
〈x, x〉

x = ρ(x)y (y ∈ Rn)

となるので、ρ(−x) = ρ(x)が成り立つ。特に x ∈ Sn−1に対して ι̃(−x) = ι̃(x) となり、
ι̃ : Sn−1 → SO(n)は ι : P n−1(R) → SO(n)を誘導する。この ιの像が Pontryaginサイク
ル Pk−1になる。ιと SO(n)の作用との関係を調べておく。g ∈ O(n)に対して

ρ(gx)y = y − 2〈gx, y〉
〈gx, gx〉

gx = g

(
g−1y − 2〈x, g−1y〉

〈x, x〉
x

)
= gρ(x)g−1y

となるので、ρ(gx) = gρ(x)g−1が成り立つ。これより

ι̃(gx) = ρ(gx)ρ(e1) = gρ(x)g−1ρ(e1) = gρ(x)ρ(e1)ρ(e1)
−1g−1ρ(e1)

= gι̃(x)(ρ(e1)
−1gρ(e1))

−1.

そこでO(n)の SO(n)への作用を

g · x = gx(ρ(e1)
−1gρ(e1))

−1 (g ∈ O(n), x ∈ SO(n))

によって定める。

(g1g2) · x = (g1g2)x(ρ(e1)
−1g1g2ρ(e1))

−1

= g1g2x(ρ(e1)
−1g1ρ(e1)ρ(e1)

−1g2ρ(e1))
−1

= g1g2x(ρ(e1)
−1g2ρ(e1))

−1(ρ(e1)
−1g1ρ(e1))

−1

= g1(g2 · x)(ρ(e1)
−1g1ρ(e1))

−1

= g1 · (g2 · x)

となるので、O(n)のSO(n)への作用になっていることがわかる。さらにSO(n)の両側不
変Riemann計量に関して、この作用は等長作用になる。上で得た結果と合わせると

ι̃(gx) = g · ι̃(x) (g ∈ O(n), x ∈ Sn−1)

となり
ι(gx) = g · ι(x) (g ∈ O(n), x ∈ P n−1(R)).

したがって、ι̃ : Sn−1 → SO(n)と ι : P n−1(R) → SO(n)はともにO(n)の作用に関する同
変写像になる。このこととコンパクト群の表言論から、Sn−1と P n−1(R)の Riemann計
量を定数倍変更すると ι̃ : Sn−1 → SO(n)と ι : P n−1(R) → SO(n)は等長挿入になるこ
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とがわかる。次のように具体的な計算をすることからもわかる。さらにその定数を具体
的に求めることができる。写像が同変であることから、一点の微分写像を調べればよい。
e1 ∈ Sn−1における接ベクトル空間は自然にRn−1と同一視される。

Te1S
n−1 3

[
0

v

]
↔ v ∈ Rn−1.

さらに接ベクトルは群作用を使って表現することもできる。

V =

[
0 −tv

v 0

]
∈ o(n)

とおくと
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tV )e1 =

[
0

v

]

が成り立つ。したがって、

dι̃e1(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ι̃(exp(tV )e1)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tV )ι̃(e1)(ρ(e1)
−1 exp(tV )ρ(e1))

−1

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tV )ι̃(e1)(exp(tρ(e1)
−1V ρ(e1)))

−1

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tV )ι̃(e1)(exp(−tρ(e1)
−1V ρ(e1))).

ここで、
ι̃(e1) = ρ(e1)ρ(e1) = e : SO(n)の単位元

であり、

ρ(e1)
−1 = ρ(e1) =

[
−1

1n−1

]

となるので、

ρ(e1)
−1V ρ(e1) =

[
−1

1n−1

][
0 −tv

v 0

][
−1

1n−1

]
= −V.

これらの計算より

dι̃e1(v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tV ) exp(tV ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(t2V ) = 2V.

そこで u ∈ Rn−1に対しても

U =

[
0 −tu

u 0

]
∈ o(n)
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とおくと

〈dι̃e1(u), dι̃e1(v)〉 = 〈2U, 2V 〉 = 4

〈[
0 −tu

u 0

]
,

[
0 −tv

v 0

]〉
= 4〈u, v〉.

したがって、4〈u, v〉を新たに Sn−1のRiemann計量とすると ι̃は等長挿入になる。

定理 3.2.9 (Liu) すべてのPontryaginサイクルPi (1 ≤ i ≤ n− 1)は、SO(n)内のZ2係
数ホモロジー類内で体積最小になる。

証明の概略 FはR,C,Hのうちのいずれかであるとし、Fの元を成分に持つn次正方行
列全体の成す代数をF (n)で表す。Clifford代数CnはF (2m)またはF (2m)⊕F (2m)とR代数
同型になることが知られている。したがって各nについて忠実表現π : Cn → HomR(W,W )

が存在する。dimR W = Nとおく。SO(n)の普遍被覆群 Spin(n)はCn内に実現すること
ができるので、

π : Spin(n) → SN2−1 ⊂ HomR(W,W )

とみなすことができる。さらに π : Spin(n) → SN2−1は

π′ : SO(n) → PN2−1(R)

を誘導する。Ponryaginサイクル Pk−1 ⊂ SO(n)に対して、π′(Pk−1)は PN2−1(R)内の全
測地的部分多様体P k−1(R)に一致することがわかる。したがって、定理 3.2.7よりPk−1 ⊂
SO(n)はホモロジー類内で体積最小になる。

3.3 複素空間形の複素部分多様体
複素空間形においてもPoincaréの公式の対象を複素部分多様体に限れば、前節の実空間
形の場合と同様の Poincaréの公式が成り立つ。この公式は最初 Santalóが示し、Howard

が再定式化した。

定理 3.3.1 G/Kを複素 n次元複素空間形とする. G/Kの複素 p次元複素部分多様体M

と複素 q次元複素部分多様体N が p + q ≥ nを満たすとき, 次の等式が成り立つ.

∫

G

vol(M ∩ gN)dµG(g) =
vol(P p+q−n(C))vol(SU(n + 1))

vol(P p(C))vol(P q(C))
vol(M)vol(N).

証明 定理 3.1.5より、
∫

G

vol(gM ∩ N)dµG(g) =

∫

M×N

σK(T⊥
x M, T⊥

y N)dµM×N(x, y)
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が成り立つ。そこで、σK を計算する。K はCnの p次元複素部分ベクトル空間全体と q

次元複素部分ベクトル空間全体に推移的に作用するので、σKは定数になる。その定数を
σK(p, q)とおくことにすると、

∫

G

vol(gM ∩ N)dµG(g) = σK(p, q)vol(M)vol(N)

が成り立つ。三種類の複素空間形に対するKのRiemann計量は同じものなので、σK(p, q)

はどの空間で求めてもよい。そこでG/K = P n(C)とし、M = P p(C), N = P q(C)とお
く。すると、 ∫

SU(n+1)

vol(gP p(C) ∩ P q(C))dµSU(n+1)(g)

= σK(p, q)vol(P p(C))vol(P q(C))

となり、ほとんどすべての g ∈ SU(n+1)に対してvol(gP p(C)∩P q(C)) = vol(P p+q−n(C))

だから、

vol(P p+q−n(C))vol(SU(n + 1)) = σK(p, q)vol(P p(C))vol(P q(C)).

よって

σK(p, q) =
vol(P p+q−n(C))vol(SU(n + 1))

vol(P p(C))vol(P q(C))

が成り立つ。したがって、∫

G

vol(gM ∩ N)dµG(g) =
vol(P p+q−n(C))vol(SU(n + 1))

vol(P p(C))vol(P q(C))
vol(M)vol(N)

を得る。

定義 3.3.2 N をP n(C)内の k次元コンパクト複素部分多様体とする。このとき、ほとん
どすべての g ∈ SU(n + 1)に対して、](gP n−k(C)∩N)は一定値になることが知られてい
る。この一定値をN の次数と呼び、deg N で表す。

系 3.3.3 N を P n(C)内の k次元コンパクト複素部分多様体とする。このとき、

vol(N) = deg Nvol(P k(C))

が成り立つ。

証明 定理 3.3.1より、∫

SU(n+1)

](gP n−k(C) ∩ N)dµSU(n+1)(g)

=
vol(SU(n + 1))

vol(P k(C))vol(P n−k(C))
vol(P n−k(C))vol(N)

が成り立つ。ほとんどすべての g ∈ SU(n + 1)に対して、](gP n−k(C)∩N) = deg N とな
るので、

vol(N) = deg Nvol(P k(C))

を得る。
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4.1 全実部分多様体
定義 4.1.1 Hermite多様体X の概複素構造を J で表す。X 内の実部分多様体M の各点
xに対して、JxTxM が TxM と直交するとき、M を全実部分多様体と呼ぶ。

例 4.1.2 P n(C)内に全測地的に埋め込まれた P p(R) (1 ≤ p ≤ n)は、P n(C)の全実部分
多様体になっている。

定理 4.1.3 G/K を n次元複素空間形とし、M とN はそれぞれG/K 内の実 p次元全実
部分多様体と複素 q次元複素部分多様体であって、p + 2q ≥ 2nとする。このとき、

∫

G

vol(M ∩ gN)dµG(g) =

∫

G

vol(N ∩ gM)dµG(g)

=
vol(P p+2q−2n(R))vol(U(n + 1))

vol(P p(R))vol(P q(C))
vol(M)vol(N)

が成り立つ。

証明 定理 3.1.5より、
∫

G

vol(gM ∩ N)dµG(g) =

∫

M×N

σK(T⊥
x M, T⊥

y N)dµM×N(x, y)

が成り立つ。そこで、σKを計算する。U(n)がCnの実p次元全実部分ベクトル空間全体に推
移的に作用することを示す。RpはCnの全実部分ベクトル空間になっている。e1, . . . , enを
Rnの標準的な正規直交基底とする。Cnの全実部分ベクトル空間V を一つとる。v1, . . . , vp

を V の正規直交基底とし、これをCnのユニタリ基底 v1, . . . , vnに延長する。実線形写像
g : Rn → Cnをg(ej) = vj (1 ≤ j ≤ n)となるようにとる。gを複素線形写像gC : Cn → Cn

に拡張する。RnはCnの全実部分ベクトル空間だから、e1, . . . , enはCnのユニタリ基底
になる。したがって、gはCnのユニタリ基底をユニタリ基底に写すことになり、g ∈ U(n)

が成り立つ。g(Rp) = V となっているので、U(n)はCnの実 p次元全実部分ベクトル空
間全体に推移的に作用することがわかる。このことより、σKは定数になる。その定数を
σK(p, q)とおくことにすると、

∫

G

vol(gM ∩ N)dµG(g) = σK(p, q)vol(M)vol(N)
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が成り立つ。三種類の複素空間形に対するKのRiemann計量は同じものなので、σK(p, q)

はどの空間で求めてもよい。そこでG/K = P n(C)とし、M = P p(R), N = P q(C)とお
く。すると、

∫

U(n+1)

vol(gP p(R) ∩ P q(C))dµU(n+1)(g)

= σK(p, q)vol(P p(R))vol(P q(C))

となり、ほとんどすべての g ∈ U(n + 1)に対して

vol(gP p(R) ∩ P q(C)) = vol(P p+2q−2n(R))

だから、

vol(P p+2q−2n(R))vol(U(n + 1)) = σK(p, q)vol(P p(R))vol(P q(C)).

よって

σK(p, q) =
vol(P p+2q−2n(R))vol(U(n + 1))

vol(P p(R))vol(P q(C))

が成り立つ。したがって、
∫

G

](gM ∩ N)dµG(g) =
vol(P p+2q−2n(R))vol(U(n + 1))

vol(P p(R))vol(P q(C))
vol(M)vol(N)

を得る。

定理 4.1.4 (Howard) n次元複素空間形G/K内の実n次元全実部分多様体MとNに対
して ∫

G

](gM ∩ N)dµG(g) =
(n + 1)vol(U(n + 1))

vol(P n(R))2
vol(M)vol(N)

が成り立つ。

証明 定理 3.1.5より、
∫

U(n+1)

](gM ∩ N)dµU(n+1)(g)

=

∫

M×N

σK(T⊥
x M, T⊥

y N)dµM×N(x, y)

が成り立つ。
U(n)はCnの実 n次元全実部分ベクトル空間全体に推移的に作用するので、σKは定数
になる。よって

∫

U(n+1)

](gM ∩ N)dµU(n+1)(g) = σKvol(M)vol(N)
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が成り立つ。三種類の複素空間形に対するKのRiemann計量は同じものなので、σK は
どの空間で求めてもよい。そこでG/K = P n(C)とし、M = P n(R), N = P n(R)とお
く。すると、

∫

U(n+1)

](gP n(R) ∩ P n(R))dµU(n+1)(g) = σKvol(P n(R))2

となり、ほとんどすべての g ∈ U(n + 1)に対して ](gP n(R) ∩ P n(R)) = n + 1 になるこ
とを後で示すので、

(n + 1)vol(U(n + 1)) = σKvol(P n(R))2.

よって

σK =
(n + 1)vol(U(n + 1))

vol(P n(R))2

が成り立つ。したがって、
∫

G

](gM ∩ N)dµG(g) =
(n + 1)vol(U(n + 1))

vol(P n(R))2
vol(M)vol(N)

を得る。
最後に、ほとんどすべての g ∈ U(n + 1)に対して ](gP n(R) ∩ P n(R)) = n + 1 にな
ることを示しておく。ほとんどすべての g ∈ U(n + 1)に対して gP n(R)と P n(R)はトラ
ンスバースに交わるので、M = gP n(R)と N = P n(R)とおいて、M と N はトランス
バースに交わっていると仮定して議論を進める。M ∩ N は離散的になり、有限集合にな
る。P n(C)は正の断面曲率を持っていてMとNは全測地的なので、Frankelの定理より、
M ∩N は空集合にはならない。そこで一点 x ∈ M ∩N をとる。P n(C)の xにおける最小
軌跡をC(x)で表すことにする。このとき、

M ∩ N − {x} ⊂ C(x)

が成り立つことを示しておこう。ある y ∈ M ∩N −{x}が y /∈ C(x)となっているとして、
矛盾を導く。x, yを結ぶただ一つの最短測地線を xyで表すと、xy ⊂ M ∩ N となり、M

とN がトランスバースに交わることに矛盾する。以上でM ∩ N − {x} ⊂ C(x)の成り立
つことがわかった。これより、

](M ∩ N) = 1 + ]((M ∩ C(x)) ∩ (N ∩ C(x)))

となる。ここで、C(x)は P n−1(C)に等長的になる。M ∩ C(x)と N ∩ C(x)は C(x)内
の部分多様体になり、トランスバースに交わる。また、dim(M ∩ C(x)) ≤ dim M − 1と
dim(N ∩C(x)) ≤ dim N −1が成り立つ。M ∩C(x)とN ∩C(x)はともにC(x) = P n−1(C)

内の P n−1(R)に等長的な部分多様体になる。n = 1のときは、P 1(C)は 2次元球面にな
り、その中で P 1(R)は大円になる。よって n = 1のとき、](M ∩ N) = 2となり、一般の
場合は、数学的帰納法によって ](M ∩ N) = n + 1が成り立つことがわかる。
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4.2 Kähler角度
定理 3.3.1、4.1.3、4.1.4では複素空間形内の複素部分多様体や全実部分多様体に関する

Poincaréの公式を示したが、この節と次の節では複素部分多様体や全実部分多様体とは
限らない一般の実部分多様体に関する Poincaréの公式について考える。実 2次元部分多
様体にはKähler角度と呼ばれる不変量があり、Kähler角度を使って複素空間形内の実 2

次元部分多様体と実余 2次元部分多様体に関する Poincaréの公式をこの節で示す。そこ
でまずKähler角度の定義とその基本的性質について述べる。一般次元部分多様体に対す
るPoincaréの公式を定式化するためには、Kähler角度を一般化した多重Kähler角度を導
入する必要がある。これについては次の節で解説する。

定義 4.2.1 Cnを n次元複素ベクトル空間とし、その標準的な実内積を 〈·, ·〉で表す。Cn

内の実 2次元部分ベクトル空間 V に対して、V の正規直交基底 v1, v2 をとり、θ(V ) =

cos−1 |〈
√
−1v1, v2〉| によって V のKähler角度 θ(V )を定める。

ここでは部分ベクトル空間や部分多様体の向きは考えないので、絶対値 |〈
√
−1v1, v2〉|を

とり Kähler角度の動く範囲は [0, π/2]とする。通常、曲面論では部分ベクトル空間や部
分多様体の向きを考え正の向きの正規直交基底 v1, v2をとって cos−1〈

√
−1v1, v2〉をKähler

角度と呼んでいる。

補題 4.2.2 定義 4.2.1において θ(V ) = cos−1 |〈
√
−1v1, v2〉|は V の正規直交基底 v1, v2の

とり方に依存しない。

証明 任意の x1, x2 ∈ Cnについて

〈
√
−1x1, x2〉 = 〈(

√
−1)2x1,

√
−1x2〉 = −〈x1,

√
−1x2〉 = −〈

√
−1x2, x1〉

となる。つまり、〈
√
−1x1, x2〉は x1, x2に関する交代二次形式になる。

u1, u2を V のもう一つの正規直交基底とする。基底変換

[u1 u2] = [v1 v2]T

は直交行列 T で定まる。交代二次形式の性質から

〈
√
−1u1, u2〉 = det T 〈

√
−1v1, v2〉

となり det T = ±1だから、

|〈
√
−1u1, u2〉| = | det T ||〈

√
−1v1, v2〉| = |〈

√
−1v1, v2〉|

が成り立ち、cos−1 |〈
√
−1u1, u2〉| = cos−1 |〈

√
−1v1, v2〉| を得る。

命題 4.2.3 Kähler角度はユニタリ群の作用に関して不変になる。
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証明 交代二次形式 〈
√
−1x1, x2〉はユニタリ群の作用に関して不変になる。Cn内の実

二次元部分ベクトル空間 V の正規直交基底 v1, v2をとる。ユニタリ群 U(n)の元 gによっ
て V を変換すると、gv1, gv2は gV の正規直交基底になる。したがって、

θ(gV ) = cos−1 |〈
√
−1gv1, gv2〉| = cos−1 |〈

√
−1v1, v2〉| = θ(V )

が成り立ち、Kähler角度はユニタリ群の作用に関して不変になる。

命題 4.2.4 V をCn内の実 2次元部分ベクトル空間とする。V が複素部分ベクトル空間
であるための必要十分条件は V のKähler角度が 0になることであり、V が全実部分ベク
トル空間であるための必要十分条件は V のKähler角度が π/2になることである。

証明 V の正規直交基底 v1, v2をとる。V が複素部分ベクトル空間であると仮定すると√
−1v1 ∈ V が成り立つ。

√
−1v1は v1に直交するので、

√
−1v1 = ±v2となり、

θ(V ) = cos−1 |〈
√
−1v1, v2〉| = cos−1 1 = 0.

逆に θ(V ) = 0が成り立つと仮定すると、Cauchy-Schwarzの不等式の等号成立の必要十分
条件より

√
−1v1 = ±v2となり、V は複素部分ベクトル空間になる。したがって、V が複

素部分ベクトル空間であるための必要十分条件はV のKähler角度が 0になることである。
次に V が全実部分ベクトル空間であると仮定すると、

√
−1v1 ∈ V ⊥が成り立ち、

θ(V ) = cos−1 |〈
√
−1v1, v2〉| = cos−1 0 = π/2.

逆に θ(V ) = π/2 が成り立つと仮定すると、〈
√
−1v1, v2〉 = 0 が成り立つ。これより

〈
√
−1v2, v1〉 = 0となり、

√
−1v1,

√
−1v2 ∈ V ⊥、すなわち V は全実部分ベクトル空間

になる。したがって、V が全実部分ベクトル空間であるための必要十分条件はV のKähler

角度が π/2になることである。

このようにKähler角度は実 2次元部分ベクトル空間の基本的な不変量であり、Kähler

角度が値域の両極の値 0と π/2をとるということで部分ベクトル空間が複素部分ベクトル
空間であることと全実部分ベクトル空間であることを特徴付けることができる。
複素空間形の部分多様体に関する Poincaréの公式を考える場合、転送原理より複素射
影空間の場合を考えれば十分である。複素射影空間P n(C) = U(n + 1)/U(n)×U(1)の線
形イソトロピー表現は U(n) × U(1)のCnへの表現

(A, z)v = Avz̄ ((A, z) ∈ U(n) × U(1), v ∈ Cn)

と同値になる。ここでCnの元は縦ベクトルとみなしている。Cnの標準的ユニタリ基底
を e1, . . . , enで表す。
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補題 4.2.5 (Kang-T.) 0 ≤ θ ≤ π/2を満たす θに対して、Cn内のKähler角度が θの実
2次元部分ベクトル空間全体を Gn

θ で表す。U(n)の作用は実 2次元部分ベクトル空間の
Kähler角度を不変にするので、U(n)はGn

θ に作用する。さらに

Vθ = spanR{e1, cos θ
√
−1e1 + sin θe2}

とおくとGn
θ = U(n) · Vθが成り立つ。すなわち U(n)のGn

θ への作用は推移的である。

証明 命題 4.2.3よりU(n)の作用はKähler角度を不変にするので、U(n)はGn
θ に作用

する。そこでこのU(n)のGn
θ への作用が推移的であることを以下で示す。Gn

θ の元V、すな
わち、Kähler角度 θの実 2次元部分ベクトル空間V を任意にとる。V の正規直交基底 v1, v2

をとると、cos θ = |〈
√
−1v1, v2〉|が成り立つ。v1は g1 ∈ U(n)の作用によって g1v1 = e1と

書ける。g1v2の方は

g1v2 = ze1 + x (z ∈ C, x ∈ (Ce1)
⊥)

のように分解する。xは g2 ∈ {1} × U(n − 1) ⊂ U(n)の作用によって g2x = |x|e2と書け
る。ここで |z|2 + |x|2 = 1だから |x| =

√
1 − |z|2となり、

g2g1v2 = ze1 +
√

1 − |z|2e2

が成り立つ。そこで V に g2g1 ∈ U(n)を作用させると、g2g1V は正規直交基底

g2g1v1 = e1, g2g1v2 = ze1 +
√

1 − |z|2e2

を持つ。この表示より g2g1v1, g2g1v2の内積は zの実部になるので、zの実部は 0になり z

は純虚数になる。これを z =
√
−1r (r ∈ R)とおくことにすると、

g2g1v2 =
√
−1re1 +

√
1 − r2e2.

これより
cos θ = |〈

√
−1v1, v2〉| = |〈

√
−1g2g1v1, g2g1v2〉| = |r|

が成り立つ。これより
√

1 − r2 = sin θとなり、g2g1V は正規直交基底

g2g1v1 = e1, g2g1v2 = ±
√
−1 cos θe1 + sin θe2

を持つ。よって e1,
√
−1 cos θe1 ± sin θe2 も g2g1V の正規直交基底になる。g3 ∈ {1} ×

U(n − 1)の元によって

g3(
√
−1 cos θe1 ± sin θe2) =

√
−1 cos θe1 + sin θe2

とすることができ、g3g2g1V は正規直交基底

e1,
√
−1 cos θe1 + sin θe2

を持ち、g3g2g1V = Vθが成り立つ。したがって、U(n)はGn
θ に推移的に作用する。
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注意 4.2.6 補題4.2.5はKähler角度がCn内の実2次元部分ベクトル空間のU(n)の作用に
関する完全不変量であることを意味している。すなわち、Cn内の実 2次元部分ベクトル空
間V とW に対して、ある g ∈ U(n)が存在してW = g ·V が成り立つことと θ(V ) = θ(W )

が同値になる。

補題 4.2.7 V, W を内積を持つ実ベクトル空間Eの部分ベクトル空間であって、dim E =

dim V + dim W を満たすと仮定すると、次の等式が成り立つ。

σ(V, W ) = σ(V ⊥,W⊥)

証明 外積代数におけるHodgeのスター作用素を ∗で表す。p = dim V, q = dim W と
おく。V の正規直交基底 v1, . . . , vpをとり、V ⊥の正規直交基底 ṽ1, . . . ṽqをとると、

∗(v1 ∧ · · · ∧ vp) = ±ṽ1 ∧ · · · ∧ ṽq

が成り立つ。同様にW の正規直交基底w1, . . . , wqをとり、W⊥の正規直交基底 w̃1, . . . w̃p

をとると、
∗(w1 ∧ · · · ∧ wq) = ±w̃1 ∧ · · · ∧ w̃p

が成り立つ。したがって、次の等式を得る。

σ(V ⊥,W⊥) = |ṽ1 ∧ · · · ∧ ṽq ∧ w̃1 ∧ · · · ∧ w̃p|
= |〈ṽ1 ∧ · · · ∧ ṽq, ∗(w̃1 ∧ · · · ∧ w̃p)〉|
= |〈∗(v1 ∧ · · · ∧ vp), w1 ∧ · · · ∧ wq〉|
= |v1 ∧ · · · ∧ vp ∧ w1 ∧ · · · ∧ wq|
= σ(V, W ).

定理 4.2.8 (Kang-T.) MとNを二次元複素空間形G/K内の実曲面とする。各点x ∈ M

と y ∈ NにおけるMとNのKähler角度をそれぞれ θxと τyで表すと次の等式が成り立つ。
∫

G

#(M ∩ gN)dµG(g)

=
vol(U(3))

vol(RP 2)2

∫

M×N

(2 + 2 cos2 θx cos2 τy + sin2 θx sin2 τy)dµM×N(x, y).

証明 転送原理よりG/K = CP 2の場合を証明すれば十分である。M とN をCP 2の
実曲面とする。定理 3.1.5と補題 4.2.7により、

∫

U(3)

#(M ∩ gN)dµU(3)(g) =

∫

M×N

σU(2)×U(1)(T
⊥
x M, T⊥

y N)dµM×N(x, y)

=

∫

M×N

σU(2)×U(1)(TxM,TyN)dµM×N(x, y)
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が成り立つ。命題 3.1.4と 4.2.5よりσU(2)×U(1)(TxM, TyN)はTxMの kähler角度 θxとTyN

のKähler角度 τyにのみ依存する。そこで、補題 4.2.5で定めた Vθを使って

σ(θ, τ) = σU(2)×U(1)(Vθ, Vτ )

を定めることができる。すると
∫

U(3)

#(M ∩ gN)dµU(3)(g) =

∫

M×N

σ(θx, τy)dµM×N(x, y)

が成り立つ。以上より σ(θ, τ) = σU(2)×U(1)(Vθ, Vτ ) を求めることが問題になる。

σ(θ, τ) =

∫

U(2)×U(1)

σ(Vθ, k
−1 · Vτ )dµU(2)×U(1)(k)

= vol(U(1))

∫

U(2)

σ(Vθ, k
−1 · Vτ )dµU(2)(k).

U(1)の一径数部分群 e
√
−1tに対応する Lie環の元は

√
−1になり、不変計量に関するこの

ベクトルの長さは 1/
√

2である。従って vol(U(1)) = 2π/
√

2となり、

σ(θ, τ) =
2π√

2

∫

U(2)

σ(Vθ, k
−1 · Vτ )dµU(2)(k)

を得る。そこで、Vθの正規直交基底 e1, e(θ) = cos θ
√
−1e1 + sin θe2と Vτ の規直交基底

e1, e(τ) = cos τ
√
−1e1 + sin τe2 をとり計算を進める。まず

σ(Vθ, k
−1 · Vτ ) = |(e1 ∧ e(θ)) ∧ k−1 · (e1 ∧ e(τ))|

を計算する。C2は実 4次元ベクトル空間であり、その上の二次外積の空間は自己双対部
分と反自己双対部分の直和に分解されることが知られている。この分解を利用することで
上のノルムの計算とその積分の計算が可能になる。そこでこの分解を具体的に構成する。
e1,

√
−1e1, e2,

√
−1e2はC2の正規直交基底になる。この基底が正の向きになるようにC2

に向きを入れる。これによってC2上の実外積代数にHodgeスター作用素 ∗が定まり、

∗(e1 ∧
√
−1e1) = e2 ∧

√
−1e2, ∗(e1 ∧ e2) = −

√
−1e1 ∧

√
−1e2,

∗(e1 ∧
√
−1e2) =

√
−1e1 ∧ e2, ∗(

√
−1e1 ∧ e2) = e1 ∧

√
−1e2,

∗(
√
−1e1 ∧

√
−1e2) = −e1 ∧ e2, ∗(e2 ∧

√
−1e2) = e1 ∧

√
−1e1

が成り立つ。そこで

∧2
+ = {ξ ∈ ∧2(C2) | ∗ ξ = ξ}, ∧2

− = {ξ ∈ ∧2(C2) | ∗ ξ = −ξ}

とおくと直交直和分解
∧2(C2) = ∧2

+ ⊕ ∧2
−
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を得る。∧2
+の正規直交基底Aiと ∧2

−の正規直交基底Biを

A1 =
1√
2
(e1 ∧

√
−1e1 + e2 ∧

√
−1e2),

A2 =
1√
2
(e1 ∧ e2 −

√
−1e1 ∧

√
−1e2),

A3 =
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 +

√
−1e1 ∧ e2),

B1 =
1√
2
(e1 ∧

√
−1e1 − e2 ∧

√
−1e2),

B2 =
1√
2
(e1 ∧ e2 +

√
−1e1 ∧

√
−1e2),

B3 =
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 −

√
−1e1 ∧ e2)

によって定める。すると

∧2
+ = spanR{A1, A2, A3}, ∧2

− = spanR{B1, B2, B3}

が成り立つ。U(2)のLie環u(2)の∧2(C2)への作用を計算する。u(2)の元

[ √
−1 0

0
√
−1

]

のC2への作用は次のようになる。
[ √

−1 0

0
√
−1

]
e1 =

√
−1e1,

[ √
−1 0

0
√
−1

]
√
−1e1 = −e1,

[ √
−1 0

0
√
−1

]
e2 =

√
−1e2,

[ √
−1 0

0
√
−1

]
√
−1e2 = −e2.

これより
[ √

−1 0

0
√
−1

]
A1 =

[ √
−1 0

0
√
−1

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e1 + e2 ∧

√
−1e2)

= 0,[ √
−1 0

0
√
−1

]
A2 =

[ √
−1 0

0
√
−1

]
1√
2
(e1 ∧ e2 −

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

=
1√
2
(
√
−1e1 ∧ e2 + e1 ∧

√
−1e2)

+
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 +

√
−1e1 ∧ e2)

= 2A3,[ √
−1 0

0
√
−1

]
A3 =

[ √
−1 0

0
√
−1

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 +

√
−1e1 ∧ e2)



4.2. Kähler角度 77

=
1√
2
(
√
−1e1 ∧

√
−1e2 − e1 ∧ e2)

+
1√
2
(−e1 ∧ e2 +

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

= −2A2,[ √
−1 0

0
√
−1

]
B1 =

[ √
−1 0

0
√
−1

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e1 − e2 ∧

√
−1e2)

= 0,[ √
−1 0

0
√
−1

]
B2 =

[ √
−1 0

0
√
−1

]
1√
2
(e1 ∧ e2 +

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

=
1√
2
(
√
−1e1 ∧ e2 − e1 ∧

√
−1e2)

+
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 −

√
−1e1 ∧ e2)

= 0,[ √
−1 0

0
√
−1

]
B3 =

[ √
−1 0

0
√
−1

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 −

√
−1e1 ∧ e2)

=
1√
2
(
√
−1e1 ∧

√
−1e2 + e1 ∧ e2)

+
1√
2
(−e1 ∧ e2 −

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

= 0.

u(2)の元

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
のC2への作用は次のようになる。

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
e1 =

√
−1e1,

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
√
−1e1 = −e1,

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
e2 = −

√
−1e2,

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
√
−1e2 = e2.

これより
[ √

−1 0

0 −
√
−1

]
A1 =

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e1 + e2 ∧

√
−1e2)

= 0,[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
A2 =

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
1√
2
(e1 ∧ e2 −

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

=
1√
2
(
√
−1e1 ∧ e2 + e1 ∧

√
−1e2)
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+
1√
2
(−e1 ∧

√
−1e2 −

√
−1e1 ∧ e2)

= 0,[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
A3 =

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 +

√
−1e1 ∧ e2)

=
1√
2
(
√
−1e1 ∧

√
−1e2 − e1 ∧ e2)

+
1√
2
(e1 ∧ e2 −

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

= 0,[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
B1 =

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e1 − e2 ∧

√
−1e2)

= 0,[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
B2 =

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
1√
2
(e1 ∧ e2 +

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

=
1√
2
(
√
−1e1 ∧ e2 − e1 ∧

√
−1e2)

+
1√
2
(−e1 ∧

√
−1e2 +

√
−1e1 ∧ e2)

= −2B3,[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
B3 =

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 −

√
−1e1 ∧ e2)

=
1√
2
(
√
−1e1 ∧

√
−1e2 + e1 ∧ e2)

+
1√
2
(e1 ∧ e2 +

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

= 2B2.

u(2)の元

[
0

√
−1√

−1 0

]
のC2への作用は次のようになる。

[
0

√
−1√

−1 0

]
e1 =

√
−1e2,

[
0

√
−1√

−1 0

]
√
−1e1 = −e2,

[
0

√
−1√

−1 0

]
e2 =

√
−1e1,

[
0

√
−1√

−1 0

]
√
−1e2 = −e1.

これより
[

0
√
−1√

−1 0

]
A1 =

[
0

√
−1√

−1 0

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e1 + e2 ∧

√
−1e2)
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=
1√
2
(
√
−1e2 ∧

√
−1e1 +

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

+
1√
2
(−e1 ∧ e2 − e2 ∧ e1)

= 0,[
0

√
−1√

−1 0

]
A2 =

[
0

√
−1√

−1 0

]
1√
2
(e1 ∧ e2 −

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

=
1√
2
(
√
−1e2 ∧ e2 + e2 ∧

√
−1e2)

+
1√
2
(e1 ∧

√
−1e1 +

√
−1e1 ∧ e1)

= 0,[
0

√
−1√

−1 0

]
A3 =

[
0

√
−1√

−1 0

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 +

√
−1e1 ∧ e2)

= 0,[
0

√
−1√

−1 0

]
B1 =

[
0

√
−1√

−1 0

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e1 − e2 ∧

√
−1e2)

=
1√
2
(
√
−1e2 ∧

√
−1e1 −

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

+
1√
2
(−e1 ∧ e2 + e2 ∧ e1)

= −2B2,[
0

√
−1√

−1 0

]
B2 =

[
0

√
−1√

−1 0

]
1√
2
(e1 ∧ e2 +

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

=
1√
2
(
√
−1e2 ∧ e2 − e2 ∧

√
−1e2)

+
1√
2
(e1 ∧

√
−1e1 −

√
−1e1 ∧ e1)

= 2B1,[
0

√
−1√

−1 0

]
B3 =

[
0

√
−1√

−1 0

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 −

√
−1e1 ∧ e2)

= 0.

u(2)の元

[
0 −1

1 0

]
のC2への作用は次のようになる。

[
0 −1

1 0

]
e1 = e2,

[
0 −1

1 0

]
√
−1e1 =

√
−1e2,
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[
0 −1

1 0

]
e2 = −e1,

[
0 −1

1 0

]
√
−1e2 = −

√
−1e1.

これより
[

0 −1

1 0

]
A1 =

[
0 −1

1 0

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e1 + e2 ∧

√
−1e2)

=
1√
2
(e2 ∧

√
−1e1 − e1 ∧

√
−1e2)

+
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 − e2 ∧

√
−1e1)

= 0,[
0 −1

1 0

]
A2 =

[
0 −1

1 0

]
1√
2
(e1 ∧ e2 −

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

= 0,[
0 −1

1 0

]
A3 =

[
0 −1

1 0

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 +

√
−1e1 ∧ e2)

=
1√
2
(e2 ∧

√
−1e2 −

√
−1e2 ∧ e2)

+
1√
2
(−e1 ∧

√
−1e1 −

√
−1e1 ∧ e1)

= 0,[
0 −1

1 0

]
B1 =

[
0 −1

1 0

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e1 − e2 ∧

√
−1e2)

=
1√
2
(e2 ∧

√
−1e1 + e1 ∧

√
−1e2)

+
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 + e2 ∧

√
−1e1)

= 2B3,[
0 −1

1 0

]
B2 =

[
0 −1

1 0

]
1√
2
(e1 ∧ e2 +

√
−1e1 ∧

√
−1e2)

= 0,[
0 −1

1 0

]
B3 =

[
0 −1

1 0

]
1√
2
(e1 ∧

√
−1e2 −

√
−1e1 ∧ e2)

=
1√
2
(e2 ∧

√
−1e2 −

√
−1e2 ∧ e2)

+
1√
2
(−e1 ∧

√
−1e1 +

√
−1e1 ∧ e1)

= −2B1.
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以上より、次のことがわかる。U(2)はA1を固定し平面RA2 + RA3に回転群として作用
する。さらに、U(2)は ∧2

−に回転群として作用する。この分解に従って e1 ∧ e(τ)を表示
する。

e1 ∧ e(τ) = e1 ∧ (cos τ
√
−1e1 + sin τe2)

= cos τe1 ∧
√
−1e1 + sin τe1 ∧ e2

=
cos τ√

2
(A1 + B1) +

sin τ√
2

(A2 + B2)

=
cos τ√

2
A1 +

sin τ√
2

A2 +
cos τ√

2
B1 +

sin τ√
2

B2.

したがって、次の等式を得る。

U(2) · (e1 ∧ e(τ)) =

(
cos τ√

2
A1 + S1

(
sin τ√

2

))
× S2

(
1√
2

)
.

ここで、S1(sin τ/
√

2)は spanR{A2, A3}内の半径 sin τ/
√

2の円であり、S2(1/
√

2)は ∧2
−

内の半径 1/
√

2の 2次元球面である。写像 p : U(2) → U(2) · (e1 ∧ e(τ))を

p(k) = k · (e1 ∧ e(τ)) (k ∈ U(2))

によって定める。この写像に余面積公式 (定理 1.5.5)を適用して、σ(θ, τ)を表す U(2)上
の積分をU(2) · (e1 ∧ e(τ))上の積分に帰着させる。余面積公式を適用するために k ∈ U(2)

において Jdpkを計算する。写像 pはU(2)同変になるので、U(2)の単位元 eにおいて dpe

を計算すれば十分である。X ∈ u(2)に対して

dpe(X) =
1√
2

(cos τXA1 + sin τXA2 + cos τXB1 + sin τXB2) .

これを u(2)の基底に対して計算する。

dpe

[ √
−1 0

0
√
−1

]

=
1√
2

(
cos τ

[ √
−1 0

0
√
−1

]
A1 + sin τ

[ √
−1 0

0
√
−1

]
A2

+ cos τ

[ √
−1 0

0
√
−1

]
B1 + sin τ

[ √
−1 0

0
√
−1

]
B2

)

=
√

2 sin τA3,

dpe

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]

=
1√
2

(
cos τ

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
A1 + sin τ

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
A2
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+ cos τ

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
B1 + sin τ

[ √
−1 0

0 −
√
−1

]
B2

)

= −
√

2 sin τB3,

dpe

[
0

√
−1√

−1 0

]

=
1√
2

(
cos τ

[
0

√
−1√

−1 0

]
A1 + sin τ

[
0

√
−1√

−1 0

]
A2

+ cos τ

[
0

√
−1√

−1 0

]
B1 + sin τ

[
0

√
−1√

−1 0

]
B2

)

= −
√

2 cos τB2 +
√

2 sin τB1,

dpe

[
0 −1

1 0

]

=
1√
2

(
cos τ

[
0 −1

1 0

]
A1 + sin τ

[
0 −1

1 0

]
A2

+ cos τ

[
0 −1

1 0

]
B1 + sin τ

[
0 −1

1 0

]
B2

)

=
√

2 cos τB3.

以上の計算より次を得る。

kerdpe = R

[
cos τ

√
−1 − sin τ

sin τ − cos τ
√
−1

]
.

この表示より
[ √

−1 0

0
√
−1

]
,

[
0

√
−1√

−1 0

]
,

[
sin τ

√
−1 cos τ

− cos τ − sin τ
√
−1

]

は (kerdpe)
⊥の正規直交基底になる。補題 1.3.8より

Jdpe

=

∣∣∣∣∣dpe

[ √
−1 0

0
√
−1

]
∧ dpe

[
0

√
−1√

−1 0

]
∧ dpe

[
sin τ

√
−1 cos τ

− cos τ − sin τ
√
−1

]∣∣∣∣∣
= |

√
2 sin τA3 ∧ (−

√
2 cos τB2 +

√
2 sin τB1) ∧ (−

√
2 sin2 τB3 −

√
2 cos2 τB3)|

= 2
√

2 sin τ |A3 ∧ (− cos τB2 + sin τB1) ∧ (−B3)|
= 2

√
2 sin τ
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を得る。そこで、τ 6= 0の場合に積分の計算を実行する。τ = 0の場合の積分値は、Lebesgue

の有界収束定理より τ 6= 0の場合の積分値の τ → 0のときの極限として求めることがで
きる。

pに余面積公式を適用するためには、さらに各 ξ ∈ U(2) · (e1∧e(τ))に対して vol(p−1(ξ))

を求めておく必要がある。U(2)の元はU(2)の中心U(1)の元と SU(2)の元の積で表され
るので、

U(2) = {tk | t ∈ U(1), k ∈ SU(2)}.

Lie環の∧2(C2)への作用のし方から、U(1)はRA2 +RA3に平面の回転として作用し、直
交補空間RA1 +∧2

−には自明に作用する。さらにRA2 + RA3の 0ではないどのベクトル
uに対しても uを固定する U(1)の部分群は

exp

[
π
√
−1 0

0 π
√
−1

]
=

[
−1 0

0 −1

]

より {±1}になる。Lie環の∧2(C2)への作用のし方から、SU(2)は∧2
−に回転群として作

用し、直交補空間∧2
+には自明に作用する。さらに SU(2)の∧2

−への作用は SU(2)の随伴
表現と同値になる。したがって、∧2

−の 0ではないどのベクトル vに対しても vを固定す
る SU(2)の部分群は vの生成する一径数部分群になる。ここで SU(2)の一径数部分群は
すべて SU(2)の内部自己同型で SO(2)に共役になる。以上よりRA2 + RA3の 0ではな
いベクトル uと∧2

−の 0ではないベクトル vに対して、u + vを固定するU(2)の部分群は

{±1}SO(2) = SO(2)

に U(2)の内部自己同型で共役になる。τ 6= 0だから

e1 ∧ e(τ) =
cos τ√

2
A1 +

sin τ√
2

A2 +
cos τ√

2
B1 +

sin τ√
2

B2

のRA2+RA3成分と∧2
−成分はどちらも0にならない。よってp−1(e1∧e(τ))はU(2)の内部

自己同型でSO(2)に共役になる。したがって、各 ξ ∈ U(2) ·(e1∧e(τ))に対してvol(p−1(ξ))

はU(2)の内部自己同型でSO(2)共役な部分群の剰余類になり、vol(p−1(ξ)) = vol(SO(2))

が成り立つ。
以上の準備と余面積公式より

2
√

2 sin τ

∫

U(2)

|(e1 ∧ e(θ)) ∧ k−1 · (e1 ∧ e(τ))|dµU(2)(k)

= vol(SO(2))

∫

U(2)·(e1∧e(τ))

|(e1 ∧ e(θ)) ∧ ξ|dµU(2)·(e1∧e(τ))(ξ)

を得る。∧2
+の正規直交基底Aiに関する正規直交座標 xiと∧2

−の正規直交基底Biに関す
る正規直交座標 yiを使って U(2) · (e1 ∧ e(τ))の元 ξを

ξ =
cos τ√

2
A1 + x2A2 + x3A3 + y1B1 + y2B2 + y3B3
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と表すと

|(e1 ∧ e(θ)) ∧ ξ| = |〈e1 ∧ e(θ), ∗ξ〉|

=

∣∣∣∣
〈

cos θ√
2

A1 +
sin θ√

2
A2 +

cos θ√
2

B1 +
sin θ√

2
B2,

cos τ√
2

A1 + x2A2 + x3A3 − y1B1 − y2B2 − y3B3

〉∣∣∣∣

=
1√
2

∣∣∣∣
1√
2

cos θ cos τ + sin θx2 − cos θy1 − sin θy2

∣∣∣∣

となる。等長的な座標変換



z1

z2

z3


 =




cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1







y1

y2

y3




によって上の被積分関数は次のように変換される。

|(e1 ∧ e(θ)) ∧ ξ| =
1√
2

∣∣∣∣
1√
2
(cos θ cos τ +

√
2 sin θx2) − z1

∣∣∣∣ .

この被積分関数を S1(sin τ/
√

2)× S2(1/
√

2)上で積分するために、まず次の積分を計算し
ておく。

補題 4.2.9 |α| ≤ 1となる実数 αに対して、次の等式が成り立つ。
∫

S2(r)

|rα − z1|dµS2(r)(z) = 2πr3(1 + α2).

証明 写像 φ : (−r, r) × S1(r) → S2(r)を

(t, x) 7→ (t,
√

1 − (t/r)2x) ((t, x) ∈ (−r, r) × S1(r))

によって定めると、φは面積を保存する写像になる。つまり Jdφ = 1が成り立つ。これを
示すために φの微分を計算する。(−r, r) × S1(r)の元を (t, r cos s, r sin s)と表し、t, rを
座標として使う。 ∣∣∣∣

∂

∂t

∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣
∂

∂s

∣∣∣∣ = |(0,−r sin s, r cos s)| = r

であり、これらのベクトルは直交するので命題 1.3.7より、
∣∣∣∣
∂

∂t
∧ ∂

∂s

∣∣∣∣ = r



4.2. Kähler角度 85

が成り立つ。

dφ

(
∂

∂t

)
=

∂

∂t
φ(t, x) =

∂

∂t
(t,

√
1 − (t/r)2x)

=

(
1,

2t/r2

2
√

1 − (t/r)2
x

)
=

(
1,

t

r2
√

1 − (t/r)2
x

)
,

dφ

(
∂

∂s

)
=

∂

∂s
φ(t, r cos s, r sin s) =

∂

∂s
(t,

√
1 − (t/r)2(r cos s, r sin s))

= (0,
√

1 − (t/r)2(−r sin s, r cos s)).

特にこれらのベクトルは直交するので命題 1.3.7より
∣∣∣∣dφ

(
∂

∂t

)
∧ dφ

(
∂

∂s

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣dφ

(
∂

∂t

)∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣dφ

(
∂

∂s

)∣∣∣∣

=

(
1 +

t2r2

r4(1 − (t/r)2)

)1/2

r
√

1 − (t/r)2

=
(
r2(1 − (t/r)2) + t2

)1/2

= r

が成り立つ。したがって、命題 1.3.8より次の等式を得る。

Jdφ =

∣∣∣∣dφ

(
∂

∂t

)
∧ dφ

(
∂

∂s

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂

∂t
∧ ∂

∂s

∣∣∣∣
=

r

r
= 1.

そこで φに余面積公式を適用すると (積分の変数変換)、
∫

S2(r)

|rα − z1|dµS2(r)(z) = vol(S1(r))

∫ r

−r

|rα − t|dt

を得る。ここで
∫ r

−r

|rα − t|dt

=

∫ rα

−r

(rα − t)dt −
∫ r

rα

(rα − t)dt

= [rαt − t2/2]rα
−r − [rαt − t2/2]rrα

= (r2α2 − r2α2/2) − (−r2α − r2/2) − (r2α − r2/2) + (r2α2 − r2α2/2)

= r2(1 + α2)

だから次の等式が成り立つ。
∫

S2(r)

|rα − z1|dµS2(r)(z) = 2πr3(1 + α2).
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問題の被積分関数

|(e1 ∧ e(θ)) ∧ ξ| =
1√
2

∣∣∣∣
1√
2
(cos θ cos τ +

√
2 sin θx2) − z1

∣∣∣∣

において

| cos θ cos τ +
√

2 sin θx2| ≤ cos θ cos τ + sin θ sin τ = cos(θ − τ) ≤ 1

となるので、この被積分関数に補題 4.2.9に適用することができる。
∫

S1
“

sin τ√
2

”

×S2( 1√
2
)

1√
2

∣∣∣∣
1√
2
(cos θ cos τ +

√
2 sin θx2) − z1

∣∣∣∣ dµ
S1

“

sin τ√
2

”

×S2( 1√
2
)
(x, z)

=
π

2

∫

S1
“

sin τ√
2

”

(1 + (cos θ cos τ +
√

2 sin θx2)
2)dµ

S1
“

sin τ√
2

”(x)

=
π

2

∫ 2π

0

(
1 +

(
cos θ cos τ +

√
2 sin θ

sin τ√
2

cos s

)2
)

sin τ√
2

ds

=
π sin τ

2
√

2

∫ 2π

0

(
1 + (cos θ cos τ + sin θ sin τ cos s)2) ds

=
π sin τ

2
√

2

∫ 2π

0

(1 + cos2 θ cos2 τ + 2 cos θ cos τ sin θ sin τ cos s + sin2 θ sin2 τ cos2 s)ds

=
π2 sin τ

2
√

2
(2 + 2 cos2 θ cos2 τ + sin2 θ sin2 τ).

最後の等式は ∫ 2π

0

cos2 sds =
1

2

∫ 2π

0

(cos 2s + 1)ds = π

を利用した。以上より

σ(θ, τ) =
2π√

2

∫

U(2)

σ(Vθ, k
−1 · Vτ )dµU(2)(k)

=
2π√

2

∫

U(2)

|(e1 ∧ e(θ)) ∧ k · (e1 ∧ e(τ))|dµU(2)(k)

=
2π√

2
· vol(SO(2))

2
√

2 sin τ

∫

U(2)·(e1∧e(τ))

|(e1 ∧ e(θ)) ∧ ξ|dµU(2)·(e1∧e(τ))(ξ)

=
2π√

2
· vol(SO(2))

2
√

2 sin τ
· π2 sin τ

2
√

2
(2 + 2 cos2 θ cos2 τ + sin2 θ sin2 τ)

=

√
2

4
π4(2 + 2 cos2 θ cos2 τ + sin2 θ sin2 τ)

を得る。ここで

vol(U(3)) = (1/
√

2)vol(U(2))vol(S5)

= (1/2)vol(U(1))vol(S3)vol(S5)

= (1/2) ·
√

2π · 2π2 · π3 =
√

2π6
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である。さらに、CP 2内のRP 2は定曲率 1を持ち定曲率 1の二次元球面からの二重被覆
を持つので、vol(RP 2) = 2πが成り立つ。よって

√
2

4
π4 =

vol(U(3))

4π2
=

vol(U(3))

(vol(RP 2))2

となり

σ(θ, τ) =
vol(U(3))

(vol(RP 2))2
(2 + 2 cos2 θ cos2 τ + sin2 θ sin2 τ).

これは τ に関して連続になるので、τ = 0のときも成り立つ。したがって、定理の証明が
完成する。

定理 4.2.8はさらに一般の次元の複素射影空間のPoincaréの公式に拡張することができ
る。次の定理 4.2.10は定理 4.2.8の拡張の一つである。定理 4.2.8の証明にはコンパクト対
称対を使った積分の計算が必要になり、ここではその証明は省略する。

定理 4.2.10 (T.) P n(C)内の任意の実 2次元部分多様体Mと任意の実 (2n− 2)次元部分
多様体N に対して、次の等式が成り立つ。

∫

U(n+1)

#(M ∩ gN)dµU(n+1)(g)

=
vol(U(n + 1))

vol(CP 1)vol(CP n−1)

×
∫

M×N

(
1

4
(1 + cos2 θx)(1 + cos2 τy) +

n

4(n − 1)
sin2 θx sin2 τy

)

·dµM×N(x, y).

ここで θxは TxM のKähler角度であり τyは T⊥
y N のKähler角度である。

定理 4.2.10が定理 4.2.8の拡張の一つであるを示しておこう。vol(RP 2) = 2vol(CP 1)に
なることに注意しておく。定理 4.2.10において n = 2とすると、

vol(U(3))

vol(CP 1)2

(
1

4
(1 + cos2 θ)(1 + cos2 τ) +

2

4
sin2 θ sin2 τ

)

=
vol(U(3))

vol(RP 1)2
((1 + cos2 θ)(1 + cos2 τ) + 2 sin2 θ sin2 τ)

=
vol(U(3))

vol(RP 1)2
(2 + 2 cos2 θ cos2 τ + sin2 θ sin2 τ).

これより定理 4.2.8が定理 4.2.10の特別な場合であることがわかる。
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4.3 多重Kähler角度
複素空間形内の一般次元の実部分多様体に関するPoincaréの公式を定式化するために、

Kähler角度の概念を一般化し多重Kähler角度を導入する。多重Kähler角度はCn内の
実部分ベクトル空間のU(n)の作用に関する完全不変量になる。多重Kähler角度を使うと
複素空間形内の一般次元の実部分多様体に関する Poincaréの公式を定式化することがで
きる。

Cnの標準的Kähler形式を ωで表す。すなわち、

ω(u, v) = 〈
√
−1u, v〉 (u, v ∈ Cn)

によって ωを定める。Cn内の Kähler角度 θの実 2次元部分ベクトル空間 V に対して、
cos θ = |〈

√
−1v1, v2〉|となる V の正規直交基底 v1, v2をとることができる。必要なら v1, v2

をとりかえて cos θ = 〈
√
−1v1, v2〉とできる。そこで、v1, v2の双対基底 α1, α2をとると

ω|V = cos θα1 ∧ α2

を満たすことがわかる。このように、標準的Kähler形式ωの V への制限を V 上の交代二
次形式とみて標準形に書き表したときの係数にKähler角度が現れる。このことから一般
の次元の部分ベクトル空間に対して、Kähler角度を次のように一般化する。

定義 4.3.1 (T.) 1 < k ≤ nとする。Cn内の実 k次元部分ベクトル空間 V に対して、ω

の V への制限 ω|V を交代 2次形式として標準形を考える。すなわち、V の双対空間 V ∗の
正規直交基底 α1, . . . , αkで次の等式を満たすものをとることができる。

ω|V =

[k/2]∑

i=1

cos θiα
2i−1 ∧ α2i, 0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θ[k/2] ≤ π/2.

θ(V ) = (θ1, . . . , θ[k/2])とおいてこれを V の多重Kähler角度と呼ぶ。n < k ≤ 2n− 1のと
きは、Cn内の実 k次元部分ベクトル空間 V に対して、θ(V ) = θ(V ⊥)によって V の多重
Kähler角度を定める。

多重Kähler角度の定義から直接従う性質をいくつか次に述べておく。

命題 4.3.2 k ≤ nとする。Cn内の実 k次元部分ベクトル空間 V に対して以下のことが成
り立つ。

(1) ユニタリ群 U(n)の作用は多重Kähler角度を保存する。

(2) k = 2のとき、多重Kähler角度はKähler角度に他ならない。

(3) θ(V ) = (0, . . . , 0)となるための必要十分条件は、V 内に複素 [k/2]次元部分ベクトル
空間が存在することである。kが偶数である場合、θ(V ) = (0, . . . , 0)となるための
必要十分条件は、V が複素部分ベクトル空間になることである。
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(4) θ(V ) = (π/2, . . . , π/2)となるための必要十分条件は、V と
√
−1V が直交すること

である。

証明 (1) ユニタリ群U(n)の作用は標準的Kähler形式ωを不変にするので、ωを部分
ベクトル空間に制限した交代二次形式の標準形も不変にする。したがって、多重Kähler

角度も不変にする。
(2) 多重Kähler角度の定義の前に述べたことから、n = 2の場合は多重Kähler 角度は

Kähler角度に一致する。
(3)と (4)の証明の準備として一般の交代二次形式の標準形について復習しておく。実

k次元ベクトル空間 V において V 上の交代二次形式 φの標準形とは、V の双対空間 V ∗の
正規直交基底 α1, . . . , αkによって

φ =

[k/2]∑

i=1

aiα
2i−1 ∧ α2i

という形に交代二次形式 φを書き表すことである。α1, . . . , αkの双対基底になる V の正規
直交基底を v1, . . . , vnで表す。このとき

φ(v2j−1, v2j) =

[k/2]∑

i=1

ai(α
2i−1 ∧ α2i)(v2j−1, v2j)

=

[k/2]∑

i=1

ai(α
2i−1(v2j−1)α

2i(v2j) − α2i−1(v2j)α
2i(v2j−1))

= aj.

したがって、φの標準形は

φ =

[k/2]∑

i=1

φ(v2i−1, v2i)α
2i−1 ∧ α2i

という形になる。
(3) θ(V ) = (0, . . . , 0)を仮定する。ω|V の標準形は

ω|V =

[k/2]∑

i=1

α2i−1 ∧ α2i

という形になる。α1, . . . , αk の双対基底になる V の正規直交基底を v1, . . . , vn で表すと
ω|V (v2i−1, v2i) = 1が成り立つ。Cauchy-Schwarzの不等式の等号成立の必要十分条件より√
−1v2i−1 = v2iが成り立つ。したがって、

W =

2[k/2]∑

i=1

Rvi =

[k/2]∑

i=1

Cv2i−1
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は複素 [k/2]次元部分ベクトル空間になり、W ⊂ V が成り立つ。
逆にW ⊂ V を満す複素 [k/2]次元部分ベクトル空間Wが存在すると仮定する。Wのユニ
タリ基底u1, . . . , u[k/2]をとる。このとき、u1,

√
−1u1, . . . , u[k/2],

√
−1u[k/2]はWの実正規直

交基底になる。kが偶数のときはこれがV の正規直交基底になる。kが奇数のときはW⊥∩V

は一次元になりW⊥ ∩ V から単位ベクトル vをとると u1,
√
−1u1, . . . , u[k/2],

√
−1u[k/2], v

は V の正規直交基底になる。これらの正規直交基底の双対基底を α1, . . . , αkで表すこと
にすると、どちらの場合も ω|V の標準形は

ω|V =

[k/2]∑

i=1

α2i−1 ∧ α2i

となり V の多重Kähler角度は θ(V ) = (0, . . . , 0)となる。
(4) 次に θ(V ) = (π/2, . . . , π/2)を仮定する。すると多重Kähler角度の定義よりω|V = 0

となる。よって、任意の x, y ∈ V に対して

0 = ω(x, y) = 〈
√
−1x, y〉

となるので、V と
√
−1V は直交する。

逆に V と
√
−1V が直交すると仮定する。任意の x, y ∈ V に対して

0 = 〈
√
−1x, y〉 = ω(x, y)

となるので、ω|V = 0が成り立つ。したがって、V の多重Kähler角度は (π/2, . . . , π/2)に
なる。

命題 4.3.3 k ≤ nとする。0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θ[k/2] ≤ π/2 となる θ = (θ1, . . . , θ[k/2])に対して

Gθ = {V ∈ GR
k (Cn) | W の特性角度は θ}

とおくと、U(n)はGθに推移的に作用する。さらに、

Vθ =

[k/2]∑

i=1

spanR{e2i−1, cos θi

√
−1e2i−1 + sin θ2ie2i} (+Rek)

とおくと (最後の ekのある項は kが奇数のときのみ加える)、Gθ = U(n) · Vθが成り立つ。

証明 V ∈ Gθをとる。V ∗の正規直交基底 α1, . . . , αkを

ω|V =

[k/2]∑

i=1

cos θiα
2i−1 ∧ α2i

を満たすようにとる。e1, . . . , ekを α1, . . . , αkの双対基底とすると、これは V の正規直交
基底になる。

V C
i = spanC{e2i−1, e2i}, (1 ≤ i ≤ [k/2]) V C

o = Cek
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とおくと、ω|V の形から
[k/2]∑

i=1

V C
i (+V C

o )

は直交直和になる。これよりある g ∈ U(n)が存在し

gV C
i ⊂ spanC{e2i−1, e2i}, gV C

o ⊂ Cek

が成り立つ。gspanR{e2i−1, e2i}は spanC{e2i−1, e2i}内でKähler角度 θiの実 2次元部分ベ
クトル空間になるので、補題 4.2.5の証明中に示したことから U(2)の作用によって

spanR{e2i−1, cos θi

√
−1e2i−1 + sin θ2ie2i}

に写る。さらに gekは U(1)の作用によって ekに写る。以上より、ある h ∈ U(n)によっ
て hV = Vθとなる。

n < k ≤ 2n − 1のときは
V k

θ = (V 2n−k
θ )⊥

とおく。命題 4.3.3より U(n)は

Gn
k;θ = {V ∈ GR

k (Cn) | θ(V ) = (θ1, . . . , θ[k/2])}

に推移的に作用する。さらにGn
k;θ = U(n) · V k

θ が成り立つ。
多重Kähler角度の定義はCnのユニタリ構造にのみ依存しているので、概Hermite多
様体の実部分多様体の多重Kähler角度を考えることができる。より正確には、実部分多
様体の接ベクトル空間の多重Kähler角度を考えることができる。
多重Kähler角度を使って複素射影空間内の一般の実部分多様体に関するPoincaréの公
式を定式化することができる。Howardによる Poincaréの公式の定式化と多重Kähler角
度に関する今までに得た事項を合せると次の定理を得る。

定理 4.3.4 (T.) p ≤ 2n ≤ p + qと q ≤ 2n ≤ p + qを満たす自然数 pと qに対して

σn
p,q(θ

(p), θ(q)) =

∫

U(1)×U(n)

σ(V 2n−p

θ(p) , k−1 · V 2n−q

θ(q) )dµU(1)×U(n)(k)

(θ(p) ∈ R[min{p,2n−p}/2], θ(q) ∈ R[min{q,2n−q}/2])

によって σn
p,qを定める。pまたは qが 1または 2n−1に等しいときは, 任意の実 1次元また

は実 2n − 1次元部分ベクトル空間を使っても σn
p,qは同じ定数に定まる。このとき、CP n

内の任意の実 p次元部分多様体M と任意の実 q次元部分多様体N に対して、次の等式が
成り立つ。

∫

U(n+1)

vol(M ∩ gN)dµU(n+1)(g) =

∫

M×N

σn
p,q(θ(TxM), θ(TyN))dµM×N(x, y).
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定理 4.3.4において二つの部分多様体M とN が dim M + dim N = 2nを満たすとき、
Poincaréの公式は次に述べるようにより詳しく記述できる。定理 4.3.5の証明も定理 4.2.10

で利用したコンパクト対称対を使った積分の計算が必要になり、ここではその証明は省略
する。

定理 4.3.5 (T.) 1 ≤ p ≤ nを満たす自然数 pに対して、多項式

P n
p (x1, . . . , x[p/2], y1, . . . , y[p/2])

が存在し、次の条件を満たす。

(1) 多項式 P n
p (xi, yj)の次数は各 xiと yjに関して高々1である。

(2) {1, . . . , [p/2]}の任意の置換 αについて、次の等式が成り立つ。

P n
p (xi, yj) = P n

p (xα(i), yj) = P n
p (xi, yα(j)) = P n

p (yj, xi).

(3) CP n内の任意の実 p次元部分多様体M と任意の実 (2n− p)次元部分多様体N に対
して、次の等式が成り立つ。

∫

U(n+1)

#(M ∩ gN)dµU(n+1)(g)

=

∫

M×N

P n
p (cos2 θi(TxM), cos2 θj(TyN))dµM×N(x, y).

Howardは

P n
1 =

2vol(U(1))vol(U(n))vol(S2n)

vol(S1)vol(S2n−1)

が成り立つことを示している。特に P n
1 は定数である。また、定理 4.2.10より次の結果を

得る。

P n
2 (x, y)

=
vol(U(n + 1))

vol(CP 1)vol(CP n−1)

1

4(n − 1)
· [(2n − 1) − (x + y) + (2n − 1)xy].

多項式P 3
1 とP 3

2 はすでに正確な形が得られている。さらにP 3
3 の正確な形を与えることが

できる。

定理 4.3.6 (T.) 次の等式が成り立つ。

P 3
3 (x, y) =

vol(U(4))

vol(RP 3)2

(
4 − 4

3
(x + y) +

20

9
xy

)
.
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証明 定理 4.3.5より P 3
3 (x, y)は次の形をしている。

P 3
3 (x, y) = a0 + a1(x + y) + a2xy.

この表示の係数 a0, a1と a2を決定するために、P 3
3 (0, 0), P 3

3 (1, 0)と P 3
3 (1, 1)の値を計算

する。
定理 4.1.3の証明中に示したことより、複素射影空間CP nにおいてほとんどすべての

g ∈ U(n + 1)に対してCP 3内でRP 3の多重Kähler角度は π/2になり cos(π/2) = 0とな
るので、 ∫

U(4)

#(RP 3 ∩ gRP 3)dµ(g) =

∫

RP 3×RP 3

P 3
3 (0, 0)dµ(x, y)

を得る。これより 4vol(U(4)) = P 3
3 (0, 0)vol(RP 3)2 となり

P 3
3 (0, 0) =

vol(U(4))

vol(RP 3)2
· 4.

次にMをCP 2内の実超曲面としCP 2を自然な見方でCP 3の部分多様体とみなす。こ
うすることでMはCP 3の部分多様体とみることができる。このときMの多重Kähler角
度は一定値 0になる。U(4)上の測度の不変性より次の等式を得る。

∫

U(4)

#(M ∩ gRP 3)dµ(g)

=
1

vol(U(3))

∫

U(4)

(∫

U(3)

#(M ∩ hgRP 3)dµ(h)

)
dµ(g).

ほとんどすべての g ∈ U(4)に対して、gRP 3 ∩ CP 2は全測地的部分多様体になりしかも
一次元なので、RP 1に等長的になる。M はCP 2内の実超曲面だから、上で述べたP n

1 に
関する結果から次の等式を得る。∫

U(3)

#(M ∩ hgRP 3)dµ(h)

=

∫

U(3)

#(M ∩ hgRP 3 ∩ CP 2)dµ(h)

=

∫

U(3)

#(M ∩ h(gRP 3 ∩ CP 2))dµ(h)

=
2vol(U(1))vol(U(2))vol(S4)

vol(S1)vol(S3)
vol(M)vol(RP 1).

これは最後の形からわかるように gには依存しない。したがって、

P 3
3 (1, 0)vol(M)vol(RP 3)

=

∫

M×RP 3

P 3
3

(
cos2 0, cos2 π

2

)
dµ(x, y)

=

∫

U(4)

#(M ∩ gRP 3)dµ(g)

=
vol(U(4))

vol(U(3))

2vol(U(1))vol(U(2))vol(S4)

vol(S1)vol(S3)
vol(M)vol(RP 1)



94 第 4章 複素空間形における Poincaréの公式

となり

P 3
3 (1, 0) =

vol(U(4))

vol(RP 3)

2vol(U(1))vol(U(2))vol(S4)

vol(U(3))vol(S1)vol(S3)
vol(RP 1)

=
vol(U(4))

vol(RP 3)2

vol(U(1))vol(U(2))vol(S4)vol(RP 1)

vol(U(3))vol(S1)

=
vol(U(4))

vol(RP 3)2

vol(S4)vol(RP 1)

vol(CP 2)vol(S1)

=
vol(U(4))

vol(RP 3)2

2πvol(S4)vol(RP 1)

vol(S5)vol(S1)

=
vol(U(4))

vol(RP 3)2

πvol(S4)

vol(S5)

=
vol(U(4))

vol(RP 3)2
· 8

3
.

先の場合と同様にして
∫

U(4)

#(M ∩ gM)dµ(g)

=
1

vol(U(3))

∫

U(4)

(∫

U(3)

#(M ∩ hgM)dµ(h)

)
dµ(g)

となり
∫

U(3)

#(M ∩ hgM)dµ(h)

=

∫

U(3)

#(M ∩ hgM ∩ CP 2)dµ(h)

=

∫

U(3)

#(M ∩ h(gM ∩ CP 2))dµ(h)

=
2vol(U(1))vol(U(2))vol(S4)

vol(S1)vol(S3)
vol(M)vol(gM ∩ CP 2).

さらに
∫

U(4)

vol(gM ∩ CP 2)dµ(g)

=
1

vol(U(3))

∫

U(4)

(∫

U(3)

vol(M ∩ hgCP 2)dµ(h)

)
dµ(g)

だから、次の積分を計算する必要がある。
∫

U(3)

vol(M ∩ hgCP 2)dµ(h)
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=

∫

U(3)

vol(M ∩ hgCP 2 ∩ CP 2)dµ(h)

=

∫

U(3)

vol(M ∩ h(gCP 2 ∩ CP 2))dµ(h)

=
vol(U(1))vol(U(2))vol(S1)vol(S4)

vol(S2)vol(S3)
vol(M)vol(CP 1).

最後の等式は、ほとんどすべての g ∈ U(4)に対して gCP 2 ∩ CP 2はCP 1に等長的にな
ることからわかる。以上の計算結果を使うと

P 3
3 (1, 1)vol(M)2

=

∫

M×M

P 3
3 (cos2 0, cos2 0)dµ(x, y)

=

∫

U(4)

#(M ∩ gM)dµ(g)

=
2vol(U(1))vol(U(2))vol(S4)

vol(U(3))vol(S1)vol(S3)

×vol(U(4))vol(U(1))vol(U(2))vol(S1)vol(S4)

vol(U(3))vol(S2)vol(S3)
vol(M)2vol(CP 1)

=
2vol(U(1))vol(U(2))vol(S4)

vol(U(3))vol(S3)

×vol(U(4))vol(U(1))vol(U(2))vol(S4)

vol(U(3))vol(S2)vol(S3)
vol(M)2vol(CP 1)

となり

P 3
3 (1, 1)

=
2vol(U(1))vol(U(2))vol(S4)

vol(U(3))vol(S3)

×vol(U(4))vol(U(1))vol(U(2))vol(S4)

vol(U(3))vol(S2)vol(S3)
vol(CP 1)

= vol(U(4))
2vol(S4)

vol(CP 2)vol(S3)

vol(S4)

vol(CP 2)vol(S2)vol(S3)
vol(CP 1)

=
vol(U(4))

vol(RP 3)2

vol(S4)

vol(CP 2)

vol(S4)

2vol(CP 2)vol(S2)
vol(CP 1)

=
vol(U(4))

vol(RP 3)2

(
vol(S4)

vol(CP 2)

)2
vol(CP 1)

2vol(S2)

=
vol(U(4))

vol(RP 3)2

(
2πvol(S4)

vol(S5)

)2
vol(S3)

4πvol(S2)

=
vol(U(4))

vol(RP 3)2

(
16

3

)2
1

8
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=
vol(U(4))

vol(RP 3)2
· 32

9
.

先に表示した等式
P 3

3 (x, y) = a0 + a1(x + y) + a2xy

に (x, y) = (0, 0), (1, 0), (1, 1)を代入すると

a0 =
vol(U(4))

vol(RP 3)2
· 4

a0 + a1 =
vol(U(4))

vol(RP 3)2
· 8

3

a0 + 2a2 + a3 =
vol(U(4))

vol(RP 3)2
· 32

9

となり、次の結果を得る。

P 3
3 (x, y) =

vol(U(4))

vol(RP 3)2

(
4 − 4

3
(x + y) +

20

9
xy

)
.

以上で定理の証明は完成する。
Kangは P 4

4 の部分的な表現を与えている。

定理 4.3.7 (Kang) 次の等式が成り立つ.

P 4
4 (x1, x2, 1, 1) =

vol(U(5))

vol(CP 2)2
· 1

8
· (3 + x1 + x2 + 3x1x2).

4.4 他の空間
この節では実空間形、複素空間形以外の等質空間における Poincaréの公式を扱う。こ
れに関して得られている結果は少なく、まだ始まったばかりの研究といえる。
四元数Hの標準的実内積を 〈 , 〉で表す。この内積に関して 1, i, j, kはHの正規直交基
底になる。H上の実交代 2次形式 ω1, ω2, ω3 を次の等式で定める。

ω1(u, v) = 〈ui, v〉, ω2(u, v) = 〈uj, v〉, ω3(u, v) = 〈uk, v〉 (u, v ∈ H).

これらの ω1, ω2, ω3は Sp(1)の左からの積に関して不変な交代 2形式になる。

定義 4.4.1 H内の実 2次元部分ベクトル空間 V とW に対して、A(V,W )を次の等式で
定める。

A(V, W ) = (ω1(V )ω1(W ) + ω2(V )ω2(W ) + ω3(V )ω3(W ))2.

ここで ωi(V )は V の正規直交基底 e1, e2をとり ωi(V ) = ωi(e1, e2)によって定める。これ
は±1の不定性があるが、それらを二乗すると不定性はなくなる。このとき A(V,W )は
Sp(1)の左からの積に関して不変になる。
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Sp(1)のHへの左からの積による作用と平行移動としてのHの作用の半直積をM(H)

で表す。Sp(1)に定曲率 1の両側不変Riemann計量を定める。M(H)はSp(1)とHの半直
積だから、Sp(1)とM(H)のRiemann計量からM(H)の左不変Riemann計量が定まる。
この左不変Riemann計量からM(H)の両側不変測度が定まる。

定理 4.4.2 (T.) H内の実曲面M とN に対して、次の等式が成り立つ。
∫

M(H)

#(M ∩ gN)dµM(H)(g) =
π

4

∫

M×N

(1 + A(TxM,TyN))dµ(x, y).

複素空間形の複素部分多様体に関するPoincaréの公式については定理 3.3.1が決定的で
あるが、複素空間形以外でも類似の Poincaréの公式が成り立つ場合があることが最近わ
かった。

定理 4.4.3 (Kang-Sakai-Takahashi-T.) G/Kを複素n次元等質概Hermitian多様体と
する。Gはユニモジュラー Lie群であり、Kは p次外積代数∧pT

(1,0)
o (G/K)に既約に作用

していると仮定する。このときG/K 内の任意の複素 p次元概複素部分多様体M と任意
の概複素部分多様体Nであって dim M + dim N = dim(G/K)を満たすものに対して、次
の等式が成り立つ。

∫

G

#(M ∩ gN)dµG(g) =
vol(K)(

n
p

) vol(M)vol(N).

Kの∧pT
(1,0)
o (G/K)への作用が既約ではない場合も、既約な場合に比べると記述は若干

複雑になるが Poincaréの公式を定式化することができる。


