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第1章 Lie群とLie環

1.1 Lie群とLie環
定義 1.1.1 多様体Gが群構造を持ち、その群演算

G × G → G; (x, y) 7→ xy, G → G; x 7→ x−1

がC∞級写像になるとき、GをLie群と呼ぶ。(特にことわらないかぎり、群の単
位元は eで表す。)

注意 1.1.2 定義 1.1.1では、Lie群は可算開基を持つと仮定しなかったが、連結Lie

群は可算開基を持つことを後で示す (系 1.2.2）。

例 1.1.3 V を有限次元実ベクトル空間とすると、V の正則線形変換の全体GL(V )

は Lie群になる。GL(Rn)はGL(n,R)とも書く。GL(V )を一般線形群と呼ぶ。

証明 dim V = nとする。End(V ) = {f : V → V |f は線形写像 }とおく。V の
基底をとり、End(V )の元にこの基底に関する表現行列を対応させれば、End(V )

と n2次元Euclid空間の間の微分同型写像になる。表現行列の成分がEnd(V )の座
標になる。行列式 det : End(V ) → RはEnd(V )の座標の多項式で表わされるので
連続であり、

GL(V ) = {f ∈ End(V )|detf 6= 0}

だから、GL(V )は End(V )の開集合である。特に、GL(V )は n2次元多様体にな
る。群演算

GL(V ) × GL(V ) → GL(V ); (x, y) 7→ xy

は、End(V )の座標の二次式で表わされるのでC∞級写像であり、

GL(V ) → GL(V ); x 7→ x−1

は、End(V )の座標の分数式で表わされるのでC∞級写像である (Cramerの公式)。

定義 1.1.4 Lie群Gの元 gに対して微分同型写像 Lg, Rgを

Lg : G → G; x 7→ gx, Rg : G → G; x 7→ xg
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によって定め、それぞれ gによる左移動、右移動と呼ぶ。G上のベクトル場Xは、
Gの任意の元 gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (x ∈ G)

を満たすとき左不変ベクトル場と呼ばれ、

(dRg)x(Xx) = Xxg (x ∈ G)

を満たすとき右不変ベクトル場と呼ばれる。

注意 1.1.5 Lie群 Gの単位元 eを含む局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとっておけ
ば、各 g ∈ Gに対して (Lg(U); x1 ◦ L−1

g , . . . , xn ◦ L−1
g )は gを含む局所座標近傍に

なる。右移動を使っても同様にできる。

定義 1.1.6 実ベクトル空間 gに双線形写像 [ , ] : g × g → gがあり、すべての元
X, Y, Z ∈ gに対して

[X,Y ] = −[Y,X], [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

を満たすとき、gをLie環と呼ぶ。Lie環 gの部分ベクトル空間 hが、演算 [ , ]に
関して閉じているとき、hを gのLie部分環と呼ぶ。

例 1.1.7 多様体M 上のベクトル場の全体 X(M)は Lieブラケット [ , ]に関して
Lie環になる。

例 1.1.8 V をベクトル空間とする。End(V )の元X, Y に対して [X,Y ] = XY −
Y Xと定めるとEnd(V )は Lie環になる。この Lie環を gl(V )で表わす。gl(Rn)は
gl(n,R)とも書く。

証明 定め方より [ , ] : End(V ) × End(V ) → End(V ) は双線形写像である。
End(V )の元X, Y, Zに対して

[X, Y ] = XY − Y X = −[Y,X],

[[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ]

= [XY − Y X, Z] + [Y Z − ZY, X] + [ZX − XZ, Y ]

= XY Z − Y XZ − ZXY + ZY X + Y ZX − ZY X − XY Z + XZY

+ZXY − XZY − Y ZX + Y XZ

= 0.

したがって End(V )は [ , ]に関して Lie環になる。



1.1. Lie群と Lie環 3

定理 1.1.9 Gを Lie群とし、Gの左不変ベクトル場の全体を gで表わす。すると、
gはG上のベクトル場全体の成す Lie環X(G) の Lie部分環になり、写像

α : g → Te(G); X 7→ Xe

は線形同型写像になる。特に dim g = dim Te(G) = dim Gが成り立つ。

証明 gがX(G)の部分ベクトル空間になることは定義からわかる。X,Y ∈ gと
すると任意の g ∈ Gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (dLg)x(Yx) = Ygx (x ∈ G)

が成り立つので Lieブラケット積と微分写像の関係より

(dLg)x([X, Y ]x) = [X, Y ]gx (x ∈ G)

となり、[X, Y ] ∈ g。よって gはX(G)の Lie部分環である。
αが線形写像になることは定義からわかる。X ∈ g, α(X) = 0とすると、任意の

g ∈ Gに対し
Xg = (dLg)e(Xe) = 0

だから、X = 0。よってKerα = 0となり、αは単射。他方X ∈ Te(G)に対して
X̃g = (dLg)e(X)とおき、X̃ が左不変ベクトル場になることを示せば、αが全射
になることがわかる。(U ; x1, . . . , xn)をGの単位元 eを含む局所座標近傍とする。
G × G → G; (x, y) 7→ xy は連続だから、eを含む開近傍 V で V V = {xy|x, y ∈
V } ⊂ U を満たすものをとることができる。

X =
n∑

i=1

ξi ∂

∂xi

∣∣∣∣
e

とおく。注意 1.1.5より任意の g ∈ Gに対して、(Lg(V ); x1 ◦ L−1
g , . . . , xn ◦ L−1

g )は
gを含む局所座標近傍になる。そこで yi = xi ◦ L−1

g とおくと gx ∈ Lg(V ) (x ∈ V )

に対して、

X̃gx = (dLgx)e(X) = d(Lg ◦ Lx)e(X) = (dLg)x(dLx)e(X)

= (dLg)x

(
n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)

=
n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)(dLg)x
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

.

ここで
(

(dLg)x
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)
([Lg(U), yk]) =

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)
([U, yk ◦ Lg]) = δjk
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だから

(dLg)x
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

=
∂

∂yj

∣∣∣∣
gx

となり

X̃gx =
n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)
∂

∂yj

∣∣∣∣
gx

.

G × G → G; (x, y) 7→ xy = Lx(y) はC∞級写像だから、各 i, jに対して

V → R; x 7→ ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)

はC∞級写像になる。よって、各 jについて

Lg(V ) → R; gx 7→
n∑

i=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)

はC∞級写像である。したがって X̃はG上のベクトル場である。X̃は定め方より
左不変。したがって αは線形同型写像である。

定義 1.1.10 Lie群 Gの左不変ベクトル場の全体からなる Lie環 gを Lie群 Gの
Lie環と呼ぶ。

定義 1.1.11 Lie群の間のC∞級写像 f : G → Hが群の準同型写像でもあるとき、
f をLie群の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持ち、f−1も Lie群の準
同型写像であるとき、f を Lie群の同型写像と呼び Lie群GとHは同型であると
いう。Lie環の間の線形写像 f : g → hが

[f(X), f(Y )] = f([X, Y ]) (X,Y ∈ g)

を満たすとき、f を Lie環の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持つと
き、f をLie環の同型写像と呼び、Lie環 gと hは同型であるという。

1.2 連結Lie群
定理 1.2.1 Gを連結 Lie群とし、U をGの単位元 eの近傍とする。このときG =

∪{Un|n ∈ N}が成り立つ。ただし、Un = {g1 . . . gn|gi ∈ U}。

証明 U−1 = {g−1|g ∈ U}も eの近傍になるので、V = U ∩ U−1は eの近傍
である。H = ∪{V n|n ∈ N}とおく。V ⊂ U だから、G = H を示せばよい。
g, h ∈ H に対してある自然数 m,nがあって g ∈ V m, h ∈ V n となる。よって
gh ∈ V m+n ⊂ H。g = g1 . . . gm, gi ∈ V とすると、g−1 = g−1

m . . . g−1
1 で g−1

i ∈ V だ
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から g−1 ∈ V m ⊂ H。したがってHはGの部分群である。V は eの近傍で V ⊂ H

だから、任意の h ∈ Hに対してLh(V )は hの近傍になりLh(V ) ⊂ H。したがって
HはGの開集合である。GをHの剰余類によって分解すると、

G = H ∪ (∪{Lg(H)|g ∈ G, g /∈ H})

となり各 Lg(H)はGの開集合だから、H はGの閉集合である。Gは連結だから
G = Hが成り立つ。

系 1.2.2 連結 Lie群は可算開基を持つ。

証明 Gを連結 Lie群とし単位元 eのコンパクト近傍 U をとる。群演算の連続
性より各Unはコンパクトになり、定理 1.2.1よりG = ∪{Un|n ∈ N}。一般に多様
体はコンパクト部分集合の可算族の合併になることと可算開基を持つことは同値
になる。したがってGは可算開基を持つ。

命題 1.2.3 GをLie群としGの単位元を含む連結成分をG0とすると、G0はGの
正規部分群であり、さらに Lie部分群である。

証明 τ : G×G → G; (g, h) 7→ gh−1とすると、τ は連続写像だから τ(G0 ×G0)

は連結になる。e = τ(e, e) ∈ τ(G0 × G0)より τ(G0 × G0) ⊂ G0が成り立つ。し
たがって、G0は Gの部分群になる。任意の g ∈ Gに対して Lg ◦ Rg−1 は連続写
像だから Lg ◦ Rg−1(G0)は連結になり、e = Lg ◦ Rg−1(e) ∈ Lg ◦ Rg−1(G0)より
Lg ◦Rg−1(G0) ⊂ G0が成り立つ。したがって、G0はGの正規部分群になる。また
単位元を含む連結成分G0はGの開集合になるので、特に部分多様体になってい
る。τ : G×G −→ GはC∞級写像だからG0への制限 τG0 : G0 ×G0 −→ G0もC∞

級写像になりG0は Lie群である。よってG0はGの Lie部分群である。

補題 1.2.4 Lie群が可算開基を持つための必要十分条件は、連結成分の個数が高々
可算になることである。

証明 Lie群が可算開基を持てば連結成分の個数は高々可算になる。逆に Lie群
Gの連結成分の個数が高々可算だとする。Gの単位元の連結成分G0は命題 1.2.3

より連結 Lie群になるので、系 1.2.2より可算開基を持つ。Gの連結成分はG0の
剰余類に一致しG0の各剰余類はG0に微分同型だから可算開基を持つ。したがっ
てGも可算開基を持つ。

注意 1.2.5 この節の結果は連結 Lie群が満たす性質を述べているが、どのような
Lie群が連結になるかについては述べていない。行列で表現できる具体的な Lie群
が連結になるかどうか、もし連結でないならば連結成分はどれだけあるかなどは
Lie群の構造に関する基本事項の後で論じることにする。
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1.3 一般線形群
命題 1.3.1 V を n次元ベクトル空間とすると、Lie群GL(V )とGL(n,R)は同型
になり、Lie環 gl(V )と gl(n,R)は同型になる。

証明 v1, . . . , vnを V の基底とし、f ∈ End(V )に対して f の v1, . . . , vnに関す
る表現行列をR(f)で表す。つまり、

f [v1, . . . , vn] = [v1, . . . , vn]R(f)

となる。このとき、
R : End(V ) → End(Rn)

は代数の同型写像になる。Rは線形同型写像だから特に微分同型写像である。
以上のことから、Rは Lie環の同型写像

R : gl(V ) → gl(n,R)

を与え、RのGL(V )への制限は Lie群の同型写像

R|GL(V ) : GL(V ) → GL(n,R)

を与える。

補題 1.3.2 多様体M 上のベクトル場X, Y の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)におけ
る局所表示を

Xx =
n∑

i=1

ξi(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

, Yx =
n∑

i=1

ηi(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

(x ∈ U)

としたとき、ベクトル場 [X,Y ]の U における局所表示は

[X, Y ]x =
n∑

i,j=1

{
ξi(x)

∂ηj

∂xi

(x) − ηi(x)
∂ξj

∂xi

(x)

}
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

(x ∈ U)

である。

定理 1.3.3 GL(n,R)は例 1.1.3の証明より gl(n,R)の開集合だから、接ベクトル
空間Te(GL(n,R))を gl(n,R)と同一視できる。Lie群GL(n,R)のLie環を gとし、
X ∈ gl(n,R)に対して X̃ ∈ gを X̃g = (dLg)e(X) (g ∈ GL(n,R))によって定める
と、写像

˜ : gl(n,R) → g ; X 7→ X̃

は Lie環の同型写像である。
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証明 定理 1.1.9をGL(n,R)に適用すると ˜ = α−1となるので、˜は線形同型
写像である。あとは ˜が Lie環の準同型写像になることを示せばよい。(i, j)-成分
のみが 1 で他の成分は 0 になる n次正方行列をEijで表すと、{Eij|1 ≤ i, j ≤ n}
は gl(n,R)の基底になる。その双対基底を {xij|1 ≤ i, j ≤ n}で表すと、xij は
gl(n,R)の座標になる。GL(n,R)は gl(n,R)の開集合で e ∈ GL(n,R)だから、
X ∈ gl(n,R)と十分小さい t ∈ Rに対して e + tX ∈ GL(n,R)となることに注意
しておく。g ∈ GL(n,R)に対して、

X̃g = (dLg)e(X) = (dLg)e

(
d

dt
(e + tX)

∣∣∣∣
t=0

)

=
d

dt
Lg(e + tX)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(g + tgX)

∣∣∣∣
t=0

=
n∑

i,j=1

xij(gX)
∂

∂xij

∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

n∑

k=1

xik(g)xkj(X)
∂

∂xij

∣∣∣∣
g

.

したがって補題 1.3.2を使うとX, Y ∈ gl(n,R), g ∈ GL(n,R)に対して、

[X̃, Ỹ ]g

=
n∑

i,j,p,q=1





n∑

r=1

xpr(g)xrq(X)

∂

(
n∑

k=1

xik(g)xkj(Y )

)

∂xpq

−
n∑

r=1

xpr(g)xrq(Y )

∂

(
n∑

k=1

xik(g)xkj(X)

)

∂xpq





∂

∂xij

∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

{
n∑

k,r=1

xir(g)xrk(X)xkj(Y ) −
n∑

k,r=1

xir(g)xrk(Y )xkj(X)

}
∂

∂xij

∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

xij(gXY − gY X)
∂

∂xij

∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

xij(g[X,Y ])
∂

∂xij

∣∣∣∣
g

= [̃X, Y ]g.

よって、
[X̃, Ỹ ] = [̃X, Y ]

となり、˜は Lie環の準同型である。

注意 1.3.4 定理 1.3.3のLie環の同型写像 ˜: gl(n,R) → g によってLie環 gl(n,R)

と Lie群GL(n,R)の Lie環 gを同一視し、今後は gl(n,R)をGL(n,R)の Lie環と
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みなすことにする。命題 1.3.1の同型より、有限次元ベクトル空間 V に対しても
gl(V )をGL(V )の Lie環とみなすことにする。

1.4 一径数部分群
定義 1.4.1 M を多様体とし、X をM 上のベクトル場とする。I を実数の開区間
とし、M 上の曲線 c : I → M が

dc

dt
(t) = Xc(t) (t ∈ I)

を満たすとき、cをXの積分曲線と呼ぶ。

補題 1.4.2 M を多様体とし、X をM 上のベクトル場とする。実数 t0とM の各
点 x ∈ M に対して、Xの積分曲線 c : I → M で t0 ∈ I, c(t0) = xを満たすものが
存在する。また c1, c2 : I → M が c1(t0) = c2(t0) = xを満たすX の積分曲線なら
ば c1 = c2が成り立つ。

証明 xを含むM の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとる。XのU における局所
表示を

Xx =
n∑

i=1

ai(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

(x ∈ U)

とする。U において問題になっている等式

dc

dt
(t) = Xc(t) (t ∈ I)

の局所表示は
n∑

i=1

d(xi ◦ c(t))

dt

∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

=
n∑

i=1

ai(c(t))
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

となる。したがって cは

d(xi ◦ c(t))

dt
= ai(c(t)), xi ◦ c(t0) = xi(x) (1 ≤ i ≤ n)

を満たせばよい。これは Euclid空間の開集合における常微分方程式であり aiは
C∞級関数だから t0を含む開区間 Iと c : I → Uが存在し上の常微分方程式を満た
す。この曲線 cが求めるものである。
次に積分曲線の一意性を示そう。Mの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)でc1(I), c2(I) ⊂

U を満たすものが存在する場合は、局所座標 x1, . . . , xnを使うと

dc1

dt
(t) = Xc1(t),

dc2

dt
(t) = Xc2(t) (t ∈ I)
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は Euclid空間の開集合における常微分方程式になり、常微分方程式の解の一意
性から c1 = c2 となる。c1(I), c2(I)がM の 1つの局所座標近傍に含まれない場
合を考えよう。t0 < s, s ∈ I に対して 0 < εと t0 < t1 < . . . < tk = sを次
の条件を満たすようにとる。Ii = (ti−1 − ε, ti + ε) (1 ≤ i ≤ k) とおくと各 i

について c1(Ii), c2(Ii)はM の 1つの局所座標近傍に含まれる。先に示したこと
を使うと c1(t1) = c2(t1), . . . , c1(tk) = c2(tk)を帰納的に示すことができる。特に
c1(s) = c2(s)。t0 > s, s ∈ Iに対しても同様にして c1(s) = c2(s)となり、c1 = c2が
成り立つ。

定義 1.4.3 実数全体Rを加法に関して Lie群とみなしたとき、Rから Lie群Gへ
の Lie群の準同型写像をGの一径数部分群と呼ぶ。

定理 1.4.4 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。Lie環 gの元全体と Gの一
径数部分群の全体は次の対応で 1対 1に対応する。X ∈ gに対してXの積分曲線
c : R → Gで c(0) = eとなるものがただ 1つ存在し、cはGの一径数部分群にな
り、X ∈ gにこの cを対応させる。逆にGの一径数部分群 cに対して、定理 1.1.9

によって
dc

dt
(0)に対応する gの元Xを cに対応させる。

証明 次の (1),(2)のステップにわけて定理を証明する。

(1) X ∈ gに対してXの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものが存在し、c

はGの一径数部分群である。

(2) 定理で定めた 2つの対応はお互いの逆対応になる。

(1)補題 1.4.2より、δ > 0とXの積分曲線 a : (−δ, δ) → Gで a(0) = eを満たす
ものが存在する。|s| < δ/2となる sを 1つ固定して

b1(t) = a(s + t), b2(t) = a(s)a(t) (|t| < δ/2)

とおく。すると、t 7→ b1(t)はXの積分曲線になり、

d

dt
b2(t) = (dLa(s))a(t)

(
d

dt
a(t)

)
= (dLa(s))a(t)(Xa(t)) = Xa(s)a(t)

だから t 7→ b2(t)もXの積分曲線になる。さらに、

b1(0) = a(s) = a(s)e = a(s)a(0) = b2(0)

だから補題 1.4.2の一意性より、

b1(t) = b2(t) (|t| < δ/2).

結局
a(s + t) = a(s)a(t) = a(t)a(s) (|s|, |t| < δ/2)
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が成り立つ。任意の t ∈ Rに対して |t/k| < δ/2となるように自然数 kをとり

c(t) = a

(
t

k

)k

として写像 c : R → Gを定める。t ∈ Rに対して、|t/k| < δ/2, |t/l| < δ/2となる
自然数 k, lをとったとき、

a

(
t

k

)k

= a

(
t

kl

)kl

= a

(
t

l

)l

が成り立つので、上の cは kのとり方によらずに定まっている。c(0) = a(0) = e

は明らか。以下で、cがGの一径数部分群であることを示そう。t ∈ Rに対して
|t/k| < δ/2となる自然数 kをとる。tを含む開集合 I で s ∈ I ならば |s/k| < δ/2

となるものをとる。すると s ∈ Iに対して c(s) = a(s/k)kとなるので、cは Iにお
いて C∞級写像である。よって c : R → Gは C∞級写像になる。任意の s, t ∈ R

に対して |s/k|, |t/k| < δ/4となる自然数 kをとると、|s/k|, |t/k|, |(s + t)/k| < δ/2

となり、

c(s)c(t) = a
( s

k

)k

a

(
t

k

)k

=

(
a
( s

k

)
a

(
t

k

))k

= a

(
s + t

k

)k

= c(s + t).

したがって c : R → GはGの一径数部分群になる。
次に cがXの積分曲線であることを示そう。s ∈ Rに対して、t ∈ (s − δ, s + δ)

とすると、c(t) = c(s)c(t − s) = Lc(s)(c(t − s))だから、

d

dt
c(t)

∣∣∣∣
t=s

= (dLc(s))e

(
d

dt
c(t)

∣∣∣∣
t=0

)
= (dLc(s))e(Xe) = Xc(s).

したがって cはXの積分曲線である。
(2) X ∈ gに対応するGの一径数部分群 cは dc

dt
(0) = Xe を満たすので、cに対応

するgの元はXになる。逆にGの一径数部分群 cに対応するgの元XはXe = dc
dt

(0)

を満たす。(1)の最後で示したことは gの元XとGの一径数部分群 cが dc
dt

(0) = Xe

を満たせば cはXの積分曲線になることである。したがってXに対応するGの一
径数部分群は cになる。

例 1.4.5 GL(n,R)の一径数部分群を求めてみよう。GL(n,R)の接ベクトルをgl(n,R)

の元と同一視する。X ∈ gl(n,R) ∼= Te(GL(n,R))に対応するGL(n,R)上の左不変
ベクトル場を X̃で表すと、定理1.1.9の証明中の計算より X̃g = gX (g ∈ GL(n,R))

となる。したがって、Xに対応するGL(n,R)の一径数部分群 cは

dc(t)

dt
= c(t)X (t ∈ R), c(0) = e

を満たす。行列の指数関数 : eA =
∞∑

n=0

1
n!

Anを使うと c(t) = etX となる。
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例 1.4.6 行列の指数関数の射影分解による計算法について述べる。n次複素正方行
列Aの固有多項式をγA(t)で表す。γA(t)を因数分解しγA(t) = (t−λ1)

p1 . . . (t−λk)
pk

とする。次に部分分数展開:

1

γA(t)
=

h1(t)

(t − λ1)p1
+ . . . +

hk(t)

(t − λk)pk

を行う。ここで各 hi(t)の次数は pi − 1以下である。

1 = h1(t)
γA(t)

(t − λ1)p1
+ . . . + hk(t)

γA(t)

(t − λk)pk

となり、γA(t)は (t−λi)
piを因子に持っているので

γA(t)

(t − λi)pi
は tの多項式である。

実際に部分分数展開に現われる hi(t)を求めるには、この形にして hi(t)の係数が
未知数の方程式とみなして解けばよい。その際に、右辺を展開して次数をそろえ
ようとすると計算が大変になるので、hi(t)の係数を求めるために t = λiを代入し
一階微分して t = λiを代入するという操作を pi − 1階微分まで続けた方が計算が

簡単になる。πi(t) = hi(t)
γA(t)

(t − λi)pi
とおくと πi(t)も tの多項式になり

1 = π1(t) + . . . + πk(t), (t − λi)
piπi(t) = hi(t)γA(t)

が成り立つ。Pi = πi(A)とおくと

In = P1 + . . . + Pk.

これを射影分解と呼ぶ。Cayley-Hamiltonの定理より

(A − λiIn)piPi = hi(A)γA(A) = 0.

以上の結果を使うと

etA =
k∑

i=1

etAPi =
k∑

i=1

etλiIn+t(A−λiIn)Pi

=
k∑

i=1

eλitInet(A−λiIn)Pi =
k∑

i=1

eλit

∞∑

j=0

tj

j!
(A − λiIn)jPi

=
k∑

i=1

eλit

pi−1∑

j=0

tj

j!
(A − λiIn)jPi.

例 1.4.7 例 1.4.6の計算方法に従って、3次正方行列

A =




0 θ a

−θ 0 b

0 0 0
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に関する指数関数を計算する。Aの固有多項式 γA(t)は

γA(t) =

∣∣∣∣∣∣∣

t −θ −a

θ t −b

0 0 t

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
t −θ

θ t

∣∣∣∣∣ t = (t2 + θ2)t

= (t +
√
−1θ)(t −

√
−1θ)t.

θ = 0の場合は簡単に計算できるので、θ 6= 0の場合を考える。

1

γA(t)
=

h1

t +
√
−1θ

+
h2

t −
√
−1θ

+
h3

t

とおく。h1, h2, h3を未知数とみなしてこれらを求める。分母をはらうと

1 = h1(t −
√
−1θ)t + h2(t +

√
−1θ)t + h3(t

2 + θ2).

t = −
√
−1θを代入すると

1 = h1(−2
√
−1θ)(−

√
−1θ) = −2θ2h1, h1 = − 1

2θ2
.

t =
√
−1θを代入すると

1 = h22
√
−1θ

√
−1θ = −2θ2h2, h2 = − 1

2θ2
.

t = 0を代入すると

1 = h3θ
2, h3 =

1

θ2
.

よって

1 = − 1

2θ2
(t −

√
−1θ)t − 1

2θ2
(t +

√
−1θ)t +

1

θ2
(t2 + θ2)

を得る。

π1(t) = − 1

2θ2
(t −

√
−1θ)t = − 1

2θ2
(t2 −

√
−1θt),

π2(t) = − 1

2θ2
(t +

√
−1θ)t = − 1

2θ2
(t2 +

√
−1θt),

π3(t) =
1

θ2
(t2 + θ2)

とおくと Pi = πi(A)によって Piが定まる。

A2 =




0 θ a

−θ 0 b

0 0 0







0 θ a

−θ 0 b

0 0 0


 =




−θ2 0 θb

0 −θ2 −θa

0 0 0
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より

P1 = − 1

2θ2







−θ2 0 θb

0 −θ2 −θa

0 0 0


 −




0
√
−1θ2

√
−1θa

−
√
−1θ2 0

√
−1θb

0 0 0







= − 1

2θ2




−θ2 −
√
−1θ2 θ(b −

√
−1a)√

−1θ2 −θ2 θ(−a −
√
−1b)

0 0 0




=




1/2
√
−1/2 (−b +

√
−1a)/2θ

−
√
−1/2 1/2 (a +

√
−1b)/2θ

0 0 0


 ,

P2 = − 1

2θ2







−θ2 0 θb

0 −θ2 −θa

0 0 0


 +




0
√
−1θ2

√
−1θa

−
√
−1θ2 0

√
−1θb

0 0 0







= − 1

2θ2




−θ2
√
−1θ2 θ(b +

√
−1a)

−
√
−1θ2 −θ2 θ(−a +

√
−1b)

0 0 0




=




1/2 −
√
−1/2 (−b −

√
−1a)/2θ√

−1/2 1/2 (a −
√
−1b)/2θ

0 0 0


 ,

P3 =
1

θ2







−θ2 0 θb

0 −θ2 −θa

0 0 0


 +




θ2 0 0

0 θ2 0

0 0 θ2





 =




0 0 b/θ

0 0 −a/θ

0 0 1


 .

したがって

etA = e−
√
−1θtP1 + e

√
−1θtP2 + P3

= (cos θt −
√
−1 sin θt)




1/2
√
−1/2 (−b +

√
−1a)/2θ

−
√
−1/2 1/2 (a +

√
−1b)/2θ

0 0 0




+(cos θt +
√
−1 sin θt)




1/2 −
√
−1/2 (−b −

√
−1a)/2θ√

−1/2 1/2 (a −
√
−1b)/2θ

0 0 0




+




0 0 b/θ

0 0 −a/θ

0 0 1
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=




cos θt sin θt (sin θt · a + (1 − cos θt)b)/θ

− sin θt cos θt ((1 − cos θt)a + sin θt · b)/θ
0 0 1


 .

1.5 指数写像
定義 1.5.1 GをLie群とし、そのLie環を gとする。X ∈ gに対して定理 1.4.4で存
在を示したXの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものをとり、exp X = c(1)

とおくことによって写像 exp : g → Gを定義する。expを Lie群Gの指数写像と
呼ぶ。

例 1.5.2 例 1.4.5で示したようにGL(n,R)のLie環 gl(n,R)の元Xに対応する一
径数部分群は etXになるので、GL(n,R)の指数写像は行列の指数関数に一致する。

命題 1.5.3 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 1.4.4の
対応で対応するGの一径数部分群は t 7→ exp tXになる。

証明 X ∈ gに対して定理 1.4.4の対応で対応する Gの一径数部分群を t 7→
c(t,X)と書くことにする。s ∈ Rに対して、

d

dt
c(st,X) = sXc(st,X) (t ∈ R)

となるので、t 7→ c(st,X)は sX ∈ gに対応する一径数部分群になる。よって
c(st,X) = c(t, sX)となり t = 1とおくと

c(s,X) = c(1, sX) = exp sX.

これよりX ∈ gに対応するGの一径数部分群は t 7→ exp tXに一致する。

命題 1.5.4 Gを Lie群とし、その Lie環を gとすると、Gの指数写像 exp : g → G

はC∞級写像である。

証明 X1, . . . , Xnをgの基底としu1, . . . , unをその双対基底とすると、u1, . . . , un

は gの座標になる。Gの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)で e ∈ U, x1(e) = . . . =

xn(e) = 0を満たすものをとっておく。
n∑

i=1

uiXi ∈ gに対応する一径数部分群を

c(t; u1, . . . , un)と書くことにする。

d

dt
c(t; u1, . . . , un) =

n∑

i=1

ui(Xi)c(t;u1,...,un)
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だから、各Xiの U における局所表示を

(Xi)x =
n∑

j=1

aji(x)
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

とすると c(t; u1, . . . , un)は

d

dt
xj(c(t; u1, . . . , un)) =

n∑

i=1

uiaji(c(t; u1, . . . , un))

を満たす。常微分方程式の解はパラメーターに関して滑らかだから、写像

(t, u1, . . . , un) 7→ (x1(c(t; u1, . . . , un)), . . . , xn(c(t; u1, . . . , un)))

は 0の近傍でC∞級写像になる。

exp

(
n∑

i=1

uiXi

)
= c(1; u1, . . . , un)

だから、exp : g → Gは 0のある開近傍N でC∞級写像である。任意のX ∈ gに
対してある自然数 pが存在し 1

p
X ∈ Nとなる。そこでXの開近傍Oを 1

p
O ⊂ Nと

なるようにとると

exp(Z) = exp

(
1

p
Z

)p

(Z ∈ O)

だから expはOにおいて C∞級写像である。したがって、exp : g → Gは C∞級
写像になる。

定理 1.5.5 Lie群GとそのLie環 gに対して、Gの指数写像 expは gにおける 0の
ある開近傍とGにおける eのある開近傍の間の微分同型写像を与える。

証明 X ∈ g ∼= T0(g)に対して

d exp0(X) =
d

dt
exp(tX)

∣∣∣∣
t=0

= Xe = α(X)

だから d expe = α : g → Te(G)。定理 1.1.9より d expeは線形同型写像になる。逆
関数定理より、expは gにおける 0のある開近傍とGにおける eのある開近傍の間
の微分同型写像を与えることがわかる。

定義 1.5.6 GをLie群とし、そのLie環を gとする。定理 1.5.5より expは gにおけ
る 0のある開近傍とGにおける eのある開近傍Uの間の微分同型写像になるので、

gの基底X1, . . . , Xnをとると exp

(
n∑

i=1

uiXi

)
7→ (u1, . . . , un)は U における局所座

標系になり u1(e) = . . . = un(e) = 0を満たす。(u1, . . . , un)を gの基底X1, . . . , Xn

に関するGの標準座標系と呼び、(U ; u1, . . . , un)をGの標準座標近傍と呼ぶ。
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命題 1.5.7 GをLie群とし、そのLie環を gとする。X,Y ∈ g, f ∈ C∞(G), g ∈ G

に対して

(Xf)(g) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣
t=0

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=t=0

が成り立つ。

証明 接ベクトルXgは曲線 t 7→ g exp tXの t = 0における速度ベクトルになっ
ているので

(Xf)(g) = Xg(f) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣
t=0

が成り立つ。

(XY f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY )

∣∣∣∣
s=t=0

(先に示したことより)

=
∂

∂t

(
∂

∂s
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1 exp sX)

∣∣∣∣
s=0

)∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂t

(
∂

∂s
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=0

+
∂

∂s
f(g exp tY exp sX)

∣∣∣∣
s=0

)∣∣∣∣
t=0

(Leibnizの法則より)

=
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=t=0

+(Y Xf)(g).

したがって

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=t=0

.

系 1.5.8 Lie群Gが可換ならばGの Lie環 gの任意の元X,Y に対して [X,Y ] = 0

となる。

証明 f ∈ C∞(G), g ∈ Gに対して

([X, Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=t=0

=
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp tY )

∣∣∣∣
s=t=0

= 0.

したがって [X,Y ] = 0となる。
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定義 1.5.9 Lie環 gの任意の元X, Y に対して [X,Y ] = 0となるとき、gは可換で
あるという。この用語を使うと系 1.5.8は可換 Lie群の Lie環は可換になると言い
換えることができる。

1.6 準同型写像
命題 1.6.1 Lie群の準同型写像の合成は Lie群の準同型写像になる。Lie環の準同
型写像の合成は Lie環の準同型写像になる。

定理 1.6.2 G,HをLie群とし、これらのLie環をそれぞれ g, hとおく。f : G → H

を Lie群の準同型写像とする。定理 1.1.9の線形同型写像を αG : g → Te(G), αH :

h → Te(H)とすると、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → h は Lie環の準同型写像になる。

証明 X ∈ gに対して、dfe(Xe) ∈ Te(H)をH 上の左不変ベクトル場に拡張し
たものが df(X)になる。任意の g ∈ Gに対して、

dfg(Xg) = dfg ◦ (dLg)e(Xe) = d(f ◦ Lg)e(Xe).

ここで x ∈ Gに対して

(f ◦ Lg)(x) = f(gx) = f(g)f(x) = (Lf(g) ◦ f)(x)

だから、

dfg(Xg) = d(f ◦ Lg)e(Xe) = d(Lf(g) ◦ f)(Xe)

= (dLf(g))e ◦ dfe(Xe) = df(X)f(g).

よってX,Y ∈ gに対して

dfg(Xg) = df(X)f(g), dfg(Yg) = df(Y )f(g) (g ∈ G)

が成り立つので Lieブラケット積と微分写像の関係を使うと

dfg([X,Y ]g) = [df(X), df(Y )]f(g) (g ∈ G)

となる。特に
dfe([X, Y ]e) = [df(X), df(Y )]e

が成立し、定理 1.1.9より [df(X), df(Y )]はH上の左不変ベクトル場だから、

df([X, Y ]) = [df(X), df(Y )].

したがって df : g → hは Lie環の準同型になる。
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定義 1.6.3 Lie群の準同型写像 f : G → Hに対して、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → h

を fの微分と呼ぶ。この用語を使うと定理 1.6.2はLie群の準同型写像の微分はLie

環の準同型写像になると言い換えることができる。

命題 1.6.4 A,B,Cを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, b, cとおく。Aの
恒等写像の微分は aの恒等写像である。また f : A → B, g : B → C を Lie群の準
同型写像とすると、d(g ◦ f) = dg ◦ df : a → c が成り立つ。

証明

d(idA) = α−1
A ◦ d(idA)e ◦ αA = α−1

A ◦ idTe(A) ◦ αA = id

d(g ◦ f) = α−1
C ◦ d(g ◦ f)e ◦ αA = α−1

C ◦ dge ◦ dfe ◦ αA

= α−1
C ◦ dge ◦ αB ◦ α−1

B ◦ dfe ◦ αA = dg ◦ df

系 1.6.5 A,Bを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, bとおく。f : A → B

を Lie群の同型写像とすると、df : a → bは Lie環の同型写像になる。

証明
df ◦ d(f−1) = d(f ◦ f−1) = d(idB) = id

同様にして d(f−1) ◦ df = idとなり d(f−1) = df−1。したがって df は Lie環の同型
写像になる。

命題 1.6.6 G,HをLie群とし、これらのLie環をそれぞれg , hとおく。f : G → H

を Lie群の準同型写像とすると、

f(exp X) = exp(df(X)) (X ∈ g)

が成り立つ。ただし、左辺の expはGの指数写像で右辺の expはHの指数写像で
ある。

証明 Lie群の準同型写像の合成は Lie群の準同型写像になるので (命題 1.6.1)、
t 7→ f(exp tX)はHの一径数部分群になる。定理 1.4.4よりあるY ∈ hが存在して、

f(exp tX) = exp tY (t ∈ R)

となる。t = 0で両辺を微分すると、

(左辺) =
d

dt
f(exp tX)

∣∣∣∣
t=0

= dfe(Xe)

(右辺) =
d

dt
exp tY

∣∣∣∣
t=0

= Ye.

したがって、dfe(Xe) = Yeとなりdf(X) = Y。これより、f(exp tX) = exp(tdf(X))

が成り立つ。特に t = 1とすると、f(exp X) = exp(df(X))。
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定義 1.6.7 Lie群Gと有限次元ベクトル空間 V に対して、GからGL(V )への Lie

群の準同型写像をGの表現と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 V に対して、gから
gl(V )への Lie環の準同型写像を gの表現と呼ぶ。

命題 1.6.8 Lie環 gの元X に対して ad(X)(Y ) = [X, Y ], Y ∈ gとして ad(X) ∈
gl(g)を定めると ad : g → gl(g) は Lie環の表現になる。

証明 X,Y, Z ∈ gに対して

[ad(X), ad(Y )](Z)

= ad(X)ad(Y )(Z) − ad(Y )ad(X)(Z) = [X, [Y, Z]] − [Y, [X,Z]]

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] = −[Z, [X,Y ]] (Jacobi律)

= ad([X, Y ])(Z)

となるので [ad(X), ad(Y )] = ad([X, Y ])が成り立ち、adは Lie環の表現になる。

定義 1.6.9 Lie環 gに対して定まる表現 ad : g → gl(g) を gの随伴表現と呼ぶ。

定理 1.6.10 Lie群Gの元 gに対してAd(g) = d(Lg ◦Rg−1)とおく。GのLie環を g

とすると、Ad(g) ∈ GL(g)となり g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g)

が成り立つ。さらに、Ad : G → GL(g) は Lie群の表現になりAdの微分は gの随
伴表現に一致する。

証明 Lg ◦ Rg−1 はGの自己同型写像だから、系 1.6.5よりAd(g)は gの自己同
型写像になる。特にAd(g) ∈ GL(g)となる。命題 1.6.6より

g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g)

が成り立つ。命題 1.6.4を使うと g, h ∈ Gに対して

Ad(gh) = d(Lgh ◦ R(gh)−1) = d(Lg ◦ Lh ◦ Rg−1 ◦ Rh−1)

= d(Lg ◦ Rg−1 ◦ Lh ◦ Rh−1) = d(Lg ◦ Rg−1) ◦ d(Lh ◦ Rh−1)

= Ad(g) ◦ Ad(h)

となるのでAd : G → GL(g)は群の準同型写像である。
次に Ad が C∞ 級写像になることを示そう。GL(g) における座標は g の基底

X1, . . . , Xn とその双対基底 θ1, . . . , θn を使って GL(g) → R; u 7→ θi(u(Xj)) と
表すことができる。したがってG → R; g 7→ θi(ad(g)(Xj)) が C∞級関数になる
ことを示せばよい。定理 1.1.9の証明と同様、

θi(Ad(g)(Xj)) = θi(α
−1
G ◦ dLg ◦ dRg−1 ◦ αG(Xj))
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は gに関するC∞級関数になる。
最後に Ad の微分が g の随伴表現に一致することを示そう。命題 1.5.7 より、

X, Y ∈ g, f ∈ C∞(G), g ∈ Gに対して

([X, Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=t=0

=
∂

∂s

(
∂

∂t
f(g exp(Ad(exp sX)tY ))

∣∣∣∣
t=0

)∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂s
((Ad(exp sX)Y )f(g))

∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂s
((Ad(exp sX)Y ))

∣∣∣∣
s=0

f(g)

したがって
d

ds
Ad(exp sX)Y

∣∣∣∣
s=0

= [X, Y ] = ad(X)(Y )

となり
d

ds
Ad(exp sX)

∣∣∣∣
s=0

= ad(X)

が成り立つので、Adの微分は adになる。

定義 1.6.11 Lie群 Gに対して定まる表現 Ad : G → GL(V ) を Gの随伴表現と
呼ぶ。

例 1.6.12 有限次元ベクトル空間 V に対する一般線形群 GL(V )の随伴表現を求
めてみよう。例 1.5.2より、GL(V )の指数写像は線形変換の指数関数に一致する。
g ∈ GL(V ), X ∈ gl(V )に対して

Ad(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.

1.7 接束Lie群
定理 1.7.1 Gを Lie群とする。Gの群演算を

µ : G × G → G ; (g, h) 7→ gh

で表すと、µは接ベクトル束の間の写像

dµ : T (G × G) → TG

を誘導する。ここで T (G × G)は自然に TG × TGと同型になるので、

dµ : TG × TG → TG
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とみなすことができる。同様に逆元を対応させる写像を

ν : G → G ; g 7→ g−1

で表すことにすると、νは接ベクトル束の間の写像

dν : TG → TG

を誘導する。この dµと dνにより TGは Lie群になり、Gの単位元 eにおける接ベ
クトル 0eが TGの単位元になる。

証明 TGの元 u, v, wに対してGの曲線 a, b, cを

u =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

a(t), v =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

b(t), w =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

c (t)

となるようにとる。

(u · v) · w = dµ(dµ(u, v), w)

= dµ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

a(t)b(t),
d

dt

∣∣∣∣
t=0

c (t)

)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(a(t)b(t))c (t)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

a(t)(b(t)c (t))

= dµ(u, dµ(v, w))

= u · (v · w)

となるので、dµの定める演算は結合律を満たす。恒等的にGの単位元 eに値を持
つ曲線の速度ベクトル 0eは、この演算の単位元になる。
次に

u · dν(u) = dµ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

a(t),
d

dt

∣∣∣∣
t=0

a(t)−1

)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

a(t)a(t)−1

= 0e

となるので、dν(u)は uの逆元になる。以上で TGがLie群になることがわかった。

定義 1.7.2 Lie群Gの接ベクトル束 TGに定理 1.7.1で定めた Lie群の構造を入れ
たものを、Gの接束Lie群と呼ぶことにする。
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Gの単位元 eにおける接ベクトル空間をGの Lie環 gと同一視する。このとき、
TGの単位元 0eにおける接ベクトル空間は

T0e(TG) ∼= TeG × T0g ∼= g × g

となる。以後この同型によって TGの 0eにおける接ベクトル空間と g × gとを同
一視する。

Gと TGの指数写像をそれぞれ expと expT で表す。

命題 1.7.3 (x, y) ∈ g × gに対して

expT (x, y) = (d exp)xy

が成り立つ。

証明 まず s 7→ (d exp)sxsyが TGの一径数部分群であることを示す。a, b ∈ R

に対して

((d exp)axay) · ((d exp)bxby)

=

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(ax + tay)

)
·
(

d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(bx + tby)

)

= dµ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(ax + tay),
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(bx + tby)

)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

µ(exp(ax + tay), exp(bx + tby))

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(ax + tay) exp(bx + tby)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp((a + b)x + t(a + b)y)

= (d exp)(a+b)x(a + b)y.

次に
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(d exp)txty = (x, 0) + (0, y) = (x, y)

となるので、expT s(x, y) = (d exp)sxsyがわかる。したがってexpT (x, y) = (d exp)xy

となる。

補題 1.7.4 ug ∈ TgGと vh ∈ ThGに対して

ug · vh = (dRh)gug + (dLg)hvh

が成り立つ。
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証明

ug · vh = dµ(g,h)(ug, vh)

= dµ(g,h)(ug, 0h) + dµ(g,h)(0g, vh)

= (dRh)gug + (dLg)hvh

Lie群の接ベクトル束は自明になる。実際

ιR : G × g → TG ; (g, u) 7→ dRgu

によって写像 ιRを定めると、ιRは微分同型写像になる。したがって ιRからG× g

に Lie群構造が定まる。その Lie群を G ×R gで表し、元を (g, u)Rで表すことに
する。

命題 1.7.5 (g, u)R, (h, v)R ∈ G ×R gに対して

(g, u)R · (h, v)R = (gh, u + Ad(g)v)R

が成り立つ。

証明 ιR通して補題 1.7.4を使って計算すればよい。

ιR((g, u)R · (h, v)R) = dRgu · dRhv

= (dRh)gdRgu + (dLg)hdRhv

= dRghu + (dRh)gdLgv

= dRghu + dRghAd(g)v

= dRgh(u + Ad(g)v)

= ιR(gh, u + Ad(g)v)R

となるので、
(g, u)R · (h, v)R = (gh, u + Ad(g)v)R

が成り立つ。

ιRと同様に
ιL : G × g → TG ; (g, u) 7→ dLgu

によって写像 ιLを定めると、ιLは微分同型写像になる。したがって ιLからG× g

に Lie群構造が定まる。その Lie群をG×L gで表し、元を (g, u)Lで表すことにす
る。次の命題 1.7.6は後で使うわけではないが、命題 1.7.5に対応している。



24 第 1章 Lie群と Lie環

命題 1.7.6 (g, u)L, (h, v)L ∈ G ×L gに対して

(g, u)L · (h, v)L = (gh, Ad(h)−1u + v)L

が成り立つ。

証明 ιL通して補題 1.7.4を使って計算すればよい。

ιL((g, u)L · (h, v)L) = dLgu · dLhv

= (dRh)gdLgu + (dLg)hdLhv

= (dLg)hdRhu + dLghv

= dLghAd(h)−1u + dLghv

= dLgh(Ad(h)−1u + v)

となるので、
(g, u)L · (h, v)L = (gh, Ad(h)−1u + v)L

が成り立つ。

G ×R gの指数写像を expRで表す。

p : G ×R g → G ; (g, u)R 7→ g

とおく。

補題 1.7.7 pは Lie群の準同型写像になり、p ◦ expR = exp ◦dpが成り立つ。

証明 命題 1.7.5より、pは Lie群の準同型写像になる。よって命題 1.6.6より
p ◦ expR = exp ◦dpが成り立つ。

G ×R gの指数写像 expRをさらに詳しく調べるためにアファイン変換群を導入
する。有限次元実ベクトル空間 V に対して、V 上のアファイン変換の全体をA(V )

で表す。

A(V ) =

{[
P v

0 1

] ∣∣∣∣∣ P ∈ GL(V ), v ∈ V

}

とみなす。x ∈ V に対して[
P v

0 1

][
x

1

]
=

[
Px + v

1

]

によって V への作用を定めることにより、A(V )を V 上のアファイン変換の全体
とみなすことができる。A(V )の指数写像を expAとおき、これを求めてみよう。
A(V )の Lie環 a(V )は

a(V ) =

{[
X v

0 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ gl(V ), v ∈ V

}

となる。
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補題 1.7.8 A(V )の指数写像 expAは次の式で与えられる。

expA

[
X v

0 0

]
=




eX

∞∑

k=1

1

k!
Xk−1v

0 1




([
X v

0 0

]
∈ a(V )

)
.

証明 各自然数 kに対して
[

X v

0 0

]k

=

[
Xk Xk−1v

0 0

]

が成り立つことは
[

X v

0 0

]k [
X v

0 0

]
=

[
Xk+1 Xkv

0 0

]

となることからわかる。したがって

expA

[
X v

0 0

]
=

∞∑

k=0

1

k!

[
X v

0 0

]k

=

[
1 0

0 1

]
+

∞∑

k=1

1

k!

[
Xk Xk−1v

0 0

]

=




eX

∞∑

k=1

1

k!
Xk−1v

0 1




となる。

補題 1.7.9 G ×R gからA(g)への写像 ρRを

ρR(g, u)R =

[
Ad(g) u

0 1

]
((g, u)R ∈ G ×R g)

で定めると、ρRは Lie群の準同型写像になる。

証明 命題 1.7.5より

(g, u)R · (h, v)R = (gh, u + Ad(g)v)R.

他方 [
Ad(g) u

0 1

][
Ad(h) v

0 1

]
=

[
Ad(gh) u + Ad(g)v

0 1

]

となるので、ρRは準同型写像になる。
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定理 1.7.10 G ×R gの指数写像 expRは次で与えられる。

expR(x, y) =

(
exp x,

∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

R

((x, y) ∈ g × g).

証明 補題 1.7.7より、expR(x, y)の第一成分は exp xになる。次に補題 1.7.8と
補題 1.7.9より

ρR expR(x, y) = expA dρR(x, y)

= expA

[
adx y

0 0

]

=




eadx

∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

0 1




となり、expR(x, y)の第二成分は
∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1yになる。したがって

expR(x, y) =

(
exp x,

∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

R

となる。

定理 1.7.11 x, y ∈ gに対して

(d exp)xy = dRexp x

(
∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

が成り立つ。

証明 命題 1.7.3と定理 1.7.10より

(d exp)xy = expT (x, y)

= expT dιR(x, y)

= ιR(expR(x, y))

= ιR

(
exp x,

∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

= dRexp x

(
∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

が成り立つ。
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補題 1.7.12 次の収束冪級数の等式が成り立つ。

e−t

∞∑

k=1

1

k!
tk−1 =

∞∑

k=1

1

k!
(−t)k−1 (t ∈ R).

証明 任意の t ∈ Rに対して

e−t

∞∑

k=1

1

k!
tk−1 = e−t e

t − 1

t
=

1 − e−t

t
=

∞∑

k=1

1

k!
(−t)k−1

が成り立つ。

定理 1.7.13 x, y ∈ gに対して

(d exp)xy = dLexp x

(
∞∑

k=1

1

k!
(−adx)k−1y

)

が成り立つ。

証明 定理 1.7.11と補題 1.7.12より

(d exp)xy = dRexp x

(
∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

= dLexp xAd(exp x)−1

(
∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

= dLexp x

(
e−adx

∞∑

k=1

1

k!
(adx)k−1y

)

= dLexp x

(
∞∑

k=1

1

k!
(−adx)k−1y

)
.

が成り立つ。

1.8 閉Lie部分群
定義 1.8.1 Lie群Hが Lie群GのLie部分群であるとは、HがGの部分多様体で
あり同時にHがGの部分群であることをいう。

補題 1.8.2 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。Gの Lie部分群H の包含写
像を ι : H → Gとすると dι : h → dι(h)は Lie環の同型写像になる。
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証明 ιの微分 dι : h → gは定理 1.6.2より Lie環の準同型写像になり、H がG

の部分多様体であることから単射になる。したがって dι : h → dι(h)は Lie環の同
型写像になる。

定義 1.8.3 補題 1.8.2において、dι(h)を Lie部分群H に対応する Lie部分環 と
呼ぶ。今後、dιによって hと dι(h)を同一視する。

命題 1.8.4 Gを Lie群とし、HをGの Lie部分群とする。G,Hの Lie環をそれぞ
れ g, hとし、指数写像を expG, expHとする。このときX ∈ hに対して expG(X) =

expH(X)が成り立つ。

証明 包含写像を ι : H → Gとすると ιはLie群の準同型写像になる。命題 1.6.6

よりX ∈ hに対して ι(expH(X)) = expG(dι(X)) が成り立つ。ιと dιによる同一
視をすると expG(X) = expH(X)。

補題 1.8.5 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。g = a + bを gの直和分解と
する。ϕ(X, Y ) = exp(X) exp(Y )によって C∞級写像 ϕ : a × b → G を定めると
a, bにおける 0の開近傍U, V とGにおける eの開近傍W が存在しϕはU × V と
W の間の微分同型を与える。

証明 (X,Y ) ∈ a × bに対して

dϕ0(X + Y ) =
d

dt
exp(tX) exp(tY )

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
exp(tX))

∣∣∣∣
t=0

+
d

dt
exp(tY )

∣∣∣∣
t=0

= Xe + Ye = α(X + Y )

となるので dϕ0 = α : g → Te(G) が成り立ち定理 1.1.9より dϕ0は線形同型写像で
ある。逆関数定理を使うと、a, bにおける 0の開近傍U, V とGにおける eの開近
傍W が存在し ϕは U × V とW の間の微分同型を与えることがわかる。

定理 1.8.6 Gを Lie群としH をGの部分群とする。H がGの閉集合ならば、H

は相対位相に関して Lie部分群になる。

証明 g上のノルム | |を 1つとっておく。

S =

{
X ∈ g

∣∣∣∣Xn ∈ g − {0}, exp Xn ∈ H, lim
n→∞

Xn = 0, lim
n→∞

Xn

|Xn|
= X

}

とおく。まず X ∈ S に対して exp tX ∈ H (t ∈ R) が成り立つことを示そう。
Xn ∈ g − {0}, exp Xn ∈ H, lim

n→∞
Xn = 0, lim

n→∞
Xn

|Xn| = X としておく。t ∈ Rに
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対して t = mn|Xn| + rn, 0 ≤ rn < |Xn|となる整数mnと実数 rnをとる。すると
lim

n→∞
Xn = 0だから lim

n→∞
rn = 0となって lim

n→∞
mn|Xn| = t。したがって

tX = lim
n→∞

mn|Xn| lim
n→∞

Xn

|Xn|
= lim

n→∞
mnXn.

expは連続だから

exp tX = lim
n→∞

exp mnXn = lim
n→∞

(exp Xn)mn ∈ H (Hは閉集合).

次に h = {tX|t ∈ R, X ∈ S}とおいて hが gの部分ベクトル空間になることを示
す。そのためには hが加法について閉じていることを示せば十分。X,Y ∈ h−{0}
とすると exp tX, exp tY ∈ H (t ∈ R)。曲線 t 7→ exp tX exp tY は t = 0で eを通り
像はHに含まれている。定理 1.5.5より、expは gにおける 0のある開近傍とGに
おける eのある開近傍の間の微分同型写像を与えるので、0を含むある開区間 Iで
定義された gの曲線 c : I → gが存在し c(0) = 0, exp(c(t)) = exp tX exp tY (t ∈ I)

となる。この両辺を t = 0で微分すると

α

(
dc

dt
(0)

)
= Xe + Ye = α(X + Y )

となる。定理 1.1.9より dc
dt

(0) = X + Y。したがって lim
t→0

c(t)
t

= X + Y。十分大き

い nに対しては 1
n
∈ Iとなるので Zn = c( 1

n
)とおくとZn 6= 0で

exp Zn = exp

(
c

(
1

n

))
∈ H,

lim
n→∞

Zn = lim
n→∞

c

(
1

n

)
= c(0) = 0,

lim
n→∞

Zn

|Zn|
= lim

n→∞

c
(

1
n

)
∣∣c

(
1
n

)∣∣ = lim
n→∞

c
(

1
n

)
1
n

∣∣∣∣∣
1
n

c
(

1
n

)
∣∣∣∣∣ =

X + Y

|X + Y |

が成り立つ。したがって X+Y
|X+Y | ∈ SとなりX + Y ∈ h。これで hが gの部分ベクト

ル空間であることがわかった。
H の位相は相対位相を考えることにし、H に Gの部分多様体になるような多

様体構造が存在することを示そう。gにおける hの補空間 h′を 1つとり直和分解:

g = h+h′をつくると、補題 1.8.5より、h, h′における 0の開近傍U, V とGにおけ
る eの開近傍W が存在しϕ : h× h′ → G; (X, Y ) 7→ exp(X) exp(Y ) はU ×V とW

の間の微分同型を与える。hにおける 0の近傍Nをとると exp(N)はHにおける e

の近傍になることを示す。exp(N)がHにおける eの近傍にならないと仮定して矛
盾を導こう。系 1.2.2と命題 1.2.3より、Gの単位元の連結成分は可算開基を持つ
ので、特に eは可算基本近傍系を持つ。したがって、eに収束する点列 gnが存在し
gn ∈ H, gn /∈ exp(N)を満たす。U ⊂ N, gn ∈ W となるようにUと gnをとりなお
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すと、Xn ∈ U, Yn ∈ V が存在し gn = exp Xn exp Ynを満たす。gn /∈ exp(N)だか
ら Yn 6= 0。 Yn

|Yn|のノルムは 1だから部分列をとりなおすことにより Yn

|Yn|は収束列に
なる。X = lim

n→∞
Yn

|Yn| ∈ h′とおく。exp Yn = (exp Xn)−1gn ∈ H, lim
n→∞

Yn = 0 が成り

立つのでX ∈ S ⊂ hとなり矛盾。特に exp(U)はHにおける eの開近傍になる。h

の基底X1, . . . , Xkをとり x ∈ exp(U)に対して exp−1(x) =
k∑

i=1

xi(x)Xiとおく。H

はGの部分群だから各 h ∈ Hに対してLh(exp(U)) ⊂ Hとなり {(Lh(exp(U)); x1 ◦
L−1

h , . . . , xk ◦L−1
h )}h∈HはHに多様体の構造を与える。さらにこの多様体構造に関

してHはGの部分多様体になっている。
上で定めた多様体構造に関して H が Lie群であることを示す。τ : G × G →

G; (g, h) 7→ gh−1とすると、τ は連続写像でH の位相は相対位相だから τ のH へ
の制限 τH : H × H → Hも連続になる。(h1, h2) ∈ H × Hに対して、逆関数定理
を使うと、τH(h1, h2) = h1h

−1
2 を含むGの局所座標近傍 (W ; x1, . . . , xn)が存在し

V = {z ∈ W |xi(z) = 0 (k + 1 ≤ i ≤ n)}

はHにおける h1h
−1
2 の開近傍になり、x1, . . . , xkのそこへの制限はHの局所座標

系になることがわかる。τHはHの位相に関して連続だから (h1, h2)のH ×Hにお
ける開近傍 U が存在し τH(U) ⊂ V となる。U → W ; (x, y) 7→ xy−1は C∞級写像
になるので (x, y) 7→ xi(xy−1)はU上のC∞級関数になる。したがって τH : U → V

はC∞級写像である。これで τHがC∞級写像になることがわかり、Hは Lie群で
ある。以上よりHはGの Lie部分群である。

定義 1.8.7 定理 1.8.6より、Lie群の閉部分群は相対位相に関して Lie部分群にな
るので、このLie部分群の構造を持っている閉部分群を閉Lie部分群と呼ぶことに
する。

命題 1.8.8 Lie群Gとその Lie部分群Hの Lie環をそれぞれ g, hとおくと

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7→ exp tXはHの位相に関して連続 }

が成り立つ。Hが閉 Lie部分群の場合は

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)}

が成り立つ。

証明

h′ = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7→ exp tXはHの位相に関して連続 }

とおいておく。h ⊂ h′は補題 1.8.2と定義 1.8.3よりわかる。X ∈ h′, s ∈ Rに対し
て、exp sXを含むGの局所座標近傍 (W ; x1, . . . , xn)が存在し

V = {z ∈ W |xi(z) = 0 (k + 1 ≤ i ≤ n)}
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はH における exp sX の開近傍になり、x1, . . . , xk のそこへの制限はH の局所座
標系になる。t 7→ exp tX はH の位相に関して連続だから sを含む開区間 I が存
在し exp tX ∈ V (t ∈ I)となる。I → W ; t 7→ exp tX は C∞級写像になるので
t 7→ xi(exp tX)は I 上の C∞級関数になる。したがって t 7→ exp tX はH の多様
体構造に関してC∞級写像である。これでX ∈ hがわかり、h′ ⊂ hである。以上
より h = h′である。さらにHが閉 Lie部分群の場合はHの位相は相対位相だから
X ∈ gが exp tX ∈ H(t ∈ R)を満たせば t 7→ exp tX はH の位相に関して連続に
なり h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)} が成り立つ。

系 1.8.9 Lie群Gの閉 Lie部分群H,Kの Lie環をそれぞれ h, kとおくとH ∩Kは
Gの閉 Lie部分群になりその Lie環は h ∩ kである。

定義 1.8.10 一般線形群の閉 Lie部分群を線形Lie群と呼ぶ。

例 1.8.11 Gを一般線形群GL(V )の閉Lie部分群とし、GのLie環を gとおく。例
1.5.2よりGL(V )の指数写像は指数関数になるので、X ∈ gに対して expG(X) = eX

が成り立つ。さらに g ∈ G, X ∈ gに対して

AdG(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.

1.9 線形Lie群
補題 1.9.1 Lie環 gの表現 ρ : g → gl(V )と v ∈ V に対して h = {X ∈ g | ρ(X)v =

0} とおくと hは gの Lie部分環になる。

証明 a, b ∈ R, X, Y ∈ hに対して

ρ(aX + bY )v = aρ(X)v + bρ(Y )v = 0,

ρ([X, Y ])v = ρ(X)ρ(Y )v − ρ(Y )ρ(X)v = 0

だから aX + bY, [X, Y ] ∈ hとなり hは gの Lie部分環である。

補題 1.9.2 Lie群Gの表現 ρ : G → GL(V )と v ∈ V に対して

H = {g ∈ G | ρ(g)v = v}

とおくとHはGの閉 Lie部分群になる。hをHの Lie環とすると

h = {X ∈ g | dρ(X)v = 0}

が成り立つ。
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証明 g, h ∈ H に対して ρ(gh−1)v = ρ(g)ρ(h−1)v = vだから gh−1 ∈ H とな
りH はGの部分群である。次に ρ : G → GL(V )は C∞級写像だから ρv : G →
V ; g 7→ ρ(g)v とおくと ρvもC∞級写像になる。よってH = ρ−1

v (v)はGの閉集合
である。したがってHはGの閉 Lie部分群である (定理 1.8.6と定義 1.8.7)。
命題 1.8.8より、X ∈ hをとると、任意の t ∈ Rに対して exp tX ∈ Hとなるの

で ρ(exp tX)v = v。両辺を t = 0で微分し命題 1.6.6を使うと

0 =
d

dt
ρ(exp tX)v

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etdρ(X)v

∣∣∣∣
t=0

= dρ(X)v.

逆に dρ(X)v = 0となるX ∈ gをとると任意の t ∈ Rに対して

ρ(exp tX)v = exp(tdρ(X))v =
∞∑

n=0

1

n!
(tdρ(X))nv = v

だから exp tX ∈ Hとなり命題 1.8.8よりX ∈ h。

補題 1.9.3 有限次元実ベクトル空間V に対してdet : GL(V ) → GL(R) = R−{0}
はGL(V )の表現になり、detの微分は tr : gl(V ) → gl(R) = R である。

証明 行列式の性質より det : GL(V ) → GL(R) = R− {0} はGL(V )の表現に
なる。X ∈ gl(V )に対してX : V → V の固有値を λi (1 ≤ i ≤ k)とし、各固有値
の重複度を piとすると、例 1.4.6より、

det(etX) =
k∏

i=1

(eλit)pi =
k∏

i=1

epiλit.

したがって、

d

dt
det(etX)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

k∏

i=1

epiλit

∣∣∣∣∣
t=0

=
k∑

i=1

piλi = tr(X)

となり、detの微分は trになる。

定義 1.9.4 V を有限次元実ベクトル空間とし、SL(V ) = {g ∈ GL(V ) | det g = 1}
と表すと、補題 1.9.2と補題 1.9.3より SL(V )は線形 Lie群になる。SL(V )を特殊
線形群と呼ぶ。SL(V )の Lie環を sl(V )で表すと、補題 1.9.2と補題 1.9.3より

sl(V ) = {X ∈ gl(V ) | trX = 0}

となる。Rnにおける特殊線形群とその Lie環を SL(n,R), sl(n,R)とも書く。
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命題 1.9.5 V を有限次元ベクトル空間としA : V × V → R を双線形写像とする。

G = {g ∈ GL(V ) | A(gu, gv) = A(u, v) (u, v ∈ V )}

とおくとGは線形 Lie群になる。gをGの Lie環とすると

g = {X ∈ gl(V ) | A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

が成り立つ。

証明 V ×V からRへの双線形写像の全体をM2(V,R)で表す。b, c ∈ R, B, C ∈
M2(V,R)に対して (bB + cC)(u, v) = bB(u, v) + cC(u, v) (u, v ∈ V ) によって
bB + cC ∈ M2(V,R)を定めるとこの演算によってM2(V,R)はベクトル空間にな
る。g ∈ GL(V ), B ∈ M2(V,R)に対して

(ρ(g)B)(u, v) = B(g−1u, g−1v) (u, v ∈ V )

としてρ(g)B ∈ M2(V,R)を定めるとρ(g) ∈ GL(M2(V,R))。g, h ∈ GL(V ), u, v ∈
V について

(ρ(gh)B)(u, v) = B((gh)−1u, (gh)−1v) = B(h−1g−1u, h−1g−1v)

= (ρ(h)B)(g−1u, g−1v) = (ρ(g)(ρ(h)B))(u, v)

だから ρ(gh) = ρ(g)ρ(h)となり ρ : GL(V ) → GL(M2(V,R))は群の準同型写像で
ある。各 u, v ∈ V, B ∈ M2(V,R)について g 7→ (ρ(g)B)(u, v) は C∞級関数だか
ら ρはC∞級写像になる。したがって ρは Lie群の準同型写像である。ρの定義よ
りG = {g ∈ GL(V )|ρ(g)A = A}。補題 1.9.2を適用するとGは線形 Lie群になる。

GのLie環を求めるためにρの微分を計算する。X ∈ gl(V ), B ∈ M2(V,R), u, v ∈
V について

(dρ(X)B)(u, v) =
d

dt
(ρ(etX)B)(u, v)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
B(e−tXu, e−tXv)

∣∣∣∣
t=0

= −B(Xu, v) − B(u,Xv)

だから補題 1.9.2より

g = {X ∈ gl(V ) | dρ(X)A = 0}
= {X ∈ gl(V ) | A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}.

定義 1.9.6 V を有限次元ベクトル空間としAを V 上の正定値内積とする。V のA

に関する直交変換の全体をO(V ) = O(V ; A)で表すと命題 1.9.5よりO(V )は線形
Lie群になる。O(V )を直交群と呼ぶ。O(V )の Lie環を o(V ) = o(V ; A)で表すと
命題 1.9.5より

o(V ) = {X ∈ gl(V ) | A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

となる。Rnの標準内積に関する直交群とその Lie環をO(n), o(n)とも書く。
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注意 1.9.7 O(n)は n次直交行列の全体であり o(n)は n次交代行列の全体である。

定義 1.9.8 V を有限次元ベクトル空間としAを V 上の正定値内積とする。

SO(V ) = SO(V ; A) = SL(V ) ∩ O(V ; A)

と表すと、系 1.8.9より SO(V )は線形 Lie群になる。SO(V )を回転群または特殊
直交群と呼ぶ。SO(V )のLie環を so(V ) = so(V ; A)で表すと系 1.8.9より so(V ) =

sl(V )∩o(V ) = o(V )となる。Rnの標準内積に関する回転群とそのLie環をSO(n), so(n)

とも書く。

定義 1.9.9 V を有限次元複素ベクトル空間とし、I : V → V ; v 7→
√
−1vとする。

V の実正則線形変換の全体をGLR(V )、その Lie環を glR(V )で表す。例 1.6.12よ
り g ∈ GLR(V )に対して Ad(g)I = gIg−1 だから V の複素正則線形変換の全体
GLC(V )は

{g ∈ GLR(V ) | Ad(g)I = I}

に一致し、系 1.8.9 より線形 Lie 群になる。GLC(V ) を複素一般線形群と呼ぶ。
GLC(V )の Lie環を glC(V )で表す。定理 1.6.10より

dAd(X)T = ad(X)(T ) = XT − TX (X, T ∈ glR(V ))

だから、

GLC(V ) = {g ∈ GLR(V ) | gI = Ig},
glC(V ) = {X ∈ glR(V ) | XI = IX}

となっている。glC(V )は V の複素線形変換の全体である。GLC(Cn), glC(Cn)は
GL(n,C), gl(n,C)とも書く。

定義 1.9.10 Lie群Gと複素有限次元ベクトル空間 V に対して、GからGLC(V )

への Lie群の準同型写像をGの複素表現 と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 V に対
して、gから glC(V )への Lie環の準同型写像を gの複素表現と呼ぶ。

命題 1.9.11 Lie群Gの複素表現の微分は、Gの Lie環 gの複素表現になる。

証明 ρ : G → GLC(V )をGの複素表現とし、Iを V の複素構造とする。命題
1.6.6より、X ∈ gに対して

I exp(tdρ(X))I−1 = Iρ(exp tX)I−1 = ρ(exp tX) = exp(tdρ(X))

が成り立つ。両辺を t = 0で微分すると

Idρ(X)I−1 = dρ(X)

となり、dρ(X) ∈ glC(V )。したがって、dρ : g → glC(V )は gの複素表現になる。
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補題 1.9.12 複素有限次元実ベクトル空間V に対してdetC : GLC(V ) → GLC(C) =

C−{0}はGLC(V )の複素表現になり、detCの微分は trC : glC(V ) → glC(C) = C

である。

証明 補題 1.9.3と同様に証明することができる。

定義 1.9.13 V を有限次元複素ベクトル空間とし detCで複素行列式を表す。

SLC(V ) = {g ∈ GLC(V ) | detCg = 1}

と表すと補題 1.9.2と補題 1.9.3より、SLC(V )は線形 Lie群になる。SLC(V )を複
素特殊線形群と呼ぶ。SLC(V )の Lie環を slC(V )で表すと補題 1.9.2と補題 1.9.3

より、
slC(V ) = {X ∈ glC(V ) | trCX = 0}

となる。Cnにおける複素特殊線形群とその Lie環を SL(n,C), sl(n,C)とも書く。

定義 1.9.14 V を有限次元複素ベクトル空間としAを V 上の正定値Hermite内積
とする。V の Aに関するユニタリ変換の全体を U(V ) = U(V ; A)で表すと命題
1.9.5より U(V )は線形 Lie群になる。U(V )をユニタリ群と呼ぶ。U(V )の Lie環
を u(V ) = u(V ; A)で表すと命題 1.9.5より

u(V ) = {X ∈ glC(V ) | A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

となる。Cnの標準Hermite内積に関するユニタリ群とその Lie環をU(n), u(n)と
も書く。

注意 1.9.15 U(n)はn次ユニタリ行列の全体であり u(n)はn次交代Hermite行列
の全体である。

定義 1.9.16 V を有限次元複素ベクトル空間としAを V 上の正定値Hermite内積
とする。SU(V ) = SU(V ; A) = SLC(V )∩U(V ; A)と表すと系 1.8.9よりSU(V )は
線形 Lie群になる。SU(V )を特殊ユニタリ群と呼ぶ。SU(V )の Lie環を su(V ) =

su(V ; A)で表すと系 1.8.9より su(V ) = slC(V )∩ u(V ) となる。Cnの標準Hermite

内積に関する特殊ユニタリ群とその Lie環を SU(n), su(n)とも書く。

1.10 Lie部分群とLie部分環
定理 1.10.1 Lie群Gの Lie環を gとする。gの Lie部分環 hに対してGの連結な
Lie部分群で対応する Lie部分環が hになるものが一意に存在する。
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証明 dimh = kとしておく。各 g ∈ Gに対して Hg = d(Lg)e(α(h))とおくと、
Hgは Tg(G)の k次元部分ベクトル空間になる。g ∈ Gに対してHgを対応させる対
応HがG上のk次元分布になることを示す。gの基底X1, . . . , XnをX1, . . . , Xk ∈ h

となるようにとる。各XiはG上の左不変ベクトル場だから 1 ≤ i ≤ kに対して
(Xi)g ∈ Hg(g ∈ G)が成り立ち、HはG上の k次元分布である。X,Y をHに属す

るベクトル場とすると、fi, gi ∈ C∞(G)が存在しX =
k∑

i=1

fiXi, Y =
k∑

i=1

giXi と書

ける。f ∈ C∞(G)に対して、

[X, Y ](f) =
k∑

i,j=1

[fiXi, gjXj](f) =
k∑

i,j=1

{fiXi(gjXj(f)) − gjXj(fiXi(f))}

=
k∑

i,j=1

{fi(Xigj)(Xjf) + figjXiXjf − gj(Xjfi)(Xif) − gjfiXjXif}

=
k∑

i,j=1

{fi(Xigj)Xj − gj(Xjfi)Xi + figj[Xi, Xj]}(f)

となるので、

[X, Y ] =
k∑

i,j=1

{fi(Xigj)Xj − gj(Xjfi)Xi + figj[Xi, Xj]}.

hは gの Lie部分環だから [Xi, Xj] ∈ hとなり、[X,Y ]はHに属する。よってHは
G上の完全積分可能な k次元分布である。Frobeniusの定理よりGの単位元 eを含
む Hの極大連結積分多様体H が存在する。g ∈ Gに対して Lg(H)はGの部分多
様体になり各 x ∈ Hについて

Tgx(Lg(H)) = d(Lg)xTx(H) = d(Lg)xHx = d(Lg)xd(Lx)e(α(h))

= d(Lgx)e(α(h)) = Hgx

が成り立つので Lg(H)は Hの連結積分多様体である。そこで g ∈ H に対して
Lg−1(H)を考えるとLg−1(H)はHの連結積分多様体になりLg−1(H) 3 Lg−1(g) = e。
H の極大性より Lg−1(H) ⊂ H となり、g−1 ∈ Lg−1(H) ⊂ H、すなわち g−1 ∈ H。
また Lg−1(H) ⊂ H に Lg を作用させると H ⊂ Lg(H)となり、H の極大性より
H = Lg(H)が成り立ち、HはGの部分群になる。

HがGの Lie部分群であることを証明しよう。Hは連結だからGの単位元の連
結成分G0に含まれる。命題 1.2.3よりG0は連結Lie群になるので、系 1.2.2より可
算開基を持つ。HはG0の連結部分多様体だから可算開基を持つ。τH : H × H →
G; (g, h) 7→ gh−1 は C∞級写像で、H はGの部分群だから τH(H × H) ⊂ H。H

は可算開基を持つHの積分多様体なので、τH : H ×H → HはC∞級写像である。
したがってHは Lie群になりGの Lie部分群である。Hの構成法よりHに対応す
る Lie部分環は hである。
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最後に一意性を証明する。H ′もGの連結な Lie部分群で対応する Lie部分環が
hになるとする。命題 1.8.4よりH,H ′の指数写像はGの指数写像の制限になる。
定理 1.5.5よりHとH ′は恒等写像によって微分同型になる単位元の開近傍Uを持
つ。したがってH = ∪{Un|n ∈ N} = H ′となり (定理 1.2.1)、HとH ′は集合とし
て一致する。恒等写像 ι : H → H ′は群の同型写像で単位元の開近傍Uにおいて微
分同型を与える。各 h ∈ H に対して Lh−1 ◦ ι = ι ◦ Lh−1 となるので ιは Lh(U)に
おいて微分同型を与える。したがって ι : H → H ′は Lie群の同型写像になる。

系 1.10.2 Lie群Gとその Lie部分群Hの Lie環をそれぞれ g, hとする。各 g ∈ G

に対してHg = d(Lg)e(α(h))とおくと、対応HはG上の完全積分可能な分布にな
る。さらにHはHの積分多様体になっている。

定義 1.10.3 gをLie環とする。gの部分ベクトル空間 hが任意のX ∈ g, Y ∈ hに
対して [X, Y ] ∈ hを満たすとき、hを gのイデアルと呼ぶ。

命題 1.10.4 f : g −→ hを Lie環の準同型写像とすると、kerf は gのイデアルに
なる。

証明 X ∈ g, Y ∈ kerf に対して、f([X, Y ]) = [f(X), f(Y )] = 0。したがって
[X, Y ] ∈ kerf となり、kerf は gのイデアルである。

命題 1.10.5 f : G −→ Hを Lie群の準同型写像とすると、kerf はGの正規閉 Lie

部分群 (正規部分群でかつ閉 Lie部分群)になる。Gの Lie環を gとすると kerf に
対応する gのLie部分環は kerdfで gのイデアルになる。さらにGが連結の場合は
f(G)はHのLie環のLie部分環 df(g)に対応するHの連結Lie部分群に一致する。

証明 f は群の準同型写像だから kerf は Gの正規部分群である。kerf は 1点
の逆像だから、定理 1.8.6より閉 Lie部分群になる。kerf に対応する gの Lie部
分環を hとおくと、命題 1.8.8よりX ∈ gが hの元になるための必要十分条件は
exp tX ∈ kerf (t ∈ R)である。命題 1.6.6より f(exp tX) = exp(tdf(X))だから、
f(exp tX) = e (t ∈ R)の必要十分条件は df(X) = 0となりX ∈ kerdf。したがっ
て h = kerdf。定理 1.6.2より df は Lie環の準同型になり、命題 1.10.4より kerdf

は gのイデアルになる。
Gが連結の場合を考えよう。定理 1.5.5より、exp(g)はGにおける単位元の近傍

になる。また定理 1.2.1よりG = ∪{exp(g)n|n ∈ N}だから

f(G) = f(∪{(exp g)n|n ∈ N})
= ∪{(f(exp g))n|n ∈ N}
= ∪{(exp(df(g)))n|n ∈ N} (命題 1.6.2より)

となり f(G)は df(g)に対応する連結 Lie部分群に一致する。
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例 1.10.6 有限次元実ベクトル空間 V に対して detR : GLR(V ) −→ GLR(R) は
Lie群の準同型写像だから (補題 1.9.3)、SLR(V ) = ker(detR)はGLR(V )の正規閉
Lie部分群になる。SLR(V )に対応する Lie部分環 slR(V )は glR(V )のイデアルに
なる。また有限次元複素ベクトル空間W に対しても detC : GLC(W ) −→ GLC(C)

はLie群の準同型写像だから、SLC(W ) = ker(detC)はGLC(W )の正規閉Lie部分
群になる。SLC(W )に対応する Lie部分環 slC(W )は glC(W )のイデアルになる。

命題 1.10.7 Lie群Gの Lie部分群H が可算個の連結成分を持つとする。GとH

の Lie環をそれぞれ g, hとおくと h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)}が成り立つ。

証明 命題 1.8.8より

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7−→ exp tXはHの位相に関して連続 }

が成り立つので exp tX ∈ H(t ∈ R)となるX ∈ gに対して t 7−→ exp tXがHの位
相に関して連続になることを示せばよい。f : R −→ G; t 7−→ exp tXはC∞級写
像で f(R) ⊂ H。H は可算個の連結成分を持つので、補題 1.2.4よりH は可算開
基を持つ。また系 1.10.2よりHはG上の完全積分可能な分布の積分多様体になっ
ている。したがって、f をHへの写像とみなしても f : R −→ HはC∞級写像に
なる。特にHの位相に関して連続になる。

定理 1.10.8 Gを Lie群としH をその Lie部分群とする。H の連結成分の個数は
可算であるか、またはHは閉 Lie部分群であると仮定する。G,Hの Lie環をそれ
ぞれ g, hとしておく。このとき、HがGの正規部分群ならば hは gのイデアルで
ある。

証明 X ∈ g, Y ∈ hとすると、HはGの正規部分群だから定理 1.6.10を使うと

exp(Ad(exp sX)(tY )) = exp(sX) exp(tY ) exp(sX)−1 ∈ H (s, t ∈ R)

が成り立ち、命題 1.8.8または 1.10.7よりAd(exp sX)Y ∈ hとなる。

d

ds
Ad(exp sX)Y

∣∣∣∣
s=0

= [X, Y ] (定理 1.6.10)

だから [X,Y ] ∈ hとなり、hは gのイデアルになる。

定理 1.10.9 Gを連結 Lie群としH をその連結 Lie部分群とする。G,H の Lie環
をそれぞれ g, hとしておく。このとき、HがGの正規部分群になるための必要十
分条件は hが gのイデアルになることである。
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証明 定理1.10.8よりHがGの正規部分群ならばhはgのイデアルになる。逆に
hが gのイデアルとする。定理 1.5.5よりGにおける単位元の開近傍U と gにおけ
る 0の開近傍V が存在し exp : V −→ Uは微分同型写像になる。さらに exp(V ∩h)

はHにおける単位元の開近傍になる。X ∈ g, Y ∈ hに対して

(exp X)(exp Y )(exp X)−1 = exp(Ad(exp X)Y )

ここで命題 1.6.6をAdに適用すると定理 1.6.10より

Ad(exp X)Y = eadXY =
∞∑

n=0

1

n!
(adX)nY ∈ h

だから (exp X) exp(V ∩ h)(exp X)−1 ⊂ H。したがって定理 1.2.1より

(exp X)H(exp X)−1 =
∞⋃

n=1

(exp X) exp(V ∩ h)n(exp X)−1

=
∞⋃

n=1

((exp X) exp(V ∩ h)(exp X)−1)n ⊂ H

でありG = ∪{Un|n ∈ N}だから任意の g ∈ Gに対して gHg−1 ⊂ Hが成り立つ。
よってHはGの正規部分群である。

定義 1.10.10 gを Lie環とする。

ker(ad) = {X ∈ g |任意の Y ∈ gに対して [X, Y ] = 0}

を gの中心と呼ぶ。(命題 1.10.4より中心はイデアルになる。)

補題 1.10.11 f, gを連結 Lie群から Lie群への Lie群の準同型写像とする。もし
df = dgならば f = gが成り立つ。

証明 f, gを連結 Lie群Gから Lie群Hへの Lie群の準同型写像とする。X ∈ g

に対して命題 1.6.6より

f(exp X) = exp(df(X)) = exp(dg(X)) = g(exp X)

となるので f と g は exp(g)において一致する。定理 1.5.5と定理 1.2.1を使うと
G = ∪{exp(g)n|n ∈ N} となるので f と gはG全体で一致する。

定理 1.10.12 連結 Lie群Gの Lie環を gとする。Gの中心は随伴表現Adの核に
一致する。特にGの中心は正規閉Lie部分群になり対応するLie部分環は gの中心
である。
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証明 Gの中心をZで表す。随伴表現の定義 (定理 1.6.10, 定義 1.6.11)よりZ ⊂
ker Adはすぐにわかる。g ∈ ker Adとすると d(Lg ◦R−1

g )は gの恒等写像になるの
で、補題 1.10.11より Lg ◦ R−1

g はGの恒等写像になる。したがって g ∈ Zとなり
Z = ker Adがわかった。命題 1.10.5よりZはGの正規閉Lie部分群になりZに対
応する gの Lie部分環は ker dAd = ker adで (定理 1.6.10)、gの中心である。

系 1.10.13 連結 Lie群が可換になるための必要十分条件はその Lie環が可換にな
ることである。

証明 Gを連結 Lie群としその Lie環を gとする。Gが可換ならば gも可換にな
ることは系 1.5.8で示した。そこで gが可換であると仮定すると gの中心は gに一
致する。定理 1.10.12よりGの中心はGに一致しGは可換になる。

1.11 線形Lie群の連結性
定理 1.11.1 ユニタリ群 U(n)の指数写像 exp : u(n) → U(n) は全射である。特に
U(n)は連結である。

証明 U(n)の任意の元 uは正規行列だからユニタリ行列によって対角化可能で
ある。つまり、ある g ∈ U(n)と a1, . . . , an ∈ Cが存在して

g−1ug =




a1

. . .

an




となる。g−1ug ∈ U(n)だから |a1| = . . . = |an| = 1。よって θ1, . . . , θn ∈ Rが存在
して ai = e

√
−1θi (1 ≤ i ≤ n)となる。

u = g




a1

. . .

an


 g−1 = exp Ad(g)




√
−1θ1

. . . √
−1θn


 .

ここで注意 1.9.15より



√
−1θ1

. . . √
−1θn


 ∈ u(n)

で g ∈ U(n)だから

Ad(g)




√
−1θ1

. . . √
−1θn


 ∈ u(n)

となり U(n)の指数写像は全射になる。u(n)は連結だから U(n)も連結。
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定理 1.11.2 特殊ユニタリ群 SU(n)の指数写像 exp : su(n) −→ SU(n) は全射で
ある。特に SU(n)は連結である。

証明 定理 1.11.1の証明と同様に SU(n)の任意の元 uに対して、ある g ∈ U(n)

と θ1, . . . , θn ∈ Rが存在して

(∗) u = g exp




√
−1θ1

. . . √
−1θn


 g−1.

ここで detu = 1だから θ1 + . . . + θn = 2πk (k ∈ Z)。e
√
−1θ1 = e

√
−1(θ1−2πk)より θ1

を θ1 − 2πkに置き換えても上の (∗)は成立し θ1 + . . . + θn = 0となる。定義 1.9.16

より 


√
−1θ1

. . . √
−1θn


 ∈ su(n)

で g ∈ U(n)だから

Ad(g)




√
−1θ1

. . . √
−1θn


 ∈ su(n).

したがって SU(n)の指数写像は全射になる。su(n)は連結だから SU(n)も連結。

定理 1.11.3 回転群 SO(n)の指数写像 exp : so(n) −→ SO(n) は全射である。特
に SO(n)は連結である。

証明 SO(n) ⊂ U(n)だから定理 1.11.1の証明と同様に SO(n)の任意の元 uに
対して、ある g ∈ U(n)と θ1, . . . , θn ∈ Rが存在して

u = g




e
√
−1θ1

. . .

e
√
−1θn


 g−1.

uの固有多項式は実係数だから uの固有値に共役な値も uの固有値になる。gの縦
ベクトルの順序を適当にかえて

(∗) u = g




e
√
−1θ1

e−
√
−1θ1

. . .

e
√
−1θk

e−
√
−1θk

ε2k+1

. . .

εn




g−1
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とできる。ただし θi /∈ πZ (1 ≤ i ≤ k), εj = ±1 (2k + 1 ≤ j ≤ n)。g =

[g1 . . . gn]と表すと ug2i−1 = e
√
−1θig2i−1 (1 ≤ i ≤ k)。uは実行列だから uḡ2i−1 =

e−
√
−1θi ḡ2i−1 (1 ≤ i ≤ k)。そこで g2iを ḡ2i−1に置き換えても g ∈ U(n)となり (∗)

は成り立つ。また εj ∈ Rだから gj ∈ Rnとすることができる。さらに detu = 1だ
から εj = −1となる εjの個数は偶数。よって gの縦ベクトルの順序を適当にかえ
て ε2k+1 = . . . = ε2l = −1, ε2l+1 = . . . = εn = 1とできる。1 ≤ i ≤ kに対して

h2i−1 =
1√
2
(g2i−1 + ḡ2i−1), h2i =

1√
−2

(g2i−1 − ḡ2i−1)

とおき hj = gj (2k + 1 ≤ j ≤ n)とすると h = [h1 . . . hn] ∈ U(n)で hは実行列にな
る。したがって h ∈ O(n)。1 ≤ i ≤ kに対して

uh2i−1 =
1√
2
(e

√
−1θig2i−1 + e−

√
−1θi ḡ2i−1) = cos θih2i−1 − sin θih2i

uh2i =
1√
−2

(e
√
−1θig2i−1 − e−

√
−1θi ḡ2i−1) = sin θih2i−1 + sin θih2i

となるので

θi = π (k + 1 ≤ i ≤ l)

Ri =

[
cos θi sin θi

− sin θi cos θi

]
(1 ≤ i ≤ l)

とおくと

u = h




R1

. . .

Rl

1
. . .

1




h−1.

ところがXi =

[
0 θi

−θi 0

]
(1 ≤ i ≤ l) とおくと exp Xi = Ri となるので

u = exp Ad(h)




X1

. . .

Xl

0
. . .

0




.
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ここで注意 1.9.7と定義 1.9.8より

Ad(h)




X1

. . .

Xl

0
. . .

0




∈ o(n) = so(n)

だから SO(n)の指数写像は全射になる。so(n)は連結だから SO(n)も連結。

系 1.11.4 直交群O(n)は 2つの連結成分SO(n)と {g ∈ O(n)|detg = −1}を持つ。

証明 det(O(n)) = {±1}だから SO(n)と {g ∈ O(n)|detg = −1}はどちら
も O(n)の開かつ閉集合。定理 1.11.3より SO(n)は連結で、deth = −1となる
h ∈ O(n)をとると

{g ∈ O(n)|detg = −1} = Lh(SO(n))

となりこれも連結。したがって SO(n)と Lh(SO(n))はどちらもO(n)の連結成分
になりO(n) = SO(n) ∪ Lh(SO(n))はO(n)の連結成分への分解になっている。

定理 1.11.5 GL(n,C)と SL(n,C)は連結である。

証明 X ∈ gl(n,C)の (i, j)成分をXijで表すことにする。

T (n,C) = {X ∈ gl(n,C)|Xii > 0(1 ≤ i ≤ n), Xij = 0(i > j)}

とおくと、T (n,C)は gl(n,C)の凸部分集合になる。特に T (n,C)は連結である。
さらに、X ∈ T (n,C)に対して detX =

∏n
i=1 Xii > 0 だからX ∈ GL(n,C)。した

がって T (n,C) ⊂ GL(n,C)。さらに T (n,C)はGL(n,C)の部分群になる。

P : U(n) × T (n,C) −→ GL(n,C); (a,X) 7−→ aX

とおくとPは連続になる。さらにPが全射になることを示そう。任意のg ∈ GL(n,C)

に対して g = [g1 . . . gn]と縦ベクトル gi ∈ Cnを使って表す。g1, . . . , gnはCnの基
底になる。Cnの標準的なHermite内積に関して g1, . . . gnにGram-Schmidtの直交
化を行う。b1 = g1, a1 = 1

|b1|b1とし、bk, ak(k ≥ 2)を次のように帰納的に定める。

bk = gk −
k−1∑

i=1

〈gk, ai〉ai, ak =
1

|bk|
bk.
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するとa1, . . . , anはCnの正規直交基底になる。各akは g1, . . . , gkの線形結合になっ
ていて、その線形結合の gkの係数は 1/|bk| > 0である。そこで基底の変換を

(∗) [a1 . . . an] = [g1 . . . gn]X

で表すと X ∈ T (n,C)となる。a = [a1 . . . an]とおくと a ∈ U(n)で a = gX。
g = aX−1になりX−1 ∈ T (n,C)だから g = P (a,X−1)。したがってP は全射であ
る。定理 1.11.1よりU(n)は連結で T (n,C)も連結だからGL(n,C)は連結である。

S : GL(n,C) −→ SL(n,C); X 7−→ X




1
detX

0 · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 1




とおく。S は連続になり S(X) = X (X ∈ SL(n,C)) だから S(GL(n,C)) =

SL(n,C)。よって SL(n,C)も連結になる。

定理 1.11.6 GL(n,R)は 2つの連結成分

GL+(n,R) = {g ∈ GL(n,R)|detg > 0}, {g ∈ GL(n,R)|detg < 0}

を持つ。SL(n,R)は連結である。

証明 定理 1.11.5の証明で使った記号を使うことにする。det : GL(n,R) →
GL(1,R) = R− {0} は連続だからGL+(n,R)はGL(n,R)の開部分群になる。特
に、GL+(n,R)はGL(n,R)のLie部分群である。T (n,R) = gl(n,R)∩T (n,C)とお
くと、T (n,R)はgl(n,R)の凸部分集合になる。特にT (n,R)は連結である。さらに
T (n,R)はGL+(n,R)の部分群になる。以下でP (SO(n)×T (n,R)) = GL+(n,R)

を示そう。定理 1.11.5の証明と同様にすると、任意の g ∈ GL+(n,R)に対してあ
る a ∈ O(n)とX ∈ T (n,R)が存在し a = gX となる。detg > 0, detX > 0だか
ら deta = 1になり a ∈ SO(n)。g = aX−1 になり X−1 ∈ T (n,R)。したがって
P (SO(n)×T (n,R)) = GL+(n,R)である。定理 12.3よりSO(n)は連結でT (n,R)

も連結だからGL+(n,R)は連結である。

det−1({t ∈ R|t > 0}) = GL+(n,R),

det−1({t ∈ R|t < 0}) = {g ∈ GL(n,R)|detg < 0}

はどちらもGL(n,R)の開かつ閉の連結部分集合になる。したがってこれら 2つが
GL(n,R)の連結成分である。
次に ST (n,R) = T (n,R) ∩ ST (n,C)とおくと S(T (n,R)) = ST (n,R)とな

り T (n,R)は連結だから ST (n,R)も連結になる。任意の g ∈ SL(n,R)に対して
a = gX, a ∈ SO(n), X ∈ T (n,R)となり detg = 1より detX = 1。したがって
P (SO(n)×ST (n,R)) = SL(n,R)。SO(n)は連結だから SL(n,R)も連結になる。
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系 1.11.7 V を n次元実ベクトル空間とし、

BR(V ) = {(v1, . . . , vn) ∈ V n|v1, . . . , vnは V の基底 }

として V の基底の全体BR(V )を定義するとBR(V )は V nの開集合でGLR(V )と
微分同型になる。特にBR(V )は 2つの連結成分を持つ。n次元複素ベクトル空間
W に対して同様にW の基底全体BC(W )を定義するとBC(W )はW nの開集合で
GLC(W )と微分同型になる。特にBC(W )は連結になる。

証明 V の基底 e1, . . . , enを 1つ固定しておく。

T : glR(V ) −→ V n; g 7−→ (g(e1), . . . , g(en))

とおくと、T は線形同型写像になり T (GLR(V )) = BR(V )。したがってBR(V )は
V nの開集合になりGLR(V )と微分同型になる。定理 1.11.6よりBR(V )は 2つの
連結成分を持つ。
複素ベクトル空間W の場合もT と同様の写像を定義することにより、BC(W )は

W nの開集合でGLC(W )と微分同型になることがわかる。定理 1.11.5よりBC(W )

は連結になる。

定義 1.11.8 有限次元実ベクトル空間 V の基底の全体BR(V )の 1つの連結成分を
V の向きと呼ぶ。系 1.11.7より V は 2つの向きを持っている。

系 1.11.9 n次元実ベクトル空間 V の 2つの基底 u1, . . . , un と v1, . . . , vn が V の
同じ向きに属するための必要十分条件は、基底の変換行列 X ∈ GL(n,R)(つま
り (u1 . . . un) = (v1 . . . vn)X)がGL+(n,R)に属することである。

系 1.11.10 内積を持つ n次元実ベクトル空間 V の 2つの正規直交基底 u1, . . . , un

と v1, . . . , vnがV の同じ向きに属するための必要十分条件は、基底の変換行列X ∈
O(n)(つまり (u1 . . . un) = (v1 . . . vn)X)が SO(n)に属することである。

1.12 自己同型群
定義 1.12.1 Lie環 gの線形変換 pが

p([X, Y ]) = [p(X), Y ] + [X, p(Y )] (X, Y ∈ g)

を満たすとき pを Lie環 gの微分と呼ぶ。gの微分の全体を d(g)で表す。

補題 1.12.2 Lie環 gの微分の全体 d(g)は gl(g)のLie部分環である。さらに ad(g)

は d(g)のイデアルになる。
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証明 p, q ∈ d(g), a, b ∈ R, X, Y ∈ gに対して

(ap + bq)([X,Y ]) = ap([X,Y ]) + bq([X, Y ])

= a([p(X), Y ] + [X, p(Y )]) + b([q(X), Y ] + [X, q(Y )])

= [(ap + bq)(X), Y ] + [X, (ap + bq)(Y )],

[p, q] ([X,Y ]) = pq([X, Y ]) − qp([X,Y ])

= p([q(X), Y ] + [X, q(Y )]) − q([p(X), Y ] + [X, p(Y )])

= [pq(X), Y ] + [q(X), p(Y )] + [p(X), q(Y )] + [X, pq(Y )]

−[qp(X), Y ] − [p(X), q(Y )] − [q(X), p(Y )] − [X, qp(Y )]

= [[p, q](X), Y ] + [X, [p, q](Y )]

となるので d(g)は gl(g)の Lie部分環になる。
X, Y, Z ∈ gに対して

(ad(X))([Y, Z]) = [X, [Y, Z]] = −[Y, [Z, X]] − [Z, [X, Y ]]

= [Y, (ad(X))(Z)] + [(ad(X))(Y ), Z].

したがって ad(X)は gの微分になり ad(g) ⊂ d(g)。p ∈ d(g), X, Y ∈ gに対して

[p, ad(X)](Y ) = pad(X)(Y ) − ad(X)p(Y ) = p([X,Y ]) − [X, p(Y )]

= [p(X), Y ] = ad(p(X))(Y )

だから [p, ad(X)] = ad(p(X))。これより ad(g)は d(g)のイデアルになる。

定理 1.12.3 有限次元 Lie環 gの自己同型の全体 Aut(g)は線形 Lie群になり、そ
の Lie環は d(g)である。

証明 g × gから gへの双線形写像の全体をM2(g, g)で表すとM2(g, g)は命題
1.9.5の証明中のM2(V,R)と同様にベクトル空間になる。g ∈ GL(g), B ∈ M2(g, g)

に対して (ρ(g)B)(X,Y ) = gB(g−1X, g−1Y ) (X, Y ∈ g) として ρ(g)B ∈ M2(g, g)

を定めると ρ(g) ∈ GL(M2(g, g))。g, h ∈ GL(g), X, Y ∈ gについて

(ρ(gh)B)(X, Y ) = ghB((gh)−1X, (gh)−1Y ) = g(hB(h−1g−1X, h−1g−1Y ))

= g((ρ(h)B)(g−1X, g−1Y )) = (ρ(g)(ρ(h)B))(X, Y )

だからρ(gh) = ρ(g)ρ(h)となりρ : GL(g) −→ GL(M2(g, g))は群の準同型写像であ
る。各X,Y ∈ g, B ∈ M2(g, g)について g 7−→ (ρ(g)B)(X, Y )はC∞級関数だから
ρはC∞級写像になる。したがって ρはLie群の準同型写像である。[ , ] ∈ M2(g, g)

とみなすと ρの定義よりAut(g) = {g ∈ GL(g)|ρ(g)[ , ] = [ , ]}。補題 1.9.2を適用
するとAut(g)は線形 Lie群になる。
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Aut(g)の Lie環を aとおいておく。aを求めるために ρの微分を計算する。p ∈
gl(g), B ∈ M2(g, g), X, Y ∈ gについて

(dρ(p)B)(X,Y ) =
d

dt
(ρ(etp)B)(X,Y )

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etpB(e−tpX, e−tpY )

∣∣∣∣
t=0

= pB(X, Y ) − B(pX, Y ) − B(X, pY )

だから補題 1.9.2より

a = {p ∈ gl(g)|dρ(p)[ , ] = 0}
= {p ∈ gl(g)|p([X, Y ]) = [pX, Y ] + [X, pY ] (X, Y ∈ g)}
= d(g).

定義 1.12.4 有限次元Lie環 gの自己同型の全体Aut(g)を gの自己同型群と呼ぶ。
gl(g)の Lie部分環 ad(g)に対応するGL(g)の連結 Lie部分群を gの随伴群と呼び
Int(g)で表す。(定理 1.10.1よりこのような連結 Lie部分群は一意的に存在する。)

命題 1.12.5 有限次元Lie環 gの随伴群 Int(g)は gの自己同型群Aut(g)の正規Lie

部分群である。

証明 Int(g)は連結だから定理 1.5.5と 1.2.1より Int(g) = ∪{(exp(ad(g)))n|n ∈
N} となる。補題 1.12.2より ad(g) ⊂ d(g)だから Int(g) ⊂ Aut(g)となる。ι :

Int(g) −→ GL(g)を包含写像とする。定理 1.12.3よりAut(g)の位相はGL(g)の相
対位相になるので ι : Int(g) −→ Aut(g)は連続になる。したがってC∞級写像にな
り、Int(g)はAut(g)の Lie部分群である。

Int(g)がAut(g)の正規部分群になることを示すためには任意の a ∈ Aut(g)に対
して a(exp(ad(g)))a−1 ⊂ exp(ad(g)) を示せば十分。X ∈ gに対して aead(X)a−1 =

eaad(X)a−1
。任意の Y ∈ gについて

aad(X)a−1(Y ) = a[X, a−1(Y )] = [a(X), Y ] = ad(a(X))(Y )

となるので aad(X)a−1 = ad(a(X))となり aead(X)a−1 = ead(a(X))。したがって

a(exp(ad(g)))a−1 ⊂ exp(ad(g))

となり Int(g)はAut(g)の正規部分群である。

定義 1.12.6 有限次元 Lie環 gに対して

B(X, Y ) = tr(ad(X)ad(Y )) (X, Y ∈ g)

とおくとBは g上の対称 2次形式になる。Bを gのKilling形式と呼ぶ。
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命題 1.12.7 有限次元 Lie環 gのKilling形式をBとし、

H = {g ∈ GL(g) | B(g(X), g(Y ) = B(X, Y ) (X,Y ∈ g)}

とおくとHは線形 Lie群になり、その Lie環 hは

h = {T ∈ gl(g) | B(T (X), Y ) + B(X,T (Y )) = 0 (X,Y ∈ g)}

で与えられる。さらに gの自己同型群Aut(g)はHの Lie部分群になる。

証明 命題の前半の主張はKilling形式Bに命題 1.9.5を適用すればよい。命題
1.12.5の証明中示したように a ∈ Aut(g), X ∈ gに対して ad(a(X)) = aad(X)a−1

が成り立つので、Y ∈ gとすると、

B(a(X), a(Y )) = tr(ad(a(X))ad(a(Y ))) = tr(aad(X)a−1aad(Y )a−1)

= tr(ad(X)ad(Y )) = B(X,Y )

となりa ∈ H。したがって、Aut(g) ⊂ H。Hは線形Lie群だから包含写像Aut(g) −→
HはC∞級写像になり、Aut(g)はHの Lie部分群である。

定義 1.12.8 Lie群Gの自己同型の全体をGの自己同型群と呼びAut(G)で表す。
Gの内部自己同型の全体をGの内部自己同型群と呼び Int(G)で表す。

命題 1.12.9 Gを連結 Lie群としその Lie環を gとする。

d : Aut(G) −→ Aut(g); a 7−→ da

は群の単射準同型写像になり d(Int(G)) = Ad(G) = Int(g) が成り立つ。特に
Int(g) = Aut(g)ならば Int(G) = Aut(G)となる。

証明 系 1.6.5より a ∈ Aut(G)に対して da ∈ Aut(g)。命題 1.6.4より a, b ∈
Aut(G)に対して d(a ◦ b) = da ◦ db となるので dは群の準同型写像である。補
題 1.10.11より dは単射になる。随伴表現の定義 (定理 1.6.10、定義 1.6.11)より
d(Int(G)) = Ad(G)。Ad : G −→ GL(g)はLie群の準同型写像でありGは連結だか
ら命題 1.10.5よりAd(G)は dAd(g) = ad(g)に対応するGL(g)の連結Lie部分群に
一致する。したがってAd(G) = Int(g)。Int(g) = d(Int(G)) ⊂ d(Aut(G)) ⊂ Aut(g)

だからもし Int(g) = Aut(g)ならばd(Int(G)) = d(Aut(G))となり Int(G) = Aut(G)

が成り立つ。

補題 1.12.10 3次回転群SO(3)のLie環 so(3)と 2次特殊ユニタリ群SU(2)のLie

環 su(2)は、Lie環として同型になる。
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証明

e1 =




0 1 0

−1 0 0

0 0 0


 , e2 =




0 0 0

0 0 1

0 −1 0


 , e3 =




0 0 1

0 0 0

−1 0 0




とおくと e1, e2, e3は so(3)の基底になり

[e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2

が成り立つ。
次に

f1 =

[ √
−1/2 0

0 −
√
−1/2

]
, f2 =

[
0 1/2

−1/2 0

]
, f3 =

[
0

√
−1/2√

−1/2 0

]

とおくと f1, f2, f3は su(2)の基底になり

[f1, f2] = f3, [f2, f3] = f1, [f3, f1] = f2

が成り立つ。
そこでF (ei) = fi (1 ≤ i ≤ 3)となるように線形写像F : so(3) → su(2)を定める

と、上の Lie環の計算から F は Lie環の間の同型写像になる。

定理 1.12.11 Int(so(3)) = Aut(so(3))が成り立つ。さらに Int(SO(3)) = Aut(SO(3)),

Int(SU(2)) = Aut(SU(2))が成り立つ。

証明 補題 1.12.10の証明中に使った so(3)の基底 e1, e2, e3をそのまま使うこと
にする。so(3)のKilling形式をBで表し、Bの e1, e2, e3に関する表現行列を求め
ておこう。ad(ei)(1 ≤ i ≤ 3)の表現行列は

ad(e1) :




0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 , ad(e2) :




0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 , ad(e3) :




0 −1 0

1 0 0

0 0 0




になり

B(e1, e1) = tr(ad(e1)ad(e1)) = −2, B(e1, e2) = B(e2, e1) = 0,

B(e1, e3) = B(e3, e1) = 0, B(e2, e2) = −2, B(e2, e3) = 0, B(e3, e3) = −2.

したがってBの表現行列は



−2 0 0

0 −2 0

0 0 −2


 .
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−B は正定値になり、命題 1.12.7より

Int(so(3)) ⊂ Aut(so(3)) ⊂ O(so(3);−B) ∼= O(3).

Int(so(3))は連結で ad(ei)の表現行列の形から ad(so(3)) = o(so(3);−B)となって
いる。定理 1.11.3より SO(so(3);−B)も連結だから

Int(so(3)) = SO(so(3);−B).

系 1.11.4よりO(so(3);−B)は連結成分を 2つ持ち、

SO(so(3);−B) ⊂ Aut(so(3)) ⊂ O(so(3);−B)

だから、Aut(so(3))は SO(so(3);−B)またはO(so(3);−B)に一致する。

g(e1) = e1, g(e2) = e2, g(e3) = −e3

となる g ∈ GL(so(3))をとると、g ∈ O(so(3);−B), detg = −1。

[g(e1), g(e2)] = [e1, e2] = e3 6= g(e3)

だから g /∈ Aut(so(3))。したがって、

Aut(so(3)) = SO(so(3);−B) = Int(so(3)).

定理 1.11.3よりSO(3)は連結だから命題1.12.9よりAut(SO(3)) = Int(SO(3))。定
理 1.11.2よりSU(2)は連結で補題 1.12.10より su(2) ∼= so(3)だから、Aut(su(2)) =

Int(su(2))となり、命題 1.12.9よりAut(SU(2)) = Int(SU(2))。
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2.1 等質空間の多様体構造
定義 2.1.1 Mを多様体としGをLie群とする。C∞級写像G×M → M ; (g, x) 7→
g · xが存在し、任意の g1, g2 ∈ G, x ∈ M とGの単位元 eに対して

(g1g2) · x = g1 · (g2 · x), e · x = x

が成り立つとき、GをMのLie変換群と呼ぶ。さらに任意の x, y ∈ Mに対してあ
る g ∈ Gが存在して g · x = yとなるときGはM に推移的に作用しているという。

注意 2.1.2 Lie群Gが多様体M の Lie変換群のとき、各 g ∈ Gに対して

g : M → M ; x 7→ g · x

はM の微分同型写像になる。逆写像は g−1が誘導する写像である。

定理 2.1.3 GをLie群としHをGの閉Lie部分群とする。射影π : G → G/H; g 7→
gHによってGのH による剰余類の全体G/Hに商位相をいれる。すなわち、

{O ⊂ G/H | π−1(O)は G の開集合 }

をG/Hの開集合系として定める。このとき、

G × (G/H) → G/H; (g, xH) 7→ gxH

によってGがG/Hの Lie変換群になるようなG/Hの多様体構造が存在する。

証明 まず位相空間G/HがHausdorff空間になることを示す。g1, g2 ∈ G, g1H 6=
g2H とする。g−1

2 g1 /∈ H となりH はGの閉集合だからG − H は g−1
2 g1の開近傍

になる。群演算の連続性より、gi の開近傍 Ui が存在し U−1
2 U1 ⊂ G − H を満た

す。任意の xi ∈ Ui に対して x−1
2 x1 /∈ H となるので x1H 6= x2H。したがって

π(U1) ∩ π(U2) = ∅。π : G → G/Hは開写像だから π(Ui)は giH = π(gi)の開近傍
になる。よってG/HはHausdorff空間である。
次に写像

τ : G × (G/H) → G/H; (g, xH) 7→ gxH
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が連続になることを示す。ν : G × G → G; (g, x) 7→ gx とおくと、νは連続になり
τ ◦(1×π) = π◦νも連続。G/Hの開集合Oに対して (τ ◦(1×π))−1(O) = (π◦ν)−1(O)

はG × Gの開集合。1 × π : G × G → G × (G/H)は全射だから

τ−1(O) = (1 × π)((τ ◦ (1 × π))−1(O))

となり 1× πは開写像だから τ−1(O)はG× (G/H)の開集合になる。したがって τ

は連続写像である。特に各 g ∈ Gについて τg : G/H → G/H; xH 7→ gxH とおく
と τgは位相同型写像である。
以上の準備のもとにG/Hの多様体構造について考えよう。gをGの Lie環とし

H に対応する gの Lie部分環を hとする。gにおける hの補空間mを 1つとり固
定しておく。g = m + hは直和分解だから補題 1.8.5よりm, hにおける 0の開近傍
Um, UhとGにおける eの開近傍 V が存在し、

Um × Uh → V ; (X,Y ) 7→ exp X exp Y

は微分同型写像になる。exp UhはHにおける eの開近傍でありHの位相はGの相
対位相だからGにおける eのある開近傍W が存在して exp Uh = W ∩ Hとなる。
mにおける 0の開近傍 U で U がコンパクトになり U ⊂ Um, exp(−U) exp U ⊂ W

を満たすものをとる。exp : U → exp U はコンパクト空間から Hausdorff空間へ
の連続な全単射になるので位相同型写像になる。次に π : exp U → π(exp U)が
単射になることを示す。X1, X2 ∈ U が π(exp X1) = π(exp X2)を満たすとする
と (exp X1)H = (exp X2)H だから exp(−X2) exp X1 ∈ H。他方X1, X2 ∈ U だか
ら、exp(−X2) exp X1 ∈ W となりW ∩ H = exp Uhなので、ある Y ∈ Uhが存
在して exp(−X2) exp X1 = exp Y。よって exp X1 = exp X2 exp Y。Um, Uhのとり
方よりX1 = X2, Y = 0。したがって、π : exp U → π(exp U) はコンパクト空間
からHausdorff空間への連続な全単射になるので位相同型写像になる。U × Uhは
g = m + hにおける 0の近傍で U × Uh ⊂ Um × Uhだから exp U exp Uh はGにお
ける eの開近傍になる。よって π(exp U exp Uh) = π(exp U)はG/Hにおける π(e)

の開近傍になる。さらにψ : U → π(exp U); X 7→ π(exp X) とおくと上で示したこ
とより ψは位相同型写像になる。
各 g ∈ Gに対して τg : G/H → G/H は位相同型写像だからOg = τg(π(exp U))

はG/Hの開集合になり {Og}g∈GはG/Hの開被覆になる。

φg = ψ−1 ◦ τ−1
g : Og → U ⊂ m

とおいて {(Og, φg)}g∈GがG/Hに多様体構造を定めることを示そう。
写像

l : U × H → (exp U)H; (X, h) 7→ (exp X)h

はU×exp Uhにおいて微分同型写像になる。各h ∈ Hについて l = Rh◦l◦(1×Rh−1)

だから lは U × Rh(exp Uh)においても微分同型写像になる。さらに lが全単射に
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なれば、lが U × H 全体で微分同型写像になることがわかる。lが全射になるこ
とは定義よりわかる。(Xi, hi) ∈ U × H について l(X1, h1) = l(X2, h2)とすると
(exp X1)h1 = (exp X2)h2だから、exp(−X2) exp X1 = h2h

−1
1 ∈ W∩H。したがって、

あるY ∈ Uhが存在して exp(−X2) exp X1 = exp Y。よって exp X1 = exp X2 exp Y

となりX1 = X2, Y = 0。h2h
−1
1 = exp Y = eだから h1 = h2。以上で lが単射にな

ることがわかり
l : U × H → (exp U)H = π−1(Oe) ⊂ G

は微分同型写像になる。特に l−1 = ((l−1)1, (l
−1)2)と表わすと (l−1)1 : π−1(Oe) → U

はC∞級写像である。さらに、g ∈ π−1(Oe)に対して

g = l((l−1)1(g), (l−1)2(g)) = exp((l−1)1(g))(l−1)2(g)

だから π(g) = π(exp((l−1)1(g))) = ψ((l−1)1(g))となり

(l−1)1(g) = ψ−1 ◦ π(g) (g ∈ π−1(Oe)).

以上を使ってOg1 ∩ Og2 6= ∅となる gi ∈ Gに対して

φg2 ◦ φ−1
g1

: φg1(Og1 ∩ Og2) → φg2(Og1 ∩ Og2)

が微分同型写像になることを示そう。X ∈ φg1(Og1 ∩ Og2)に対して

φg2 ◦ φ−1
g1

(X) = ψ−1 ◦ τ−1
g2

◦ τg1 ◦ ψ(X)

= ψ−1(π(g−1
2 g1 exp X)) = (l−1)1(g

−1
2 g1 exp X)

より φg2 ◦ φ−1
g1
はC∞級写像である。逆写像は φg1 ◦ φ−1

g2
になり、これもC∞級写像

である。したがってφg2 ◦φ−1
g1
は微分同型写像になる。以上で {(Og, φg)}g∈GがG/H

に多様体構造を定めることがわかった。
最後に τ : G× (G/H) → G/HによってGがG/Hの Lie変換群になることを示

そう。任意の g1, g2 ∈ G, x ∈ G/Hに対して τ(g1g2, x) = τ(g1, τ(g2, x))となるのは
τ の定義よりわかるので、τ がC∞級写像になることを示せばよい。τ が連続であ
ることはすでに示した。(g, xH) ∈ G × (G/H)とX ∈ U,Z ∈ gに対して

φgx ◦ τ ◦ ((Lg ◦ exp) × φ−1
x )(Z, X) = φgx ◦ τ(g exp Z, π(x exp X))

= φgx ◦ π(g(exp Z)x exp X) = ψ−1 ◦ τ−1
gx ◦ π(g(exp Z)x exp X)

= ψ−1 ◦ π(exp(Ad(x−1)Z) exp X) = (l−1)1(exp(Ad(x−1)Z) exp X)

となるので、τ は (g, xH)の近傍で C∞級写像である。これがG × (G/H)の任意
の点で成り立つので τ はC∞級写像である。

定義 2.1.4 Gを Lie群としH をGの閉 Lie部分群とする。定理 2.1.3で存在を示
した多様体構造を持つG/HをGの等質空間と呼ぶ。GはG/Hに推移的に作用す
る Lie変換群になっている。
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定理 2.1.5 Gは多様体M に推移的に作用している Lie変換群でGの連結成分の
個数は可算であるとする。p ∈ M をとり

Gp = {g ∈ G | g · p = p}

とおくと、GpはGの閉 Lie部分群になる。さらに写像

α : G/Gp → M ; gGp 7→ g · p

は等質空間G/GpとM との間の微分同型写像になる。

証明 G × M → M ; (g, x) 7→ g · xは C∞級写像だから ᾱ : G → M ; g 7→ g · p
とおくと ᾱも C∞級写像である。よって Gp = ᾱ−1(p)は Gの閉集合になる。Gp

はGの部分群にもなるので、定理 7.6よりGpはGの閉 Lie部分群である。そこで
H = Gpとして定理 2.1.3の証明で使った記号を使うことにする。
まずαが位相同型写像になることを示す。GはMに推移的に作用しているので、

αは全単射である。Mの開集合Oに対して ᾱ−1(O)はGの開集合になり、π : G →
G/H は開写像だから π(ᾱ−1(O))は G/H の開集合。α ◦ π = ᾱだから α−1(O) =

π(ᾱ−1(O))となり αは連続である。αが開写像になることを示すために ᾱが開写
像になることを示そう。OをGの開集合とする。任意の x ∈ Oに対して単位元 e

のコンパクト近傍Cが存在しC = C−1, xC2 ⊂ Oを満たす。Gの連結成分の個数
は可算だから補題 1.2.4よりGは可算開基 {Oi}i∈Nを持つ。

{Oi |ある g ∈ G が存在し Oi ⊂ gC を満たす }

もGの可算開基になり、この中の各 Oiに対して Oi ⊂ giC となる gi ∈ Gをとる
と、G = ∪igiCが成り立つ。ᾱは全射だからM =

⋃
i ᾱ(giC)。各 giCはコンパク

トなので ᾱ(giC)もコンパクト。特に ᾱ(giC)はMの閉集合。Mは局所コンパクト
Hausdorff空間だからBaireの定理よりある iが存在して ᾱ(giC) = gi · ᾱ(C)は内点
を持つ。よって注意 2.1.2より、ᾱ(C)も内点 ᾱ(c) = c · pを持つ。

p ∈ c−1 · ᾱ(C) = c−1C · p ⊂ C2 · p

だからC2 · pは pの近傍になる。xC2 · pは x · pの近傍になり

ᾱ(x) = x · p ∈ xC2 · p = ᾱ(xC2) ⊂ ᾱ(O).

よって ᾱ(O)はMの開集合になり、ᾱは開写像である。そこで今度はOをG/Hの
開集合とすると π−1(O)はGの開集合になり、ᾱは開写像だから、ᾱ(π−1(O))はM

の開集合。α(O) = ᾱ(π−1(O))よりαは開写像になる。よってαは位相同型写像で
ある。

g ∈ G,X ∈ Uに対してα◦φ−1
g (X) = (g exp X) ·pだから、αはπ(g) ∈ G/Hの近

傍でC∞級写像になる。したがってα : G/H → MはC∞級写像である。α◦π = ᾱ
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だから dαπ(e) ◦πe = ᾱe。定理 1.1.9により gとTe(G)を同一視すると、ker(dπe) = h

となるので ker(dᾱe) ⊃ h。X ∈ ker(dᾱe)とすると、任意の f ∈ C∞(M)に対して

0 = (dᾱe(X))(f) =
d

dt
f(ᾱ(exp tX))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(exp tX · p)

∣∣∣∣
t=0

.

s ∈ Rに対して fs(q) = f(exp sX · q) (q ∈ M)とおくと fs ∈ C∞(M)となる。上の
結果を fsに適用すると

0 =
d

dt
fs(exp tX · p)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(exp(s + t)X · p)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(exp tX · p)

∣∣∣∣
t=s

.

したがって t 7→ f(exp tX · p)は一定になる。これが任意の f ∈ C∞(M)について成
り立つので exp tX · p = p (t ∈ R)となり exp tX ∈ Gp (t ∈ R)。GpはGの閉 Lie

部分群だから、命題 1.8.8よりX ∈ h。したがって ker(dᾱe) = hが成り立つ。これ
より

rank(dᾱe) = dim g − dim h = dim m = dim(G/H).

dπeは全射だから

rank(dαπ(e)) = rank(dᾱe) = dim(G/H).

α : G/H → Mは位相同型写像だから、次元の位相不変性 (2つのEuclid空間の開集
合が位相同型ならばそれらのEuclid空間の次元は等しい)よりdim(G/H) = dim M

となり、rank(dαπ(e)) = dim M。よってdαπ(e)は線形同型写像になり、逆関数定理よ
りαはπ(e)のある開近傍V で微分同型写像になる。各g ∈ Gについてα = g◦α◦τ−1

g

だから αは τg(V )においても微分同型写像になり、結局 α : G/H → M は微分同
型写像である。

命題 2.1.6 Gを Lie群としH をGの閉 Lie部分群とする。π : G → G/H を自然
な射影としたとき、等質空間G/Hから多様体M への写像 f がC∞級写像になる
ための必要十分条件は f ◦ πがC∞級写像になることである。

証明 定理 2.1.3よりπはC∞級写像である。したがって fがC∞級写像ならば、
合成 f ◦ πはC∞級写像になる。
逆に f ◦ πがC∞級写像であると仮定しよう。定理 2.1.3の証明で使った記号を

使うことにする。任意に g ∈ Gをとる。各X ∈ U に対して

f ◦ φ−1
g (X) = f ◦ τg ◦ ψ(X) = f ◦ τg ◦ π ◦ exp(X) = (f ◦ π) ◦ Lg ◦ exp(X)

となるので、仮定より f は π(g)の開近傍Ogにおいて C∞級写像である。よって
f : G/H → M はC∞級写像になる。
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命題 2.1.7 Gを多様体M の Lie変換群とする。p ∈ M をとり

Gp = {g ∈ G | g · p = p}

とおくと、GpはGの閉 Lie部分群になる。さらにG(p) = {g · p | g ∈ G}は等質空
間G/Gpと微分同型になるM の部分多様体である。

証明 定理 2.1.5の証明と同様にして、GpはGの閉 Lie部分群になり

ι : G/Gp → M ; gGp 7→ g · p

とおくと ι(G/Gp) = G(p)で ι : G/Gp → G(p)は全単射になる。ιによってG(p)に
多様体構造を入れ、定理 2.1.5の証明と同様にするとG(p)はM の部分多様体にな
ることがわかる。

2.2 線形Lie群の等質空間
命題 2.2.1 線形 Lie群O(n), SO(n), U(n), SU(n)はコンパクトである。

証明 O(n)は gl(n,R)の有界閉集合だからHeine-Borelの定理よりコンパクト
である。SO(n), U(n), SU(n)についても同様。

定理 2.2.2 1 ≤ k ≤ nとする。Rnの標準内積に関して正規直交系になるRnの k

個の元の全体を

VR(n, k) = {(v1, . . . , vk) ∈ (Rn)k|〈vi, vj〉 = δij (1 ≤ i, j ≤ k)}

で定める。

1k × O(n − k) =

{
g ∈ O(n)

∣∣∣∣∣g =

[
1k

g′

]
, g′ ∈ O(n − k)

}

とおき 1k×SO(n−k)も同様に定めると、1k×O(n−k)と 1k×SO(n−k)はそれぞ
れO(n)とSO(n)の閉Lie部分群になる。さらに VR(n, k)はO(n)/(1k ×O(n− k))

と微分同型であるような (Rn)k の部分多様体になる。k < nのとき VR(n, k)は
SO(n)/(1k × SO(n − k))とも微分同型になる。

証明

O(n) × (Rn)k → (Rn)k; (g, (v1, . . . , vk)) 7→ (g(v1), . . . , g(vk))

によってO(n)は (Rn)kの Lie変換群になる。ei ∈ Rnを i成分のみ 1で他の成分
はすべて 0であるような元とする。p = (e1, . . . , ek)とおくと p ∈ VR(n, k)であり
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任意の (v1, . . . , vk) ∈ VR(n, k)に対してある g ∈ O(n)が存在し (v1, . . . , vk) = g · p
となる。したがって VR(n, k) = O(n)(p)。さらにO(n)p = 1k ×O(n− k)となるの
で、命題 2.1.7より 1k ×O(n− k)はO(n)の閉 Lie部分群になる。さらに VR(n, k)

はO(n)/(1k × O(n − k))と微分同型であるような (Rn)kの部分多様体になる。
O(n)はVR(n, k)のLie変換群になるのでSO(n)もVR(n, k)のLie変換群になる。

k < nのときを考えよう。任意の (v1, . . . , vk) ∈ VR(n, k)に対して (v1, . . . , vk) = g ·p
となる g ∈ O(n)をとったとき、gの第 n列を det g倍したものを g′とおくと g′ ∈
SO(n)で (v1, . . . , vk) = g′·pが成り立つ。したがってSO(n)はVR(n, k)に推移的に作
用する。さらにSO(n)p = 1k×SO(n−k)となるので、命題2.1.7より1k×SO(n−k)

はSO(n)の閉Lie部分群になる。さらに VR(n, k)はSO(n)/(1k ×SO(n− k))と微
分同型になる。

定義 2.2.3 VR(n, k)を実 Stiefel多様体と呼ぶ。

定理 2.2.4 1 ≤ k ≤ nとし、Rnの k次元ベクトル部分空間の全体をGrR(n, k)で
表わす。

O(k) × O(n − k) =

{
g ∈ O(n)

∣∣∣∣∣g =

[
g1

g2

]
, g1 ∈ O(k), g2 ∈ O(n − k)

}

とおくとO(k) × O(n − k)はO(n)の閉 Lie部分群になり、GrR(n, k)は集合とし
て、等質空間 O(n)/(O(k) × O(n − k))と 1対 1に対応する。この対応を使って
GrR(n, k)に多様体構造を入れ

SpanR : VR(n, k) → GrR(n, k); (v1, . . . , vk) 7→ SpanR(v1, . . . , vk)

SpanR(v1, . . . , vk)は v1, . . . , vkが張るRn内の k 次元ベクトル部分空間

とおくと SpanRはC∞級写像になる。

証明 O(k)×O(n− k)は命題 2.2.1よりコンパクトだからO(n)の相対位相に関
してもコンパクト。したがってO(k)×O(n− k)はO(n)の閉部分群になる。写像

O(n) × GrR(n, k) → GrR(n, k); (g, V ) 7→ g(V )

によって群O(n)を集合GrR(n, k)の変換群とみなす。任意の g ∈ O(n)に対して
SpanR ◦ g = g ◦ SpanRが成り立つ。SpanRは全射になり、定理 2.2.2の証明より
O(n)は VR(n, k)に推移的に作用しているので、O(n)はGrR(n, k)に推移的に作用
する。SpanR(e1, . . . , ek) = W とおくとO(n)W = O(k) × O(n − k)となる。した
がって対応

O(n)/(O(k) × O(n − k)) → GrR(n, k); g(O(k) × O(n − k)) 7→ gW
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によって O(n)/(O(k) × O(n − k))と GrR(n, k)は集合として 1対 1に対応する。
π1 : O(n) → O(n)/(1k × O(n − k))と π2 : O(n) → O(n)/(O(k) × O(n − k))をそ
れぞれ自然な射影とすると、定理 2.1.3の証明での等質空間の多様体構造の定め方
より π1, π2はC∞級写像になる。φ(g(1k × O(n − k))) = g(O(k) × O(n − k))とし
てO(n)/(1k × O(n − k))からO(n)/(O(k) × O(n − k))への写像 φを定めると

O(n)
id−−−→ O(n)

π1

y
yπ2

O(n)/(1k × O(n − k))
φ−−−→ O(n)/(O(k) × O(n − k))

∼=
y

y∼=

VR(n, k)
SpanR−−−−→ GrR(n, k)

は可換図式になるので命題 2.1.6より φはC∞級写像になる。したがって SpanRも
C∞級写像になる。

定義 2.2.5 GrR(n, k)を実Grassmann多様体と呼ぶ。特に、GrR(n + 1, 1)を実
射影空間と呼び P n(R)で表す。

定理 2.2.6 1 ≤ k ≤ nとし、Rnの向きを持つ k次元ベクトル部分空間の全体を
Gro

R(n, k)で表わす。SO(n)の部分群 SO(k) × SO(n − k)を定理 2.2.4のO(n)の
部分群O(k) × O(n − k)と同様に定義すると、SO(k) × SO(n − k)は SO(n)の閉
Lie部分群になる。k = nのときGro

R(n, n)は 2点になり、k < nのときGro
R(n, k)

は集合として、等質空間 SO(n)/(SO(k) × SO(n − k))と 1対 1に対応する。この
対応を使ってGro

R(n, k)に多様体構造を入れ

Spano
R : VR(n, k) → Gro

R(n, k); (v1, . . . , vk) 7→ Spano
R(v1, . . . , vk)

Spano
R(v1, . . . , vk)は v1, . . . , vkが張るRn内の k次元ベクトル部分空間で

(v1, . . . , vk)を含む向きを持つ

とおくと Spano
RはC∞級写像になる。

証明 SO(k) × SO(n − k)は命題 2.2.1よりコンパクトだから SO(n)の相対位
相に関してもコンパクト。したがって SO(k)× SO(n− k)は SO(n)の閉部分群に
なる。写像

SO(n) × Gro
R(n, k) → Gro

R(n, k); (g, V ) 7→ g(V )

g(V )の向きは V の向きを gで送ったもの

によって群 SO(n)を集合Gro
R(n, k)の変換群とみなす。任意の g ∈ SO(n)に対し

て Spano
R ◦g = g ◦Spano

Rが成り立つ。また Spano
Rは全射になる。k = nのときは、
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Gro
R(n, n)は 2点になる。k < nのとき定理 2.2.2よりSO(n)はVR(n, k)に推移的に

作用しているので、SO(n)はGro
R(n, k)に推移的に作用する。Spano

R(e1, . . . , ek) =

W とおくと SO(n)W = SO(k) × SO(n − k)となる。したがって対応

SO(n)/(SO(k) × SO(n − k)) → Gro
R(n, k); g(SO(k) × SO(n − k)) 7→ gW

によってSO(n)/(SO(k)×SO(n−k))とGro
R(n, k)は集合として 1対 1に対応する。

π1 : SO(n) → SO(n)/(1k×SO(n−k))とπ2 : O(n) → SO(n)/(SO(k)×SO(n−k))

をそれぞれ自然な射影とすると、定理 2.1.3の証明での等質空間の多様体構造の定
め方よりπ1, π2はC∞級写像になる。φ(g(1k×SO(n−k))) = g(SO(k)×SO(n−k))

として SO(n)/(1k × SO(n − k))から SO(n)/(SO(k) × SO(n − k))への写像 φを
定めると

SO(n)
id−−−→ SO(n)

π1

y
yπ2

SO(n)/(1k × SO(n − k))
φ−−−→ SO(n)/(SO(k) × SO(n − k))

∼=
y

y∼=

VR(n, k)
Spano

R−−−−→ Gro
R(n, k)

は可換図式になるので命題 2.1.6より φはC∞級写像になる。したがって Spano
Rも

C∞級写像になる。

定義 2.2.7 Gro
R(n, k)を有向実Grassmann多様体と呼ぶ。

定理 2.2.8 1 ≤ k ≤ nとする。Cnの標準Hermite内積に関して正規直交系になる
Cnの k個の元の全体を

VC(n, k) = {(v1, . . . , vk) ∈ (Cn)k|〈vi, vj〉 = δij (1 ≤ i, j ≤ k)}

で定める。

1k × U(n − k) =

{
g ∈ U(n)

∣∣∣∣∣g =

[
1k

g′

]
, g′ ∈ U(n − k)

}

とおき1k×SU(n−k)も同様に定める。このとき、1k×U(n−k)と1k×SU(n−k)は
それぞれU(n)とSU(n)の閉Lie部分群になる。さらにVC(n, k)はU(n)/(1k×U(n−
k))と微分同型であるような (Cn)kの部分多様体になる。k < nのとき VC(n, k)は
SU(n)/(1k × SU(n − k))とも微分同型になる。

定理 2.2.2の証明と同様の方針で証明することができるので、証明は省略する。
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定義 2.2.9 VC(n, k)を複素 Stiefel多様体と呼ぶ。

定理 2.2.10 1 ≤ k ≤ nとし、Cnのk次元複素ベクトル部分空間の全体をGrC(n, k)

で表わす。

U(k) × U(n − k) =

{
g ∈ U(n)

∣∣∣∣∣g =

[
g1

g2

]
, g1 ∈ U(k), g2 ∈ U(n − k)

}

とおく。このときU(k)×U(n−k)はU(n)の閉Lie部分群になりGrC(n, k)は集合
として、等質空間 U(n)/(U(k) × U(n − k))と 1対 1に対応する。この対応を使っ
てGrC(n, k)に多様体構造を入れ

SpanC : VC(n, k) → GrC(n, k); (v1, . . . , vk) 7→ SpanC(v1, . . . , vk)

SpanC(v1, . . . , vk)は v1, . . . , vkが張るCn内の k 次元ベクトル部分空間

とおくと SpanCはC∞級写像になる。

定理 2.2.4の証明と同様の方針で証明することができるので、証明は省略する。

定義 2.2.11 GrC(n, k)を複素Grassmann多様体と呼ぶ。GrC(n + 1, 1)を複素
射影空間と呼び P n(C)で表す。

2.3 等質空間のRiemann計量
この節では、等質空間にRiemann計量を定める方法について述べる。

定理 2.3.1 GをコンパクトHausdorff位相群とする。このとき、次の条件を満た
すG上のRadon測度 µGが一意的に存在する。

(1) µG(G) = 1

(2) G上の µG可積分関数 f と g ∈ Gに対して
∫

G

f(gx)dµG(x) =

∫

G

f(x)dµG(x)

(3) G上の µG可積分関数 f と g ∈ Gに対して
∫

G

f(xg)dµG(x) =

∫

G

f(x)dµG(x)

(4) G上の µG可積分関数 f に対して
∫

G

f(x−1)dµG(x) =

∫

G

f(x)dµG(x)
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定義 2.3.2 定理 2.3.1で定まるコンパクト Hausdorff位相群 G上の測度を、Gの
Haar測度と呼ぶ。

定義 2.3.3 Riemann計量を持つLie群の任意の左移動が等長的になっているとき、
そのRiemann計量を左不変という。任意の右移動も等長的になる左不変Riemann

計量を、両側不変Riemann計量という。

命題 2.3.4 Lie群Gの左不変Riemann計量の全体と、その Lie環 gの内積の全体
は一対一に対応する。さらに、Gの両側不変Riemann計量の全体と、gのAd(G)

不変な内積の全体は一対一に対応する。

証明 G上の左不変Riemann計量 〈 , 〉があるとする。gの任意の元X,Y に対
して、〈X,Y 〉はG上の左不変関数になるので、定数である。明らかにこれは gの
内積を定める。
逆に、gに内積が定まっているとする。Gの任意の点 g ∈ Gの接ベクトル空間

TgGの内積 〈 , 〉gを

〈X, Y 〉g = 〈X̃, Ỹ 〉 (X, Y ∈ TgG)

で定める。ただし、X̃, Ỹ はそれぞれX, Y を左不変ベクトル場に拡張したもので
あり、定理 1.1.9より、このような拡張は可能である。さらに定理 1.1.9の証明と
同様に、〈 , 〉g が g に対して滑らかに依存していることがわかる。したがって、
{〈 , 〉g}g∈Gは、G上のRiemann計量を定める。さらに、このRiemann計量は、定
め方より、左不変であることがわかる。
随伴表現Adの定め方 (定理 1.6.10)より、Gの元 gに対して

Ad(g) = d(Lg ◦ Rg−1) = dLg ◦ dRg−1

だから、GのRiemann計量が両側不変ならば、対応する gの内積はAd(G)不変に
なる。逆も上の等式からわかる。

系 2.3.5 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。G上の両側不変Riemann計量
〈 , 〉は

〈[X, Y ], Z〉 + 〈Y, [X, Z]〉 = 0 (X, Y, Z ∈ g)

を満たす。すなわち、ad(g) ⊂ o(g; 〈 , 〉) となる。さらにGが連結のとき、Gの両
側不変Riemann計量の全体と、ad(g) ⊂ o(g; 〈 , 〉) を満たす gの内積 〈 , 〉の全体
は一対一に対応する。

証明 〈 , 〉がGの両側不変Riemann計量のとき、Y, Z ∈ gと g ∈ Gに対して

〈Ad(g)Y, Ad(g)Z〉 = 〈Y, Z〉



62 第 2章 等質空間

が成り立つ。X ∈ gをとり、g = exp(tX)とおくと、

〈Ad(exp(tX))Y, Ad(exp(tX))Z〉 = 〈Y, Z〉.

両辺を t = 0で tに関して微分すると、

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈Ad(exp(tX))Y, Ad(exp(tX))Z〉

=

〈
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tX))Y, Z

〉
+

〈
Y,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tX))Z

〉

= 〈[X, Y ], Z〉 + 〈Y, [X, Z]〉 (定理 1.6.10).

したがって、各 ad(X)は交代線形写像になり、ad(g) ⊂ o(g; 〈 , 〉) が成り立つ。
Gが連結の場合を考える。Gの両側不変Riemann計量が ad(g) ⊂ o(g; 〈 , 〉) を

満たすことはすでに示したので、命題 2.3.4より、この条件を満たす gの内積が、
Ad(G)不変になることを示せば十分である。X, Y, Z ∈ gに対して

d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈Ad(exp(tX))Y, Ad(exp(tX))Z〉

=

〈
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tX))Y, Z

〉
+

〈
Y,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tX))Z

〉

= 〈[X,Y ], Z〉 + 〈Y, [X,Z]〉 (定理 1.6.10)

= 0.

よって
〈Ad(exp(tX))Y, Ad(exp(tX))Z〉 = 〈Y, Z〉

となり、内積はAd(exp g)不変になる。ところが、Gは連結だから定理1.5.5と1.2.1

より、内積はAd(G)不変になることがわかる。

命題 2.3.6 GをコンパクトHausdorff位相群とし、µGをGのHaar測度とする。G

の表現 (ρ, V )に対して ρをGからHom(V, V )への写像とみなして P =
∫

ρdµG ∈
Hom(V, V )とおくと、P 2 = P が成り立つ。また

VG = {v ∈ V |ρ(g)(v) = v (g ∈ G)}

とおくと、ImP = VGとなる。

証明 v ∈ V に対して積分の線形性より

P (v) =

∫
ρ(x)dµGx(v) =

∫
ρ(x)(v)dµGx
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となる。これより v ∈ VGならばP (v) = vとなり v ∈ ImP。よって VG ⊂ ImP。ま
た任意の v ∈ V と g ∈ Gについて

ρ(g)P (v) = ρ(g)

∫
ρ(x)(v)dµGx

=

∫
ρ(g)ρ(x)(v)dµGx (ρ(g)の作用の線形性)

=

∫
ρ(gx)(v)dµGx

=

∫
ρ(x)(v)dµGx (Haar積分の左不変性)

= P (v) (µG(G) = 1だから)

となるので、ImP ⊂ VGとなり、ImP = VGがわかる。さらに

P 2(v) =

∫
ρ(x)P (v)dµGx

=

∫
P (v)dµGx (P (v) ∈ VG)

= P (v) (µG(G) = 1だから)

となるので、P 2 = P が成り立つ。

命題 2.3.7 (ρ, V )をコンパクトHausdorff位相群Gの表現とすると、ρが直交（ユ
ニタリ）表現になるような V の内積が存在する。

証明 GのHaar測度を µGとしておく。
V が実ベクトル空間の場合 V 上の対称二次形式の全体がつくる実ベクトル空間

を S(V )で表す。

(ρS(g)A)(v, w) = A(ρ(g)−1(v), ρ(g)−1(w)) (g ∈ G, A ∈ S(V ), v, w ∈ V )

によって ρS を定めると (ρS, S(V ))はGの表現になる。正定値の元A0 ∈ S(V )を
1つとる。P =

∫
ρSdµGとおくと、命題 2.3.6より、P (A0) ∈ S(V )Gとなる。また

任意の v(6= 0) ∈ V について

P (A0)(v, v) =

∫
A0(ρ(g)−1(v), ρ(g)−1(v))dµGg > 0

となるので、P (A0)も正定値になる。この内積 P (A0)によって (ρ, V )は直交表現
になる。

V が複素ベクトル空間の場合も、V 上のHermite二次形式の全体がつくる複素
ベクトル空間を考えることにより、同様に証明できる。

系 2.3.8 コンパクト Lie群には、両側不変Riemann計量が存在する。
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証明 Gをコンパクト Lie群とし、Gの Lie環を gで表す。Gの随伴表現に命題
2.3.7を適用すると、g上にAd(G)不変な内積が存在する。したがって、命題 2.3.4

より、この内積に対応するG上のRiemann計量は両側不変になる。

例 2.3.9 コンパクト線形 Lie群の場合は、Haar測度を使わなくても、以下のよう
に具体的に両側不変 Riemann計量を構成することができる。コンパクト線形 Lie

群G ⊂ GL(n,R)に対して、命題 2.3.7より

G ⊂ O(Rn; B)

となるRnの内積Bが存在する。RnのBに関する正規直交基底をとり、それにつ
いて行列表示することにより、G ⊂ O(n)とみなす。このとき、O(n)に両側不変
Riemann計量を構成すれば、Gに誘導されるRiemann計量も両側不変になる。

〈X,Y 〉 = tr(tXY ) (X, Y ∈ o(n))

によってO(n)の Lie環 o(n)上の２次形式 〈 , 〉を定める。

〈X,Y 〉 = tr(tXY ) = −tr(XY )

= −tr(Y X) = tr(tY X)

= 〈Y,X〉

だから、〈 , 〉は対称になっている。さらに、X = (Xij) ∈ o(n)に対して

〈X, X〉 = tr(tXX) =
∑

i,j

X2
ij

より 〈 , 〉は正定値になる。さらに g ∈ O(n)に対して例 1.8.11より

Ad(g)X = gXg−1 (X ∈ o(n))

となるので、

〈Ad(g)X, Ad(g)Y 〉 = −tr(gXg−1gY g−1)

= −tr(gXY g−1)

= −tr(XY )

= 〈X,Y 〉.

したがって、〈 , 〉はAd(O(n))不変になり、命題 2.3.4より、対応するO(n)上の
Riemann計量は両側不変になる。

定義 2.3.10 Riemann計量を持つ等質空間G/Hとする。定理 2.1.3で定まるGの
G/Hへの作用が等長的になっているとき、そのRiemann計量をG不変という。
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命題 2.3.11 Gを Lie群とし、H をGの閉 Lie部分群とする。GとH の Lie環を
それぞれ gと hで表す。このとき、等質空間G/HのG不変Riemann計量の全体
と、商ベクトル空間 g/hのAdG(H)不変な内積の全体は、一対一に対応する。

証明 任意の h ∈ H に対して、Lh ◦ Rh−1 は H を不変にするので、その微分
AdG(h)は hを不変にする。したがって、線形写像

AdG(h) : g → g

は、商ベクトル空間の線形写像

AdG(h) : g/h → g/h

を誘導する。上にあるように、誘導された線形写像も同じ記号で表すことにする。
G/HのH自身による剰余類をG/Hの原点と呼び、oで表すことにする。定理

1.1.9で定めた線形同型写像α : g → Te(G)と自然な射影 π : G → G/Hの微分写像
dπeを使って、線形写像の合成

g
α→ Te(G)

dπe→ To(G/H)

を βとおく。βの核は hになる。よって、g/hと To(G/H)は、βの誘導する線形写
像によって線形同型になる。βの誘導する線形写像も βで表すことにする。H の
元 hはG/Hの原点 oを動かさないので、

dho : To(G/H) → To(G/H)

を誘導する。dhoに対応する g/hの線形写像を求めてみよう。X ∈ gをとる。

dhodπeα(X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

hπ(exp tX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(h exp tX)H

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(h exp tXh−1)H =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(exp tAd(h)X)H

= dπeα(Ad(h)X).

したがって、次の可換図式を得る。

g/h
Ad(h)−−−→ g/h

β

y∼= β

y∼=

To(G/H)
dho−−−→ To(G/H)

以上の準備のもとに命題を証明する。G/HにG不変Riemann計量があるとす
ると、To(G/H)における計量は、各 h ∈ Hに対して dhoで不変になる。線形同型
写像 βで対応する g/hの内積は、上の可換図式より、AdG(H)不変な内積になる。
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逆に g/hにAdG(H)不変な内積があるとすると、βで対応する To(G/H)上の内
積は、各 h ∈ H に対して dhoで不変になる。その内積を 〈 , 〉oで表す。任意の元
x ∈ G/Hにおける内積を

〈X, Y 〉x = 〈dgX, dgY 〉o (X,Y ∈ Tx(G/H), gx = o)

で定義する。内積の定義が、gx = oとなる g ∈ Gのとり方によらないことは、次
のようにしてわかる。g1x = g2x = oとすると、x = g−1

1 oとなり、

o = g2x = g2g
−1
1 o.

よって g2g
−1
1 ∈ Hとなる。そこで、h = g2g

−1
1 ∈ Hとおくと、

〈dg1X, dg1Y 〉o = 〈dhdg1X, dhdg1Y 〉o (〈 , 〉oの不変性)

= 〈dg2dg−1
1 dg1X, dg2dg−1

1 dg1Y 〉o
= 〈dg2X, dg2Y 〉o.

これによりG/HにG不変なRiemann計量が定まる。

系 2.3.12 GをLie群とし、HをGのコンパクトLie部分群とする。GとHのLie

環をそれぞれ gと hで表す。このとき、gの直和分解

g = h + m

が存在し、
AdG(H)h ⊂ h, AdG(H)m ⊂ m,

を満たす。等質空間G/HのG不変Riemann計量の全体と、mのAdG(H)不変な
内積の全体は、一対一に対応する。さらに、mのAdG(H)不変な内積は存在し、し
たがって、G/HのG不変Riemann計量も存在する。

証明 命題 2.3.7より、gにはAdG(H)不変内積が存在する。その内積に関する
hの直交補空間をmで表す。任意の h ∈ Hについて、

AdG(h) : g → g

は内積を保ち、AdG(h)h ⊂ hを満たすので、AdG(h)m ⊂ mも成り立つ。さらに、

g/h
AdG(h)−−−−→ g/hy∼=

y∼=

m
AdG(h)−−−−→ m

は可換になるので、mのAdG(H)不変な内積の全体は、g/hのAdG(H)不変な内
積の全体と、一対一に対応する。よって、命題 2.3.11より、等質空間G/HのG不
変Riemann計量の全体とも一対一に対応する。

Gがコンパクトだから、Kもコンパクトになり、命題 2.3.7より、mにAdG(H)

不変な内積が存在する。したがって、G/HにG不変Riemann計量が存在する。
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Euclid空間の有限点集合を相似変換で写り合うものを同一視したものを形状と
呼び、その全体を形状空間と呼ぶ。この章では

D. G. Kendall, D. Barden, T. K. Carne and H. Le,

Shape and shape theory, Wiley, 1999

を参考にして、形状空間に関する基本的事項について解説する。

3.1 形状空間と前形状空間
自然科学や工学に現れる図形から特徴的な点をとりだし、その点集合を記述す

ることで元の形を記述することができる。その際に合同変換で写り合うものは同
じものとみなされる。さらに、図形の形にのみ注目し大きさには注目しない場合
は相似変換で写り合うものも同じものとみなす。このように同一視したものを対
象とするためには、数学的には同値類を考えることになる。さらにここで考えて
いる同一視は、群の作用で写り合うものを同一視することになる。

定義 3.1.1 Rnの元を実 n次縦ベクトルで表わすことにする。Rnの向きを保つ相
似変換全体の成す Lie変換群 S(Rn)は

S(Rn) =

{[
rT v

0 1

] ∣∣∣∣∣ r ∈ R, r > 0, T ∈ SO(n), v ∈ Rn

}

と表わすとができ、Rnへの作用は
[

rT v

0 1

] [
x

1

]
=

[
rTx + v

1

]
(x ∈ Rn)

によって定めることができる。Rnの k個 (k ≥ 2)の点の組を (Rn)kで表わす。

(Rn)k = {(x1, x2, . . . , xk) | xi ∈ Rn}

と書くと n次縦ベクトルが k個横に並ぶことになるので、(Rn)kは自然に n× k実
行列全体M(n, k)と同一視できる。Rnの k個の点がすべて一致している場合を除
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外して、S(Rn)の作用で写り合う k個の点の組を同値とすることで、同値関係∼
を定義する。すなわち

Dk(Rn) = {(x1, x2, . . . , xk) ∈ (Rn)k | x1 = x2 = · · · = xk}

によって除外する点の組を定め、(x1, . . . , xk), (y1, . . . , yk) ∈ (Rn)k −Dk(Rn) に対
して

xi = T̃ yi (1 ≤ i ≤ k)

を満す T̃ ∈ S(Rn)が存在するときに、(x1, . . . , xk), (y1, . . . , yk)は同値であるとい
い (x1, . . . , xk) ∼ (y1, . . . , yk)と書くことにする。群の作用によって定めているの
で、これは同値関係になる。この同値関係∼による同値類を形状と呼ぶ。さらに
∼による商集合 (Rn)k − Dk(Rn)/ ∼に (Rn)k − Dk(Rn)の自然な位相から定まる
商位相を導入した商空間を形状空間と呼び、Σk

nで表わす。(Rn)k − Dk(Rn)の元
にその同値類を対応させるΣk

nへの自然な射影を πで表わす。πは連続な開写像に
なる。

補題 3.1.2 (Rn)k − Dk(Rn)の部分集合 Sk
nを

Sk
n =

{
(x1, x2, . . . , xk) ∈ (Rn)k

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

xi = 0,
k∑

i=1

|xi|2 = 1

}

によって定めると、Sk
nはコンパクトになり π(Sk

n) = Σk
nが成り立つ。特に、Σk

nも
コンパクトになる。

証明 条件 x1 + · · · + xk = 0より Sk
n ⊂ (Rn)k − Dk(Rn) となることがわかる。

定義より Sk
nは (Rn)kの有界閉集合になるので、コンパクトになる。

(Rn)k−Dk(Rn)の元 (x1, . . . , xk)を任意にとる。x̄ = (x1 + · · ·+xk)/kとおいて、

T (y) = y − x̄ (y ∈ Rn)

によって T ∈ S(Rn)を定める。

T (x1) + · · · + T (xk) = (x1 + · · · + xk) − (x1 + · · · + xk) = 0

となる。また、x1 = · · · = xkとはならないので、T (x1) = · · · = T (xk) = 0とはな
らない。そこで

r =

(
k∑

i=1

|T (xi)|2
)1/2

> 0

とおいて、
R(y) = r−1y (y ∈ Rn)
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によってR ∈ S(Rn)を定める。すると

RT (x1) + · · · + RT (xk) = r−1(T (x1) + · · · + T (xk)) = 0

となり、
k∑

i=1

|RT (xi)|2 = r−2

k∑

i=1

|T (xi)|2 = 1

が成り立つので、(x1, . . . , xk) ∼ (RT (x1), . . . , RT (xk)) ∈ Sk
n を得る。これらより

Σk
n = π((Rn)k − Dk(Rn)) = π(Sk

n).

Sk
nはコンパクトだから、その連続像Σk

nもコンパクトになる。

定義 3.1.3 Sk
nを前形状空間と呼ぶ。

補題 3.1.4 前形状空間 Sk
nの元X = (xi), Y = (yi)に対して、X ∼ Y となるため

の必要十分条件はある T ∈ SO(n)が存在してX = TY となることである。ただ
し、積 TY は n × n行列と n × k行列の通常の積である。

証明 ある T ∈ SO(n)が存在して X = TY となれば、1 ≤ i ≤ k について
xi = TyiとなりX ∼ Y が成り立つ。逆にX ∼ Y が成り立つと仮定すると、

r ∈ Rn, r > 0, T ∈ SO(n), v ∈ Rn

が存在し
xi = rTyi + v (1 ≤ i ≤ k)

が成り立つ。X, Y ∈ Sk
nより

0 =
k∑

i=1

xi =
k∑

i=1

rTyi + kv = rT

(
k∑

i=1

yi

)
+ kv = kv

となるので、v = 0が成り立つ。さらに

1 =
k∑

i=1

|xi|2 =
k∑

i=1

|rTyi|2 = r2

k∑

i=1

|yi|2 = r2

となるので、r = 1が成り立つ。したがって、

xi = Tyi (1 ≤ i ≤ k)

となり、X = TY が成り立つ。

系 3.1.5 形状空間Σk
nは前形状空間の商空間 Sk

n/ ∼と位相同型になり、Sk
nにおけ

る同値関係は SO(n)の左からの積作用で写り合うことに一致する。
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命題 3.1.6 形状空間は以下の性質を持つ。

(1) 行列式−1の直交行列のRnへの作用が自然に誘導する Sk
n への作用は、Σk

n

への直交行列の選び方に依存しない同一の作用 rkを誘導する。

(2) n ≥ kのとき rk = 1となり、n < kのとき rk 6= 1かつ r2
k = 1が成り立つ。

(3) m < nのときのRmからRnへの自然な包含写像を ι : Rm → Rnで表わす。
ιは包含写像 ι : Sk

m → Sk
n を誘導し、さらに、連続写像 ι : Σk

m → Σk
nを誘導

する。

(4) n < kのとき
{[X] ∈ Σk

n | rk[X] = [X]} = ι(Σk
n−1)

が成り立つ。

(5) n ≥ kのとき、Σk
nは Σk

k−1/rkに位相同型になる。ただし、Σk
k−1/rkは Σk

k−1

の元であって rkの作用で写り合うものを同一視した商空間である。これは
Sk

k−1へのO(k − 1)の左からの積作用で写り合うものを同一視した商空間に
一致する。

証明 (1) R ∈ O(n)の行列式が−1とする。X,Y ∈ Sk
nがX ∼ Y を満たすと仮

定する。つまり、ある T ∈ SO(n)が存在し、X = TY が成り立つ。すると

RX = RTY = (RTR−1)RY.

ここで、
φR : O(n) → O(n) ; g 7→ RgR−1

は連続になる。定理 1.11.3より SO(n)は連結であり、e = φR(e) ∈ φR(SO(n))と
なる。よって、φR(SO(n))は連結であり eを含むので φR(SO(n)) ⊂ SO(n)が成り
立つ。特にRTR−1 ∈ SO(n)となりRX ∼ RY が成り立つ。これより、Rの左か
らの積はΣk

nからΣk
n自身への位相同型写像を誘導することがわかる。

行列式が−1になるR1 ∈ O(n)をもう一つとる。系 1.11.4よりO(n)は 2つの連
結成分 SO(n)と {g ∈ O(n) | det g = −1}を持つので、ある T1 ∈ SO(n)が存在し
R1 = T1Rが成り立つ。任意のX ∈ Sk

nに対してR1X = T1RXとなりR1X ∼ RX

が成り立つ。したがって、R1が誘導するΣk
nの位相同型写像は、Rが誘導するΣk

n

の位相同型写像と一致する。
(2) n ≥ kのとき、任意の (x1, . . . , xk) ∈ Sk

n に対して x1, . . . , xk をすべて含む
k − 1次元アファイン部分空間AがRn内に存在する。

0 =
1

k
(x1 + · · · + xk) ∈ A
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となるので、AはRnの k − 1次元部分ベクトル空間になる。k − 1 < nだから、A

を含む n − 1次元部分ベクトル空間Hをとることができる。Hに関する鏡映変換
をRとすると、Rxi = xi (1 ≤ i ≤ k)となることから、(x1, . . . , xk)の定める同値類
[x1, . . . , xk]は rk[x1, . . . , xk] = [x1, . . . , xk]を満たす。よって、rk = 1が成り立つ。

n < kの場合を考える。

X =
1√
2n

(e1, . . . , en,−e1 − · · · − en, 0, . . . , 0) ∈ Sk
n

とおく。e1, . . . , enはRnの標準的な正規直交基底であり、n < kという仮定からこの
ようなXをSk

nの元としてとることができる。Xの定める同値類 [X]が rk[X] = [X]

を満たすと仮定して矛盾を導く。rk[X] = [X]よりR ∈ O(n)かつ det R = −1を
満たすものと T ∈ SO(n)が存在しRX = TXが成り立つ。ところがこの行列の最
初の n列目までの n次正方行列は、左辺は行列式が負になり右辺は正になり矛盾
する。よって、rk[X] 6= [X]となり rk 6= 1が成り立つ。

R ∈ O(n)かつ det R = −1を満たす Rに対して det(R2) = (−1)2 = 1だから
R2 ∈ SO(n)となり、

Sk
n → Sk

n ; X 7→ R2X

から定まるΣk
nの位相同型写像は r2

kに一致する。R2 ∈ SO(n)より、このR2の積
は同値類を変化させないので、r2

k = 1が成り立つ。
(3) m < nのとき、RmからRnへの自然な包含写像 ιは自然な包含写像 ι : Sk

m →
Sk

nを誘導する。

ι(X) =

[
X

0

]
∈ Sk

n (X ∈ Sk
m)

となることがわかる。X, Y ∈ Sk
mが同値ならば、あるT ∈ SO(m)が存在しX = TY

となる。

T̃ =

[
T 0

0 1

]
∈ SO(n)

とおくと

ι(X) =

[
X

0

]
=

[
TY

0

]
=

[
T 0

0 1

][
Y

0

]
= T̃ ι(Y ).

よって ι(X), ι(Y ) ∈ Sk
n も同値になる。以上より写像 ι : Sk

m → Sk
n は連続写像

ι : Σk
m → Σk

nを誘導する。
(4) Rn内の ι(Rn−1)に関する鏡映をRで表わすと、R ∈ O(n)かつ det R = −1

が成り立つ。Y ∈ Sk
n−1に対してRι(Y ) = ι(Y )となるので、

rk(ι[Y ]) = rk[ι(Y )] = [Rι(Y )] = [ι(Y )] = ι[Y ].
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よって
{[X] ∈ Σk

n | rk[X] = [X]} ⊃ ι(Σk
n−1).

逆にX ∈ Sk
nがrk[X] = [X]を満たすと仮定する。するとR ∈ O(n)かつdet R = −1

を満たすRと T ∈ SO(n)が存在し、RX = TXが成り立つ。このとき rankX < n

が成り立つことを示す。n < kという仮定よりXからn個の列を取り出すことがで
き、Xから任意のn個の列を取り出してn次正方行列X ′を作っても、RX ′ = TX ′

が成り立ち、

− det X ′ = det R det X ′ = det(RX ′) = det(TX ′) = det T det X ′ = det X ′.

これより、det X ′ = 0が成り立つ。行列の階数の性質より、rankX < nが成り立
つ。Xの列ベクトルはRn内のある n− 1次元部分ベクトル空間に含まれることに
なり、[X] ∈ ι(Σk

n−1)を得る。よって

{[X] ∈ Σk
n | rk[X] = [X]} ⊂ ι(Σk

n−1).

以上より目的の等式を得る。
(5) 条件 n ≥ kより連続写像 ι : Σk

k−1 → Σk
n を考えることができる。任意の

X = (x1, . . . , xk) ∈ Sk
n に対して

x1 + · · · + xk = 0

だから、x1, . . . , xkは線形従属になり、特にRn内の k − 1次元部分ベクトル空間
に含まれる。したがって、[X] ∈ ι(Σk

k−1)となり、ι : Σk
k−1 → Σk

nは全射になる。
次にX, Y ∈ Sk

k−1が ι[X] = ι[Y ]を満たすための必要十分条件を求める。ある
T ∈ SO(n)が存在し Tι(X) = ι(Y )が成り立つことが同値になる。n ≥ k > k − 1

だから、あるR ∈ O(k − 1)が存在しRX = Y が成り立つことが同値になり、さ
らに rk[X] = [Y ]が同値になる。よって、連続全射 ι : Σk

k−1 → Σk
n は連続全単

射 ι : Σk
k−1/rk → Σk

nを誘導する。形状空間は補題 3.1.2よりコンパクトなので、
Σk

k−1/rkもコンパクトになる。形状空間は距離空間になることを後で示すので、特
に Hausdorff位相空間になる。したがって、ι : Σk

k−1/rk → Σk
n は位相同型写像に

なる。

命題 3.1.7

q0 =




1√
k
...
1√
k


 , q1 =




− 1√
2

1√
2

0
...

0




, . . . , qj =




− 1√
j+j2

...

− 1√
j+j2

j√
j+j2

0
...

0




, . . . ∈ Rk
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を横に並べてできる k 次正方行列 Qk = (q0, q1, . . . , qk−1)は SO(k)の元になる。
x1, . . . , xk, y1, . . . , yk ∈ Rn に対して

(y1, . . . , yk) = (x1, . . . , xk)Qk

が成り立つとき、

y1 =
1√
k
(x1 + · · · + xk),

k∑

j=1

|xj|2 =
k∑

j=1

|yj|2

が成り立つ。

M0(n, k) = {(x1, . . . , xk) ∈ M(n, k) | x1 + · · · + xk = 0}

とおく。このとき、

M(n, k − 1) → M0(n, k) ; X 7→ [0X]Q−1
k

は等長的線形同型写像になる。特にこの写像の

S̃k
n = {(x1, . . . , xk−1) ∈ M(n, k − 1) | |x1|2 + · · · + |xk−1|2 = 1}

への制限は Sk
n への等長写像になる。すなわち Sk

n は n(k − 1) − 1次元単位球面
S̃k

n = Sn(k−1)−1(1)と等長的になる。さらに、Σk
nは S̃k

nへの SO(n)の左からの積作
用で写り合うものを同一視した商空間 S̃k

n/ ∼に位相同型になる。

証明 各 qjが単位ベクトルになることを示す。

|q0|2 =
1

k
+ · · · + 1

k
= 1

となり、q0は単位ベクトルになる。1 ≤ j ≤ k − 1のとき、

|qj|2 =
1

j + j2
+ · · · + 1

j + j2
+

j2

j + j2
=

j + j2

j + j2
= 1

となり、qj も単位ベクトルになる。q0, q1, . . . , qk−1が互いに直交することを示す。
1 ≤ j ≤ k − 1に対して

〈q0, qj〉 =
1√
k

(
− 1√

j + j2
− · · · − 1√

j + j2
+

j√
j + j2

)
= 0.

1 ≤ j < m ≤ k − 1に対して

〈qj, qm〉 =

(
− 1√

j + j2
− · · · − 1√

j + j2
+

j√
j + j2

)(
− 1√

m + m2

)
= 0.
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よって q0, . . . , qk−1が互いに直交する。以上よりQkは直交行列になる。さらにQk

が回転行列になることを示すために、行列式を求める。二行目から k行目をすべ
て 1行目に加えると、1行目は (

√
k 0 . . . 0)となる。よってQkの行列式はQkから

最初の行と列を取り除いた k − 1次正方行列の行列式と
√

kとの積になる。この
k − 1次正方行列は上三角行列になり、

det Qk =
√

k
k−1∏

j=1

j√
j + j2

=
√

k
k−1∏

j=1

j√
j(j + 1)

=

√
k(k − 1)!√

((k − 1)!)2k
= 1.

Qkの行列式は 1になり回転行列になる。

y1 =
1√
k
(x1 + · · · + xk)

が成り立つことはQkの定め方からわかる。xj, yj の第 i成分を x
(i)
j , y

(i)
j で表わす

ことにする。

k∑

j=1

|yj|2 =
k∑

j=1

n∑

i=1

|y(i)
j |2 =

n∑

i=1

k∑

j=1

|y(i)
j |2

=
n∑

i=1

|(y(i)
1 , . . . , y

(i)
k )|2 =

n∑

i=1

|(x(i)
1 , . . . , x

(i)
k )Qk|2

=
n∑

i=1

|(x(i)
1 , . . . , x

(i)
k )|2 =

n∑

i=1

k∑

j=1

|x(i)
j |2 =

k∑

j=1

n∑

i=1

|x(i)
j |2

=
k∑

j=1

|xj|2

となるので、
k∑

j=1

|xj|2 =
k∑

j=1

|yj|2

が成り立つ。
Y ∈ M0(n, k)に対して

Y Qk = [0X], X ∈ M(n, k − 1)

となる。Y にXを対応させる写像はM0(N, k)からM(n, k − 1)への線形写像で等
長的になる。

dim M0(N, k) = dim M(n, k − 1) = n(k − 1)

となるので、この写像は等長的線形同型写像になる。したがって、その逆写像

M(n, k − 1) → M0(n, k) ; X 7→ [0X]Q−1
k



3.2. Riemann対称空間と行列の標準形 75

も等長的線形同型写像になる。
殘りの主張は行列の左からの積と右からの積が可換な作用になっていることか

らわかる。

定義 3.1.8 命題 3.1.7で定めたQkの逆行列をHelmaert行列と呼び、Hk = Q−1
k

で表わす。

3.2 Riemann対称空間と行列の標準形
コンパクト Lie群の極大トーラスの理論やそれをさらに一般化したRiemann対

称空間の極大トーラスの理論は線形代数に現われる種々の標準形の理論を含んで
いる。特に行列の種々の標準形の理論はほとんどRiemann対称空間の極大トーラ
スの理論に含まれている。今回の講義では対称空間の章を形状空間の章に変更し
たので、ここでは簡単にRiemann対称空間に触れ、その極大トーラスの理論を証
明なしで解説する。それを利用して行列の標準形を導く。行列の標準形は形状空
間の位相構造や距離構造を詳しく調べるときに必要になる。この節の内容の証明
の詳細については、次の文献に詳しい解説がある。

S. Helgason, Differential geometry, Lie groups, and symmetric spaces, Academic

Press, New York, 1978.

定義 3.2.1 Riemann多様体の曲率テンソルが Levi-Civita接続に関して平行なと
き、Riemann局所対称空間と呼ぶ。

定義 3.2.2 連結 Riemann多様体M の各点 xに対して、M の等長変換 sxが存在
し、s2

x = 1を満たし、xが sxの孤立不動点になるとき、M をRiemann対称空間
と呼ぶ。

命題 3.2.3 Riemann対称空間はRiemann局所対称空間になる。

定義 3.2.4 Gを連結Lie群とし、KをGの閉Lie部分群とする。対 (G,K)が次の
条件を満たすとき、(G,K)をRiemann対称対と呼ぶ。AdG(K)がコンパクトに
なり、Gの位数 2の自己同型写像 θが存在して

Gθ = {g ∈ G | θ(g) = g}

とおいて、Gθの単位連結成分をG0
θで表したとき、G0

θ ⊂ K ⊂ Gθが成り立つ。

定理 3.2.5 M をRiemann対称空間とし、oをM の一点とする。このとき、M の
等長変換全体の成す群 I(M)はMのLie変換群になる。さらに、I(M)の単位連結
成分をGで表し、

K = {g ∈ G | go = o}
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とおくと、Kはコンパクトになり、

G/K → M ; gK 7→ go

は微分同型写像になる。写像

θ : G → G ; g 7→ sogso

はGの位数 2の自己同型写像になり、この θに関して (G,K)は Riemann対称対
になる。

定義 3.2.6 Riemann対称空間の等長変換全体の成す Lie群が半単純になるとき、
そのRiemann対称空間を半単純という。

定理 3.2.7 Riemann対称対 (G,K)に対して、等質空間G/K にG不変 Riemann

計量を入れると (AdG(K)がコンパクトであることからこのような計量は存在す
る)、G/KはRiemann対称空間になる。Gの位数 2の自己同型写像を θとし、θが
誘導するGの Lie環 gの位数 2の自己同型写像も θで表わす。gを

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解すると、自然な射影G → G/Kの微分写像によって、pはG/Kの原点
oの接ベクトル空間 To(G/K)と同一視することができる。(以後、To(G/K)と pを
同一視する。) このとき、Riemann対称空間G/Kの原点 oにおける曲率テンソル
Roは、

Ro(X, Y )Z = −[[X, Y ], Z] (X,Y, Z ∈ p)

で定まる。特にRiemann対称空間G/Kの曲率テンソルは、G不変Riemann計量
のとり方に依存しない。

定義 3.2.8 局所Riemann対称空間内の全測地的平坦部分多様体の最大次元をその
局所Riemann対称空間の階数と呼ぶ。

定義 3.2.9 実 Lie環 gと位数 2の自己同型写像 θの組 (g, θ)が、次の条件をみたす
とき、(g, θ)を直交対称Lie代数と呼ぶ。

k = {X ∈ g | θ(X) = X}

とおくと、adg(g)の部分Lie環 adg(k)に対応する Int(g)内の連結Lie部分群はコン
パクトになる。さらに、gの中心と kの共通部分が {0}になるとき、直交対称Lie代
数 (g, θ)は効果的と言われる。Lie群の組 (G,K)が次の条件を満たすとき、(G,K)

は直交対称Lie代数 (g, θ)に対応していると言われる。GはLie環 gを持つ連結Lie

群で、Kは Lie環 kを持つ Lie部分群である。
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定義 3.2.10 (g, θ)を直交対称 Lie代数とし、gを

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解する。(g, θ)が次の条件を満たすとき、(g, θ)を既約直交対称 Lie代数
と呼ぶ。gは半単純であって、kは gの非自明イデアルを含まず、adg(k)は pに既
約に作用する。直交対称 Lie代数 (g, θ)に対応する Lie群の組G,Kは、(g, θ)が既
約のとき、既約と言う。Riemann対称空間M に対して、M の等長変換全体の成
す Lie群の単位連結成分をGとし、M の一点を固定するGの部分群をK とする
と、定理 3.2.5より、(G,K)はRiemann対称対になる。(G,K)が既約のとき、M

を既約Riemann対称空間と呼ぶ。

例 3.2.11 (G,K)を Riemann対称対とする。定義 3.2.4より、Gの位数 2の自己
同型写像 θが存在して

Gθ = {g ∈ G | θ(g) = g}

とおくと、G0
θ ⊂ K ⊂ Gθが成り立つ。そこで、θの誘導する gの自己同型写像も

θで表わすと、これも位数 2になり、gは

g = k + p, k = {X ∈ g | θ(X) = X}, p = {X ∈ g | θ(X) = −X}

と直和分解される。さらに、(g, θ)は直交対称Lie代数になることがわかる。Riemann

対称対 (G,K)は、定義 3.2.9の意味で、直交対称 Lie代数 (g, θ)に対応している。

g = k+pをRiemann対称対 (G,K)に対応するLie環の直和分解とする。To(G/K)

と pを同一視すると、イソトロピー部分群Kの To(G/K)への表現は、Adによる
pへの表現と同一視される。p内の極大可換部分空間 aをとる。

定理 3.2.12 次の等式が成り立つ。

p =
⋃

k∈K

Ad(k)a.

この定理より、Kの pへの作用を考える際は、aを不変にするKの元の作用を調
べることが重要になる。その作用を記述するのが、次に定義するWeyl群である。

定義 3.2.13 Kの閉 Lie部分群NK(a)とZK(a)を

NK(a) = {k ∈ K | Ad(k)a = a}
ZK(a) = {k ∈ K | Ad(k)A = A (A ∈ a)}

によって定めると、剰余群NK(a)/ZK(a)は有限群になる。これをRiemann対称空
間G/KのWeyl群と呼び、W (G/K)で表わす。定め方より、W (G/K)は自然に
aに線形に作用する。
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Weyl群G/Kの aへの作用を詳しく調べるために、以下でRiemann対称空間の
ルート系を定義する。ここでは簡単のためにRiemann対称空間がコンパクトの場
合のみ扱うことにする。この場合は gに AdG(G)不変内積 〈 , 〉が存在する。各
A ∈ aについて、adAは交代線形変換になり対角化可能になる。A,B ∈ aに対して

[adA, adB] = ad([A,B]) = 0

となり、adA, adBは可換になる。よって、{adA | A ∈ a}は同時対角化可能にな
る。そこで、k内の aの中心化部分環を k0とし、λ ∈ a∗に対して

gλ = {X ∈ gC | [A,X] =
√
−1λ(A)X (A ∈ a)}

とおいたとき、
gC = kC0 + aC +

∑

λ∈a∗−{0}

gλ

が成り立つ。gは有限次元だから、有限個の λ ∈ a∗ − {0}を除いて gλ = {0}とな
る。よって、a∗ − {0}の有限部分集合

Λ = {λ ∈ a∗ − {0} | gλ 6= {0}}

が定まり、
gC = kC0 + aC +

∑

λ∈Λ

gλ

が成り立つ。ΛをRiemann対称空間G/Kの aに関する制限ルート系と呼び、Λの
元を制限ルートと呼ぶ。また、gλを制限ルート空間と呼び、上の gCの直和分解を
制限ルート空間分解と呼ぶ。

{A ∈ a | λ(A) 6= 0 (λ ∈ Λ)}

の各連結成分をWeyl領域と呼ぶ。

定理 3.2.14 Weyl群W (G/K)はWeyl領域全体の集合の置換を引き起こし、単純
推移的に作用する。

Weyl領域C0を一つとり、固定しておく。

Λ+ = {λ ∈ Λ | λ(C0) > 0}

とおくと、Λ = Λ+ ∪ (−Λ+)となる。

系 3.2.15 次の等式が成り立つ。

a =
⋃

w∈W (G/K)

wC̄0, p =
⋃

k∈K

Ad(k)C̄0.
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例 3.2.16 m ≤ nを自然数とする。

G = SO(m + n), K = SO(m) × SO(n)

とおく。G,Kはどちらもコンパクト連結 Lie群になる。

θ(g) =

[
−Im 0

0 In

]
g

[
−Im 0

0 In

]
(g ∈ SO(m + n))

とおくと、θは SO(m + n)の位数 2の自己同型写像になる。
[
−Im 0

0 In

][
A B

C D

][
−Im 0

0 In

]
=

[
A −B

−C D

]

となるので、定義 3.2.4で定めたGθは

Gθ =

{[
A 0

0 D

]
∈ SO(m + n)

∣∣∣∣∣ A ∈ O(m), D ∈ O(n)

}

で与えられる。これよりGθの単位連結成分G0
θは SO(m) × SO(n) = Kに一致す

る。したがって、(G,K)はRiemann対称対になる。G/Kは定理3.2.7よりRiemann

対称空間になる。これは定義 2.2.7で定めた有向Grassmann多様体である。θの誘
導する Lie環の自己同型写像も

θ(X) =

[
−Im 0

0 In

]
X

[
−Im 0

0 In

]
(X ∈ o(m + n))

となる。θの+1固有空間 kと−1固有空間 pは

k =

{[
U 0

0 V

]
∈ o(m + n)

∣∣∣∣∣ U ∈ o(m), V ∈ o(n)

}

p =

{[
0 X

−X∗ 0

]
∈ o(m + n)

∣∣∣∣∣ X ∈ M(m,n)

}

で与えられる。ここまでの議論では不等式m ≤ nの仮定は必要なかったが、次の
p内の極大可換部分空間を定めるために必要になる。

A(m,n) =








t1
. . .

tm


 ∈ M(m,n)

∣∣∣∣∣∣∣
tj ∈ R





とおくと

a =

{[
0 X

−X∗ 0

]
∈ o(m + n)

∣∣∣∣∣ X ∈ A(m,n)

}
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は p内の極大可換部分空間になる。Kの pへの作用は

Ad

[
S 0

0 T

] [
0 X

−X∗ 0

]
=

[
0 SXT−1

−(SXT−1)∗ 0

]

となるので、この場合の定理 3.2.12の等式

p =
⋃

k∈K

Ad(k)a

は次の等式を意味する。

M(m,n) =
⋃

S∈SO(m)
T∈SO(n)

SA(m,n)T−1 =
⋃

S∈SO(m)
T∈SO(n)

SA(m,n)T.

すなわち、任意のX ∈ M(m,n)に対して S ∈ SO(m), T ∈ SO(n)と tj ∈ Rが存
在し

X = S




t1
. . .

tm


 T

が成り立つ。1 ≤ i ≤ mに対して

ei




t1
. . .

tm


 = ti

によって ei ∈ a∗を定める。m = nのとき、G/Kの aに関する制限ルート系は

Λ = {±(ei − ej), ±(ei + ej) | 1 ≤ i < j ≤ m}

である。

C0 =








t1
. . .

tm




∣∣∣∣∣∣∣
t1 > · · · > tm−1 > |tm|





はWeyl領域になる。これより

C̄0 =








t1
. . .

tm




∣∣∣∣∣∣∣
t1 ≥ · · · ≥ tm−1 ≥ |tm|





となるので、この場合の系 3.2.15の等式

p =
⋃

k∈K

Ad(k)C̄0
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は次の等式を意味する。

M(m,m) =
⋃

S∈SO(m)
T∈SO(m)

SC̄0T
−1 =

⋃

S∈SO(m)
T∈SO(m)

SC̄0T.

すなわち、任意のX ∈ M(m,m)に対して S ∈ SO(m), T ∈ SO(m)と tj ∈ Rが存
在し

X = S




t1
. . .

tm


T, t1 ≥ · · · ≥ tm−1 ≥ |tm|

が成り立つ。m < nのとき、制限ルート系は

Λ = {±(ei − ej), ±(ei + ej) | 1 ≤ i < j ≤ m} ∪ {±ei | 1 ≤ i ≤ m}

である。

C0 =








t1
. . .

tm




∣∣∣∣∣∣∣
t1 > · · · > tm > 0





はWeyl領域になる。これより

C̄0 =








t1
. . .

tm




∣∣∣∣∣∣∣
t1 ≥ · · · ≥ tm ≥ 0





となるので、この場合の系 3.2.15の等式

p =
⋃

k∈K

Ad(k)C̄0

は次の等式を意味する。

M(m,n) =
⋃

S∈SO(m)
T∈SO(n)

SC̄0T
−1 =

⋃

S∈SO(m)
T∈SO(n)

SC̄0T.

すなわち、任意のX ∈ M(m,n)に対して S ∈ SO(m), T ∈ SO(n)と tj ∈ Rが存
在し

X = S




t1
. . .

tm


 T, t1 ≥ · · · ≥ tm ≥ 0

が成り立つ。

上の例の最後の行列の標準形に関する主張を以下に系としてまとめておく。



82 第 3章 形状空間

系 3.2.17 任意のX ∈ M(m,m)に対して S ∈ SO(m), T ∈ SO(m)と tj ∈ Rが存
在し

X = S




t1
. . .

tm


 T, t1 ≥ · · · ≥ tm−1 ≥ |tm|

が成り立つ。m < nのとき、任意のX ∈ M(m,n)に対してS ∈ SO(m), T ∈ SO(n)

と tj ∈ Rが存在し

X = S




t1
. . .

tm


 T, t1 ≥ · · · ≥ tm ≥ 0

が成り立つ。

3.3 凸集合
この節ではEuclid空間の凸集合の基本的性質を証明なしで解説する。凸集合の

いくつかの基本的性質は形状空間の位相構造や距離構造を詳しく調べるときに必
要になる。この節の内容の証明の詳細については、次の文献に詳しい解説がある。

H. G. Eggleston, Convexity, Cambridge University, 1958.

定義 3.3.1 Rnの二点 x, yを結ぶ線分を xyで表わす。すなわち、

xy = {λx + µy | λ ≥ 0, µ ≥ 0, λ + µ = 1}.

Rnの空でない部分集合 C が次の条件を満たすとき、C を凸集合と呼ぶ。任意の
x, y ∈ Cに対して xy ⊂ Cが成り立つ。

例 3.3.2 Rn内のアファイン部分空間は凸集合になる。

命題 3.3.3 kを 2以上の整数とする。Rnの空でない部分集合 C が凸集合になる
ための必要十分条件は、任意の x1, . . . , xk ∈ Cと λi ≥ 0, λ1 + · · · + λk = 1を満た
す実数 λiに対して λ1x1 + · · · + λkxkがCに含まれることである。

定義 3.3.4 CをRn内の凸集合とする。

max{r | x1, . . . , xr+1 ∈ C, x2 − x1, . . . , xr+1 − x1は線形独立 }

を凸集合Cの次元と呼び、dim Cで表わす。

定理 3.3.5 Rn内の r次元凸集合 C に対して、C を含む r次元アファイン部分空
間A(C)が一意的に存在する。さらに、A(C)内でCは内部を持つ。
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定理 3.3.6 CをRn内の凸集合とする。このとき、CのA(C)における内部はA(C)

と位相同型になる。さらに Cがコンパクトのときは、CはA(C)内の閉円板に位
相同型になる。

補題 3.3.7 XをRn内の空でない部分集合とすると、Xを含む凸集合の内で包含
関係に関して最小になる凸集合が存在する。

定義 3.3.8 Rn内の空でない部分集合Xに対して、Xを含む凸集合の内で包含関
係に関して最小になる凸集合 (存在は補題 3.3.7)をXの凸包と呼ぶ。

定理 3.3.9 Rn内の有界集合Xの凸包は有界集合になる。さらに、Xがコンパク
トならば、Xの凸包はコンパクトになる。

定理 3.3.10 Rn内のコンパクト集合X の凸包は、X を含む半閉空間全体の共通
部分に一致する。

3.4 形状空間Σm+1
m の位相構造

定理 3.4.1 形状空間Σm+1
m は

1

2
(m − 1)(m + 2)次元球面に位相同型である。

この定理の証明の準備をする。

例 3.4.2 mを自然数とする。

G = U(m), K = O(m)

とおく。Gはコンパクト連結 Lie群になり、K は連結成分を二つ持つコンパクト
Lie群になる。

θ(g) = ḡ (g ∈ O(m))

とおくと、θは U(m)の位数 2の自己同型写像になる。定義 3.2.4で定めた Gθ は
Gθ = O(m)で与えられる。したがって、(G,K)はRiemann対称対になる。G/K

は定理 3.2.7よりRiemann対称空間になる。これはCm内の Lagrange部分ベクト
ル空間全体の成す多様体

Lag(m) = {V ⊂ Cm | dim V = m,
√
−1V ⊥ V }

になる。θの誘導する Lie環の自己同型写像も

θ(X) = X̄ (X ∈ u(m))

となる。m次対称行列全体を S(m)で表わす。

S(m) = {X ∈ M(m) | X∗ = X}.
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θの+1固有空間 kと−1固有空間 pは

k = o(m), p =
√
−1S(m)

で与えられる。実はこの固有空間分解より

u(m)C = kC + pC = gl(m,C)

となることがわかる。kはそのままにして pを
√
−1倍すると

k +
√
−1p = gl(m,R)

となり、(G,K)に双対なRiemann対称対 (GL(m,R), O(m))が定まる。このRie-

mann対称対の線形イソトロピー表現、つまり、O(m)の
√
−1pへの随伴表現による

作用は、元のRiemann対称対 (G,K)の線形イソトロピー表現と同値になる。この
ことから、Riemann対称空間U(m)/O(m)とGL(m,R)/O(m)の間に密接な関係が
あることが想像できる。これを一般化することによって、Riemann対称対の双対を
定義でき、Riemann対称対の分類や実半単純 Lie環のCartan分解や分類に進むこ
とができるが、それは今回の講義の目的ではないのでこれ以上は言及しない。上記
の線形イソトロピー表現について一つだけ付け加えておくと、(GL(m,R), O(m))

の線形イソトロピー表現は、直交群O(m)のm次対称行列全体 S(m)への通常の
作用と同じである。

D(m) =








t1
. . .

tm


 ∈ M(m)

∣∣∣∣∣∣∣
tj ∈ R





とおくと
a = {

√
−1X | X ∈ D(m)}

は p内の極大可換部分空間になる。Kの pへの作用は

Ad(S)
√
−1X = S

√
−1XS−1 =

√
−1SXS−1

となるので、この場合の定理 3.2.12の等式

p =
⋃

k∈K

Ad(k)a

は次の等式を意味する。

√
−1S(m) =

⋃

S∈O(m)

√
−1SD(m)S−1,
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両辺に
√
−1をかけると

S(m) =
⋃

S∈O(m)

SD(m)S−1.

Riemann対称対 (GL(m,R), O(m))に対する同様の考察からこの等式を得ること
もできる。この等式より、任意のX ∈ S(m)に対して S ∈ O(m)と tj ∈ Rが存
在し

X = S




t1
. . .

tm


S−1

が成り立つ。これは対称行列の直交行列による対角化に他ならない。1 ≤ i ≤ mに
対して

ei

√
−1




t1
. . .

tm


 = ti

によって ei ∈ a∗を定める。G/Kの aに関する制限ルート系は

Λ = {±(ei − ej) | 1 ≤ i < j ≤ m}

である。

C0 =








t1
. . .

tm




∣∣∣∣∣∣∣
t1 > · · · > tm





はWeyl領域になる。これより

C̄0 =








t1
. . .

tm




∣∣∣∣∣∣∣
t1 ≥ · · · ≥ tm





となるので、この場合の系 3.2.15の等式

p =
⋃

k∈K

Ad(k)C̄0

は次の等式を意味する。
S(m) =

⋃

S∈O(m)

SC̄0S
−1.

すなわち、任意のX ∈ S(m)に対して S ∈ SO(m)と tj ∈ Rが存在し

X = S




t1
. . .

tm


S−1, t1 ≥ · · · ≥ tm

が成り立つ。
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上の例の結果はよく知られた線形代数の結果ではあるが、対称空間の一般論の典
型的な応用例になることと次の命題で対称行列の対角化が必要になるので付け加
えた。次の命題では対角化の対角成分の大小関係までは必要ないのだが、例 3.2.16

と同じ構成になるようにした。

命題 3.4.3 (Carne) n ≥ mとする。

S̃n+1
m = {X ∈ M(m,n) | tr(X∗X) = 1}

とおく。O(m)は自然に S̃n+1
m に作用する。

Pm(n) = {S ∈ M(n, n) | S∗ = S ≥ 0, trS = 1, rankS ≤ m}

とおくと、S̃n+1
m /O(m)は Pm(n)と位相同型になる。

証明 まず
ϕ : S̃n+1

m → Pm(n) ; X 7→ X∗X

によって写像ϕを定める。X ∈ S̃n+1
m とするとXはm×n行列だからX∗は n×m

行列になり ϕ(X) = X∗X は n × n行列になる。tr(X∗X) = 1だから trϕ(X) = 1

となる。
ϕ(X)∗ = (X∗X)∗ = X∗X = ϕ(X)

となり、x ∈ Rnを縦ベクトルとみると

〈x, ϕ(X)x〉 = x∗(X∗X)x = (Xx)∗Xx = 〈Xx,Xx〉 ≥ 0.

したがって、ϕ(X)は半正定値対称行列になる。Xはm × n行列であり n ≥ mだ
から

rankϕ(X) = rank(X∗X) ≤ m

が成り立ち、ϕ(X) ∈ Pm(n)であることがわかる。さらに定義式よりϕは連続写像
になる。

T ∈ O(m)に対して

ϕ(TX) = (TX)∗TX = X∗T ∗TX = X∗X = ϕ(X)

となるので、ϕ : S̃n+1
m → Pm(n)は ϕ̂ : S̃n+1

m /O(m) → Pm(n)を誘導し、ϕ̂は
S̃n+1

m /O(m)の商位相に関して連続になる。
ϕ̂ : S̃n+1

m /O(m) → Pm(n)が全射になることを示す。任意の S ∈ Pm(n)をとる。
Sは半正定値対称行列だから例 3.4.2の結果よりあるO ∈ O(n)が存在し

O∗SO =




λ1

. . .

λn


 , λj ∈ R
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と対角化できる。r = rankS ≤ m ≤ nとおく。必要なら Oをとりかえることに
よって、λr+1 = · · · = λn = 0とできる。Sが半正定値だから対角化した行列も半
正定値になり、λj > 0 (1 ≤ j ≤ r)が成り立つ。さらに trS = 1あることから、

O∗SO =




λ1

. . .

λr

0
. . .

0




, λj > 0,
r∑

j=1

λj = 1, rankS = r ≤ m

となる。そこで

Λ =




√
λ1 0 · · · 0

. . .
...

...√
λr 0 · · · 0

0 0 · · · 0
. . .

...
...

0 0 · · · 0




∈ M(m,n)

とおくと

Λ∗Λ =




λ1

. . .

λr

0
. . .

0




= O∗SO.

これより

tr(Λ∗Λ) =
r∑

j=1

λj = 1

となり Λ ∈ S̃n+1
m が成り立つ。Λ∗Λ = O∗SOの左から Oをかけ右から O∗をかけ

ると
S = OΛ∗ΛO∗ = (ΛO∗)∗ΛO∗

となる。X = ΛO∗ ∈ M(m,n)とおくとX∗X = Sとなるので tr(X∗X) = 1となり
X ∈ S̃n+1

m が成り立つ。よってϕ(X) = Sとなりϕは全射になる。したがって ϕ̂も
全射になる。

ϕ̂ : S̃n+1
m /O(m) → Pm(n)が単射になることを示す。X, Y ∈ S̃n+1

m が ϕ(X) =

ϕ(Y ) = S ∈ Pm(n)を満たすと仮定する。全射の証明のときと同様、あるO ∈ O(n)
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が存在し

O∗SO =




λ1

. . .

λr

0
. . .

0




, λj > 0,
r∑

j=1

λj = 1, rankS = r ≤ m

と対角化できる。この対角行列は

O∗X∗XO = (XO)∗XO = (Y O)∗Y O

に一致する。
A = XO, B = Y O ∈ M(m,n)

とおく。Aを縦ベクトル ai ∈ Rm (1 ≤ i ≤ n)によってA = [a1 . . . an]で表わし、
Bを縦ベクトル bi ∈ Rm (1 ≤ i ≤ n)によってB = [b1 . . . bn]で表わす。




λ1

. . .

λr

0
. . .

0




= A∗A =




a∗
1
...

a∗
n


 [a1 . . . an] = [a∗

i aj] = [〈ai, aj〉]

となるので、a1, . . . , arは直交系になる。r+1 ≤ j ≤ nに対する ajはこれらに直交
することになり、もしaj 6= 0ならば上の行列の階数は r+1以上になり、rankS = r

に矛盾する。よって aj = 0となり

A = [a1 . . . ar, 0, . . . , 0].

さらに
1√
λ1

a1, . . . ,
1√
λr

ar

は正規直交系になる。そこでこれをRmの正規直交基底に延長して

A′ =

[
1√
λ1

a1, . . . ,
1√
λr

ar, a
′
r+1, . . . , a

′
m

]
∈ O(m)

とおくことができる。同様にして

B = [b1 . . . br, 0, . . . , 0],

B′ =

[
1√
λ1

b1, . . . ,
1√
λr

br,b
′
r+1, . . . ,b

′
m

]
∈ O(m)
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とおくことができる。T = B′(A′)∗ ∈ O(m)とおくと TA′ = B′となり、1 ≤ i ≤ r

に対して

T
1√
λi

ai =
1√
λi

bi.

よって、Tai = biとなり TA = Bを得る。以上より TXO = TA = B = Y Oとな
り TX = Y を得る。これより ϕ̂は単射になる。

ϕ̂ : S̃n+1
m /O(m) → Pm(n)は連続全単射になり、S̃n+1

m /O(m)はコンパクトで
Pm(n)はHausdorffだから、ϕ̂ : S̃n+1

m /O(m) → Pm(n)は位相同型写像になる。

定理 3.4.1の証明 形状空間 Σk
m = Sk

m/SO(m)と S̃k
m/O(m)との関係を明らか

にしておく。命題 3.1.6の (1)で定めた写像 rk : Σk
m → Σk

m を使うと Σk
m/rk

∼=
Sk

m/O(m) と表わすことができる。命題 3.1.7より Sk
m/SO(m)と S̃k

m/SO(m)は位
相同型であり、この位相同型写像はSk

m/O(m)と S̃k
m/O(m)の位相同型も誘導する。

よって、Σk
m/rkと S̃k

m/O(m)は位相同型になる。
命題 3.4.3より

Σm+1
m /rm+1

∼= Pm(m) = {S ∈ M(m) | S∗ = S ≥ 0, trS = 1}

となる。Pm(m)が (m − 1)(m + 2)/2次元閉円板に位相同型になることを示す。

Vm = {S ∈ M(m) | S∗ = S, trS = 1}

とおくと、Vmはアフィン部分空間になり

dim Vm =
1

2
m(m + 1) − 1 =

1

2
(m − 1)(m + 2).

S1, S2 ∈ Pm(m)と t1, t2 ≥ 0 (t1+t2 = 1)に対して t1S1+t2S2 ∈ Vmとなり、x ∈ Rm

に対して
〈(t1S1 + t2S2)x, x〉 = t1〈S1x, x〉 + t2〈S2x, x〉 ≥ 0

より t1S1 + t2S2 ≥ 0となる。よってPm(m)は凸集合になる。さらにPm(m)の元は
半正定値であることから固有値は 0以上になる。固有値の和は 1になる。例 3.4.2

で示した対称行列の標準形より

Pm(m) =
⋃

T∈O(m)

T








t1
. . .

tm




∣∣∣∣∣∣∣
tj ≥ 0, t1 + · · · + tm = 1





T−1

が成り立つ。特に Pm(m)はコンパクトになる。 1
m

I の Vmにおける近傍は Pm(m)

に含まれるので、Pm(m)は内点を持つ。したがって、Pm(m)は Vm内の内部を持
つコンパクト凸集合になり、定理 3.3.6より (m− 1)(m + 2)/2次元閉円板に位相同
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型になる。Pm(m)の Vmにおける境界は

∂Pm(m) =
⋃

T∈O(m)

T








t1
. . .

tm




∣∣∣∣∣∣∣
tj ≥ 0, t1 + · · · + tm = 1,

t1 · · · tm = 0





T−1

= {S ∈ Pm(m) | det S = 0}.

以上の準備の元でΣm+1
m から球面への位相同型写像を具体的に構成する。

ψ : Sm+1
m → Vm × R ; X 7→ (X∗X, det X)

によって実解析的写像 ψを定める。T ∈ SO(m)に対して ψ(TX) = ψ(X)となる
ので、

ψ̂ : Σm+1
m → Vm × R ; π(X) 7→ ψ(X) = (X∗X, det X)

はwell-definedになり連続写像になる。
ψ̂が単射になることを示そう。X, Y ∈ Sm+1

m に対して ψ(X) = ψ(Y )が成り立つ
と仮定する。X∗X = Y ∗Y よりある T ∈ O(m)が存在し TX = Y になることが
命題 3.4.3からわかる。さらに det X = det Y が成り立つので、det X = det Y =

det T det Xとなる。よって det X 6= 0のときは det T = 1となり T ∈ SO(m)が成
り立つ。det X = 0のときは、TX を行列としてRmに作用させると TX(Rm)は
Rm内のm − 1次元以下の部分ベクトル空間になる。そこで TX(Rm)を含む超平
面に関する鏡映RをとるとRTX = TX = Y が成り立つ。det T = −1の場合は
det(RT ) = 1となりRT ∈ SO(m)となる。結局どの場合も π(X) = π(Y )となり ψ̂

は単射になる。
ψ̂ : Σm+1

m → Vm×Rは連続単射になり、Σm+1
m はコンパクト、Vm×RはHausdorff

だから、ψ̂はΣm+1
m から像への位相同型写像になる。ψ̂の像がVm×Rの中でどのよう

な部分集合になっているか調べてみよう。X ∈ Sm+1
m に対してX∗Xは対称行列にな

り tr(X∗X) = 1となるのでX∗X ∈ Vmであり、X∗X ≥ 0と det(X∗X) = (det X)2

が成り立つ。そこで

Tm = {(S, t) ∈ Vm × R | S ≥ 0, det S = t2}

とおく。命題 3.4.3より Sm+1
m の写像X 7→ X∗Xによる像は

Pm(m) = {S ∈ Vm | S ≥ 0}

に一致する。これより任意の (S, t) ∈ Tmに対してX∗X = Sを満たすX ∈ Sm+1
m を

とることができる。(det X)2 = det(X∗X) = det S = t2となり、det X = ±tを得
る。det S = 0の場合は det X = t = 0となるのでψ(X) = (S, t)となる。det S 6= 0

の場合は、det X = tならば ψ(X) = (S, t)となる。det X = −tならばRmの鏡
映Rをとるとψ(RX) = ((RX)∗RX, det(RX)) = (X∗X,− det X) = (S, t)となる。
以上より ψ̂(Σm+1

m ) = Tmが成り立つ。よって ψ̂ : Σm+1
m → Tmは位相同型になる。



3.5. 形状空間の距離構造 91

すでに示したように Pm(m)は 1
2
(m − 1)(m + 2)次元閉円板に位相同型になる。

Pm(m)の内点は正定値行列になり境界点は退化する半正定値行列になる。Tmは
Pm(m)上の境界を零点集合に持つ連続関数 S 7→

√
det Sと S 7→ −

√
det Sのグラ

フの合併になるので、Tmは 1
2
(m−1)(m+2)次元球面に位相同型になる。したがっ

て、Σm+1
m は 1

2
(m − 1)(m + 2)次元球面に位相同型になる。

例 3.4.4 m = 2の場合に定理 3.4.1の証明中の T2を記述する。対称行列S ∈ M(2)

が trS = 1と det S = t2を満たせば、Sの固有値は二つとも 0以上になる。よって
Sは半正定値になるので、次の等式が成り立つ。

T2 = {(S, t) ∈ V2 × R | det S = t2}.

この集合を具体的に表示するために V2の任意の元を

S =

[
x y

y 1 − x

]

と表わす。

det

[
x y

y 1 − x

]
= x(1 − x) − y2 =

(
1

2

)2

−
(

x − 1

2

)2

− y2

となるので、

T2 =

{([
x y

y 1 − x

]
, t

)
∈ V2 × R

∣∣∣∣∣

(
x − 1

2

)2

+ y2 + t2 =

(
1

2

)2
}

.

一般の場合は det Sは Sの成分のm次多項式になるので、m ≥ 3のときに上のよ
うに簡単に記述することはできない。

注意 3.4.5 定理 3.4.1の証明の中で重要な点の一つは Pm(m)が (m− 1)(m + 2)/2

次元閉円板に位相同型になるということである。一般のm < nの場合には

Pm(n) = {S ∈ M(n, n) | S∗ = S ≥ 0, trS = 1, rankS ≤ m}

の条件 rankS ≤ mをはずすことができない。Pm(n)の対角成分は単体の境界にあ
る低次元単体の合併で表わすことができるが、閉円板ほど簡単な位相を持ってい
るわけではない。

3.5 形状空間の距離構造
商写像 π : Sk

m → Σk
mを利用して、Sk

mの距離から形状空間 Σk
mの距離を誘導す

る。商写像 πは SO(m)の作用から定まっていたので、コンパクト等長変換群によ
る距離空間の商空間の距離について考察しておく。
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(X, d)を距離空間とし、GをXの等長変換群とする。すなわち、GはXの変換
群であり

d(gx, gy) = d(x, y) (g ∈ G, x, y ∈ X)

を満たす。さらにGは位相群であり、作用を定める写像

G × X → X ; (g, x) 7→ gx

が連続であると仮定する。XのGによる商空間をX/Gで表わす。これはXの元
がGの作用で写り合うときに同値として定めた同値関係による同値類の集合にX

の位相から定まる商位相を入れた位相空間である。商写像を

π : X → X/G ; x 7→ π(x)

と書くことにする。Gの作用による軌道Gxの全体とも見ることができるので、軌
道空間と呼ばれることもある。

定理 3.5.1 Gを距離空間 (X, d)のコンパクト等長変換群とする。

ρ(π(x), π(y)) = inf{d(g1x, g2y) | g1, g2 ∈ G} (x, y ∈ X)

によって ρを定めると、ρはX/Gの距離になる。さらに ρが定めるX/Gの位相は
X/Gの商位相に一致する。

証明 Gはコンパクトなので ρの定義の infはminに置き換えることができる。
GのXへの作用は等長的なので

ρ(π(x), π(y)) = min{d(gx, y) | g ∈ G} = min{d(x, gy) | g ∈ G}

が成り立つ。
ρ(π(x), π(x)) = 0は定義よりわかる。逆に ρ(π(x), π(y)) = 0とするとある g ∈ G

に対して d(gx, y) = 0となり gx = yが成り立つ。よって π(x) = π(y)が成り立つ。
ρ(π(x), π(y)) = ρ(π(y), π(x))は定義よりわかる。
(X, d)の三角不等式より

d(g1x, g2z) ≤ d(g1x, y) + d(y, g2z)

が成り立つ。左辺の最小値が ρ(π(x), π(z))だから

ρ(π(x), π(z)) ≤ d(g1x, y) + d(y, g2z)

となり
ρ(π(x), π(z)) ≤ ρ(π(x), π(y)) + ρ(π(y), π(z)).

したがって、ρはX/Gの距離になる。
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距離 ρの定め方より

ρ(π(x), π(y)) ≤ d(x, y) (x, y ∈ X)

が成り立つ。よって π : (X, d) → (X/G, ρ)は Lipschitz写像になり、ρが定める
X/Gの位相に関しても連続になる。X/Gの商位相は π : X → X/Gが連続になる
最も強いX/Gの位相なので、ρに関する開集合はX/Gの商位相に関する開集合
になる。逆にX/Gの商位相に関する開集合Oをとると π−1(O)はXの開集合にな
る。Oの任意の元は x ∈ π−1(O)によって π(x)と表わすことがきる。Xの位相は
距離 dから定まっているので、ある r > 0が存在し

Bd(x; r) = {y ∈ X | d(x, y) < r} ⊂ π−1(O)

が成り立つ。この rに対して

(∗) Bρ(π(x); r) = {π(y) ∈ X/G | ρ(π(x), π(y)) < r} ⊂ O

が成り立つことを示そう。π(y) ∈ Bρ(π(x); r)をとるとある g ∈ Gが存在して

d(x, gy) = ρ(π(x), π(y)) < r.

よって gy ∈ Bd(x; r) ⊂ π−1(O)となり π(y) = π(gy) ∈ Oを得る。これで (∗)を示
すことができた。以上でX/Gの商位相に関する開集合Oは距離 ρに関しても開集
合になり、X/Gのこれら二つの位相は一致することがわかる。

定義 3.5.2 Sk
m = Sm(k−1)−1(1) ⊂ M(m, k − 1)の自然なRiemann計量から定まる

距離を dで表わす。この距離はm ≥ 2のとき

d(X,Y ) = arccos tr(XY ∗) = arccos tr(Y X∗) (X,Y ∈ Sk
m)

によって定まる。右辺の tr(XY ∗)は通常の内積になっている。定理 3.5.1より、こ
の Sk

mの距離からΣk
mの距離が誘導される。

ρ(π(X), π(Y )) = min
T∈SO(m)

d(TX, Y ) = d(π−1(π(X)), π−1(π(Y ))).

注意 3.5.3 Sk
m = Sm(k−1)−1(1)上のX, Y を結ぶ大円の中点は角度 d(X, Y )を二等

分し、この角度の sinを考えると

sin
1

2
d(X, Y ) =

1

2
‖X − Y ‖

が成り立つ。したがって次の等式を得る。

d(X, Y ) = 2 arcsin
1

2
‖X − Y ‖.
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補題 3.5.4 m ≥ 2のときΣk
mの距離 ρは次の等式で与えられる。

ρ(π(X), π(Y )) = arccos max
T∈SO(m)

tr(TY X∗).

特に ρの値域は 0 ≤ ρ ≤ πとなる。

この形状空間の距離を調べるためには、補題 3.5.4より行列のトレースの最大値
が重要になる。これを調べるための準備をしておく。系 3.2.17の前半で述べたこ
とをWeyl群の作用も考慮に入れることで次のように精密化できる。

系 3.5.5 対角行列を

diag(t1, . . . , tm) =




t1
. . .

tm


 ∈ M(m)

と表わすことにする。任意のX ∈ M(m,m)に対して S ∈ SO(m), T ∈ SO(m)と
tj ∈ Rが存在し

(∗) X = Sdiag(t1, . . . , tm)T, t1 ≥ · · · ≥ tm−1 ≥ |tm|

が成り立つ。また S, T ∈ SO(m)と uj, vj ∈ Rに対して

diag(u1, . . . , um) = Sdiag(v1, . . . , vm)T

が成り立つ必要十分条件は、(uj)と (vj)はm次の置換と偶数個の成分の−1倍に
よって写り合うことである。特に上の (∗)におけるXの標準形

diag(t1, . . . , tm) t1 ≥ · · · ≥ tm−1 ≥ |tm|

は一意的である。

定義 3.5.6 X ∈ M(m)に対する系 3.5.5の標準形

(∗) X = Sdiag(t1, . . . , tm)T, t1 ≥ · · · ≥ tm−1 ≥ |tm|

の t1, . . . , tmをXの準特異値と呼ぶ。

定理 3.5.7 A ∈ M(m)の準特異値を λ1, . . . , λmとする。このとき、次の等式が成
り立つ。

max{tr(TA) | T ∈ SO(n)} =
m∑

j=1

λj.

この定理の証明のために次の簡単だが重要な補題を準備する。
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補題 3.5.8 Aをm次正方行列とする。以下の (1)から (3)は同値になる。

(1) 回転群 SO(m)上の関数 T 7→ tr(TA)の単位元における微分は 0になる。

(2) 任意のm次交代行列Xに対して tr(XA) = 0が成り立つ。

(3) Aは対称行列である。

証明 (1)と
d

dt

∣∣∣∣
t=0

tr(etXA) = 0 (X ∈ o(m))

は同値になる。

d

dt

∣∣∣∣
t=0

tr(etXA) = tr

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

etXA

)
= tr(XA)

だから、(1)と (2)は同値になる。
M(m)において

〈X,Y 〉 = tr(X∗Y ) (X, Y ∈ M(m))

は内積になり、M(m)は対称行列全体の成す部分ベクトル空間と交代行列全体の
成す部分ベクトル空間との直交直和になる。これより (2)と (3)は同値になる。

定理 3.5.7の証明 λ1, . . . , λmがAの準特異値だから、ある S, T ∈ SO(m)が存
在し

A = Sdiag(λ1, . . . , λm)T

が成り立つ。SO(m)はコンパクトだから、SO(m)上の関数 T 7→ tr(TA)はある
T0 ∈ SO(m)で最大値 tr(T0A)をとる。よって SO(m)上の関数 T 7→ tr(TT0A)の
単位元における微分は 0になる。補題 3.5.8より T0Aは対称行列になる。対称行列
は回転行列によって対角化できるので、ある U ∈ SO(m)が存在し

T0A = Udiag(t1, . . . , tm)U∗

となる。これより問題の最大値は

tr(T0A) = tr(Udiag(t1, . . . , tm)U∗) =
m∑

j=1

tj

となる。さらに

Sdiag(λ1, . . . , λm)T = A = T ∗
0 Udiag(t1, . . . , tm)U∗
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となるので、系 3.5.5の後半の主張より、(tj)と (λj)はm次の置換と偶数個の成分

の−1倍によって写り合う。(tj)のm次の置換によって
m∑

j=1

tjは変化しないが、偶

数個の負の tjを−1倍することで
m∑

j=1

tjは大きくなる。
m∑

j=1

tjが最大値になること

から、tj はすべて 0以上になるか、絶対値が最小になる tj のみが負になるかのい
ずれかである。これと準特異値の定め方より

{tj | 1 ≤ j ≤ m} = {λj | 1 ≤ j ≤ m}

が成り立つことになり、最大値は

tr(T0A) =
m∑

j=1

tj =
m∑

j=1

λj

となる。

系 3.5.9 X,Y ∈ Sk
mに対してm次正方行列 Y X∗の準特異値を λ1, . . . , λmで表わ

すと、π(X), π(Y ) ∈ Σk
mの距離は次の等式で与えられる。

ρ(π(X), π(Y )) = arccos
m∑

j=1

λj.

特に ρの値域は 0 ≤ ρ ≤ π/2となる。

証明 距離を与える等式は補題 3.5.4と定理 3.5.7から従う。
m∑

j=1

λjはSk
mの元の

内積になるので 1以下になる。さらに、準特異値の定め方から
m∑

j=1

λj は 0以上に

なる。したがって、0 ≤ ρ ≤ π/2が成り立つ。

定義 3.5.10 1 ≤ j ≤ mに対して

Dj = {X ∈ Sk
m | rankX ≤ j}

とおく。π(Dj)はRm内の j次元部分アファイン空間に含まれた形状全体になる。

定理 3.5.11 m = 2の場合、任意のX ∈ Sk
2 に対して ρ(π(X), π(Y )) = π/2を満た

す Y ∈ Sk
2 が存在する。m ≥ 3の場合、ρ(π(X), π(Y )) = π/2を満たすX, Y ∈ Sk

m

に対して以下が成り立つ。

(1) k = m + 1のとき、π(X), π(Y ) ∈ π(Dm−1)が成り立つ。
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(2) m + 1 < k ≤ 2mのとき、π(X), π(Y )のうちの少なくとも一方は π(Dm−1)に
含まれる。

(3) 2m < kのとき、どちらも π(Dm−1)に含まれない π(X), π(Y )が存在する。

証明 ρ(π(X), π(Y )) = π/2が成り立つための必要十分条件は、系 3.5.9より

m∑

j=1

λj = 0

が成り立つことである。
m = 2の場合はΣk

2は複素射影空間に等長的になることを後で示す。その結果、
任意のX ∈ Sk

2 に対して ρ(π(X), π(Y )) = π/2を満たす Y ∈ Sk
2 が存在することが

わかる。
m ≥ 3の場合は

m∑

j=1

λj = λ1 + · · · + λm−2 + (λm−1 + λm)

となり、λ1, . . . , λm−2, λm−1 + λm ≥ 0 はすべて 0以上だから、準特異値の満たす
不等式より、

m∑

j=1

λj = 0

の必要十分条件は λ1 = · · · = λm = 0になる。これは Y X∗ = 0と同値になる。さ
らに、Xと Y の横ベクトルをそれぞれ xiと yjで表わすことにすると

0 = Y X∗ =




y1

...

ym


 [x∗

1 · · ·x∗
m] =




〈y1,x1〉 · · · 〈y1,xm〉
...

. . .
...

〈ym,x1〉 · · · 〈ym,xm〉




はXの横ベクトルの張るRk−1内の部分ベクトル空間 V (X)と Y の横ベクトルの
張るRk−1内の部分ベクトル空間 V (Y )が直交するとと同値になる。

dim V (X) = rankX, dim V (Y ) = rankY

となる。よって、ρ(π(X), π(Y )) = π/2が成り立つならば、

rankX + rankY ≤ k − 1

が成り立つ。
k = m + 1のときを考える。X,Y は 0行列ではないので、階数は 1以上である

ことに注意しておく。ρ(π(X), π(Y )) = π/2が成り立つならば、

rankX + rankY ≤ k − 1
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となり、
rankX ≤ k − 1 − rankY ≤ k − 1 − 1 = m − 1.

同様にして rankY ≤ m− 1も成り立つ。したがって、π(X), π(Y ) ∈ π(Dm−1)が成
り立つ。

m + 1 < k ≤ 2mのとき、ρ(π(X), π(Y )) = π/2が成り立つならば、

rankX + rankY ≤ k − 1

となる。もしm ≤ rankXかつm ≤ rankY ならば、

2m ≤ k − 1 < k ≤ 2m

となり、矛盾する。したがって、X, Y のうちの少なくとも一方の階数はm− 1以
下になり、π(X), π(Y )のうちの少なくとも一方は π(Dm−1)に含まれる。

2m < k のとき、rankX = rankY = mであって、V (X)と V (Y )が Rk−1 内
で直交するものをとことができる。したがって、どちらも π(Dm−1)に含まれない
π(X), π(Y )が存在する。

そこで、形状空間内の部分集合 π(Dm−1)、さらに一般の π(Dj)について調べる。
そのために前形状空間内のDjについてまず考察する。

命題 3.5.12 各 1 ≤ j ≤ m − 1について、

D̃j = {X ∈ Sk
m | rankX = j}

は Sk
m内の部分多様体になる。

証明
Ẽj = {X ∈ M(m, k − 1) | rankX = j}

とおくと D̃j = Ẽj ∩ Sk
m が成り立つ。(1, 1)成分から (j, j)成分までの対角成分

が 1であって、他の成分はすべて 0になるM(m, k − 1)の元を Ẽj で表わすと、
GL(m,R) × GL(k − 1,R)のM(m, k − 1)への自然な作用に関する Ẽjの元の標準
形が Ẽjになる。よって、

Ẽj = GL(m,R)ẼjGL(k − 1,R)

が成り立つ。命題 2.1.7より ẼjはM(m, k − 1)の部分多様体になる。
任意のX ∈ D̃j = Ẽj ∩ Sk

m に対して、

T⊥
XSk

m = RX ⊂ TX Ẽj

となるので、
TXSk

m + TX Ẽj = M(m, k − 1)

が成り立つ。特に、Sk
mと Ẽjはトランスバーサルに交わることになり、D̃j = Ẽj∩Sk

m

は Sk
m内の部分多様体になる。
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定義 3.5.13 X,Y ∈ Sk
mに対して

R(X,Y ) = {R ∈ SO(m) | ρ(π(X), π(Y )) = d(X, R∗Y )}

によってR(X,Y )を定める。

補題 3.5.14 X,Y ∈ Sk
mに対して

R(Y,X) = {R∗ | R ∈ R(X, Y )}

が成り立つ。T1, T2 ∈ SO(m)に対して

R(T1X,Y ) = R(X, Y )T ∗
1 , R(X,T2Y ) = T2R(X,Y )

が成り立つ。

証明
ρ(π(X), π(Y )) = min

T∈SO(m)
d(TX, Y ) = min

T∈SO(m)
d(X,T ∗Y )

となっているので、この最小値を与える T ∈ SO(m)の全体がR(X, Y )である。こ
れらの等式より

R(Y,X) = {R∗ | R ∈ R(X, Y )}

が従う。
R ∈ SO(m)に対してR ∈ R(T1X, Y )の必要十分条件は

min
T∈SO(m)

d(T1X, T ∗Y ) = d(T1X, R∗Y ) = d(X,T ∗
1 R∗Y ) = d(X, (RT1)

∗Y ).

他方

min
T∈SO(m)

d(T1X, T ∗Y ) = min
T∈SO(m)

d(X,T ∗
1 T ∗Y ) = min

T∈SO(m)
d(X, T ∗Y )

だから、R ∈ R(T1X, Y )の必要十分条件はRT1 ∈ R(X,Y )になり、

R(T1X, Y ) = R(X,Y )T ∗
1

を得る。
またR ∈ R(X, T2Y )の必要十分条件は

min
T∈SO(m)

d(X, T ∗T2Y ) = d(X, R∗T2Y ) = d(X, (T ∗
2 R)∗Y ).

他方
min

T∈SO(m)
d(X,T ∗T2Y ) = min

T∈SO(m)
d(X, T ∗Y )

だから、R ∈ R(X, T2Y )の必要十分条件は T ∗
2 R ∈ R(X, Y )になり、

R(X, T2Y ) = T2R(X, Y )

を得る。
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補題 3.5.15 X, Y ∈ Sk
m とする。R ∈ R(X, Y )に対して R∗Y X∗ は対称行列に

なる。

証明

ρ(π(X), π(Y )) = min
T∈SO(m)

d(X, T ∗Y ) = arccos max
T∈SO(m)

tr(T ∗Y X∗)

の右辺の最大値を与えることがR(X, Y )の元になるための必要十分条件である。
定理 3.5.7の証明中に示したことから、R ∈ R(X, Y )ならば、R∗Y X∗は対称行列
になることがわかる。

命題 3.5.16 X, Y ∈ Sk
mとする。R ∈ SO(m)に対して次の条件は同値になる。

(1) R ∈ R(X, Y ).

(2) R∗Y X∗の固有値全体が Y X∗の準特異値全体と一致する。

(3) R∗Y X∗の固有値全体の和が Y X∗の準特異値全体の和と一致する。

証明 (1) ⇒ (2) R ∈ R(X,Y )ならば、定理 3.5.7の証明中に示したことから、
R∗Y X∗の固有値全体が Y X∗の準特異値全体と一致することがわかる。

(2) ⇒ (3) R∗Y X∗の固有値全体が Y X∗の準特異値全体と一致するならば、当然
R∗Y X∗の固有値全体の和が Y X∗の準特異値全体の和と一致する。

(3) ⇒ (1) 定理 3.5.7より

SO(m) 3 T 7→ tr(T ∗Y X∗)

の最大値は

Y X∗の準特異値の和 = R∗Y X∗の固有値の和 = tr(R∗Y X∗)

となるので、R ∈ R(X,Y )が成り立つ。

3.6 平面の形状
この節では平面の形状空間Σk

2について詳しく考察する。
平面R2は対応

R2 3
[
x

y

]
↔ x + y

√
−1 ∈ C

によって複素平面Cと同一視することができる。このとき、R2の元の長さはC

の元の長さに対応する。SO(2)のR2への作用は、U(1)のCへの作用が対応する。
さらに、前形状空間は

Sk
2 =

{
(z1, x2, . . . , zk) ∈ Ck

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

zi = 0,
k∑

i=1

|zi|2 = 1

}
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と同一視することができる。命題 3.1.7よりこれは

S̃k
2 =

{
(z1, x2, . . . , zk−1) ∈ Ck−1

∣∣∣∣∣
k−1∑

i=1

|zi|2 = 1

}

と同一視することができる。Σk
2は S̃k

2 へのU(1)の作用による商空間 S̃k
2 / ∼に位相

同型になる。S̃k
2 / ∼は定義 2.2.11で定めた複素射影空間 P k−2(C)と位相同型にな

る。特に、Σk
2は多様体の構造を持つ。さらに k − 2次元複素多様体になる。一般

に n ≥ 3以上のときΣk
nは特異点を持つが、Σk

2は多様体構造を持つ。


