
数理構造特論 II・幾何学特論 III

陰関数定理と曲線曲面
— 島根大学総合理工学部集中講義 —

田崎博之

2006年度
(2006年 7月 18日 – 21日)



i

はしがき
この集中講義では陰関数定理と曲線曲面の関連について解説します。まず陰関

数定理を復習します。陰関数定理は存在定理の一つです。存在定理の存在意義は
なんですかというのは、しばしば学生から受ける質問です。特に陰関数定理の場
合は陰関数の存在が何を意味しているのかわかりにくいかもしれません。陰関数
定理が何を主張しているのかわかりやすい解説を試みます。陰関数定理の仮定は
偏微分に関するものなので、その前に二変数と三変数の微分も復習しておきます。
次に陰関数定理が曲線や曲面の定義において基本的な考え方を与えることを示し
ます。曲線や曲面には関数が一定値をとる点の集まりとして表示する方法と、パラ
メータを使って表示する方法があります。関数が一定値をとる点の集まりとして
表示されている曲線や曲面が、パラメータを使った表示も持つということを示す
ときに、陰関数定理が重要になります。陰関数定理は陰関数の存在を保証していま
すが、陰関数がどのような関数であるかについては明らかにしていません。その
ため、陰関数を利用して具体的な計算をしようとする場合に問題が生じます。陰
関数そのものが必要ではなく、陰関数の微分が必要な場合は陰関数定理を利用し
て具体的な計算をすることが可能になります。陰関数定理の主張には陰関数の微
分が元の関数の微分を使って表現できることも含まれています。このことを利用
して、関数が一定値をとる点の集まりとして定義された曲線や曲面の曲率が計算
できることも解説します。この曲率の計算では、公式を導く計算の途中で陰関数
を利用しますが、最終的な曲率の公式には陰関数は姿を現わさないので、陰関数
は名前のとおりの働きをしていることになります。
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第1章 陰関数定理

1.1 二変数関数の微分
この節では一変数関数の微分を復習し、二変数関数の微分の意味を考える。一

変数関数の微分の定義は微分係数として最初は与えられるが、局所的な一次関数
による最良近似とみることもできる。いずれにしても、一変数関数の微分は関数
の局所的な増加減少の度合を表現している。これに対して二変数関数の場合は一
変数の場合と異なり定義域に色々な方向があるので、単純に増加減少を考えるこ
とはできない。しかし、一次関数による近似を考えることはできる。この一次関
数の定数項を除いた線形な部分が二変数関数の微分であり、全微分とも呼ばれて
いる。この微分を線形写像とみなすということで、多変数の場合の微分を曖昧な
言い方をしないで表現できる。
一変数関数の微分の復習から始めよう。実数の開区間 Iで定義された関数 f(x)

に対して、x0 ∈ Iにおいて極限

lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h

が存在するときに、f は x0において微分可能といい、上の極限を f の x0における
微分係数と呼ぶ。この極限は関数の変化率の極限になっているので、関数の局所
的な増減を表わしているとみることもできる。f の x0における微分係数は次のよ
うな記号で表わされる。

f ′(x0),
df

dx
(x0),

df

dx

∣∣∣∣
x=x0

,
df(x)

dx

∣∣∣∣
x=x0

,
d

dx

∣∣∣∣
x=x0

f(x).

この値が上の極限の極限値になっているということは、任意の ε > 0に対してあ
る δ > 0が存在し

0 < |h| < δ ⇒
∣∣∣∣
f(x0 + h) − f(x0)

h
− f ′(x0)

∣∣∣∣ ≤ ε

が成り立つということである。最後の不等式は

ε ≥
∣∣∣∣
f(x0 + h) − f(x0)

h
− f ′(x0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
f(x0 + h) − (f(x0) + f ′(x0)h)

h

∣∣∣∣
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となる。二変数の場合を扱うときには hで割るという操作はできないので、上の
不等式を

|f(x0 + h) − (f(x0) + f ′(x0)h)| ≤ ε|h|

という形に変形する。後で示すようにこの不等式の形は二変数のときにも考える
ことができる。hが 0 < |h| < δの範囲を動くとき、hの一次関数 f(x0) + f ′(x0)h

は hの関数 f(x0 + h)の近似になっている。変数を x = x0 + hと表わすと、xが
0 < |x− x0| < δの範囲を動くとき、xの一次関数 f(x0) + f ′(x0)(x− x0)は xの関
数 f(x)の近似になっている。

x0の近傍で f が増加の状態にあることと f ′(x0)が正であることは同値であり、
x0の近傍で f が減少の状態にあることと f ′(x0)が負であることは同値である。つ
まり、f ′(x0) 6= 0ならば、x0の近傍での f の増加・減少の状態は傾き f ′(x0)の一
次関数の増加・減少の状態で決定されていることになる。f ′(x0) = 0の場合は、後
で関数の二階微分を考察する際に扱う。
以上の一変数関数の微分をふまえて二変数関数の微分について考えよう。平面

R2の開集合Dで定義された関数 f(x, y)に対して、この関数の (x0, y0) ∈ Dにお
ける変化を知るために、まず一変数に制限して微分する。平面ベクトル (u, v)をと
ると

t 7→ f((x0, y0) + t(u, v)) = f(x0 + tu, y0 + tv)

は一変数関数になる。この一変数関数の微分係数

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0 + tu, y0 + tv)

がすべての平面ベクトル (u, v)について存在する場合に、それらをすべて集めたも
のは関数 f(x, y)の (x0, y0)におけるすべての方向に関する変化を表わしていると
考えることができる。そこで、平面ベクトルに対してその方向の関数の微分係数
を対応させる写像

R2 → R ; (u, v) 7→ d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0 + tu, y0 + tv)

を f の (x0, y0)における微分として扱うことを考える。この写像を df(x0,y0)と表わ
すことにすると、

df(x0,y0)(u, v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0 + tu, y0 + tv)

となる。このR2からRへの写像 df(x0,y0)の性質を調べてみよう。実数 sに対して、
一変数関数の合成関数の微分の公式を使うと

df(x0,y0)(s(u, v)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0 + tsu, y0 + tsv) = s
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0 + tu, y0 + tv)

= sdf(x0,y0)(u, v)
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となるので、
df(x0,y0)(s(u, v)) = sdf(x0,y0)(u, v)

が成り立つ。これはスカラー倍と写像 df(x0,y0)の作用が可換になることを示してい
る。この性質は線形写像の条件の一つである。そこで、一変数関数の場合と比較
して同等になるように、一次関数すなわち定数項と線形写像の和によって関数を
近似し、この線形写像を関数の微分と定義する。その定義をするために

‖(u, v)‖ = (u2 + v2)1/2 ((u, v) ∈ R2)

によってR2におけるノルム ‖ · ‖を定める。

定義 1.1.1 f(x, y)を平面R2の開集合Dで定義された関数とする。(x0, y0) ∈ D

をとる。ある線形写像 φ : R2 → Rが存在し、任意の ε > 0に対してある δ > 0が
存在し h ∈ R2に対して

0 < ‖h‖ < δ ⇒ |f((x0, y0) + h) − (f(x0, y0) + φ(h))| ≤ ε‖h‖

が成り立つときに、fは (x0, y0)において微分可能といい、線形写像φをfの (x0, y0)

における微分と呼ぶ。1

注意 1.1.2 上の定義の線形写像 φは存在すれば一意的であることがわかる。それ
を示すために、線形写像 φが先に定めた

df(x0,y0) : R2 → R ; (u, v) 7→ d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0 + tu, y0 + tv)

と一致することを示す。任意の ε > 0に対してある δ > 0が存在し h ∈ R2に対
して

0 < ‖h‖ < δ ⇒ |f((x0, y0) + h) − (f(x0, y0) + φ(h))| ≤ ε‖h‖

が成り立つ。(u, v) ∈ R2に対して ‖t(u, v)‖ < δとなる t ∈ Rをとり、上の不等式
に h = t(u, v)を代入すると、

|f((x0, y0) + t(u, v)) − (f(x0, y0) + φ(t(u, v)))| ≤ ε‖t(u, v)‖

が成り立つ。この不等式は

|f(x0 + tu, y0 + tv) − f(x0, y0) − tφ(u, v)| ≤ ε‖t(u, v)‖ = ε|t| · ‖(u, v)‖

となり、t 6= 0のとき
∣∣∣∣
f(x0 + tu, y0 + tv) − f(x0, y0)

t
− φ(u, v)

∣∣∣∣ ≤ ε‖(u, v)‖

1偏微分と区別するために、f は (x0, y0)において全微分可能といい、線形写像 φを f の (x0, y0)
における全微分と呼ぶこともあるが、ここでは単に微分可能と微分という言葉を使うことにする。
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となる。したがって、

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0 + tu, y0 + tv) = lim
t→0

f(x0 + tu, y0 + tv) − f(x0, y0)

t
= φ(u, v)

を得る。つまり、先に考察した各ベクトルの方向に fを微分して得られる写像は線
形写像φに一致する。上の考察は、どの (u, v)に対しても tの関数 f(x0+tu, y0+tv)

は t = 0で微分可能になることも示している。
変数を (x, y) = (x0, y0) + (u, v)と表わすと、(x, y)が 0 < ‖(x, y) − (x0, y0)‖ < δ

の範囲を動くとき、(x, y)の一次関数 f(x0, y0) + φ(x − x0, y − y0)は (x, y)の関数
f(x, y)の近似になっている。
この線形写像 df(x0,y0)の表現行列を求めてみよう。

df(x0,y0)(1, 0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0 + t, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0),

df(x0,y0)(0, 1) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0, y0 + t) =
∂f

∂y
(x0, y0)

となるので、線形写像 df(x0,y0)の基底 (1, 0), (0, 1)に関する表現行列は
[
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

]

になる。上の考察は、f は (x0, y0)で偏微分可能であることも示している。
R2の x成分を対応させる関数を xと書くことにすると、xはR2全体で定義さ

れた関数になる。x : R2 → R自身が線形写像なので、微分はどの点でも dx = x

になる。この等式の左辺は関数 xの微分であり、右辺は線形写像 xである。上の
関数の微分の表現行列を使うと

df(x0,y0)(u, v) =
∂f

∂x
(x0, y0)u +

∂f

∂y
(x0, y0)v

=
∂f

∂x
(x0, y0)dx(x0,y0)(u, v) +

∂f

∂y
(x0, y0)dy(x0,y0)(u, v)

=

(
∂f

∂x
(x0, y0)dx(x0,y0) +

∂f

∂y
(x0, y0)dy(x0,y0)

)
(u, v)

となるので、

df(x0,y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)dx(x0,y0) +

∂f

∂y
(x0, y0)dy(x0,y0)

が成り立つ。この等式は f が微分可能な点 (x0, y0)で成立するので、

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy
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と書くこともできる。つまりこの等式は f の定義域の各点で df というR2からR

への線形写像を x成分と y成分に分解した等式とみなせる。分解したときの係数
に偏微分係数 ∂f/∂xと ∂f/∂yが現われるわけである。
一般に線形写像 α : R2 → Rに対して

α(v) = 〈A, v〉 (v ∈ R2)

によってR2の元Aを定めることができる。関数 fの微分 dfは定義域の各点 (x, y)

に対して、線形写像 df(x,y) : R2 → Rを対応させている。df(x,y)に対して

df(x,y)(v) = 〈A, v〉 (v ∈ R2)

によって定まるR2の元Aを gradf(x,y)と表わし、gradfを勾配ベクトル場と呼ぶ。
上で見た

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

という等式より

gradf =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y

)

となることがわかる。
二変数関数の合成関数の微分の公式を振り返ってみよう。実数の開区間 I で定

義されたR2に値を持つ関数 c = (c1, c2)と、cの像を定義域に含む関数 f の合成関
数 f ◦ cを考える。cと f は共に微分可能であると仮定する。合成関数の微分の公
式とは次の等式である。

d

dt
(f ◦ c) =

∂f

∂x

dc1

dt
+

∂f

∂y

dc2

dt
.

この等式は、dc/dt = (dc1/dt, dc2/dt)より

d

dt
(f ◦ c) = df

(
dc

dt

)
=

〈
gradf,

dc

dt

〉

となることがわかる。真中は線形写像 dfにベクトル dc/dtを代入したものであり、
右辺は gradfと dc/dtとの内積である。これが fの微分 dfを線形写像とみたときの
合成関数の微分の公式である。上の等式とCauchy-Schwarzの不等式より、gradf

は f の値が最も大きくなる方向であることがわかる。
上記の合成関数の微分の公式より、二変数関数の定義域の曲線上での関数の増

減は、曲線の速度ベクトルを関数の微分に代入することでわかる。関数 f の微分
dfpが線形写像として 0ではない点 pでは、微分の線形写像としての性質が関数の
一点の近傍での増減を決定していることになる。

{X ∈ R2 | dfp(X) = 0}
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に接する方向についてはこれだけではわからないが、次に述べる陰関数定理を利
用することで、この方向に接する曲線として関数の値が一定になる点の集合が現
われることが明らかになる。dfp = 0の場合は、後で関数の二階微分を考察する際
に扱う。

1.2 三変数関数の微分
この節では三変数関数の微分について考える。二変数関数と同様に扱える部分

は簡単に済ませることにする。
二変数の場合と同様に

‖(u, v, w)‖ = (u2 + v2 + w2)1/2 ((u, v, w) ∈ R3)

によってR3におけるノルム ‖ · ‖を定める。

定義 1.2.1 f(x, y, z)を空間R3の開集合Dで定義された関数とする。(x0, y0, z0) ∈
Dをとる。ある線形写像 φ : R3 → Rが存在し、任意の ε > 0に対してある δ > 0

が存在し h ∈ R3に対して

0 < ‖h‖ < δ ⇒ |f((x0, y0, z0) + h) − (f(x0, y0, z0) + φ(h))| ≤ ε‖h‖

が成り立つときに、f は (x0, y0, z0)において微分可能といい、線形写像 φを f の
(x0, y0, z0)における微分と呼ぶ。

注意 1.2.2 二変数関数の場合と同様に、上の定義の線形写像 φは存在すれば一意
的であることがわかる。それを示すために、線形写像 φが

R3 → R ; (u, v, w) 7→ d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0 + tu, y0 + tv, z0 + tw)

と一致することを示す。任意の ε > 0に対してある δ > 0が存在し h ∈ R3に対
して

0 < ‖h‖ < δ ⇒ |f((x0, y0, z0) + h) − (f(x0, y0, z0) + φ(h))| ≤ ε‖h‖

が成り立つ。(u, v, w) ∈ R3に対して ‖t(u, v, w)‖ < δとなる t ∈ Rをとり、上の不
等式に h = t(u, v, w)を代入すると、

|f((x0, y0, z0) + t(u, v, w)) − (f(x0, y0, z0) + φ(t(u, v, w)))| ≤ ε‖t(u, v, w)‖

が成り立つ。この不等式は

|f(x0 + tu, y0 + tv, z0 + tw) − f(x0, y0, z0) − tφ(u, v, w)| ≤ ε‖t(u, v, w)‖
= ε|t| · ‖(u, v, w)‖
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となり、t 6= 0のとき
∣∣∣∣
f(x0 + tu, y0 + tv, z0 + tw) − f(x0, y0, z0)

t
− φ(u, v, w)

∣∣∣∣ ≤ ε‖(u, v, w)‖

となる。したがって、

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0 + tu, y0 + tv) = lim
t→0

f(x0 + tu, y0 + tv) − f(x0, y0)

t
= φ(u, v)

を得る。つまり、先に考察した各ベクトルの方向に fを微分して得られる写像は線
形写像φに一致する。上の考察は、どの (u, v)に対しても tの関数 f(x0+tu, y0+tv)

は t = 0で微分可能になることも示している。
変数を (x, y, z) = (x0, y0, z0) + (u, v, w)と表わすと、(x, y, z)が 0 < ‖(x, y, z) −

(x0, y0, z0)‖ < δ の範囲を動くとき、(x, y, z)の一次関数 f(x0, y0, z0)+φ(x−x0, y−
y0, z − z0)は (x, y, z)の関数 f(x, y, z)の近似になっている。
この線形写像 df(x0,y0,z0)の表現行列を求めてみよう。

df(x0,y0,z0)(1, 0, 0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0 + t, y0, z0) =
∂f

∂x
(x0, y0, z0),

df(x0,y0,z0)(0, 1, 0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0, y0 + t, z0) =
∂f

∂y
(x0, y0, z0),

df(x0,y0,z0)(0, 0, 1) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(x0, y0, z0 + t) =
∂f

∂z
(x0, y0, z0)

となるので、線形写像 df(x0,y0,z0) の基底 (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)に関する表現行
列は [

∂f

∂x
(x0, y0, z0),

∂f

∂y
(x0, y0, z0),

∂f

∂z
(x0, y0, z0)

]

になる。上の考察は、f は (x0, y0, z0)で偏微分可能であることも示している。
R3の x, y, z成分を対応させる関数をそれぞれ x, y, zと書くことにすると、

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz

を得る。この等式は f の定義域の各点で df というR3からRへの線形写像を x成
分、y成分と z成分に分解した等式とみなせる。分解したときの係数に偏微分係数
∂f/∂x、∂f/∂yと ∂f/∂zが現われるわけである。
一般に線形写像 α : R3 → Rに対して

α(v) = 〈A, v〉 (v ∈ R3)

によってR3の元Aを定めることができる。関数fの微分dfは定義域の各点 (x, y, z)

に対して、線形写像 df(x,y,z) : R3 → Rを対応させている。df(x,y,z)に対して

df(x,y,z)(v) = 〈A, v〉 (v ∈ R3)
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によって定まるR3の元 Aを gradf(x,y,z)と表わし、gradf を勾配ベクトル場と呼
ぶ。上で見た

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz

という等式より

gradf =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)

となることがわかる。
三変数関数の合成関数の微分の公式を振り返ってみよう。実数の開区間 I で定

義されたR3に値を持つ関数 c = (c1, c2, c3)と、cの像を定義域に含む関数 f の合
成関数 f ◦ cを考える。cと f は共に微分可能であると仮定する。合成関数の微分
の公式とは次の等式である。

d

dt
(f ◦ c) =

∂f

∂x

dc1

dt
+

∂f

∂y

dc2

dt
+

∂f

∂z

dc3

dt
.

この等式は、dc/dt = (dc1/dt, dc2/dt, dc3/dt)より

d

dt
(f ◦ c) = df

(
dc

dt

)
=

〈
gradf,

dc

dt

〉

となることがわかる。右辺は線形写像 dfにベクトル dc/dtを代入したものである。
これが f の微分 df を線形写像とみたときの合成関数の微分の公式である。この形
で合成関数の微分の公式を書くと、二変数のときと三変数のときの公式の形が全
く同じになる。上記の合成関数の微分の公式より、三変数関数の定義域の曲線上で
の関数の増減は、曲線の速度ベクトルを関数の微分に代入することでわかる。関
数 f の微分 dfpが線形写像として 0ではない点 pでは、微分の線形写像としての性
質が関数の一点の近傍での増減を決定していることになる。

{X ∈ R3 | dfp(X) = 0}

に接する方向についてはこれだけではわからないが、次に述べる陰関数定理を利
用することで、この方向に接する曲面として関数の値が一定になる点の集合が現
われることが明らかになる。

1.3 陰関数定理
一変数関数と二変数関数の大きな違いの一つは、関数が一定の値をとる点の集

まりが離散的なものになるかつながったものになるかである。実数の開区間 I で
定義された一変数関数 f(x)が一定の値 aをとる点の全体

{x ∈ I | f(x) = a}



1.3. 陰関数定理 9

は通常 Iの離散的な部分集合になる。たとえば

I = R, f(x) = sin x, a = 0

とすると
{x ∈ R | sin x = 0} = πZ.

これに対して平面R2の開集合Oで定義された二変数関数 f(x, y)が一定の値 aを
とる点の全体

{(x, y) ∈ O | f(x, y) = a}

は通常O内の曲線になる。たとえば

O = R2, f(x, y) = x2 + y2, a > 0

とすると
{(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = a}

は原点中心半径
√

aの円になる。このような二変数関数の一定の値をとる点の集
まりを平面曲線の節で考察の対象にしたい。このような点の集まりが曲線と呼ぶ
に相応しいかどうか判断する際に、陰関数定理が重要になる。二変数関数の偏微
分を

∂f

∂x
(x, y) = fx(x, y),

∂f

∂y
(x, y) = fy(x, y)

とも書くことにする。

定理 1.3.1 (陰関数定理) 平面R2の開集合 Oで定義された二変数関数 f(x, y)は
Oにおいて微分可能であり、df をOからR2の双対空間 (R2)∗への写像とみなし
て連続になっていると仮定する。(x0, y0) ∈ Oにおいて

f(x0, y0) = a, fy(x0, y0) 6= 0

ならば、x0を含む開区間 Iと I上定義された可微分関数 g(x)が存在し

y0 = g(x0), x ∈ I ⇒ (x, g(x)) ∈ O, f(x, g(x)) = a

が成り立つ。さらに、次の等式が成り立つ。

g′(x) = −fx(x, g(x))

fy(x, g(x))
(x ∈ I).

g(x)を f(x, y) = aから定まる陰関数と呼ぶ。
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注意 1.3.2 上の陰関数定理の前半の主張を認めれば、後半の陰関数の微分を表わ
す等式は簡単に求められる。まず、それを確かめておこう。x ∈ I に対して等式
f(x, g(x)) = aが成り立つので、これを xで微分すると 0になる。

0 =
d

dx
f(x, g(x)) = df(x,g(x))

(
d

dx
(x, g(x))

)
= df(x,g(x))(1, g

′(x))

= fx(x, g(x)) + fy(x, g(x))g′(x).

これより次の等式を得る。

g′(x) = −fx(x, g(x))

fy(x, g(x))
(x ∈ I).

上の陰関数定理は f(x, y) = aという二変数x, yの方程式を (x0, y0)の近傍で解こ
うとしている。さらに、解の集りを関数 g(x)を使って (x, g(x))という形の点で表
現している。これは、x0の近傍の元xを固定すると f(x, y) = aは yを未知数とする
方程式とみなすことができ、yについて解いた解を xに対応させ y = g(x)と表して
いることになる。この主張は次のように考えるとわかりやすくなる。fy(x0, y0) 6= 0

という仮定より fy(x0, y0) > 0または fy(x0, y0) < 0が成り立つ。fy(x0, y0) > 0の
場合を考えてみよう。fy(x, y)の連続性より (x0, y0)の近傍でも fy(x, y) > 0が成
り立つ。よって、(x0, y0)の近傍で f(x, y)の xを固定して yだけ動かしたとき単
調増加になる。これより f(x, y) = a = f(x0, y0)を満たす y0の近くの yが xに対
応してただ一つ存在することはわかりやすい。このことが陰関数の存在である。
fy(x0, y0) < 0の場合も yに関して単調減少になり、単調増加の場合と同様である。

yに関する偏微分係数が正または負になることから、f(x, y)は yに関して単調
増加または単調減少になることがわかり、このことから陰関数の存在を説明 (証明
ではない)した。微分という概念は関数を局所的に一次関数とみなす見方なので、
関数が最初から一次式の場合は話が簡単になる。この観点から陰関数定理を見て
みよう。
関数 f(x, y)が

f(x, y) = Ax + By + C

という一次式になっているとする。xを固定したときに

Ax + By + C = a

という yを未知数とする方程式はB 6= 0のときにただ一つの解を持ち、その解は

y =
1

B
(a − Ax − C)

となる。B = fy(x, y)だから、これは陰関数定理の特別の場合になっている。
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二変数関数の場合、関数が一定の値をとる点の集まりは通常曲線になる。これ
に対して空間R3の開集合Oで定義された三変数関数 f(x, y, z)が一定の値 aをと
る点の全体

{(x, y, z) ∈ O | f(x, y, z) = a}

は通常O内の曲面になる。たとえば

O = R3, f(x, y, z) = x2 + y2 + z2, a > 0

とすると
{(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = a}

は原点中心半径
√

aの球面になる。このような三変数関数の一定の値をとる点の
集まりを空間内の曲面の節で考察の対象にしたい。このような点の集まりが曲面
と呼ぶに相応しいかどうか判断する際に、陰関数定理が重要になる。二変数関数
の場合と同様に、三変数関数の偏微分も

∂f

∂x
(x, y, z) = fx(x, y, z),

∂f

∂y
(x, y, z) = fy(x, y, z),

∂f

∂z
(x, y, z) = fz(x, y, z)

とも書くことにする。

定理 1.3.3 (陰関数定理) 空間R3 の開集合 Oで定義された三変数関数 f(x, y, z)

はOにおいて微分可能であり、df をOからR3の双対空間 (R3)∗への写像とみな
して連続になっていると仮定する。(x0, y0, z0) ∈ Oにおいて

f(x0, y0, z0) = a, fz(x0, y0, z0) 6= 0

ならば、(x0, y0)を含むR2内の開集合 U と U 上定義された可微分関数 g(x, y)が
存在し

z0 = g(x0, y0), (x, y) ∈ U ⇒ (x, y, g(x, y)) ∈ O, f(x, y, g(x, y)) = a

が成り立つ。さらに、次の等式が成り立つ。

gx(x, y) = −fx(x, y, g(x, y))

fz(x, y, g(x, y))
, gy(x, y) = −fy(x, y, g(x, y))

fz(x, y, g(x, y))
, ((x, y) ∈ U)

g(x, y)を f(x, y, z) = aから定まる陰関数と呼ぶ。

注意 1.3.4 上の陰関数定理の前半の主張を認めれば、後半の陰関数の微分を表わ
す等式は簡単に求められる。まず、それを確かめておこう。(x, y) ∈ U に対して等
式 f(x, y, g(x, y)) = aが成り立つので、これを xで微分すると 0になる。

0 =
d

dx
f(x, y, g(x, y)) = df(x,y,g(x,y))

(
d

dx
(x, y, g(x, y))

)

= df(x,y,g(x,y))(1, 0, gx(x, y)) = fx(x, y, g(x, y)) + fz(x, y, g(x, y))gx(x, y).
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これより次の等式を得る。

gx(x, y) = −fx(x, y, g(x, y))

fz(x, y, g(x, y))
((x, y) ∈ U).

等式 f(x, y, g(x, y)) = aを yで微分しても 0になる。

0 =
d

dy
f(x, y, g(x, y)) = df(x,y,g(x,y))

(
d

dy
(x, y, g(x, y))

)

= df(x,y,g(x,y))(0, 1, gy(x, y)) = fy(x, y, g(x, y)) + fz(x, y, g(x, y))gy(x, y).

これより次の等式を得る。

gy(x, y) = −fy(x, y, g(x, y))

fz(x, y, g(x, y))
((x, y) ∈ U).

上の陰関数定理は f(x, y, z) = aという三変数 x, y, z の方程式を (x0, y0, z0)の
近傍で解こうとしている。さらに、解の集りを関数 g(x, y)を使って (x, y, g(x, y))

という形の点で表現している。これは、(x0, y0)の近傍の元 (x, y)を固定すると
f(x, y, z) = aは zを未知数とする方程式とみなすことができ、zについて解いた解
を (x, y)に対応させ z = g(x, y)と表していることになる。この主張は次のように考
えるとわかりやすくなる。fz(x0, y0, z0) 6= 0という仮定よりfz(x0, y0, z0) > 0または
fz(x0, y0, z0) < 0が成り立つ。fz(x0, y0, z0) > 0の場合を考えてみよう。fz(x, y, z)

の連続性より (x0, y0, z0)の近傍でも fz(x, y, z) > 0が成り立つ。よって、(x0, y0, z0)

の近傍で f(x, y, z)の (x, y)を固定して zだけ動かしたとき単調増加になる。これよ
り f(x, y, z) = a = f(x0, y0, z0)を満たす z0の近くの zが (x, y)に対応してただ一つ
存在することはわかりやすい。このことが陰関数の存在である。fz(x0, y0, z0) < 0

の場合も zに関して単調減少になり、単調増加の場合と同様である。
zに関する偏微分係数が正または負になることから、f(x, y, z)は zに関して単調

増加または単調減少になることがわかり、このことから陰関数の存在を説明 (証明
ではない)した。微分という概念は関数を局所的に一次関数とみなす見方なので、
関数が最初から一次式の場合は話が簡単になる。この観点から陰関数定理を見て
みよう。
関数 f(x, y, z)が

f(x, y, z) = Ax + By + Cz + D

という一次式になっているとする。(x, y)を固定したときに

Ax + By + Cz + D = a

という zを未知数とする方程式はC 6= 0のときにただ一つの解を持ち、その解は

z =
1

C
(a − Ax − By − D)

となる。C = fz(x, y, z)だから、これは陰関数定理の特別の場合になっている。
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1.4 二階微分
一変数関数の微分を扱う目的の一つは関数の変化を調べることである。微分が

正のところで関数は増加の状態にあり、微分が負のところで関数は減少の状態で
ある。微分が 0になるところでは、さらに二階微分を調べることによってそこで
関数が極大になっているのか極小になっているのか判断できる。一階微分が 0で
二階微分が正のときは関数は極小になっていて、一階微分が 0で二階微分が負の
ときは関数は極大になっている。以上の一階微分と二階微分の考察から、関数の
変化の概略は把握できる。関数の極大や極小を判別できるということは、関数の
グラフの曲り方を判別できるということにつながる。一変数関数の二階微分を利
用して、曲線の曲り方を表現する幾何学的量：曲率を後で扱う。
二変数関数の場合に色々な方向に対してその方向の関数の微分係数を対応させ

ることで線形写像を定めた。二変数関数の二階微分についても同様のことを考え
てみよう。f(x, y)を平面R2の開集合Oで定義された関数とする。平面ベクトル
(u, v)と (u1, v1)をとり、

f((x0, y0) + s(u, v) + t(u1, v1)) = f(x0 + su + tu1, y0 + sv + tv1)

を sと tに関して微分した微分係数が存在する場合に、それらをすべて集めたもの
は関数 f(x, y)の (x0, y0)における二階微分の情報を持っていると考えることがで
きる。そこで、二つの平面ベクトルに対してその方向の関数の微分係数を続けて
とった値を対応させる写像

(R2)2 → R ; ((u, v), (u1, v1)) 7→
d

dt

∣∣∣∣
t=0

d

ds

∣∣∣∣
s=0

f(x0 + su + tu1, y0 + sv + tv1)

を f の (x0, y0)における二階微分として扱うことを考える。

d

dt

∣∣∣∣
t=0

d

ds

∣∣∣∣
s=0

f(x0 + su + tu1, y0 + sv + tv1)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(fx(x0 + tu1, y0 + tv1)u + fy(x0 + tu1, y0 + tv1)v)

= fxx(x0, y0)uu1 + fxy(x0, y0)uv1 + fyx(x0, y0)vu1 + fyy(x0, y0)vv1

= [u v]

[
fxx(x0, y0) fxy(x0, y0)

fyx(x0, y0) fyy(x0, y0)

][
u1

v1

]

となり、これは (u, v), (u1, v1)の双線形形式になっている。fがC2級であるときは

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0)

が成り立ち、上の双線形形式は対称になる。この対称双線形形式を Hess(f)(x0,y0)

と書き、f のHessianと呼ぶ。つまり、

Hess(f)(x0,y0)((u, v), (u1, v1)) = [u v]

[
fxx(x0, y0) fxy(x0, y0)

fyx(x0, y0) fyy(x0, y0)

][
u1

v1

]
.
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関数の同じ方向の二階微分を考えると次のようになる。

d2

dt2

∣∣∣∣
t=0

f(x0 + tu, y0 + tv) = [u v]

[
fxx(x0, y0) fxy(x0, y0)

fyx(x0, y0) fyy(x0, y0)

][
u

v

]
.

これは u, vに関する二次形式になっている。df(x0,y0) = 0の場合、この二次形式の
値によってその方向に沿って関数が極大になるか極小になるかが判別できる。特
に二次形式の値の符号が重要になる。関数の二階偏微分係数を並べた対称行列を
対角化すれば符号の判定が容易になる。

定理 1.4.1 (対称行列の対角化) 二次の実対称行列

A =

[
a b

b c

]

に対してある二次の直交行列 P が存在し

P ∗AP =

[
λ1 0

0 λ2

]

が成り立つ。ただし、P ∗は P の転置行列であり、λ1, λ2はAの固有値である。

証明 これは線形代数の定理だが、次のように微分を使って証明することもで
きる。二次対称行列Aが対角化可能であることを、二次形式x 7→ x∗Ax の単位円
における最大値最小値を求めることによって証明する。単位円はコンパクトだか
ら、上の二次形式は単位円上最大値αをとる。最大値をとる単位円上の点をx1と
しておく。x1を反時計回りに π/2回転した単位ベクトルをx2とすると、単位円は
cos tx1 + sin tx2によってパラメータ表示される。上の二次形式は単位円上 x1で
最大値をとるので、

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(cos tx1 + sin tx2)
∗A(cos tx1 + sin tx2) = x∗

2Ax1 + x∗
1Ax2 = 2x∗

2Ax1.

最後の式変形はAが対称行列であることによる。したがって、

x∗
2Ax1 = x∗

1Ax2 = 0,

つまり、Ax1とx2は直交し、Ax2とx1も直交する。これより、Ax1はx1に比例
し、Ax2も x2に比例する。よって、Ax1 = λ1x1となり、x∗

2Ax2 = λ2とおくと、
Ax2 = λ2x2となる。これらよりλ1, λ2はAの固有値になる。そこで、P = (x1 x2)

とおくと、P は回転行列 (特に、直交行列)になり、

AP = (λ1x1 λ2x2) = (x1 x2)

[
λ1 0

0 λ2

]
= P

[
λ1 0

0 λ2

]
.
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したがって

P ∗AP =

[
λ1 0

0 λ2

]
.

さらに、任意の実数 p, qに対して

(px1 + qx2)
∗A(px1 + qx2) = [p q]P ∗AP

[
p

q

]
= [p q]

[
λ1 0

0 λ2

][
p

q

]

= λ1p
2 + λ2q

2

となり、二次形式の対角化にも対応している。高次の対称行列の場合も、以上の
方法を次元に関して帰納的に使うことによって示される。

系 1.4.2 二次の実対称行列Aの固有値を λ1, λ2とする。二次の列ベクトルであっ
てノルムが 1のもの全体をCで表わす。関数

C → R ; u 7→ u∗Au

の最大値はmax{λ1, λ2}になり、最小値はmin{λ1, λ2}になる。

証明 行列Aに定理 1.4.1を適用すると、ある二次の直交行列 P が存在し、

P ∗AP =

[
λ1 0

0 λ2

]

が成り立つ。
C → C ; u 7→ Pu

はCからCへの全単射になり、

u∗

[
λ1 0

0 λ2

]
u = u∗P ∗APu = (Pu)∗APu.

したがって、関数

C → R ; u 7→ u∗

[
λ1 0

0 λ2

]
u

の最大値と最小値を求めればよい。uの第 1成分と第 2成分を u1, u2 とすると、
u2

1+u2
2 = 1が成り立ち、問題の関数はλ1u

2
1+λ2u

2
2になる。さらに、v1 = u2

1, v2 = u2
2

とおくと、v1, v2は 0 ≤ v1, 0 ≤ v2, v1 + v2 = 1を満たし、問題の関数は λ1v1 + λ2v2

になる。この関数の最大値はmax{λ1, λ2}になり、最小値はmin{λ1, λ2}になる。

対称行列の対角化を関数の二階微分Hess(f)(x0,y0)に適用する。P = (x1 x2)を

P ∗

[
fxx(x0, y0) fxy(x0, y0)

fyx(x0, y0) fyy(x0, y0)

]
P =

[
λ1 0

0 λ2

]
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を満たす回転行列とする。R2の任意の元をu = u1x1 + u2x2と表わすと、

Hess(f)(x0,y0)(u,u) = λ1u
2
1 + λ2u

2
2

が成り立つ。この等式よりHess(f)(x0,y0)(u, u)の正負を判定できる。df(x0,y0) = 0

のとき、λi > 0ならば f は (x0, y0)で極小値をとり、λi < 0ならば f は (x0, y0)で
極大値をとり、λ1λ2 < 0ならば fは (x0, y0)の近傍で鞍型になり極小でも極大でも
ない。Hess(f)(x0,y0)が退化している場合には、これだけの情報では f の (x0, y0)の
近傍の挙動はわからない。



17

第2章 曲線

2.1 平面曲線の概念
この講義で扱う曲線の定義を述べる前に、曲線として扱いたいものについて考

察する。平面曲線として扱いたいものは、平面の部分集合であって 1次元的な広
がりを持つものである。平面内の曲線は、座標に関する一つの等式を満たす点の
集まりとして定める方法と、一つのパラメータによって平面の点の移動の軌跡と
して定める方法がある。
まず平面内の座標に関する一つの等式を満たす点の集まりについて考えてみよ

う。つまり、R2の開集合O上で定義された関数 f(x, y)と定数 aに対して

C = {(x, y) ∈ O | f(x, y) = a}

について考える。この部分集合を曲線とみて曲り方をとらえるのは、接線が引け
ると接線の変化を調べることで可能になる。陰関数定理 (定理 1.3.1)の観点から、
Cの各点で df が 0にならなければCはその点の近傍で一変数関数のグラフになり
接線を持つ。そこで、任意の (x, y) ∈ Cに対して df(x,y) 6= 0となるときに、Cを平
面曲線として定義したい。

例 2.1.1 正の実数 rに対して、平面の原点からの距離が rになる点の全体は平面
曲線になる。

f(x, y) = x2 + y2 ((x, y) ∈ R2)

とおく。問題の点の全体は

S1(r) = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) = r2}

になる。

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
= 2xdx + 2ydy

となり S1(r)の点では df 6= 0となることがわかる。これより S1(r)は平面曲線に
なる。よく知られているようにこれは円である。

例 2.1.2 g(x)をRの開集合Oで定義された関数とし、

C = {(x, g(x)) | x ∈ O}
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によって g(x)のグラフを定める。

f(x, y) = g(x) − y ((x, y) ∈ O × R)

とおくと、
C = {(x, y) ∈ O × R | f(x, y) = 0}

が成り立つ。
df = g′dx − dy

となり、O ×Rのすべての点で df 6= 0となることがわかる。これよりCは曲線に
なる。

例 2.1.3 平面上の二定点 (−a, 0), (a, 0) (a > 0)からの距離の和が一定の点の軌跡
は平面曲線になる。これを示すために、この軌跡を定める方程式を求めよう。二定
点からの距離の和をK > 0とする。軌跡が空でない曲線になるためには 2a < K

である必要がある。条件は
√

(x + a)2 + y2 +
√

(x − a)2 + y2 = K

と書き表わされる。両辺を二乗すると

(x + a)2 + y2 + 2
√

(x + a)2 + y2
√

(x − a)2 + y2 + (x − a)2 + y2 = K2,

2x2 + 2a2 + 2y2 + 2
√

(x + a)2 + y2
√

(x − a)2 + y2 = K2,

x2 + a2 + y2 +
√

(x + a)2 + y2
√

(x − a)2 + y2 =
K2

2
,

x2 + y2 + a2 − K2

2
= −

√
(x + a)2 + y2

√
(x − a)2 + y2.

再び両辺を二乗すると
(

x2 + y2 + a2 − K2

2

)2

= ((x + a)2 + y2)((x − a)2 + y2),

(x2 + y2)2 + 2

(
a2 − K2

2

)
(x2 + y2) +

(
a2 − K2

2

)2

= (x + a)2(x − a)2 + ((x + a)2 + (x − a)2)y2 + y4,

x4 + 2x2y2 + y4 + 2

(
a2 − K2

2

)
(x2 + y2) +

(
a2 − K2

2

)2

= (x2 − a2)2 + 2(x2 + a2)y2 + y4,

x4 + 2x2y2 + y4 + 2

(
a2 − K2

2

)
(x2 + y2) + a4 − a2K2 +

K4

4

= x4 − 2a2x2 + a4 + 2(x2 + a2)y2 + y4,

(2a2 − K2)(x2 + y2) − a2K2 +
K4

4
= −2a2x2 + 2a2y2,
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(K2 − 4a2)
K2

4
= (K2 − 4a2)x2 + K2y2,

4x2

K2
+

4y2

K2 − 4a2
= 1.

そこで

f(x, y) =
4x2

K2
+

4y2

K2 − 4a2

とおくと、問題の軌跡は

E = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) = 1}

になる。

df =
8x

K2
dx +

8y

K2 − 4a2
dy

より Eの点では df 6= 0となることがわかる。これより Eは平面曲線になる。こ
の曲線は楕円である。

例 2.1.4 平面上の二定点 (−a, 0), (a, 0) (a > 0)からの距離の差が一定の点の軌跡
は平面曲線になる。これを示すために、この軌跡を定める方程式を求めよう。二定
点からの距離の差をK > 0とする。軌跡が空でない曲線になるためには 2a > K

である必要がある。条件は
√

(x + a)2 + y2 −
√

(x − a)2 + y2 = K

と書き表わされる。両辺を二乗すると

(x + a)2 + y2 − 2
√

(x + a)2 + y2
√

(x − a)2 + y2 + (x − a)2 + y2 = K2,

2x2 + 2a2 + 2y2 − 2
√

(x + a)2 + y2
√

(x − a)2 + y2 = K2,

x2 + a2 + y2 −
√

(x + a)2 + y2
√

(x − a)2 + y2 =
K2

2
,

x2 + y2 + a2 − K2

2
=

√
(x + a)2 + y2

√
(x − a)2 + y2.

再び両辺を二乗すると
(

x2 + y2 + a2 − K2

2

)2

= ((x + a)2 + y2)((x − a)2 + y2),

(x2 + y2)2 + 2

(
a2 − K2

2

)
(x2 + y2) +

(
a2 − K2

2

)2

= (x + a)2(x − a)2 + ((x + a)2 + (x − a)2)y2 + y4,

x4 + 2x2y2 + y4 + 2

(
a2 − K2

2

)
(x2 + y2) +

(
a2 − K2

2

)2
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= (x2 − a2)2 + 2(x2 + a2)y2 + y4,

x4 + 2x2y2 + y4 + 2

(
a2 − K2

2

)
(x2 + y2) + a4 − a2K2 +

K4

4

= x4 − 2a2x2 + a4 + 2(x2 + a2)y2 + y4,

(2a2 − K2)(x2 + y2) − a2K2 +
K4

4
= −2a2x2 + 2a2y2,

(K2 − 4a2)
K2

4
= (K2 − 4a2)x2 + K2y2,

4x2

K2
− 4y2

4a2 − K2
= 1.

そこで

f(x, y) =
4x2

K2
− 4y2

4a2 − K2

とおくと、問題の軌跡は

H = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) = 1}

になる。

df =
8x

K2
dx − 8y

4a2 − K2
dy

よりHの点では df 6= 0となることがわかる。この曲線は双曲線である。

例 2.1.5 平面上の二定点 (−a, 0), (a, 0) (a > 0)からの距離の商が一定の点の軌跡
は平面曲線になる。これを示すために、この軌跡を定める方程式を求めよう。二
定点からの距離の商をK > 0とする。条件は

√
(x + a)2 + y2

√
(x − a)2 + y2

= K

と書き表わされる。両辺を二乗すると

(x + a)2 + y2

(x − a)2 + y2
= K2,

(x + a)2 + y2 = K2((x − a)2 + y2),

x2 + 2ax + a2 + y2 = K2(x2 − 2ax + a2 + y2),

(1 − K2)x2 + 2(1 + K2)ax + (1 − K2)a2 + (1 − K2)y2 = 0.

ここでK = 1とK 6= 1の場合分けをして考える。K = 1のときは、方程式はx = 0

となり y軸を表わす。K 6= 1のときを考える。上の等式を 1 − K2で割ると

x2 + 2
1 + K2

1 − K2
ax + a2 + y2 = 0,

(
x +

1 + K2

1 − K2
a

)2

+ y2 =

(
(1 + K2)2

(1 − K2)2
− 1

)
a2,

(
x +

1 + K2

1 − K2
a

)2

+ y2 =
4a2K2

(1 − K2)2
.
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そこで

f(x, y) =

(
x +

1 + K2

1 − K2
a

)2

+ y2

とおくと、問題の軌跡は

C =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ f(x, y) =
4a2K2

(1 − K2)2

}

になる。

df = 2

(
x +

1 + K2

1 − K2
a

)
dx + 2ydy

よりCの点では df 6= 0となることがわかる。この曲線は円である。

注意 2.1.6 二定点からの距離の和・差・商が一定の点の軌跡は上の例でみたよう
に二次曲線になるが、二定点からの距離の積が一定の点の軌跡は四次曲線になり、
レムニスケートと呼ばれている曲線になる。ただし、定義する関数の微分が退化
する点があるので、この講義での平面曲線の定義にはあてはまらない。レムニス
ケートには楕円積分や楕円関数と深い関係があるが、ここでは詳細には触れない
ことにする。

次に一つのパラメータによって平面の点の移動の軌跡として曲線を定める方法
について考えてみよう。つまり、Rの開区間 I 上で定義されR2に値を持つ写像
c : I → R2について考える。この場合も曲り方をとらえるには、接線が引けると接
線の変化を調べることで可能になる。Iの元 tに対して c′(t)が 0でなければ、c(t)

における cの接線を引くことができる。そこで、任意の t ∈ I に対して c′(t) 6= 0

となるときに、c : I → R2を平面曲線のパラメータ表示として定義したい。先に
考察した平面曲線の概念はR2の開集合O上で定義された関数 f(x, y)と定数 aに
よって

C = {(x, y) ∈ O | f(x, y) = a}

と記述され、任意の (x, y) ∈ Cに対して df(x,y) 6= 0となるものである。

0 6= df = fxdx + fydy

だから fx 6= 0または fy 6= 0となる。fy 6= 0の場合は陰関数定理 (定理 1.3.1)より
局所的に関数 g(x)が存在し、f(x, g(x)) = aが成り立つ。つまり、x 7→ (x, g(x))

はCの一部を像にするパラメータ表示になる。fx 6= 0の場合は xと yの立場を入
れ換えて上と同様に陰関数定理を適用すればよい。ただし、陰関数定理は存在定
理であって陰関数の具体的な表示を示すわけではないので、平面曲線のパラメー
タ表示を具体的に得られるかどうかは、個々の場合に依存する。先に挙げた平面
曲線のパラメータ表示を求めておこう。
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例 2.1.7 例 2.1.1の円

S1(r) = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = r2}

のパラメータ表示は
(r cos θ, r sin θ) (θ ∈ R)

によって得られることが、

(r cos θ)2 + (r sin θ)2 = r2,

(r cos θ, r sin θ)′ = (−r sin θ, r cos θ) 6= 0

からわかる。

例 2.1.8 例 2.1.3の楕円

E =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣
x2

a2
+

y2

b2
= 1

}

のパラメータ表示は
(a cos θ, b sin θ) (θ ∈ R)

によって得られることが、

(a cos θ)2

a2
+

(b sin θ)2

b2
= 1,

(a cos θ, b sin θ)′ = (−a sin θ, b cos θ) 6= 0

からわかる。

例 2.1.9 例 2.1.4の双曲線

H =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣
x2

a2
− y2

b2
= 1

}

のパラメータ表示は
(a cosh t, b sinh t) (t ∈ R)

によって得られることが、

(a cosh t)2

a2
− (b sinh t)2

b2
= 1,

(a cosh t, b sinh t)′ = (a sinh t, b cosh t) 6= 0

からわかる。

平面曲線には上で述べたように二つの見方がある。幾何学的条件を満たす点の
集まりとして曲線をとらえるときは、方程式によって曲線を定義する方が扱いや
すいが、曲線の曲り方を表わす曲率に関する考察をするときは、パラメータ表示
による曲線の記述から始めた方がやりやすい。次の節ではパラメータ表示による
曲線の曲率を定義しその基本的性質を調べる。
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2.2 平面曲線の曲率
曲線のパラメータには曲線固有の弧長パラメータを呼ばれる標準的なパラメー

タが存在する。この弧長パラメータを利用して曲線の曲率を定義しその基本的性
質を調べる。
平面曲線のパラメータ表示が

c(t) = (x(t), y(t))

によって与えられているとする。c′(t) 6= 0と仮定する。

c′(t) = (x′(t), y′(t))

を速度ベクトルとも呼ぶことにする。運動する点の時刻 tのときの位置が c(t)であ
ると考えると、c(t)は平面の点の移動の軌跡を表わし、c′(t)はその移動の速度ベ
クトルとみなせる。速度ベクトルの長さは

‖c′(t)‖ =
√

x′(t)2 + y′(t)2

で与えられる。パラメータが aから b (a ≤ b)まで動くときの曲線の長さは
∫ b

a

‖c′(t)‖dt

で与えられる。始点を t = aとしてここからパラメータ tまでの曲線の長さを sで
表わすことにすると、

s =

∫ t

a

‖c′(t)‖dt,
ds

dt
=

d

dt

∫ t

a

‖c′(t)‖dt = ‖c′(t)‖ > 0

が成り立つ。最後の不等式は c′(t) 6= 0という仮定からわかる。sは tに関して単調
増加になり、逆関数が存在する。つまり、tを sの関数として t = t(s)を考えるこ
ともできる。これを元の曲線に代入し (x(t(s)), y(t(s)))とすると、sは曲線のパラ
メータになる。このパラメータ sを曲線の弧長パラメータと呼ぶ。幾何学的な意
味を考えると弧長パラメータ sに関する速度ベクトルは単位ベクトルになること
がわかるが、次のように計算して速度の長さが 1になることを確かめることもで
きる。

d

ds
(x(t(s)), y(t(s))) = (x′(t), y′(t))

dt

ds
= c′(t)

dt

ds

となり、逆関数の関係から

dt

ds
= 1

/
ds

dt
=

1

‖c′(t)‖
.

したがって、
d

ds
(x(t(s)), y(t(s))) =

c′(t)

‖c′(t)‖
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となり、弧長パラメータ sに関する速度ベクトルは単位ベクトルになることがわ
かる。曲線に対して弧長パラメータは平行移動と向きを逆にすることを除けば一
意的に定まる。そのため曲線の一般論を展開する際には、弧長パラメータは使い
易いパラメータである。そこで、曲線の弧長パラメータ sを使って曲線の曲率を
定義し、その基本的性質を調べることにする。曲線の弧長パラメータ sによる微
分 e1 = dc/dsの変化を見ることで曲線の曲り方を調べる。e1は単位ベクトルだか
ら 〈e1, e1〉 = 1となっている。これを sで微分すると

0 =

〈
d

ds
e1, e1

〉
+

〈
e1,

d

ds
e1

〉
= 2

〈
d

ds
e1, e1

〉
.

これより
d

ds
e1は e1に直交する。e1と直交するベクトルの変化を調べるには、e1

と直交する単位ベクトルとの内積を考えればよい。e1を反時計回りに π/2回転し
た単位法ベクトルを e2とする。つまり、

e1 =

(
dx

ds
,
dy

ds

)

と書くことにすれば

e2 =

(
−dy

ds
,
dx

ds

)

となる。
d

ds
e1の大きさを向きを付けて考えることにし、

κ =

〈
d

ds
e1, e2

〉

を曲線の曲率と呼ぶ。曲率の定め方から曲線のパラメータの向きを逆にすると、曲

率の符号は逆になる。
d

ds
e1は e1に直交するので、

d

ds
e1 = κe2

が成り立つ。e2は単位ベクトルだから 〈e2, e2〉 = 1となっている。これを sで微分
すると

0 =

〈
d

ds
e2, e2

〉
+

〈
e2,

d

ds
e2

〉
= 2

〈
d

ds
e2, e2

〉
.

これより
d

ds
e2は e2に直交する。他方、e1と e2は直交しているので、〈e1, e2〉 = 0

が成り立つ。これを sで微分すると

0 =

〈
d

ds
e1, e2

〉
+

〈
e1,

d

ds
e2

〉
= κ +

〈
e1,

d

ds
e2

〉
.
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これより 〈
e1,

d

ds
e2

〉
= −κ

となり、
d

ds
e2は e2に直交するので、

d

ds
e2 = −κe1

が成り立つ。以上をまとめると次の定理になる。

定理 2.2.1 平面曲線の単位速度ベクトルを e1で表わし、e1を反時計回りに π/2

回転した単位法ベクトルを e2で表わす。曲率を κで表わす。e1と e2の弧長パラ
メータ sに関する微分は次の等式を満たす。

d

ds
e1 = κe2,

d

ds
e2 = −κe1.

注意 2.2.2 上の定理の等式をFrenetの公式という。3次元の場合と一緒にFrenet-

Serretの公式と呼んでいる本もある。

例 2.2.3 平面曲線のもっとも簡単な例は直線である。直線は定ベクトル pと単位
ベクトル eによって

c(s) = p + se

と表わすことができる。
dc(s)

ds
= e

は単位ベクトルなので、sはこの直線の弧長パラメータであることがわかる。さら
にこれは一定のベクトルになっているので、sで微分すると 0になり、曲率も 0に
なる。

例 2.2.4 例 2.1.1と 2.1.7で扱った円の曲率を求める。円S1(r)のパラメータ表示は

(r cos θ, r sin θ) (θ ∈ R)

によって得られる。

d

dθ
(r cos θ, r sin θ) = (−r sin θ, r cos θ)

となるので、弧長パラメータ sは

s =

∫ θ

0

‖(−r sin θ, r cos θ)‖dθ = rθ.
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よって、θ = s/rとなり、 (
r cos

s

r
, r sin

s

r

)

が円の弧長パラメータによる表示になる。これを sで微分すると

e1 =
(
− sin

s

r
, cos

s

r

)
.

これを反時計回りに π/2回転した単位法ベクトル e2は

e2 =
(
− cos

s

r
,− sin

s

r

)
.

e1を sで微分すると

d

ds
e1 =

(
−1

r
cos

s

r
,−1

r
sin

s

r

)
=

1

r
e2.

したがって、曲率は 1/rになる。

弧長パラメータは理論的には便利であるが、具体的な曲線の弧長パラメータは
求めやすいとは限らない。これは弧長パラメータの定義

s =

∫ t

a

√
x′(t)2 + y′(t)2dt

は積分で表示されていて被積分関数にルートがあるので、一般には不定積分を初
等関数で表現できるとは限らない。そこで、一般のパラメータで表示されている
場合の曲率の計算方法も示す。

命題 2.2.5 曲線の弧長パラメータとは限らない一般のパラメータ表示 (x(t), y(t))

に対する曲率は次の式で与えられる。

κ(t) =
x′(t)y′′(t) − y′(t)x′′(t)

(x′(t)2 + y′(t)2)3/2
.

特に曲線が関数 g(x)のグラフ (x, g(x))になっている場合、曲率は次の式で与えら
れる。

κ(x) =
g′′(x)

(1 + g′(x)2)3/2
.

証明 曲線 (x(t), y(t))の弧長パラメータを sで表わすと、sは tの関数になる。
単位速度ベクトル e1は

e1 =
d

ds
(x(t(s)), y(t(s))) = (x′(t), y′(t))

dt

ds

となる。これをさらに sで微分すると

d

ds
e1 = (x′′(t), y′′(t))

(
dt

ds

)2

+ (x′(t), y′(t))
d2t

ds2
.
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e1を反時計回りに π/2回転した単位法ベクトル e2は

e2 = (−y′(t), x′(t))
dt

ds

となるので、曲線の曲率 κ(t)は次のように表わすことができる。

κ(t) =

〈
d

ds
e1, e2

〉
= (x′(t)y′′(t) − y′(t)x′′(t))

(
dt

ds

)3

となり、 (
dt

ds

)3

=

(
ds

dt

)−3

= (x′(t)2 + y′(t)2)−3/2

だから、

κ(t) =
x′(t)y′′(t) − y′(t)x′′(t)

(x′(t)2 + y′(t)2)3/2

を得る。
曲線が関数 g(x)のグラフ (x, g(x))になっている場合は、(x, g(x))がxをパラメー

タにした表示になっているので、上の結果より曲率は次の式で与えられる。

κ(x) =
g′′(x)

(1 + g′(x)2)3/2
.

さらに、パラメータによる表示ではなく、関数によって定められた平面曲線の
曲率を求める方法も示す。

定理 2.2.6 反時計回りに π/2回転する線形変換を J で表わす。R2の開集合上で
定義された関数 f(x, y)と定数 aに対して

C = {(x, y) | f(x, y) = a}

上で df 6= 0と仮定する。このとき、曲線Cの曲率は次で与えられる。

κ = ± 1

(f2
x + f 2

y )3/2
[−fy fx]

[
fxx fxy

fxy fyy

][
−fy

fx

]

= ± 1

‖gradf‖3
Hess(f)(Jgradf, Jgradf).

符号は曲線の向きのとり方に依存して定まる。

証明 C上で df 6= 0となっていることから、C上の各点で fx 6= 0または fy 6= 0

が成り立つ。fy 6= 0の場合を考えよう。二変数関数の陰関数定理 (定理 1.3.1)より、
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陰関数 g(x)が局所的に存在する。f(x, g(x)) = aを満たすので、(x, g(x))は Cの
局所的なパラメータ表示になる。さらに定理 1.3.1より

g′(x) = −fx(x, g(x))

fy(x, g(x))

が成り立つ。これをさらに xで微分すると

g′′(x) = − 1

fy(x, g(x))2
[{fxx(x, g(x)) + fxy(x, g(x))g′(x)}fy(x, g(x))

−fx(x, g(x)){fyx(x, g(x)) + fyy(x, g(x))g′(x)}].

関数 f とその偏微分の値をとる点はすべて (x, g(x))なので、(x, g(x))を省略して
計算する。

g′′(x) = − 1

f 2
y

{(fxx + fxyg
′(x))fy − fx(fyx + fyyg

′(x))}

= − 1

f 2
y

{(
fxx − fxy

fx

fy

)
fy − fx

(
fyx − fyy

fx

fy

)}

= − 1

f 3
y

{(fxxfy − fxyfx) fy − fx (fyxfy − fyyfx)}

= − 1

f 3
y

(
fyyf

2
x − 2fxyfxfy + fxxf

2
y

)

= − 1

f 3
y

[fx fy]

[
fyy −fxy

−fxy fxx

][
fx

fy

]
.

したがって、命題 2.2.5より曲率は

κ = − 1
(

1 +
(

fx

fy

)2
)3/2

f3
y

[fx fy]

[
fyy −fxy

−fxy fxx

][
fx

fy

]

= − sgn(fy)

(f 2
x + f 2

y )3/2
[−fy fx]

[
fxx fxy

fxy fyy

] [
−fy

fx

]
.

ここで sgn(fy)は fyの符号であり、fy = sgn(fy)(f
2
y )1/2を上の最後の等式に利用し

た。したがって、

κ = ± 1

(f 2
x + f 2

y )3/2
[−fy fx]

[
fxx fxy

fxy fyy

][
−fy

fx

]

= ± 1

‖gradf‖3
Hess(f)(Jgradf, Jgradf).

fx 6= 0の場合も同様に計算できる。
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例 2.2.7 例 2.2.4では円のパラメータ表示を利用して円の曲率を計算した。ここ
では例 2.1.1で扱った

f(x, y) = x2 + y2 ((x, y) ∈ R2)

による表示
S1(r) = {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) = r2}

から定理 2.2.6を使って円の曲率を求める。

fx = 2x, fy = 2y, fxx = 2, fxy = 0, fyy = 2

より曲率は

κ =
1

(4x2 + 4y2)3/2
[−2y 2x]

[
2 0

0 2

] [
−2y

2x

]
=

8x2 + 8y2

(4x2 + 4y2)3/2
=

1

(x2 + y2)1/2
.

したがって、S1(r)の曲率は 1/rになる。

例 2.2.8 正の実数 a, bをとり、R2上の関数を

f(x, y) =
x2

a2
+

y2

b2

によって定める。この関数 f(x, y)によって

E = {(x, y) | f(x, y) = 1}

により楕円が定まる。定理 2.2.6を使って楕円の曲率を求める。

fx =
2x

a2
, fy =

2y

b2
, fxx =

2

a2
, fxy = 0, fyy =

2

b2

より曲率は

κ =
1

(
4x2

a4 + 4y2

b4

)3/2

[
−2y

b2

2x

a2

] [
2
a2 0

0 2
b2

][
−2y

b2
2x
a2

]
=

8x2

a4b2
+ 8y2

a2b4(
4x2

a4 + 4y2

b4

)3/2

=
x2

a2 + y2

b2

a2b2
(

x2

a4 + y2

b4

)3/2
=

ab

a3b3
(

x2

a4 + y2

b4

)3/2
=

ab
(

b2x2

a2 + a2y2

b2

)3/2
.

例 2.2.9 正の実数 a, bをとり、R2上の関数を

f(x, y) =
x2

a2
− y2

b2
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によって定める。この関数 f(x, y)によって

H = {(x, y) | f(x, y) = 1}

により双曲線が定まる。定理 2.2.6を使って双曲線の曲率を求める。

fx =
2x

a2
, fy = −2y

b2
, fxx =

2

a2
, fxy = 0, fyy = − 2

b2

より曲率は

κ =
1

(
4x2

a4 + 4y2

b4

)3/2

[
2y

b2

2x

a2

][
2
a2 0

0 − 2
b2

][
2y
b2
2x
a2

]
=

− 8x2

a4b2
+ 8y2

a2b4(
4x2

a4 + 4y2

b4

)3/2

=
−x2

a2 + y2

b2

a2b2
(

x2

a4 + y2

b4

)3/2
= − ab

a3b3
(

x2

a4 + y2

b4

)3/2
= − ab

(
b2x2

a2 + a2y2

b2

)3/2
.

曲率は曲線の曲り方を表わしている。さらに曲率は曲線の形を決定しているこ
とが、次の定理からわかる。

定理 2.2.10 cと c̄を平面曲線とする。これら二曲線の曲率が一致するための必要
十分条件は、回転と平行移動によって cは c̄に重なることである。

証明 cと c̄の曲率を κと κ̄で表わすことにする。
回転と平行移動によって cは c̄に重なると仮定する。回転を回転行列 Aで表わ

し平行移動をベクトルaで表わす。R2のベクトルは縦ベクトルで表わし、回転行
列は縦ベクトルに左からかけて回転させるものとする。sを cの弧長パラメータと
する。Ac(s) + aは c̄に重なり、

d

ds
(Ac(s) + a) = A

dc(s)

ds

は単位ベクトルになるので、sは c̄の弧長パラメータにもなる。

e1 =
dc(s)

ds
, ē1 =

dc̄(s)

ds

とおくと、上の計算より ē1 = Ae1が成り立つ。反時計回りに π/2回転する回転行
列は

J =

[
0 −1

1 0

]

となる。回転行列同士は可換になるので、JA = AJ が成り立つ。e2 = Je1, ē2 =

J ē1とおくと、
ē2 = J ē1 = JAe1 = AJe1 = Ae2.
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これより

κ̄ =

〈
dē1

ds
, ē2

〉
=

〈
dAe1

ds
,Ae2

〉
=

〈
A

de1

ds
,Ae2

〉
=

〈
de1

ds
, e2

〉
= κ

となり、c̄の曲率 κ̄は cの曲率 κに一致する。
逆に κ̄が κに一致すると仮定する。cと c̄の弧長パラメータの始点はともに 0に

なるようにしておく。証明の前半と同様に

e1 =
dc

ds
, e2 = Je1, ē1 =

dc̄

ds
, ē2 = J ē1

とおく。Frenetの公式 (定理 2.2.1)より

d

ds
e1 = κe2,

d

ds
e2 = −κe1.

これを行列でまとめて表現すると次のようになる。

d

ds
[e1 e2] = [e1 e2]

[
0 −κ

κ 0

]
.

[e1 e2]は回転行列になる。同様に次の等式が成り立つ。

d

ds
[ē1 ē2] = [ē1 ē2]

[
0 −κ

κ 0

]
.

[ē1 ē2]も回転行列になる。行列Xの転置行列をX∗で表わすと、

d

ds
([ē1 ē2][e1 e2]

∗)

=

(
d

ds
[ē1 ē2]

)
[e1 e2]

∗ + [ē1 ē2]
d

ds
[e1 e2]

∗

=

(
d

ds
[ē1 ē2]

)
[e1 e2]

∗ + [ē1 ē2]

(
d

ds
[e1 e2]

)∗

= [ē1 ē2]

[
0 −κ

κ 0

]
[e1 e2]

∗ + [ē1 ē2]

(
[e1 e2]

[
0 −κ

κ 0

])∗

= [ē1 ē2]

[
0 −κ

κ 0

]
[e1 e2]

∗ + [ē1 ē2]

[
0 κ

−κ 0

]
[e1 e2]

∗

= [ē1 ē2]

([
0 −κ

κ 0

]
+

[
0 κ

−κ 0

])
[e1 e2]

∗

= 0.
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[e1 e2]と [ē1 ē2]は回転行列だから、[ē1 ē2][e1 e2]
∗も回転行列になり、上の計算よ

り一定の回転行列になる。その一定の回転行列をAで表わすと、[ē1 ē2] = A[e1 e2]

が成り立つ。特に ē1 = Ae1となり、

c̄(s) − c̄(0) =

∫ s

0

ē1ds =

∫ s

0

Ae1ds = A

∫ s

0

e1ds = A(c(s) − c(0)).

よって
c̄(s) = Ac(s) + c̄(0) − Ac(0)

となり、回転と平行移動によって cは c̄に重なることがわかった。

系 2.2.11 平面曲線の曲率が 0であるための必要十分条件は、直線の一部になるこ
とである。平面曲線の曲率が 0ではない一定値であるための必要十分条件は、円
の一部になることである。

証明 例 2.2.3より直線の曲率は 0である。曲率が 0の曲線は定理 2.2.10より
回転と平行移動によって直線の一部に重なるので、この曲線自身が直線の一部に
なる。
例 2.2.4より円の曲率は 0ではない一定値になる。曲率が 0ではない一定値の曲

線は定理 2.2.10より回転と平行移動によって円の一部に重なるので、この曲線自
身が円の一部になる。

定理 2.2.10は平面曲線は曲率でその形が決まってしまうということを主張して
いる。これをさらに進めて、与えられた関数を曲率として持つ平面曲線がただ一
つ存在することもわかる。

定理 2.2.12 (平面曲線の基本定理) 実数の区間で定義された滑らかな関数 κに対
して、sを弧長パラメータとし κ(s)を曲率として持つ平面曲線 c(s)が存在する。
さらにこのような平面曲線は回転と平衡移動で重なり合うものを除いて一意的で
ある。

証明 関数 κの定義域にある aを一つとる。

c(s) =

∫ s

a

(
cos

(∫ t

a

κ(u)du

)
, sin

(∫ t

a

κ(u)du

))
dt

によって c(s)を定める。

e1(s) =
d

ds
c(s) =

(
cos

(∫ s

a

κ(u)du

)
, sin

(∫ s

a

κ(u)du

))

は単位ベクトルになる。e1(s)を反時計回りに π/2回転した単位法ベクトル e2(s)

は

e2(s) =

(
− sin

(∫ s

a

κ(u)du

)
, cos

(∫ s

a

κ(u)du

))
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となり、

d

ds
e1(s) =

(
− sin

(∫ s

a

κ(u)du

)
, cos

(∫ s

a

κ(u)du

))
d

ds

∫ s

a

κ(u)du

= κ(s)e2(s).

したがって、κ(s)はこの曲線 c(s)の曲率になる。このような曲線の一意性は定理
2.2.10からわかる。
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曲線の場合と異なり曲面には弧長パラメータのような曲面固有の標準的なパラ
メータが存在するかどうか、簡単にはわからない。実は等温座標と呼ばれるパラ
メータが存在することが知られているが、この結果は幾何学と解析学にかかわる
深い結果であるととこの講義の目的とは異なる方向にあるため、等温座標につい
ては触れないことにする。

3.1 空間内の曲面の概念
この講義で扱う曲面の定義を述べる前に、曲面として扱いたいものについて考

察する。空間内の曲面として扱いたいものは、空間の部分集合であって 2次元的
な広がりを持つものである。空間内の曲面は、座標に関する一つの等式を満たす
点の集まりとして定める方法と、二つのパラメータによって曲面を定める方法が
ある。
まず空間内の座標に関する一つの等式を満たす点の集まりについて考えてみよ

う。つまり、R3の開集合O上で定義された関数 f(x, y, z)と定数 aに対して

S = {(x, y, z) ∈ O | f(x, y, z) = a}

について考える。この部分集合を曲面とみて曲り方をとらえるのは、接平面が存在
し接平面のベクトルを速度ベクトルに持つ曲線の曲り方を調べることで可能にな
る。陰関数定理 (定理1.3.3)の観点から、Sの各点でdfが0にならなければSはその
点の近傍で二変数関数のグラフになり接平面を持つ。そこで、任意の (x, y, z) ∈ S

に対して df(x,y,z) 6= 0となるときに、Sを曲面として定義したい。接平面について
は次のように求めることができる。df(x,y,z) 6= 0ならば、f のある偏微分係数は 0

にならない。たとえば fz 6= 0とすると、定理 1.3.3よりある二変数関数 g(x, y)が
存在し、Sは局所的には

{(x, y, g(x, y)) | (x, y) ∈ D} (Dは g(x, y)の定義域)

と表現できる。つまり、これは g(x, y)のグラフである。さらに、線形写像

dg(x,y) : R2 → R

のグラフを (x, y, g(x, y))を通るように平行移動した平面が接平面になる。
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例 3.1.1 正の実数 rに対して、空間の原点からの距離が rになる点の全体は曲面
になる。

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 ((x, y, z) ∈ R3)

とおく。問題の点の全体は

S2(r) = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = r2}

になる。
df = fxdx + fydy + fzdz = 2xdx + 2ydy + 2zdz

となり S2(r)の点では df 6= 0となることがわかる。これより S2(r)は曲面になる。
よく知られているようにこれは球面である。

例 3.1.2 g(x, y)をR2の開集合Oで定義された関数とし、

S = {(x, y, g(x, y)) | (x, y) ∈ O}

によって g(x, y)のグラフを定める。

f(x, y, z) = g(x, y) − z ((x, y, z) ∈ O × R)

とおくと、
S = {(x, y, z) ∈ O × R | f(x, y, z) = 0}

が成り立つ。
df = fxdx + fydy + fzdz = gxdx + gydy − dz

となり、O ×Rのすべての点で df 6= 0となることがわかる。これより Sは曲面に
なる。

例 3.1.3 正の定数 a, bに対して、二変数関数 g(x, y)を

g(x, y) =
x2

a2
+

y2

b2
((x, y) ∈ R2)

によって定める。g(x, y)のグラフ
{

(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣ z =
x2

a2
+

y2

b2

}

は曲面になる。この曲面を楕円放物面と呼ぶ。xy平面と平行な平面による切り口
は楕円になり、z軸と平行な直線を含む平面による切り口は放物線になる。
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例 3.1.4 正の定数 a, bに対して、二変数関数 g(x, y)を

g(x, y) =
x2

a2
− y2

b2
((x, y) ∈ R2)

によって定める。g(x, y)のグラフ
{

(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣ z =
x2

a2
− y2

b2

}

は曲面になる。この曲面を双曲放物面と呼ぶ。xy平面と平行な平面による切り口
は双曲線になり、z軸と平行な直線を含む平面による切り口は放物線になる。

例 3.1.1の球面は全体を一つの関数のグラフで表わすことができない。次の例も
全体を一つの関数のグラフで表わすことができない例である。

例 3.1.5 正の定数 a, b, cに対して

f(x, y, z) =
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
((x, y, z) ∈ R3)

とおく。
E = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = 1}

とする。

df =
2x

a2
dx +

2y

b2
dy +

2z

c2
dz

となり、Eの点では df 6= 0となることがわかる。これよりEは曲面になる。これ
を楕円面と呼ぶ。

例 3.1.6 正の定数 a, b, cに対して

f(x, y, z) =
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
((x, y, z) ∈ R3)

とおく。

HI = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = 1},
HII = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = −1}

とする。

df =
2x

a2
dx +

2y

b2
dy − 2z

c2
dz

となり、HIとHIIの点では df 6= 0となることがわかる。これよりHIとHIIは
曲面になる。HIを一葉双曲面と呼び、HIIを二葉双曲面と呼ぶ。一葉双曲面は連
結になっていることがわかる。二葉双曲面は定義式より

z2

c2
=

x2

a2
+

y2

b2
+ 1 ≥ 1

となるので、z ≤ −cまたは c ≤ zが成り立つ。さらに、これによって二つの連結
成分に分れることがわかる。
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次に二つのパラメータによって曲面を定める方法について考えてみよう。つま
り、R2の開集合U 上で定義されR3に値を持つ写像 p : U → R3について考える。
この場合も曲り方をとらえるには、接平面があり接平面の各ベクトルに接する曲
線の曲率を調べることで可能になる。U の元 (u, v)に対して

pu =
∂p

∂u
(u, v), pv =

∂p

∂v
(u, v)

が線形独立ならば、pu, pvの張る平面によって接平面を定めることができる。そこ
で、任意の (u, v) ∈ U に対して pu, pvが線形独立になるときに、p : U → R3を曲
面のパラメータ表示として定義したい。先に考察した曲面の概念はR3の開集合O

上で定義された関数 f(x, y, z)と定数 aによって

S = {(x, y, z) ∈ O | f(x, y, z) = a}

と記述され、任意の (x, y, z) ∈ S に対して df(x,y,z) 6= 0となるものである。陰関
数定理より S を像にするパラメータ表示が存在する。これは次のようにわかる。
df(x,y,z) 6= 0より、fx(x, y, z) 6= 0, fy(x, y, z) 6= 0または fz(x, y, z) 6= 0である。ど
れも座標をとりかえれば同じことになるので、fz(x, y, z) 6= 0の場合を考えること
にする。陰関数定理より局所的にある関数 g(x, y)が存在し、

f(x, y, g(x, y)) = a

が成り立つ。つまり、Sは局所的には g(xy)のグラフになっている。

p(u, v) = (u, v, g(u, v))

とおくと、

pu(u, v) = (1, 0, gu(u, v)), pv(u, v) = (0, 1, gv(u, v))

となるので、pu(u, v), pv(u, v)は線形独立になる。したがって、p(u, v)は Sのパラ
メータ表示になる。
ただし、陰関数定理は存在定理であって陰関数の具体的な表示を示すわけでは

ないので、曲面のパラメータ表示を具体的に得られるかどうかは、個々の場合に
依存する。先に例で挙げた曲面のパラメータ表示を求めておこう。

例 3.1.7 例 3.1.2のグラフ

S = {(x, y, g(x, y)) | (x, y) ∈ O}

に対して
p(x, y) = (x, y, g(x, y)) ((x, y) ∈ O)

とおくと、p : O → R3は Sのパラメータ表示になる。これは上で陰関数定理を適
用したところで示した。
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例 3.1.8 例 3.1.5の楕円面

E =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

}

のパラメータ表示は

p(u, v) = (a cos u cos v, b cos u sin v, c sin u)
(
−π

2
< u <

π

2

)

によって得られることが以下の計算からわかる。

a2 cos2 u cos2 v

a2
+

b2 cos2 u sin2 v

b2
+

c2 sin2 u

c2

= cos2 u(cos2 v + sin2 v) + sin2 u = 1

より、pの像はEに含まれる。さらに、pの像は (0, 0,±c)以外のEの点を覆って
いることもわかる。p(u, v)を u, vで偏微分すると

pu = (−a sin u cos v,−b sin u sin v, c cos u),

pv = (−a cos u sin v, b cos u cos v, 0)

となる。これらが線形独立になることを示す。第 1列と第 2列に注目して行列式を
計算すると

∣∣∣∣∣
−a sin u cos v −b sin u sin v

−a cos u sin v b cos u cos v

∣∣∣∣∣
= −ab cos u sin u cos2 v − ab cos u sin u sin2 v

= −ab cos u sin u.

これは u 6= 0ならば 0ではないので、u 6= 0のとき pu, pvは線形独立になる。u = 0

のときは、
pu = (0, 0, c), pv = (−a sin v, b cos v, 0)

となり、この場合も pu, pvは線形独立になる。いずれにしても pu, pvは線形独立に
なり、p(u, v)はパラメータ表示になる。

例 3.1.9 例 3.1.6の一葉双曲面

HI =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

}

のパラメータ表示は

p(u, v) = (a cosh u cos v, b cosh u sin v, c sinh u)



3.1. 空間内の曲面の概念 39

によって得られることが以下の計算からわかる。

a2 cosh2 u cos2 v

a2
+

b2 cosh2 u sin2 v

b2
− c2 sinh2 u

c2

= cosh2 u(cos2 v + sin2 v) − sinh2 u = 1

より、pの像はHIに含まれる。さらに、pの像はHI全体を覆っていることもわ
かる。p(u, v)を u, vで偏微分すると

pu = (a sinh u cos v, b sinh u sin v, c cosh u),

pv = (−a cosh u sin v, b cosh u cos v, 0)

となる。これらが線形独立になることを示す。第 1列と第 2列に注目して行列式を
計算すると

∣∣∣∣∣
a sinh u cos v b sinh u sin v

−a cosh u sin v b cosh u cos v

∣∣∣∣∣
= ab cosh u sinh u cos2 v + ab cosh u sinh u sin2 v

= ab cosh u sinh u.

これは u 6= 0ならば 0ではないので、u 6= 0のとき pu, pvは線形独立になる。u = 0

のときは、
pu = (0, 0, c), pv = (−a sin v, b cos v, 0)

となり、この場合も pu, pvは線形独立になる。いずれにしても pu, pvは線形独立に
なり、p(u, v)はパラメータ表示になる。
例 3.1.6の二葉双曲面

HII =

{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1

}

のパラメータ表示は

p±(u, v) = (a sinh u cos v, b sinh u sin v,±c cosh u) (u 6= 0)

によって得られることが以下の計算からわかる。

a2 sinh2 u cos2 v

a2
+

b2 sinh2 u sin2 v

b2
− c2 cosh2 u

c2

= sinh2 u(cos2 v + sin2 v) − cosh2 u = −1

より、p±の像はHII に含まれる。さらに、p+の像はHII の上半分の (0, 0, c)以
外の全体を覆い、p−の像はHIIの下半分の (0, 0,−c)以外の全体を覆うこともわ
かる。p±(u, v)を u, vで偏微分すると

(p±)u = (a cosh u cos v, b cosh u sin v,±c sinh u),

(p±)v = (−a sinh u sin v, b sinh u cos v, 0)
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となる。これらが線形独立になることを示す。第 1列と第 2列に注目して行列式を
計算すると

∣∣∣∣∣
a cosh u cos v b cosh u sin v

−a sinh u sin v b sinh u cos v

∣∣∣∣∣
= ab cosh u sinh u cos2 v + ab cosh u sinh u sin2 v

= ab cosh u sinh u.

これは u 6= 0だから 0ではないので、(p±)u, (p±)vは線形独立になり、p±(u, v)は
パラメータ表示になる。
上の二葉双曲面のパラメータ表示は上半分の (0, 0, c)と下半分の (0, 0,−c)を除

外している。次のように考えれば除外点はなくなる。

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1

より

z = ±
√

c2

a2
x2 +

c2

b2
y2 + c2

となる。そこで、

g±(x, y) = ±
√

c2

a2
x2 +

c2

b2
y2 + c2

によって二変数関数 g±(x, y)を定める。すると、g+(x, y)のグラフが二葉双曲面の
上半分になり、g−(x, y)のグラフが二葉双曲面の上下半分になる。

3.2 曲面の曲率
曲面のパラメータによる表示を利用して曲面の種々の曲率を定義しその基本的

性質を調べる。
空間内の曲面のパラメータ表示が

p(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

によって与えられているとする。すると各点で

pu(u, v) = (xu(u, v), yu(u, v), zu(u, v)),

pv(u, v) = (xv(u, v), yv(u, v), zv(u, v))

は線形独立になる。pu, pvの張る平面がこの曲面の接平面になる。さらにこれらの
ベクトル積 pu × pvは puと pvに直交するので、接平面に直交することになる。す
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なわち、pu × pvは曲面の法ベクトルになる。これを自分自身の長さで割れば、単
位法ベクトル

e =
pu × pv

‖pu × pv‖
を定めることができる。パラメータ (u0, v0)に対応する曲面の点 p(u0, v0)における
曲面の形状を調べるために関数

f(u, v) = 〈e(u0, v0), p(u, v)〉

について考える。e0 = e(u0, v0)と表わすと、

f(u, v) = 〈e0, p(u, v)〉

となる。これを u, vで偏微分すると

fu = 〈e0, pu〉, fv = 〈e0, pv〉.

特に

fu(u0, v0) = 〈e0, pu(u0, v0)〉,
fv(u0, v0) = 〈e0, pv(u0, v0)〉.

したがって、
df(u0,v0) = fu(u0, v0)du + fv(u0, v0)dv = 0.

さらにHess(f)(u0,v0)を求めることで p(u0, v0)における曲面の形状をおおよそ知る
ことできる。

fuu = 〈e0, puu〉, fuv = 〈e0, puv〉,
fvu = 〈e0, pvu〉, fvv = 〈e0, pvv〉

より

Hess(f)(u0,v0) =

[
〈e0, puu〉 〈e0, puv〉
〈e0, pvu〉 〈e0, pvv〉

]
.

曲面の接ベクトルの内積は

〈ξpu + ηpv, ξ1pu + η1pv〉
= ξξ1〈pu, pu〉 + ξη1〈pu, pv〉 + ηξ1〈pv, pu〉 + ηη1〈pv, pv〉

= [ξ η]

[
〈pu, pu〉 〈pu, pv〉
〈pv, pu〉 〈pv, pv〉

][
ξ1

η1

]

となる。上の内積の係数行列を

P =

[
〈pu, pu〉 〈pu, pv〉
〈pv, pu〉 〈pv, pv〉

]
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とおくと、P は正定値対称行列になる。定理 1.4.1を利用するとある正定値対称行
列Rが存在し

P = R2, PR = RP

が成り立つことがわかる。二次の列ベクトル x,yに対して、

(R−1x)∗PR−1y = x∗(R−1)∗PR−1y = x∗R−1PR−1y = x∗PR−2y = x∗y

が成り立つので、線形写像 x 7→ R−1xは標準的な内積を持つR2から、曲面の接
平面の基底 pu, pvの係数を対応させると内積を保つことになる。したがって、

(R−1)∗Hess(f)R−1 = R−1Hess(f)R−1

が曲面の形状を表わしていることになる。系1.4.2とその後に書いたことから、上の
行列の固有値から曲面のおおよその形がわかる。R−1Hess(f)R−1の固有値をκ1, κ2

で表わし、曲面の主曲率と呼ぶ。さらに、

K = κ1κ2, H =
1

2
(κ1 + κ2)

とおいて、KとH を曲面のGauss曲率と平均曲率と呼ぶ。これらの曲率の定義
の元になっているのは行列R−1Hess(f)R−1である。Rの成分は明らかにしていな
いので、これらの曲率を求めるのは一見すると困難なように思われるが、KとH

は以下に示すようにパラメータ表示 pを利用して計算できる。

命題 3.2.1 パラメータ表示 pを持つ曲面のGauss曲率Kと平均曲率H は次の式
で与えられる。

K =
〈e0, puu〉〈e0, pvv〉 − 〈e0, puv〉2

〈pu, pu〉〈pv, pv〉 − 〈pu, pv〉2
,

H =
〈pu, pu〉〈e0, pvv〉 − 2〈pu, pv〉〈e0, puv〉 + 〈pv, pv〉〈e0, puu〉

2(〈pu, pu〉〈pv, pv〉 − 〈pu, pv〉2)
.

証明 Gauss曲率Kと平均曲率Hの定義より

K = κ1κ2 = det(R−1Hess(f)R−1) = det(R−1) det(Hess(f)) det(R−1)

= det(R−2) det(Hess(f)) = det(P )−1 det(Hess(f))

=
〈e0, puu〉〈e0, pvv〉 − 〈e0, puv〉2

〈pu, pu〉〈pv, pv〉 − 〈pu, pv〉2
,

H =
1

2
(κ1 + κ2) =

1

2
tr(R−1Hess(f)R−1) =

1

2
tr(R−2Hess(f))

=
1

2
tr(P−1Hess(f)).
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ここで

P−1Hess(f)

=
1

〈pu, pu〉〈pv, pv〉 − 〈pu, pv〉2

[
〈pv, pv〉 −〈pu, pv〉
−〈pv, pu〉 〈pu, pu〉

][
〈e0, puu〉 〈e0, puv〉
〈e0, pvu〉 〈e0, pvv〉

]

=
1

〈pu, pu〉〈pv, pv〉 − 〈pu, pv〉2
·

[
〈pv, pv〉〈e0, puu〉 − 〈pu, pv〉〈e0, pvu〉 ∗

∗ −〈pv, pu〉〈e0, puv〉 + 〈pu, pu〉〈e0, pvv〉

]

となるので、

H =
〈pu, pu〉〈e0, pvv〉 − 2〈pu, pv〉〈e0, puv〉 + 〈pv, pv〉〈e0, puu〉

2(〈pu, pu〉〈pv, pv〉 − 〈pu, pv〉2)
.

命題 3.2.2 曲面が関数 g(x, y)のグラフ (x, y, g(x, y))になっている場合のGauss曲
率Kと平均曲率Hは次の式で与えられる。

K =
gxxgyy − g2

xy

(1 + g2
x + g2

y)
2
, H =

gxx(1 + g2
y) − 2gxgygxy + gyy(1 + g2

x)

2(1 + g2
x + g2

y)
3/2

証明 関数 g(x, y)のグラフ (x, y, g(x, y))のパラメータ表示は

p(x, y) = (x, y, g(x, y))

となる。
px = (1, 0, gx), py = (0, 1, gy)

より
px × py = (−gx,−gy, 1)

が成り立つ。これより
‖px × py‖ =

√
1 + g2

x + g2
y

となり

e =
1√

1 + g2
x + g2

y

(−gx,−gy, 1)

は単位法ベクトルになる。

〈gx, gx〉 = 1 + g2
x, 〈gy, gy〉 = 1 + g2

y , 〈gx, gy〉 = gxgy,

pxx = (0, 0, gxx), pyy = (0, 0, gyy), pxy = (0, 0, gxy),

〈e0, pxx〉 = gxx√
1+g2

x+g2
y

, 〈e0, pyy〉 = gyy√
1+g2

x+g2
y

, 〈e0, pxy〉 = gxy√
1+g2

x+g2
y
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を命題 3.2.1で得た等式に代入する。

K =
gxxgyy − g2

xy

1 + g2
x + g2

y

· 1

(1 + g2
x)(1 + g2

y) − g2
xg

2
y

=
gxxgyy − g2

xy

(1 + g2
x + g2

y)
2
,

H =
gxx(1 + g2

y) − 2gxgygxy + gyy(1 + g2
x)

2(1 + g2
x + g2

y)
1/2

· 1

(1 + g2
x)(1 + g2

y) − g2
xg

2
y

=
gxx(1 + g2

y) − 2gxgygxy + gyy(1 + g2
x)

2(1 + g2
x + g2

y)
3/2

.

定理 3.2.3 R3の開集合上で定義された関数 f(x, y, z)と定数 aに対して

S = {(x, y, z) | f(x, y, z) = a}

上で df 6= 0と仮定する。このとき、曲面 SのGauss曲率Kと平均曲率Hは次の
式で与えられる。

K =
1

(f 2
x + f 2

y + f2
z )2

×

{(fyyfzz − f 2
yz)f

2
x + (fxxfzz − f 2

xz)f
2
y + (fxxfyy − f2

xy)f
2
z

+2(fxzfyz − fxyfzz)fxfy + 2(fxyfxz − fyzfxx)fyfz

+2(fxyfyz − fxzfyy)fzfx},

H = ± 1

2(f2
x + f 2

y + f 2
z )3/2

×

{(fxx + fyy)f
2
z + (fyy + fzz)f

2
x + (fzz + fxx)f

2
y

−2(fxyfxfy + fyzfyfz + fzxfzfx)}

符号は曲面の単位法ベクトルのとり方に依存して定まる。

証明 S上で df 6= 0となっていることから、S上の各点で fx 6= 0または fy 6= 0

または fz 6= 0が成り立つ。fz 6= 0の場合を考えよう。三変数関数の陰関数定理 (定
理 1.3.3)より、陰関数 g(x, y)が局所的に存在する。f(x, y, g(x, y)) = aを満たすの
で、(x, y, g(x, y))は Sの局所的なパラメータ表示になる。さらに定理 1.3.3より

gx(x, y) = −fx(x, y, g(x, y))

fz(x, y, g(x, y))
, gy(x, y) = −fy(x, y, g(x, y))

fz(x, y, g(x, y))

が成り立つ。gx(x, y)をさらに xで偏微分する。

gxx(x, y)

= − 1

fz(x, y, g(x, y))2
×

[{fxx(x, y, g(x, y)) + fxz(x, y, g(x, y))gx(x, y)}fz(x, y, g(x, y))

−fx(x, y, g(x, y)){fzx(x, y, g(x, y)) + fzz(x, y, g(x, y))gx(x, y)}].



3.2. 曲面の曲率 45

関数 f とその偏微分の値をとる点はすべて (x, y, g(x, y))なので、(x, y, g(x, y))を
省略して計算する。

gxx = − 1

f 2
z

(fxxfz + fxzfzgx − fxfzx − fxfzzgx)

= − 1

f 2
z

(
fxxfz − fxzfz ·

fx

fz

− fxfzx + fxfzz ·
fx

fz

)

= − 1

f 3
z

(fxxf
2
z − 2fxzfxfz + fzzf

2
x).

gx(x, y)をさらに yで偏微分する。

gxy(x, y)

= − 1

fz(x, y, g(x, y))2
×

[{fxy(x, y, g(x, y)) + fxz(x, y, g(x, y))gy(x, y)}fz(x, y, g(x, y))

−fx(x, y, g(x, y)){fzy(x, y, g(x, y)) + fzz(x, y, g(x, y))gy(x, y)}].

関数 f とその偏微分の値をとる点はすべて (x, y, g(x, y))なので、(x, y, g(x, y))を
省略して計算する。

gxy = − 1

f2
z

(fxyfz + fxzgyfz − fxfzy − fxfzzgy)

= − 1

f2
z

(
fxyfz − fxz ·

fy

fz

· fz − fxfzy + fxfzz ·
fy

fz

)

= − 1

f3
z

(fxyf
2
z − fxzfyfz − fyzfxfz + fzzfxfy).

gy(x, y)をさらに yで偏微分する。

gyy(x, y) = − 1

fz(x, y, g(x, y))2
×

[fyy(x, y, g(x, y)) + fyz(x, y, g(x, y))gy(x, y)}fz(x, y, g(x, y))

−fy(x, y, g(x, y)){fzy(x, y, g(x, y)) + fzz(x, y, g(x, y))gy(x, y)}].

関数 f とその偏微分の値をとる点はすべて (x, y, g(x, y))なので、(x, y, g(x, y))を
省略して計算する。

gyy = − 1

f2
z

(fyyfz + fyzfzgy − fyfzy − fyfzzgy)

= − 1

f2
z

(
fyyfz − fyzfz ·

fy

fz

− fyfzy + fyfzz ·
fy

fz

)

= − 1

f3
z

(fyyf
2
z − 2fyzfyfz + fzzf

2
y ).
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以上よりGauss曲率は

K =
1

f 6
z

{
1 +

(
fx

fz

)2

+
(

fy

fz

)2
}2 ×

{(fxxf
2
z − 2fxzfxfz + fzzf

2
x)(fyyf

2
z − 2fyzfyfz + fzzf

2
y )

−(fxyf
2
z − fxzfyfz − fyzfxfz + fzzfxfy)

2}

=
1

f 2
z (f 2

x + f2
y + f 2

z )2
×

{(fxxfyyf
4
z − 2fxzfyyfxf

3
z − 2fyzfxxfyf

3
z

+fyyfzzf
2
xf 2

z + 4fxzfyzfxfyf
2
z + fxxfzzf

2
y f2

z

−2fyzfzzf
2
xfyfz − 2fxzfzzfxf

2
y fz + f 2

zzf
2
xf 2

y )

−(f2
xyf

4
z − 2fxyfxzfyf

3
z − 2fxyfyzfxf

3
z

+f 2
xzf

2
y f 2

z + f2
yzf

2
xf 2

z + 2fxyfzzfxfyf
2
z + 2fxzfyzfxfyf

2
z

−2fxzfzzfxf
2
y fz − 2fyzfzzf

2
xfyfz + f 2

zzf
2
xf 2

y )}

=
1

f 2
z (f 2

x + f2
y + f 2

z )2
×

{fxxfyyf
4
z − f2

xyf
4
z

−2fxzfyyfxf
3
z − 2fyzfxxfyf

3
z + 2fxyfxzfyf

3
z + 2fxyfyzfxf

3
z

+fyyfzzf
2
xf 2

z + 2fxzfyzfxfyf
2
z + fxxfzzf

2
y f2

z

−f 2
xzf

2
y f 2

z − f 2
yzf

2
xf2

z − 2fxyfzzfxfyf
2
z }

=
1

(f 2
x + f 2

y + f2
z )2

×

{fxxfyyf
2
z − f2

xyf
2
z

−2fxzfyyfxfz − 2fyzfxxfyfz + 2fxyfxzfyfz + 2fxyfyzfxfz

+fyyfzzf
2
x + 2fxzfyzfxfy + fxxfzzf

2
y

−f 2
xzf

2
y − f 2

yzf
2
x − 2fxyfzzfxfy}

=
1

(f 2
x + f 2

y + f2
z )2

×

{(fyyfzz − f2
yz)f

2
x + (fxxfzz − f2

xz)f
2
y + (fxxfyy − f 2

xy)f
2
z

+2(fxzfyz − fxyfzz)fxfy + 2(fxyfxz − fyzfxx)fyfz

+2(fxyfyz − fxzfyy)fzfx}.

平均曲率は

H =
1

2f 5
z

{
1 +

(
fx

fz

)2

+
(

fy

fz

)2
}3/2

×
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{−(fxxf
2
x − 2fxzfxfz + fzzf

2
x)(f2

z + f2
y )

+2fxfy(fxyf
2
z − fxzfyfz − fyzfxfz + fzzfxfy)

−(fyyf
2
z − 2fyzfyfz + fzzf

2
y )(f 2

z + f2
x)}

=
1

2sgn(fz)f 2
z (f2

x + f 2
y + f 2

z )3/2
×

{−(fxxf
4
z − 2fxzfxf

3
z + fzzf

2
xf 2

z + fxxf
2
z f2

y − 2fxzfxfzf
2
y + fzzf

2
xf 2

y )

+2fxyfxfyf
2
z − 2fxzfxf

2
y fz − 2fyzf

2
xfyfz + 2fzzf

2
xf2

y

−(fyyf
4
z − 2fyzfyf

3
z + fzzf

2
y f 2

z + fyyf
2
z f2

x − 2fyzfyfzf
2
x + fzzf

2
y f2

x)}

=
1

2sgn(fz)f 2
z (f2

x + f 2
y + f 2

z )3/2
×

{−(fxx + fyy)f
4
z + 2(fxzfx + fyzfy)f

3
z

+(−fzzf
2
x − fxxf

2
y + 2fxyfxfy − fzzf

2
y − fyyf

2
x)f2

z }

=
1

2sgn(fz)f 2
z (f2

x + f 2
y + f 2

z )3/2
×

{−(fxx + fyy)f
2
z + 2(fxzfx + fyzfy)fz

−fzzf
2
x − fxxf

2
y + 2fxyfxfy − fzzf

2
y − fyyf

2
x}

=
−1

2sgn(fz)(f2
x + f 2

y + f 2
z )3/2

×

{(fxx + fyy)f
2
z + (fyy + fzz)f

2
x + (fzz + fxx)f

2
y

−2(fxyfxfy + fyzfyfz + fzxfzfx)}.

fz 6= 0や fy 6= 0の場合も同様に計算できる。

例 3.2.4 例 3.1.1で扱った

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 ((x, y, z) ∈ R3)

による表示
S2(r) = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = r2}

から定理 3.2.3を使って球面のGauss曲率と平均曲率を求める。

fx = 2x, fy = 2y, fz = 2z,

fxx = fyy = fzz = 2, fxy = fyx = fyz = fzy = fzx = fxz = 0

よりGauss曲率Kと平均曲率Hは

K =
1

(4x2 + 4y2 + 4z2)2
{4(2x)2 + 4(2y)2 + 4(2z)2} =

16(x2 + y2 + z2)

16(x2 + y2 + z2)2

=
1

x2 + y2 + z2
=

1

r2
,
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H =
1

2(4x2 + 4y2 + 4z2)3/2
{4(2x)2 + 4(2y)2 + 4(2z)2} =

16(x2 + y2 + z2)

16(x2 + y2 + z2)3/2

=
1

(x2 + y2 + z2)1/2
=

1

r
.

例 3.2.5 xy平面の曲線を z軸の方向にそのまま延ばした曲面を柱面と呼ぶ。xy平
面の曲線f(x, y) = aをz軸の方向にそのまま延ばした曲面も同じ定義式f(x, y) = a

で表わすことができる。定理 3.2.3を使ってこの柱面のGauss曲率と平均曲率を求
める。fz = 0よりK = 0が成り立つ。さらに

H =
1

2(f2
x + f 2

y )3/2
{fyyf

2
x − 2fxyfxfy + fxxf

2
y }

=
1

(f 2
x + f 2

y )3/2
[−fy fx]

[
fxx fxy

fxy fyy

][
−fy

fx

]

となり、Hは平面曲線 f(x, y) = aの曲率の 1/2になる。

例 3.2.6 正の定数 a, b, cに対して例 3.1.5で扱った

f(x, y, z) =
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
((x, y, z) ∈ R3)

による表示
E = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = 1}

から定理 3.2.3を使って楕円面のGauss曲率と平均曲率を求める。

fx =
2x

a2
, fy =

2y

b2
, fz =

2z

c2
,

fxx =
2

a2
, fyy =

2

b2
, fzz =

2

c2
,

fxy = fyx = fyz = fzy = fzx = fxz = 0

よりGauss曲率Kと平均曲率Hは

K =
1

(
4x2

a4 + 4y2

b4
+ 4z2

c4

)2

{
4

b2c2
· 4x2

a4
+

4

c2a2
· 4y2

b4
+

4

a2b2
· 4z2

c4

}

=
16

(
x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2

)

16a2b2c2
(

x2

a4 + y2

b4
+ z2

c4

)2 =
1

a2b2c2
(

x2

a4 + y2

b4
+ z2

c4

)2 ,

H =
1

2
(

4x2

a4 + 4y2

b4
+ 4z2

c4

)3/2
×

{(
2

a2
+

2

b2

)
4z2

c4
+

(
2

b2
+

2

c2

)
4x2

a4
+

(
2

c2
+

2

a2

)
4y2

b4

}
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=
8
(
(a2 + b2) z2

c2
+ (b2 + c2)x2

a2 + (c2 + a2)y2

b2

)

16a2b2c2
(

x2

a4 + y2

b4
+ z2

c4

)3/2

=
(a2 + b2 + c2)

(
x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2

)
− (x2 + y2 + z2)

2a2b2c2
(

x2

a4 + y2

b4
+ z2

c4

)3/2

=
(a2 + b2 + c2) − (x2 + y2 + z2)

2a2b2c2
(

x2

a4 + y2

b4
+ z2

c4

)3/2
.

例 3.2.7 正の定数 a, b, cに対して例 3.1.6で扱った

f(x, y, z) =
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
((x, y, z) ∈ R3)

による表示

HI = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = 1},
HII = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = −1}

から定理 3.2.3を使って一葉双曲面と二葉双曲面の Gauss曲率と平均曲率を求め
る。以下の計算では一葉双曲面の場合に ε = 1とし、二葉双曲面の場合に ε = −1

とする。

fx =
2x

a2
, fy =

2y

b2
, fz = −2z

c2
,

fxx =
2

a2
, fyy =

2

b2
, fzz = − 2

c2
,

fxy = fyx = fyz = fzy = fzx = fxz = 0

よりGauss曲率Kと平均曲率Hは

K =
1

(
4x2

a4 + 4y2

b4
+ 4z2

c4

)2

{
− 4

b2c2
· 4x2

a4
− 4

c2a2
· 4y2

b4
+

4

a2b2
· 4z2

c4

}

=
16

(
−x2

a2 − y2

b2
+ z2

c2

)

16a2b2c2
(

x2

a4 + y2

b4
+ z2

c4

)2 =
−ε

a2b2c2
(

x2

a4 + y2

b4
+ z2

c4

)2 ,

H =
1

2
(

4x2

a4 + 4y2

b4
+ 4z2

c4

)3/2
×

{(
2

a2
+

2

b2

)
4z2

c4
+

(
2

b2
− 2

c2

)
4x2

a4
+

(
− 2

c2
+

2

a2

)
4y2

b4

}
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=
8
(
(a2 + b2) z2

c2
+ (−b2 + c2)x2

a2 + (c2 − a2)y2

b2

)

16a2b2c2
(

x2

a4 + y2

b4
+ z2

c4

)3/2

=
(−a2 − b2 + c2)

(
x2

a2 + y2

b2
− z2

c2

)
+ (x2 + y2 + z2)

2a2b2c2
(

x2

a4 + y2

b4
+ z2

c4

)3/2

=
−ε(a2 + b2 − c2) + (x2 + y2 + z2)

2a2b2c2
(

x2

a4 + y2

b4
+ z2

c4

)3/2
.

このように、関数の一定値をとる点の集まりとして一葉双曲面と二葉双曲面をと
らえると、両方同時にGauss曲率と平均曲率を計算することができる。パラメー
タ表示を利用してGauss曲率と平均曲率を計算しようとすると、一葉双曲面と二
葉双曲面でパラメータ表示が異なるため、似ているけど少し異なる計算を両方に
ついてすることになる。


