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5.4 Poincaréの公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5.5 Steinerの公式とHotellingの公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

第 6章 球面における交叉積分公式 118

6.1 球面の超大球面の全体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

6.2 球面のCroftonの公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119



1

第1章 多重線形代数

テンソル代数と外積代数の定義と基本的性質を述べ、外積代数の内積を定める。
これは三角形や平行四辺形の面積を表す公式を発展させたものとみなすことがで
きる。この外積代数の内積を使って第 3章で Riemann多様体上の測度を定義し、
Riemann多様体上の積分の基本的性質を述べる。

1.1 テンソル代数
定義 1.1.1 有限次元実ベクトル空間V に対して、V から実数Rへの線形写像の全
体をV ∗で表し、V の双対ベクトル空間または単に双対空間と呼ぶ。V ∗はRの和と
積から自然に定まる演算によってベクトル空間の構造を持つ。すなわち、f, g ∈ V ∗

と rに対して

(f + g)(v) = f(v) + g(v), (rf)(v) = rf(v) (v ∈ V )

によって f + gと rf を定めると、f + g, rf ∈ V ∗が成り立ち、この和とスカラー
倍によって V ∗はベクトル空間の構造を持つ。δi

jを

δi
j =

{
1, i = j

0, i 6= j

によって定める。V の基底 {u1, . . . , un}に対して、f i(uj) = δi
jによって定まる V ∗

の元 {f i}は V ∗の基底になる。特に dimV ∗ = dimV となる。{f i}を {uj}の双対
基底と呼ぶ。

v ∈ V に対して
v(f) = f(v) (f ∈ V ∗)

によって、v : V ∗ → Rを定めると、v ∈ (V ∗)∗とみなすことができ、この対応に
よって (V ∗)∗と V は線形同型になる。この線形同型によって (V ∗)∗と V を同一視
する。

定義 1.1.2 U, V,W を実ベクトル空間とする。写像 f : U × V → W が次の条件を
満たすとき、f を双線形写像と呼ぶ。任意に v ∈ V をとると、写像

U → W ; u 7→ f(u, v)
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は線形写像になり、任意に u ∈ U をとると、写像

V → W ; v 7→ f(u, v)

は線形写像になる。言い換えると、実ベクトル空間の積から実ベクトル空間への
写像であって、定義域のそれぞれの成分について線形写像になっているものを双
線形写像と呼ぶ。

例 1.1.3 V を有限次元実ベクトル空間とすると、

V ∗ × V → R ; (f, v) 7→ f(v)

は双線形写像になる。

例 1.1.4 有限次元実ベクトル空間 V 上の内積の定義を上で定めた言葉を使って述
べると、「双線形写像 f : V × V → Rが

f(v1, v2) = f(v2, v1) (v1, v2 ∈ V )

を満たし、v 6= 0に対して f(v, v) > 0となるとき、f を V 上の内積と呼ぶ。」とい
うことができる。

例 1.1.5 ベクトル解析、空間曲線論、曲面論や力学、電磁気学などで使われるR3

のベクトル積×は、次のように定められている。

(x1, x2, x3)× (y1, y2, y3) = (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1).

ベクトル積をR3×R3からR3への写像とみなすと、双線形写像になっている。こ
の積を外積と読んでいる文献もあるが、この講義では外積を別の意味で使うので
この積はベクトル積と呼ぶことにする。ただし、これらは無関係というわけでは
なくて、R3のベクトル積は特別な場合の外積と密接な関係を持っていることを例
1.3.14で示す。

例 1.1.6 Aを n次実正方行列とし、Rnの元を縦ベクトルとして扱かう。Rnの元
xの転置、すなわち、xを横ベクトルにしたものを txで表す。このとき、

fA : Rn ×Rn → R ; (x, y) 7→ txAy

は双線形写像になる。この写像は実数に値をとっているので、双線形形式と呼ぶ
こともある。fA(x, x)は xの成分の二次式になるので、二次形式と呼ぶ。Aが正定
値対称行列の場合には、fAはRn上の内積になる。逆にRn上の任意の内積は適
切な正定値対称行列Aによって fAという形で与えられることがわかる。
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定義 1.1.7 V1, . . . , Vk,W を実ベクトル空間とする。写像 f : V1 × · · · × Vk → W

が定義域のそれぞれの成分について線形写像になっているとき、fを多重線形写像
と呼ぶ。もちろん、双線形写像は多重線形写像の特別な場合である。

例 1.1.8 Rnの元を縦ベクトルとして扱かい、n次実正方行列全体Mn(R)をRn

の n個の積と同一視すると、行列式

det :

n︷ ︸︸ ︷
Rn × · · · ×Rn = Mn(R) → R

は多重線形写像になる。

注意 1.1.9 有限個の実ベクトル空間の直和と直積は線形同型になる。V1, . . . , Vkを
実ベクトル空間とする。このとき、これらの直和の元は

v1 + · · ·+ vk ∈
k∑

j=1

Vj

と表され、これらの直積の元は

(v1, . . . , vk) ∈
k∏

j=1

Vj

と表される。これより

k∑
j=1

Vj →
k∏

j=1

Vj ; v1 + · · ·+ vk 7→ (v1, . . . , vk)

は線形同型写像になることがわかる。
これに対して、実ベクトル空間の可算濃度の族 Vj (j ∈ N)の直和と直積は異な
る。直和

∑
j∈N

Vjの元は Vjのうちから有限個の元をとりだして和をとったものであ

る。直積
∏
j∈N

Vjの元はすべてのVjから元をとりだして並べたものである。これより

∑
j∈N

Vj →
∏
j∈N

Vj ;
∑
j∈N

vj 7→ (vj)

は単射線形写像になり、これによって
∑
j∈N

Vj は
∏
j∈N

Vj の部分ベクトル空間とみな

せる。ただし、vjは有限個の jを除いて 0になっているものとする。

定義 1.1.10 有限次元実ベクトル空間 V に対して、

p︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗上で定義された

p変数の実数値多重線形写像を V 上の p次テンソルと呼び、その全体を⊗pV で表
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す。⊗pV はRの和と積から自然に定まる演算によってベクトル空間の構造を持つ。
すなわち、φ, ψ ∈ ⊗pV と rに対して

(φ+ ψ)(g1, . . . , gp) = φ(g1, . . . , gp) + ψ(g1, . . . , gp),

(rφ)(g1, . . . , gp) = rφ(g1, . . . , gp) (g1, . . . , gp ∈ V ∗)

によって φ+ψと rφを定めると、φ+ψ, rφ ∈ ⊗pV が成り立ち、この和とスカラー
倍によって⊗pV はベクトル空間の構造を持つ。これらの直和

⊗∗V = R + V +⊗2V + · · ·

を V 上のテンソル代数と呼ぶ。⊗1V = (V ∗)∗ = V だから、⊗0V = Rと約束する

と、テンソル代数の定義は⊗∗V =
∞∑
i=0

⊗iV と書くこともできる。⊗pV は自然な

加法とスカラー倍によって実ベクトル空間になる。⊗pV の元Aと⊗qV の元Bに
対して、

(A⊗B)(g1, . . . , gp+q) = A(g1, . . . , gp) ·B(gp+1, . . . , gp+q) (g1, . . . , gp+q ∈ V ∗)

によって写像

A⊗B :

p+q︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ → R

を定めると、A⊗Bは V 上の p+ q次テンソルになる。A⊗BをAとBのテンソ
ル積と呼ぶ。V の元 u1, . . . , upに対して、

(u1 ⊗ · · · ⊗ up)(f
1, . . . , fp) = f 1(u1) · · · fp(up) (f 1, . . . , fp ∈ V ∗)

によって写像

u1 ⊗ · · · ⊗ up :

p︷ ︸︸ ︷
V ∗ × · · · × V ∗ → R

は定まり、u1 ⊗ · · · ⊗ upは V 上の p次テンソルになる。

命題 1.1.11 V を有限次元実ベクトル空間とすると、写像

⊗pV ×⊗qV → ⊗p+qV

(A,B) 7→ A⊗B

は双線形写像になる。この写像を⊗∗V ×⊗∗V → ⊗∗V に双線形写像になるように
拡張する。すなわち、

(∑
p

Ap

)
⊗

(∑
q

Bq

)
=

∑
p,q

Ap ⊗Bq (Ap ∈ ⊗pV, Bq ∈ ⊗qV )
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によって⊗∗V の元のテンソル積を定める。すると、テンソル積は結合律も満たし、
テンソル代数は代数の構造を持つ。また、写像

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → ⊗pV

(u1, . . . , up) 7→ u1 ⊗ · · · ⊗ up

は多重線形写像になる。

証明 定義 1.1.10での定め方より、A⊗BはAとBに関して線形になる。した
がって、上の写像は双線形写像になる。テンソル積が結合律を満たすことは定義
式からわかる。また、u1 ⊗ · · · ⊗ upは uiに関して線形になるので、上の写像は多
重線形写像になる。

命題 1.1.12 V を n次元実ベクトル空間とする。u1, . . . , unを V の基底とすると、

(∗) ui1 ⊗ · · · ⊗ uip (1 ≤ i1, . . . , ip ≤ n)

は⊗pV の基底になる。特に、⊗pV の次元は npになる。

証明 u1, . . . , unの双対基底を f 1, . . . , fnとする。まず (∗)が線形独立になるこ
とを示す。

n∑
i1,...,ip=1

ai1···ipui1 ⊗ · · · ⊗ uip = 0 (ai1···ip ∈ R)

とする。1 ≤ k1, . . . , kp ≤ nとなる k1, . . . , kpをとり、(fk1 , . . . , fkp)を上の式に代
入すると ak1···kp = 0となる。したがって (∗)は線形独立である。
次に (∗)は⊗pV を生成することを示す。⊗pV の元Aを任意に一つとる。V ∗の

元 gに対して g =
n∑

i=1

g(ui)f
iとなるので、g1, . . . , gp ∈ V ∗に対して

A(g1, . . . , gp) = A




n∑
i1=1

g1(ui1)f
i1 , . . . ,

n∑
ip=1

gp(uip)f
ip




=
n∑

i1,...,ip=1

g1(ui1) · · · gp(uip)A(f i1 , . . . , f ip)

=
n∑

i1,...,ip=1

A(f i1 , . . . , f ip)(ui1 ⊗ · · · ⊗ uip)(g
1, . . . , gp).

よって、

A =
n∑

i1,...,ip=1

A(f i1 , . . . , f ip)ui1 ⊗ · · · ⊗ uip

が成り立つ。したがって (∗)は⊗pV を生成する。
以上より (∗)は⊗pV の基底になる。(∗)の元の形から、⊗pV の次元はnpになる。
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定義 1.1.13 命題 1.1.12の証明中にある⊗pV の元Aの基底による表示

A =
n∑

i1,...,ip=1

A(f i1 , . . . , f ip)ui1 ⊗ · · · ⊗ uip

をAの成分表示と呼び、A(f i1 , . . . , f ip)をAの成分と呼ぶ。

命題 1.1.14 V とW を有限次元実ベクトル空間とし、

φ :

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → W

を多重線形写像とする。このとき

Φ(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = φ(v1, . . . , vp) (vi ∈ V )

を満たす線形写像Φ : ⊗pV → W が唯一つ存在する。

証明 u1, . . . , unをV の基底とし、f 1, . . . , fnをその双対基底とする。命題 1.1.12

より、
ui1 ⊗ · · · ⊗ uip (1 ≤ i1, . . . , ip ≤ n)

は⊗pV の基底になる。そこで、

Φ(u1 ⊗ · · · ⊗ up) = φ(u1, . . . , up)

によってΦの基底上の値を定め、⊗pV 上の線形写像に拡張する。任意の vi ∈ V に
対して

Φ(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = Φ




n∑
i1=1

f i1(v1)ui1 ⊗ · · · ⊗
n∑

ip=1

f ip(vp)uip




=
n∑

i1,...,ip=1

f i1(v1) · · · f ip(vp)Φ(ui1 ⊗ · · · ⊗ uip)

=
n∑

i1,...,ip=1

f i1(v1) · · · f ip(vp)φ(ui1 , . . . , uip)

= φ




n∑
i1=1

f i1(v1)ui1 , . . . ,

n∑
ip=1

f ip(vp)uip




= φ(v1, . . . , vp)

となり、Φは与えられた条件を満たす。
Φの条件は⊗pV の基底の像を定めているので、このようなΦは一意的である。
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命題 1.1.15 V とW を有限次元実ベクトル空間とし、F : V → W を線形写像と
する。このとき次の条件を満たす線形写像⊗pF : ⊗pV → ⊗pW が唯一つ存在す
る。条件：任意の v1, . . . , vp ∈ V に対して

⊗pF (v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = F (v1)⊗ · · · ⊗ F (vp)

が成り立つ。

証明 ⊗pV の元Aに対して

⊗pF (A)(f 1, . . . , fp) = A(f 1 ◦ F, . . . , fp ◦ F ) (f 1, . . . , fp ∈ W ∗)

とおくと、⊗pF (A) ∈ ⊗pW となる。上の定義式から⊗pF が線形写像であること
もわかる。f 1, . . . , fp ∈ W ∗に対して

⊗pF (v1 ⊗ · · · ⊗ vp)(f
1, . . . , fp) = (v1 ⊗ · · · ⊗ vp)(f

1 ◦ F, . . . , fp ◦ F )

= (f 1 ◦ F )(v1) · · · (fp ◦ F )(vp)

= (F (v1)⊗ · · · ⊗ F (vp))(f
1, . . . , fp)

となるので、
⊗pF (v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = F (v1)⊗ · · · ⊗ F (vp)

が成り立つ。命題 1.1.12より条件は⊗pV の基底の像を定めているので、このよう
な⊗pF は一意的である。

1.2 外積代数
定義 1.2.1 有限次元実ベクトル空間 V に関する⊗pV の元Aと 1 ≤ i < j ≤ pに
対して

(ti,jA)(f 1, . . . , fp) = A(f 1, . . . ,

i
^

f j, . . . ,

j
^

f i, . . . , fp) (f 1, . . . , fp ∈ V ∗)

とおくと、線形写像 ti,j : ⊗pV → ⊗pV が定まる。

∧pV = {A ∈ ⊗pV | ti,jA = −A (1 ≤ i < j ≤ p)}
とおいて

∧∗V = R + V + ∧2V + · · ·
をV 上の外積代数と呼ぶ。{1, . . . , p}の元の置換全体から成る群をSpで表す。∧pV

の元Aと ∧qV の元Bに対して、

(A ∧B)(g1, . . . , gp+q) =
1

p!q!

∑
σ∈Sp+q

sgn(σ)(A⊗B)(gσ(1), . . . , gσ(p+q))

(g1, . . . , gp+q ∈ V ∗)



8 第 1章 多重線形代数

によってA∧B ∈ ⊗p+qV を定めると、A∧B ∈ ∧p+qV が成り立つ。A∧BをAと
Bの外積と呼ぶ。

注意 1.2.2 v1, . . . , vp ∈ V に対して v1 ⊗ · · · ⊗ vp ∈ ⊗pV となり、次の等式が成り
立つ。

ti,j(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = v1 ⊗ · · ·⊗
i

^
vj ⊗ · · ·⊗

j
^

j
vi ⊗ · · · ⊗ vp.

命題 1.2.3 有限次元実ベクトル空間 V 上の r次テンソル T に対して

T̃ (g1, . . . , gr) =
∑
σ∈Sr

sgn(σ)T (gσ(1), . . . , gσ(r)) (g1, . . . , gr ∈ V ∗)

によって T̃ ∈ ⊗rV を定めると、T̃ ∈ ∧rV が成り立つ。特に、定義 1.2.1における
A ∧Bは ∧p+qV の元になる。これによって定まる写像

∧pV × ∧qV → ∧p+qV

(A,B) 7→ A ∧B

は双線形写像になる。さらに、C ∈ ∧rV に対して結合律

(A ∧B) ∧ C = A ∧ (B ∧ C)

が成り立つ。これらより外積代数 ∧∗V は代数の構造を持つ。V の元 u1, . . . , upに
対して

u1 ∧ · · · ∧ up =
∑
σ∈Sp

sgn(σ)uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(p)

が成り立つ。
p∧

i=1

ui = u1 ∧ · · · ∧ up とも書くことがある。

証明 T̃ ∈ ∧rV を示す。1 ≤ i < j ≤ rをとり、iと jの互換を τ ∈ Srで表す。

(ti,jT̃ )(g1, . . . , gr) = T̃ (g1, . . . ,

i
^

gj, . . . ,

j
^

gi, . . . , gr)

= T̃ (gτ(1), . . . , gτ(r))

=
∑
σ∈Sr

sgn(σ)T (gτσ(1), . . . , gτσ(r))

= sgn(τ)
∑
σ∈Sr

sgn(τσ)T (gτσ(1), . . . , gτσ(r))

= −
∑
σ∈Sr

sgn(σ)T (gσ(1), . . . , gσ(r))

= −T̃ (g1, . . . , gr).

したがって、ti,jT̃ = −T̃ となり、T̃ ∈ ∧rV が成り立つ。
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A ∈ ∧pV とB ∈ ∧qV に対してA⊗ B ∈ ⊗p+qV となり、A ∧ B ∈ ∧p+qV が成り
立つ。
写像

∧pV × ∧qV → ∧p+qV

(A,B) 7→ A ∧B
が双線形写像になることは、(A,B)に対してA⊗Bを対応させる写像が双線形に
なることと (命題 1.1.11)、T に対して T̃ を対応させる写像が線形写像になること
からわかる。
A ∈ ∧pV , B ∈ ∧qV , C ∈ ∧rV に対して

(A ∧B) ∧ C = A ∧ (B ∧ C)

が成り立つことを示す。以下の計算では、

Sp+q = {τ ∈ Sp+q+r | τ(i) = i (p+ q + 1 ≤ i ≤ p+ q + r)}
とみなすことにする。

((A ∧B) ∧ C)(g1, . . . , gp+q+r)

=
1

(p + q)!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ)(A ∧B)(gσ(1), . . . , gσ(p+q)) · C(gσ(p+q+1), . . . , gσ(p+q+r)))

=
1

(p + q)!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ) ·




1
p!q!

∑

τ∈Sp+q

sgn(τ)A(gστ(1), . . . , gστ(p)) ·B(gστ(p+1), . . . , gστ(p+q))





·C(gσ(p+q+1), . . . , gσ(p+q+r))

=
1

p!q!r!
1

(p + q)!

∑

σ∈Sp+q+r

∑

τ∈Sp+q

sgn(στ) ·

(A(gστ(1), . . . , gστ(p)) ·B(gστ(p+1), . . . , gστ(p+q))) · C(gστ(p+q+1), . . . , gστ(p+q+r))

=
1

p!q!r!

∑

σ∈Sp+q+r

sgn(σ) ·

(A(gσ(1), . . . , gσ(p)) ·B(gσ(p+1), . . . , gσ(p+q))) · C(gσ(p+q+1), . . . , gσ(p+q+r)).

同様の計算で

(A ∧ (B ∧ C))(g1, . . . , gp+q+r)

=
1

p!q!r!

∑
σ∈Sp+q+r

sgn(σ) ·

A(gσ(1), . . . , gσ(p)) · (B(gσ(p+1), . . . , gσ(p+q)) · C(gσ(p+q+1), . . . , gσ(p+q+r)))
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となることもわかる。したがって

(A ∧B) ∧ C = A ∧ (B ∧ C)

を得る。
σ ∈ Spに対して sgn(σ−1) = sgn(σ) であることに注意すると、V の元 u1, . . . , up

に対しては

(u1 ∧ · · · ∧ up)(g
1, . . . , gp)

=
∑
σ∈Sp

sgn(σ)u1(g
σ(1)) · · ·up(g

σ(p))

=
∑
σ∈Sp

sgn(σ)uσ−1(1)(g
1) · · ·uσ−1(p)(g

p)

=
∑
σ∈Sp

sgn(σ−1)uσ−1(1)(g
1) · · ·uσ−1(p)(g

p)

=
∑
σ∈Sp

sgn(σ)uσ(1)(g
1) · · ·uσ(p)(g

p)

=
∑
σ∈Sp

sgn(σ)(uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(p))(g
1, . . . , gp).

したがって、
u1 ∧ · · · ∧ up =

∑
σ∈Sp

sgn(σ)uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(p)

が成り立つ。

命題 1.2.4 有限次元実ベクトル空間 V に対して、写像

p︷ ︸︸ ︷
V × · · · × V → ∧pV

(u1, . . . , up) 7→ u1 ∧ · · · ∧ up

は多重線形写像になる。u1, . . . , up ∈ V と 1 ≤ i < j ≤ pに対して

u1 ∧ · · · ∧
i

^
uj ∧ · · · ∧

j
^
ui ∧ · · · ∧ up = −u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。さらに p次正方行列A = (Ai
j)に対して vj =

p∑
i=1

Ai
juiとおくと

v1 ∧ · · · ∧ vp = (detA)u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。
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証明 命題 1.1.11より、対応 (u1, . . . , up) 7→ u1 ∧ · · · ∧ upは多重線形になること
がわかる。
u1, . . . , up ∈ V と 1 ≤ i < j ≤ pに対して

u1 ∧ · · · ∧
i

^
uj ∧ · · · ∧

j
^
ui ∧ · · · ∧ up = −u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つことを示そう。iと jの互換を τ ∈ Spで表す。

u1 ∧ · · · ∧
i

^
uj ∧ · · · ∧

j
^
ui ∧ · · · ∧ up

= uτ(1) ∧ · · · ∧ uτ(p)

=
∑
σ∈Sp

sgn(σ)uτσ(1) ⊗ · · · ⊗ uτσ(p)

= sgn(τ)
∑
σ∈Sp

sgn(τσ)uτσ(1) ⊗ · · · ⊗ uτσ(p)

= −
∑
σ∈Sp

sgn(σ)uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(p)

= −u1 ∧ · · · ∧ up.

したがって

u1 ∧ · · · ∧
i

^
uj ∧ · · · ∧

j
^
ui ∧ · · · ∧ up = −u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つ。特に u1, . . . , upの中で等しい元があるときは、u1 ∧ · · · ∧ up = 0と
なる。これは次のようにしてわかる。ある i 6= j に対して uiと uj が等しいと仮
定する。u1 ∧ · · · ∧ upにおいて uiと uj を入れ換えると、上で示したことから−1

倍になる。ところが、uiと uj は等しいのだから入れ換えても変らない。つまり、
u1 ∧ · · · ∧ upは自分自身の−1倍と等しいことになり 0になる。
上で示したことは互換 σに対して

uσ(1) ∧ · · · ∧ uσ(p) = sgn(σ)u1 ∧ · · · ∧ up

が成り立つということである。Spの任意の元は互換の積になることから、任意の
置換 σ ∈ Spに対してこの等式は成り立つ。さらに p次正方行列A = (Ai

j)に対し
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て vj =

p∑
i=1

Ai
juiとおくと

v1 ∧ · · · ∧ vp

=

(
p∑

i1=1

Ai1
1 ui1

)
∧ · · · ∧




p∑
ip=1

Aip
p uip




=
∑
σ∈Sp

A
σ(1)
1 uσ(1) ∧ · · · ∧ Aσ(p)

p uσ(p) (同じものがあると 0になる)

=
∑
σ∈Sp

sgn(σ)A
σ(1)
1 · · ·Aσ(p)

p u1 ∧ · · · ∧ up

= (detA)u1 ∧ · · · ∧ up.

命題 1.2.5 u1, . . . , unを実ベクトル空間 V の基底とする。このとき

(∗) ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は ∧pV の基底になる。特に dim(∧pV ) =

(
n

p

)
となる。

証明 u1, . . . , unの双対基底を f 1, . . . , fnとする。まず (∗)が線形独立になるこ
とを示す。 ∑

i1<···<ip

ai1···ipui1 ∧ · · · ∧ uip = 0 (ai1···ip ∈ R)

とする。1 ≤ k1 < · · · < kp ≤ nとなる k1, . . . , kpをとり、(fk1 , . . . , fkp)を上の式
に代入すると ak1···kp = 0となる。したがって ui1 ∧ · · · ∧ uip は線形独立である。
次に (∗)は∧pV を生成することを示す。∧pV の元Aを任意に一つとる。任意の

g1, . . . , gp ∈ V ∗に対して

A(g1, . . . , gp)

= A




n∑
j1=1

g1(uj1)f
j1 , . . . ,

n∑
jp=1

gp(ujp)f
jp




=
n∑

j1,...,jp=1

g1(uj1) · · · gp(ujp)A(f j1 , . . . , f jp)

=
n∑

j1,...,jp=1

A(f j1 , . . . , f jp)(uj1 ⊗ · · · ⊗ ujp)(g
1, . . . , gp)

=
∑

j1<···<jp

∑
σ∈Sp

A(f jσ(1) , . . . , f jσ(p))(ujσ(1)
⊗ · · · ⊗ ujσ(p)

)(g1, . . . , gp)

=
∑

j1<···<jp

∑
σ∈Sp

sgn(σ)A(f j1 , . . . , f jp)(ujσ(1)
⊗ · · · ⊗ ujσ(p)

)(g1, . . . , gp)

=
∑

j1<···<jp

A(f j1 , . . . , f jp)(uj1 ∧ · · · ∧ ujp)(g
1, . . . , gp).
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よって、
A =

∑
j1<···<jp

A(f j1 , . . . , f jp)uj1 ∧ · · · ∧ ujp

が成り立つ。したがって ui1 ∧ · · · ∧ uip は ∧pV を生成する。

以上 (∗)は ∧pV の基底になる。(∗)の元の形から、∧pV の次元は
(
n

p

)
になる。

命題 1.2.6 V とW を有限次元実ベクトル空間とし、F : V → W を線形写像とす
る。命題 1.1.15で定めた線形写像⊗pF : ⊗pV → ⊗pW は⊗pF (∧pV ) ⊂ ∧pW を満
たし、線形写像 ∧pF : ∧pV → ∧pW を誘導する。

証明 定義 1.2.1で定めた tVi,j : ⊗pV → ⊗pV , tWi,j : ⊗pW → ⊗pW と⊗pF に関し
て、⊗pF ◦ tVi,j = tWi,j ◦⊗pF となることが、これらの定め方よりわかる。したがって
⊗pF は⊗pF (∧pV ) ⊂ ∧pW を満たし、線形写像 ∧pF : ∧pV → ∧pW を誘導する。

1.3 外積代数における内積
補題 1.3.1 V を有限次元実ベクトル空間とする。このとき V 上の二次形式Aと V

から V ∗への線形写像 αは

A(x, y) = (α(x))(y) (x, y ∈ V )

によって一対一に対応する。この対応によってV 上の二次形式全体⊗2V ∗と、V から
V ∗への線形写像全体Hom(V, V ∗)は線形同型になる。α ∈ Hom(V, V ∗)に対応する
⊗2V ∗の元Aが対称になっていて、さらに、0でない x ∈ V に対して (α(x))(x) > 0

が成り立つときAは V 上の内積になる。

証明 α ∈ Hom(V, V ∗)に対して

A(x, y) = (α(x))(y) (x, y ∈ V )

で定まるAは双線形になり、⊗2V ∗の元になる。逆に、A ∈ ⊗2V ∗に対して、上の
等式で定まる αは Hom(V, V ∗)の元になる。定め方より、この対応は一対一にな
り、⊗2V ∗とHom(V, V ∗)は線形同型になる。
A が対称であり、0 でない x ∈ V に対して (α(x))(x) > 0 が成り立つとき、

A(x, x) > 0となりAは V 上の内積になる。

命題 1.3.2 V を内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間とする。内積 〈 , 〉に補
題 1.3.1によって対応するHom(V, V ∗)の元を αで表す。∧pV ∗は自然に (∧pV )∗と
同一視され、命題 1.2.6によって α : V → V ∗が誘導する線形写像

∧pα : ∧pV → ∧pV ∗ = (∧pV )∗

に対応する⊗2(∧pV )∗の元は、∧pV 上の内積になる。
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証明 まず、∧pV ∗ と (∧pV )∗ を同一視する対応を述べておく。∧pV ∗ の元 φと
(∧pV )∗の元Φは

φ(v1, . . . , vp) = Φ(v1 ∧ · · · ∧ vp) (v1, . . . , vp ∈ V )

によって対応している。
∧pαに対応する⊗2(∧pV )∗の元をAで表すと、V の元 u1, . . . , upと v1, . . . , vpに

対して、

A(u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vp)

= (∧pα(u1 ∧ · · · ∧ up))(v1 ∧ · · · ∧ vp)

= (α(u1) ∧ · · · ∧ α(up))(v1 ∧ · · · ∧ vp)

= (α(u1) ∧ · · · ∧ α(up))(v1, . . . , vp)

=
∑
σ∈Sp

sgn(σ)(α(uσ(1))⊗ · · · ⊗ α(uσ(p)))(v1, . . . , vp)

=
∑
σ∈Sp

sgn(σ)(α(uσ(1)))(v1) · · · (α(uσ(p)))(vp)

=
∑
σ∈Sp

sgn(σ)〈uσ(1), v1〉 · · · 〈uσ(p), vp〉

= det(〈ui, vj〉)1≤i,j≤p.

そこで、u1, . . . , unを V の正規直交基底とすると、命題 1.2.5より

ui1 ∧ · · · ∧ uip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は ∧pV の基底になる。さらに、上の計算より、1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ nと 1 ≤ j1 <

· · · < jp ≤ nをとると

A(ui1 ∧ · · · ∧ uip , uj1 ∧ · · · ∧ ujp) = δi1j1 · · · δipjp

が成り立つ。したがって、Aは∧pV 上の内積になり、上の基底はこの内積に関す
る正規直交基底になる。

注意 1.3.3 以後、特に断わらない限り、内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間
V の外積代数∧pV の内積は命題 1.3.2で示したAを考えることとし、Aも 〈 , 〉で
表すことにする。また、これらの内積から定まるノルムは | |で表す。すなわち、
|u| =

√
〈u, u〉。

系 1.3.4 命題 1.3.2の条件のもとで、V の元 u1, . . . , upと v1, . . . , vpに対して、

〈u1 ∧ · · · ∧ up, v1 ∧ · · · ∧ vp〉 = det[〈ui, vj〉]1≤i,j≤p

が成り立つ。さらに、V の正規直交基底 e1, . . . , enをとると、

ei1 ∧ · · · ∧ eip (1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n)

は ∧pV の正規直交基底になる。
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注意 1.3.5 上の系 1.3.4より V の元 u1, u2に対して

|u1 ∧ u2|2 = 〈u1 ∧ u2, u1 ∧ u2〉 =

∣∣∣∣∣
〈u1, u1〉 〈u1, u2〉
〈u2, u1〉 〈u2, u2〉

∣∣∣∣∣ = |u1|2|u2|2 − 〈u1, u2〉2

となる。u1と u2のなす角度を θで表すと、u1と u2の張る平行四辺形の面積の二
乗は

|u1|2|u2|2 sin2 θ = |u1|2|u2|2(1− cos2 θ) = |u1|2|u2|2 − 〈u1, u2〉2 = |u1 ∧ u2|2

となる。つまり |u1 ∧ u2|は u1と u2の張る平行四辺形の面積になる。このように
∧2V の内積によって、V 内の平行四辺形の面積を求めることができる。

注意 1.3.6 Rnの元を横ベクトルとみなす。横ベクトルuを縦ベクトルにしたものを
u∗で表す。m ≤ nとしてRnの元u1, . . . , um, v1, . . . , vmをとり、ui = [uij], vi = [vij]

とおく。


u11 · · · u1n

...
...

um1 · · · umn






v11 · · · vm1

...
...

v1n · · · vmn


 =



u1

...

um


 [v∗1 · · · v∗m] = [uiv

∗
j ] = [〈ui, vj〉].

これらはm次正方行列になり、両辺の行列式をとると、補題 1.3.4より

det






u11 · · · u1n

...
...

um1 · · · umn






v11 · · · vm1

...
...

v1n · · · vmn





 = det[〈ui, vj〉]

= 〈u1 ∧ · · · ∧ um, v1 ∧ · · · ∧ vm〉.

Rnの標準的正規直交基底を e1, . . . , enで表すと、

ui = [ui1 . . . uin] =
n∑

j=1

uijej.

外積の多重線形性と交代性 (命題 1.2.4)より

u1 ∧ · · · ∧ um =

(
n∑

j1=1

u1j1ej1

)
∧ · · · ∧

(
n∑

jm=1

umjmejm

)

=
∑

#{j1,...,jm}=m

u1j1 · · ·umjmej1 ∧ · · · ∧ ejm

=
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣
ej1 ∧ · · · ∧ ejm
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が成り立つ。同様に

v1 ∧ · · · ∧ vm =
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

v1j1 · · · v1jm

...
...

vmj1 · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣
ej1 ∧ · · · ∧ ejm

となり、

〈u1 ∧ · · · ∧ um, v1 ∧ · · · ∧ vm〉 =
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣

v1j1 · · · v1jm

...
...

vmj1 · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣

を得る。したがって、

det






u11 · · · u1n

...
...

um1 · · · umn






v11 · · · vm1

...
...

v1n · · · vmn







=
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣

v1j1 · · · v1jm

...
...

vmj1 · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣

=
∑

j1<···<jm

∣∣∣∣∣∣∣

u1j1 · · · u1jm

...
...

umj1 · · · umjm

∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣

v1j1 · · · vmj1
...

...

v1jm · · · vmjm

∣∣∣∣∣∣∣

を得る。m = nの場合は、正方行列の積の行列式がそれぞれの正方行列の行列式
の積に等しいというよく知られた等式になる。

命題 1.3.7 V を内積 〈 , 〉を持つ有限次元実ベクトル空間とする。V の元u1, . . . , up

に対して、

|u1 ∧ · · · ∧ up| ≤
p∏

i=1

|ui|

が成り立つ。さらに、等号が成り立つための必要十分条件は、u1, . . . , upが互いに
直交していることである。

証明 uiから viとwiを以下のように帰納的に構成する。まず v1 = 0, w1 = u1

とおく。vi−1, wi−1まで定まっていると仮定して、viとwiを次のように定める。

ui = vi + wi, vi ∈ span{u1, . . . , ui−1}, wi ∈ span{u1, . . . , ui−1}⊥

となるように viとwiをとる。すると、|wi|2 ≤ |ui|2となり、さらに

u1 ∧ · · · ∧ ui = w1 ∧ · · · ∧ wi (1 ≤ i ≤ p)
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が成り立つ。特に
u1 ∧ · · · ∧ up = w1 ∧ · · · ∧ wp

となる。系 1.3.4を使うと

|u1 ∧ · · · ∧ up|2 = |w1 ∧ · · · ∧ wp|2
= 〈w1 ∧ · · · ∧ wp, w1 ∧ · · · ∧ wp〉
= det(〈wi, wj〉)

= det




〈w1, w1〉 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 〈wp, wp〉




=

p∏
i=1

〈wi, wi〉 ≤
p∏

i=1

〈ui, ui〉 =

p∏
i=1

|ui|2.

したがって、

|u1 ∧ · · · ∧ up| ≤
p∏

i=1

|ui|

が成り立つ。
等号が成立するための必要十分条件は、すべての iについて 〈wi, wi〉 = 〈ui, ui〉

が成り立つことだから、これは vi = 0と同値になり、u1, . . . , upが互いに直交して
いることである。

補題 1.3.8 V とW をそれぞれ内積を持つ m次元と n次元のベクトル空間とし
(m ≥ n)、F : V → W を線形写像とする。

JF = sup{|F (u1) ∧ · · · ∧ F (un)| | u1, . . . , unは V の正規直交系 }

とおく。F が全射でないときは、JF = 0となり、F が全射のときは、(kerF )⊥の
基底 v1, . . . , vnに対して

JF =
| ∧n F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn| =
|F (v1) ∧ · · · ∧ F (vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
が成り立つ。

証明 F が全射でないときは dim(imF ) < nとなり、V の任意の正規直交系
u1, . . . , unに対して F (u1), . . . , F (un)は線形従属になる。したがって

F (u1) ∧ · · · ∧ F (un) = 0

となり、JF = 0が成り立つ。
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次にF が全射の場合を考える。(kerF )⊥の任意の基底 v1, . . . , vnをとる。さらに
(kerF )⊥の正規直交基底 u1, . . . , unをとる。これらの間の変換行列を (aij)で表す。
すなわち、

vj =
n∑

i=1

aijui

とおく。すると、命題 1.2.4より

v1 ∧ · · · ∧ vn = det(aij)u1 ∧ · · · ∧ un,

∧nF (v1 ∧ · · · ∧ vn) = det(aij) ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un).

したがって、

| ∧n F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn| =

| det(aij)|| ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|
| det(aij)||u1 ∧ · · · ∧ un|

=
| ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|

|u1 ∧ · · · ∧ un|
= | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|.

系 1.3.4より |u1 ∧ · · · ∧ un| = 1となることを最後の等式に使った。これより、

JF ≥ | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)| = | ∧n F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn| .

V の任意の正規直交系w1 . . . , wnに対して

wi = w1
i + w2

i , w1
i ∈ (kerF )⊥, w2

i ∈ kerF

とおくと |w1
i | ≤ |wi| = 1となり、さらに

∧nF (w1 ∧ · · · ∧ wn) = F (w1) ∧ · · · ∧ F (wn)

= F (w1
1) ∧ · · · ∧ F (w1

n) = ∧nF (w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n).

ここで、w1
1, . . . , w

1
nが線形従属の場合は命題 1.2.4より∧nF (w1

1∧· · ·∧w1
n) = 0とな

り、線形独立の場合は (kerF )⊥の基底になる。このときは、上で示したことより、

| ∧n F (w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n)|
|w1

1 ∧ · · · ∧ w1
n|

= | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|.

命題 1.3.7を使うと

| ∧n F (w1 ∧ · · · ∧ wn)| = | ∧n F (w1
1 ∧ · · · ∧ w1

n)|
= |w1

1 ∧ · · · ∧ w1
n| · | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|

≤ |w1
1| · · · |w1

n| · | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|
≤ | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)|.
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よって

JF ≤ | ∧n F (u1 ∧ · · · ∧ un)| = | ∧n F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn| .

以上の結果より、

JF ≤ | ∧n F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|
|v1 ∧ · · · ∧ vn| ≤ JF.

したがって、

JF =
| ∧n F (v1 ∧ · · · ∧ vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
が成り立つ。

例 1.3.9 内積を持つ有限次元ベクトル空間 V の二つの超平面 V0, V1に対して、そ
れぞれの単位法ベクトル v0, v1をとり、V0からV1への直交射影をF で表すとJF =

|〈v0, v1〉|が成り立つ。

証明 x ∈ V0に対して

x = (x− 〈x, v1〉v1) + 〈x, v1〉v1, (x− 〈x, v1〉v1 ∈ V1, 〈x, v1〉v1 ∈ V ⊥
1 )

となるので、
F (x) = x− 〈x, v1〉v1 (x ∈ V0)

が成り立つ。次に V0と V1は一致するかまたは

dim(V0 ∩ V1) = dimV0 − 1 = dimV1 − 1

となることに注意する。V0と V1が一致する場合は、F (x) = xと v1 = ±v0が成り
立つので、

JF = 1 = |〈v0, v1〉|.
dim(V0∩V1) = dimV0−1 = dimV1−1の場合は、V0∩V1の正規直交基底u1, . . . , up−1

をとり、u1, . . . , upが V0の正規直交基底になるようにできる。

F (ui) =

{
ui (1 ≤ i ≤ p− 1),

up − 〈up, v1〉v1 (i = p)

となるので

[〈F (ui), F (uj)〉] =




1 0 · · · · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . 1 0

0 · · · · · · 0 1− 〈up, v1〉2



.
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これより

JF 2 = |F (u1) ∧ · · · ∧ F (up)|2 = det[〈F (ui), F (uj)〉] = 1− 〈up, v1〉2.

(V0∩V1)
⊥は2次元になり、up, v0は (V0∩V1)

⊥の正規直交基底になる。v1 ∈ (V0∩V1)
⊥

を up, v0の線形結合で表すと

v1 = 〈up, v1〉up + 〈v0, v1〉v0.

これより、1 = 〈up, v1〉2 + 〈v0, v1〉2 となり、JF 2 = 〈v0, v1〉2を得る。

系 1.3.10 補題 1.3.8の設定においてm = nとし、さらにF0 : V0 → V を内積を持
つベクトル空間V0からV への線形同型写像とする。このとき、J(F ◦F0) = JF ·JF0

が成り立つ。

証明 F が全射でなければ F ◦ F0も全射ではなく、補題 1.3.8より J(F ◦ F0) =

0 = JF · JF0が成り立つ。F が全射のときは線形同型写像になり、補題 1.3.8より
V0の基底 v1, . . . , vnをとると

J(F ◦ F0) =
|F ◦ F0(v1) ∧ · · · ∧ F ◦ F0(vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
=

|F ◦ F0(v1) ∧ · · · ∧ F ◦ F0(vn)|
|F0(v1) ∧ · · · ∧ F0(vn)| · |F0(v1) ∧ · · · ∧ F0(vn)|

|v1 ∧ · · · ∧ vn|
= JF · JF0.

定義 1.3.11 V を内積 〈 , 〉と向きを持つ n次元実ベクトル空間とする。V の正
の向きの正規直交基底 e1, . . . , enをとり、e1 ∧ · · · ∧ en ∈ ∧nV を考えると、これ
は命題 1.2.4より正規直交基底 e1, . . . , enのとり方に依存しないことがわかる。す
なわち、e1 ∧ · · · ∧ enは V の内積と向きにのみ依存して定まる。命題 1.2.5より
∧nV = Re1 ∧ · · · ∧ enが成り立つ。0 ≤ k ≤ nをとる。ξ ∈ ∧kV と η ∈ ∧n−kV に
対して ξ ∧ η ∈ ∧nV となるので、ξと ηによって定まるB(ξ, η) ∈ Rが存在し

ξ ∧ η = B(ξ, η)e1 ∧ · · · ∧ en

と表すことができる。これによって双線形写像

B : ∧kV × ∧n−kV → R

が定まる。命題 1.2.5より

dim∧kV =

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
= dim∧n−kV

であることに注意する。{1, . . . , n}の元の個数が k個の部分集合

I = {i1, . . . , ik} (i1 < i2 < · · · < ik)
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に対して eI = ei1 ∧ · · · ∧ eik ∈ ∧kV と表す。{1, . . . , n}内の Iの補集合を Icで表す
と eIc ∈ ∧n−kV となる。さらに命題 1.2.4より eI ∧ eIc = ±e1∧ · · ·∧ enとなるので、

B(eI , eIc) = ±1 (I ⊂ {1, . . . , n}, #I = k)

が成り立つ。特にB : ∧kV × ∧n−kV → Rは非退化になり、

〈ξ, ξ′〉 = B(ξ, ∗ξ′) (ξ, ξ′ ∈ ∧kV )

を満たす線形同型写像 ∗ : ∧kV → ∧n−kV が定まる。これを ∗作用素と呼ぶ。定め
方より ξ, ξ′ ∈ ∧kV に対して

〈ξ, ξ′〉e1 ∧ · · · ∧ en = B(ξ, ∗ξ′)e1 ∧ · · · ∧ en = ξ ∧ ∗ξ′

が成り立つ。

命題 1.3.12 V を内積 〈 , 〉と向きを持つ n次元実ベクトル空間とし、e1, . . . , enを
V の正の向きの正規直交基底とする。1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ nに対して{i1, . . . , ik}c =

{j1, . . . , jn−k}を満たすように 1 ≤ j1 < · · · < jn−k ≤ nをとる。このとき

∗(ei1 ∧ · · · ∧ eik) = sgn

(
1 . . . . . . . . . . . . n

i1 . . . ikj1 . . . jn−k

)
ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k

が成り立つ。特に ∗ : ∧kV → ∧n−kV は等長的線形同型写像になる。さらに ξ, η ∈
∧kV に対して次の等式が成り立つ。

(1) ξ ∧ ∗η = 〈ξ, η〉e1 ∧ · · · ∧ en, (2) ∗ (∗ξ) = (−1)k(n−k)ξ.

証明 定義 1.3.11で述べたことより (1)が成り立つ。命題 1.2.4より

ei1 ∧ · · · ∧ eik ∧ ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k
= sgn

(
1 . . . . . . . . . . . . n

i1 . . . ikj1 . . . jn−k

)
e1 ∧ · · · ∧ en

となり、他の 1 ≤ l1 < · · · < ln−k ≤ nについては

ei1 ∧ · · · ∧ eik ∧ el1 ∧ · · · ∧ eln−k
= 0

が成り立つ。したがって、系 1.3.4と (1)より

∗(ei1 ∧ · · · ∧ eik) = sgn

(
1 . . . . . . . . . . . . n

i1 . . . ikj1 . . . jn−k

)
ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k

が成り立つ。さらにこれより

∗(∗(ei1 ∧ · · · ∧ eik))

= sgn

(
1 . . . . . . . . . . . . n

i1 . . . ikj1 . . . jn−k

)
∗ (ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k

)

= sgn

(
1 . . . . . . . . . . . . n

i1 . . . ikj1 . . . jn−k

)
sgn

(
1 . . . . . . . . . . . . n

j1 . . . jn−ki1 . . . ik

)
ei1 ∧ · · · ∧ eik .
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ここで

sgn

(
1 . . . . . . . . . . . . n

i1 . . . ikj1 . . . jn−k

)
sgn

(
1 . . . . . . . . . . . . n

j1 . . . jn−ki1 . . . ik

)

= sgn

(
i1 . . . ikj1 . . . jn−k

1 . . . . . . . . . . . . n

)
sgn

(
1 . . . . . . . . . . . . n

j1 . . . jn−ki1 . . . ik

)

= sgn

(
i1 . . . ikj1 . . . jn−k

j1 . . . jn−ki1 . . . ik

)
= (−1)k(n−k)

となるので、
∗(∗(ei1 ∧ · · · ∧ eik)) = (−1)k(n−k)ei1 ∧ · · · ∧ eik

を得る。よって一般の ξ ∈ ∧kV に対しても ∗(∗ξ) = (−1)k(n−k)ξが成り立つ。

例 1.3.13 V を内積 〈 , 〉と向きを持つ 2次元実ベクトル空間とする。e1, e2を V の
正の向きの正規直交基底とする。

∗e1 = sgn

(
1 2

1 2

)
e2 = e2, ∗e2 = sgn

(
1 2

2 1

)
e1 = −e1

となるので、∗ : V → V は反時計回りの π/2の回転になる。

例 1.3.14 V を内積 〈 , 〉と向きを持つ 3次元実ベクトル空間とする。e1, e2, e3を V

の正の向きの正規直交基底とする。

∗(e1 ∧ e2) = sgn

(
1 2 3

1 2 3

)
e3 = e3,

∗(e2 ∧ e3) = sgn

(
1 2 3

2 3 1

)
e1 = e1,

∗(e3 ∧ e1) = sgn

(
1 2 3

3 1 2

)
e2 = e2

となるので、
V × V → V ; (u, v) 7→ ∗(u ∧ v)

は 3次元実ベクトル空間のベクトル積に一致する。
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第2章 多様体の位相構造

多様体上の積分を定義するために、この章で単位の分割を導入する。単位の分割
を定めるには、開被覆の基本的性質やパラコンパクトの概念が基礎になる。この
章ではこれらの事項について解説する。

2.1 開被覆とコンパクト性
定義 2.1.1 Xを位相空間とし、U = {Uα}α∈AをXの部分集合の族とする。Xの
任意の点 xに対して xのある開近傍 V が存在して

{α ∈ A | V ∩ Uα 6= ∅}

が有限集合になるとき、U を局所有限という。

定義 2.1.2 Xを位相空間とし、U = {Uα}α∈AをXの部分集合の族とする。
⋃
α∈A

Uα = X

が成り立つとき、U をXの被覆と呼ぶ。U = {Uα}α∈Aと V = {Vi}i∈IがXの被覆
であるとする。任意の i ∈ I に対してある α ∈ Aが存在して Vi ⊂ Uαを満たすと
き、Vを U の細分と呼ぶ。

命題 2.1.3 X を位相空間とし、U = {Uα}α∈AをX の局所有限な部分集合の族と
する。このとき、Xのコンパクト部分集合Kに対して

{α ∈ A | K ∩ Uα 6= ∅}

は有限集合になる。

証明 {Uα}α∈AがXの局所有限な部分集合の族であることから、各 x ∈ Kに対
して xのある開近傍 Vxが存在して

{α ∈ A | Vx ∩ Uα 6= ∅}
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は有限集合になる。{Vx}x∈KはKの開被覆になり、Kがコンパクトであることか
ら、有限個の x1, . . . , xk ∈ Kをとり {Vxi

| 1 ≤ i ≤ k}がKの開被覆になるように
できる。

k⋃
i=1

{α ∈ A | Vxi
∩ Uα 6= ∅} =

{
α ∈ A

∣∣∣∣∣
k⋃

i=1

Vxi
∩ Uα 6= ∅

}

は有限集合になり、

K ⊂
k⋃

i=1

Vxi

だから、
{α ∈ A | K ∩ Uα 6= ∅}

も有限集合になる。

定義 2.1.4 Hausdorff位相空間Xの任意の開被覆に対して、その細分でしかも局
所有限な開被覆が存在するとき、Xをパラコンパクトという。

命題 2.1.5 コンパクトHausdorff位相空間はパラコンパクトになる。

証明 XをコンパクトHausdorff位相空間とし、U = {Uα}α∈AをXの任意の開
被覆とする。Xがコンパクトであることから、Aの有限部分集合

{α1, . . . , αN} ⊂ A

が存在して U ′ = {Uαi
| 1 ≤ i ≤ N} もXの開被覆になる。U ′は U の一部なので、

U ′はUの細分になっている。さらに、U ′は有限だから局所有限になる。以上より
Xはパラコンパクト になることがわかる。

定義 2.1.6 Xを位相空間とする。

(1) Xの任意の点がコンパクトな近傍を持つとき、Xを局所コンパクトという。

(2) B = {Bα}α∈AをXの開集合の族とする。Xの任意の開集合Oとその点 xに
ついて x ∈ Bα ⊂ Oを満たすBαが存在するとき、BをXの開集合系の基底
と呼ぶ。Xの開集合系に高々可算濃度の基底が存在するとき、Xは第二可算
公理を満たすという。

(3) X がコンパクト部分集合の高々可算濃度の族の合併になるとき、X を σコ
ンパクトという。

(4) Xの任意の開被覆に対してその中から高々可算濃度の開被覆を選べるとき、
XをLindelöf空間と呼ぶ。
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注意 2.1.7 位相多様体はRnの開集合と局所的に位相同型になり、Rnは局所コン
パクトだから、位相多様体も局所コンパクトになる。
位相空間の任意の開被覆に対してその中から有限濃度の開被覆を選べるという

ことがコンパクトの定義だから、コンパクト位相空間は Lindelöf空間になる。

補題 2.1.8 Xをパラコンパクトな局所コンパクト位相空間とする。{Uα}α∈AをX

の開被覆とすると、各α ∈ Aに対して V̄α ⊂ Uαが成り立つXの開被覆 {Vα}α∈Aが
存在する。

証明 Xの各点 pの開近傍Opを Ōpがコンパクトになるようにとる。{Uα}α∈A

はXの開被覆だから、ある α ∈ Aが存在して p ∈ Uαが成り立つ。そこでOpをさ
らに小さくとりなおし、Ōp ⊂ Uαとなるようにする。結局、{Op}p∈XはXの開被
覆であり、任意の p ∈ X に対してある α ∈ Aが存在して Ōp ⊂ Uαを満たし、Ōp

はコンパクトになる。Xはパラコンパクトだから、{Op}p∈X の細分でしかも局所
有限な開被覆 {Wi}i∈I が存在する。各 α ∈ Aに対して

Iα = {i ∈ I | W̄i ⊂ Uα}

によって Iαを定め、
Vα =

⋃
i∈Iα

Wi

とおくと、VαはX の開集合になる。さらに、{Vα}α∈AはX の開被覆になること
が次のようにわかる。{Wi}i∈IはXの開被覆だから、任意の p0 ∈ Xに対してある
i0 ∈ I が存在して p0 ∈ Wi0 が成り立つ。{Wi}i∈I は {Op}p∈X の細分だから、この
Wi0 に対してある q ∈ X が存在してWi0 ⊂ Oqが成り立つ。{Op}p∈M の定め方か
ら、ある α0 ∈ Aが存在して Ōq ⊂ Uα0が成り立つ。以上より、

p0 ∈ Wi0 ⊂
⋃

i∈Iα0

Wi = Vα0

となり、{Vα}α∈AはXの開被覆になることがわかった。
以下で任意のα ∈ Aに対して V̄α ⊂ Uαが成り立つことを示す。任意の p ∈ V̄αを

とる。{Wi}i∈I は局所有限だから、pのある開近傍Oが存在して

(∗) {i ∈ I | O ∩Wi 6= ∅}

は有限集合になる。そこで、(∗)を {i1, . . . , ik}で表す。p ∈ V̄αよりN ⊂ Oとなる
pの任意の開近傍N に対して

N ∩
⋃
i∈Iα

Wi 6= ∅.

ところが {i1, . . . , ik}以外の i ∈ Iαについては

N ∩Wi ⊂ O ∩Wi = ∅
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となるので、

N ∩
k⋃

j=1

Wij 6= ∅

が成り立つ。したがって、

p ∈
k⋃

j=1

Wij =
k⋃

j=1

W̄ij ⊂ Uα

となり、V̄α ⊂ Uαを得る。

補題 2.1.9 Xを局所コンパクト位相空間とし、Kをそのコンパクト部分集合とす
ると、Kを含む開集合 V で V がコンパクトになるものが存在する。

証明 各 x ∈ Kに対して xのコンパクト近傍Cxが存在する。Cxの内部をUxと
すると、Uxは xを含む開集合になる。さらに、Ux ⊂ Cxとなるので、Uxもコン
パクトになる。{Ux | x ∈ K}はKの開被覆になり、Kはコンパクトだから、有限
個の x1, . . . , xN ∈ Kが存在して {Uxi

| 1 ≤ i ≤ N}もKの開被覆になる。そこで

V =
N⋃

i=1

Uxi
とおくと V はKを含む開集合になる。さらに

V =
N⋃

i=1

Uxi
⊂

N⋃
i=1

Cxi

となるので、V はコンパクトになる。

命題 2.1.10 局所コンパクトHausdorff位相空間がさらに σコンパクトならば、パ
ラコンパクトになる。

証明 X を局所コンパクト Hausdorff位相空間とし、さらに σコンパクトであ
ると仮定する。X がパラコンパクトになることを示すための準備をしておく。X
はコンパクト部分集合の高々可算濃度の族 {Ki}i∈N が存在してXは {Ki}i∈N の合
併になる。N が有限集合の場合、Xはコンパクトになり、命題 2.1.5よりXはパ
ラコンパクトになる。そこで、以下ではNが可算濃度の場合を考える。この場合、
N は自然数全体と思ってよい。
Xの開集合の列 V1 ⊂ V2 ⊂ V3 ⊂ · · · を次のように帰納的に定める。補題 2.1.9よ

り、K1を含む開集合 V1で V 1がコンパクトになるものが存在する。次にK2 ∪ V 1

はコンパクトだから、K2 ∪ V 1を含む開集合 V2で V 2がコンパクトになるものが
存在する。同様に帰納的にKj+1∪V jを含む開集合 Vj+1で V j+1がコンパクトにな
るものをとることができる。Vjの構成法より各 jと i ≤ jについてKi ⊂ Vjが成り
立ち、{Vj}j∈N はX の開被覆になる。さらにすべての j ∈ N について V j ⊂ Vj+1

が成り立つ。
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{Vj}j∈N からXの開集合の族 {Oj}j∈N とコンパクト集合の族 {Fj}j∈N を構成す
る。O1 = V2, O2 = V3とおき、j ≥ 3のときはOj = Vj+1 − V j−2とおく。さらに、
F1 = V 1とおき、j ≥ 2のときは Fj = V j − Vj−1とおく。定め方より、Ojは開集
合になり、Fjはコンパクト集合になる。

F1 = V 1 ⊂ V2 = O1,

F2 = V 2 − V1 ⊂ V 2 ⊂ V3 = O2,

Fj = V j − Vj−1 ⊂ Vj+1 − V j−2 = Oj (j ≥ 3)

となりすべての j ∈ N についてFj ⊂ Ojが成り立つ。さらに
j⋃

i=1

Fi = V jとなるの

で、
⋃
i∈N

Fi =
⋃
i∈N

V i = X が成り立つ。これより、{Oj}j∈N はX の開被覆になる。

またOiの定め方より、|i− j| ≥ 3ならばOi ∩Oj = ∅が成り立つ。
以上の準備のもとでXがパラコンパクトになることを示す。Xの任意の開被覆

U = {Uα}α∈Aをとる。任意に i ∈ N を一つとる。各点 x ∈ Fiに対して x ∈ Uαを
一つ選ぶ。Fi ⊂ Oiだから、xを含む開集合Ux,iをUx,i ⊂ Uα ∩Oiを満たすように
とることができる。{Ux,i | x ∈ Fi}はFiの開被覆になり、Fiはコンパクトだから、
有限個の x1,i, . . . , xai,i ∈ Fiが存在して {Uxk,i,i | 1 ≤ k ≤ ai}もFiの開被覆になる。
各 i ∈ N について構成した Uxk,i,iをすべて集めて

B = {Uxk,i,i | i ∈ N, 1 ≤ k ≤ ai}

とおくと、BはX の開被覆になる。各 Uxk,i,iはある αについて Uxk,i,i ⊂ Uαを満
たすので、Bは U の細分になる。さらに、各 i ∈ N について Uxk,i,i ⊂ Oiとなり、
|i− j| ≥ 3ならばOi ∩Oj = ∅だから、Uxk,i,i ∩ Uxl,j ,j = ∅が成り立つ。これより、

{B ∈ B | B ∩ Uxk,i,i 6= ∅} ⊂ {Uxl,j ,j | |i− j| ≤ 2}

となり、右辺は有限集合だから、Uxk,i,iと共通部分を持つ Bの元は有限個になる。
したがって、BはXの局所有限開被覆になり、Xはパラコンパクトになる。

補題 2.1.11 第二可算公理を満たす位相空間の部分空間は、部分位相に関して第
二可算公理を満たす。

証明 Xを第二可算公理を満たす位相空間とし、Y をXの部分空間とする。X
の開集合系をOX で表すと、部分位相に関する Y の開集合系は

OY = {O ∩ Y | O ∈ OX}

によって与えられる。Xは第二可算公理を満たすことから、OXは高々可算濃度の
基底 BX を持つ。これから定まる

BY = {B ∩ Y | B ∈ BX}



28 第 2章 多様体の位相構造

がOY の基底になることを示す。OY の任意の元はO ∈ OX によってO ∩ Y と表
すことができる。x ∈ O ∩ Y をとると、もちろん x ∈ Oだから、x ∈ B ⊂ Oを満
たすB ∈ BXが存在する。この包含関係から x ∈ B ∩ Y ⊂ O ∩ Y がわかり、BY は
OY の基底になる。OX は高々可算濃度だから、OY も高々可算濃度になり、Y は
部分位相に関して第二可算公理を満たす。

命題 2.1.12 Rnは第二可算公理を満たす。

証明 有理数全体をQで表す。

Qn = {(q1, . . . , qn) | qi ∈ Q}

はRnの稠密な部分集合になる。Qnは可算集合Qの n個の積だから、Qnも可算
濃度を持つ。各 x = (x1, . . . , xn) ∈ Rnと r > 0について

B(x; r) = {y ∈ Rn | |y − x| < r}

によってB(x; r)を定めると、B(x; r)はRnの開集合になり、

B = {B(q; 1/m) | q ∈ Qn, m ∈ N}

はRnの開集合の族になる。Bは可算濃度の集合の可算濃度の合併だから、Bの濃
度も可算になる。以下でBがRnの開集合系の基底になることを示す。OをRnの
任意の開集合とし、x ∈ Oを任意にとる。Oが開集合であることから、ある r > 0

が存在してB(x; r) ⊂ Oが成り立つ。1/m < r/2が成り立つようにm ∈ Nをとって
おく。QnはRnの稠密な部分集合だから、ある q ∈ Qnが存在して q ∈ B(x; 1/m)

が成り立つ。以上より

x ∈ B(q; 1/m) ⊂ B(x; 2/m) ⊂ B(x; r) ⊂ O

となる。これより、BはRnの開集合系の基底になる。したがって、Rnは第二可
算公理を満たす。

系 2.1.13 Rnの部分集合は部分位相に関して第二可算公理を満たす。

証明 命題 2.1.12よりRnは第二可算公理を満たし、補題 2.1.11よりその部分
集合は部分位相に関して第二可算公理を満たす。

補題 2.1.14 第二可算公理を満たす位相空間は Lindelöf空間になる。

証明 Xを第二可算公理を満たす位相空間とする。定義よりXの開集合系に高々
可算濃度の基底 B = {Bi}i∈N が存在する。ここで、N は高々可算濃度の添字集合
である。Xの任意の開被覆 {Uα}α∈Aをとる。開集合系の基底の定義より、x ∈ Uα
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を満たす x ∈ X, α ∈ Aに対して x ∈ Bi ⊂ Uαを満たすBiが存在する。そこで、
この条件を満たす i ∈ N を一つとり i(x, α)と書く。すると、

N ′ = {i(x, α) | x ∈ X, α ∈ A, x ∈ Uα} ⊂ N

は高々可算濃度になる。さらに、i(x, α)の選び方から {Bi}i∈N ′もXの開被覆にな
る。また、各 i ∈ N ′についてBi ⊂ Uαを満たす α ∈ Aが存在する。この条件を満
たす α ∈ Aを一つとり α(i)と書く。するとBi ⊂ Uα(i)より、{Uα(i)}i∈N ′もXの開
被覆になる。したがって、Xは Lindelöf空間になる。

補題 2.1.15 局所コンパクト Lindelöf空間は σコンパクトになる。

証明 Xを局所コンパクト Lindelöf空間とする。各 x ∈ Xに対して xのコンパ
クト近傍Cxが存在する。Cxの内部をUxとすると、Uxは xを含む開集合になる。
さらに、Ux ⊂ Cxとなるので、Uxもコンパクトになる。他方、{Ux}x∈XはXの開
被覆になり、Xが Lindelöf空間であることから、高々可算濃度の部分集合N ⊂ X

が存在し {Ux}x∈N もXの開被覆になる。これより、Xは {Ux}x∈N の合併になり、
Xは σコンパクトになる。

定理 2.1.16 Xを位相多様体とすると、次の四つの条件は同値になる。

(1) Xは第二可算公理を満たす。

(2) Xは Lindelöf空間である。

(3) Xは σコンパクトである。

(4) Xはパラコンパクトであり、Xの連結成分の個数の濃度は高々可算である。

証明 位相多様体は局所的にRnの開集合と位相同型になるので、特に局所コ
ンパクトになることに注意しておく。
(1)⇒(2) 補題 2.1.14よりわかる。
(2)⇒(3) 補題 2.1.15より位相多様体が Lindelöf空間ならば、σコンパクトになる。
(3)⇒(1)Xはσコンパクトだから、コンパクト部分集合の高々可算濃度の族{Ki}i∈N

が存在してXは {Ki}i∈N の合併になる。各Kiの各点はRnの開集合と位相同型に
なる開近傍を持つ。Kiはコンパクトだからそれらから有限開被覆を選ぶことがで
きる。それらをすべて集めたものを {Uj}とすると、各UjはRnの開集合と位相同
型であり、{Uj}はXの開被覆になる。系 2.1.13より各 Ujは第二可算公理を満た
す。すべてのUjの開集合系の高々可算濃度の基底の元を集めると、Xの開集合系
の高々可算濃度の基底になることがわかる。したがって、Xは第二可算公理を満
たす。
以上で (1)、(2)、(3)は同値になることがわかった。以下で (1)、(3)と (4)が同
値になることを示す。
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(1), (3)⇒(4) 命題 2.1.10より位相多様体が σコンパクトならば、パラコンパクト
になる。そこで、以下では第二可算公理から連結成分の個数の濃度が高々可算に
なることを示す。{Bi}i∈I をXの開集合系の高々可算濃度の基底とする。{Oj}j∈J

をX の連結成分のすべてとする。各連結成分Oj はX の開集合だから x ∈ Oj を
とると、x ∈ Bi(j) ⊂ Ojとなる i(j) ∈ Iが存在する。j, k ∈ J が j 6= kを満たすな
らば、Oj ∩Ok = ∅となり、Bi(j) ∩Bi(k) = ∅が成り立つ。特に i(j) 6= i(k)を得る。
したがって、写像 i : J → Iは単射になる。これより、J の濃度は Iの濃度以下に
なり、Xの連結成分の個数の濃度は高々可算になる。
(4)⇒(3) まずXが連結な場合を考える。Xは局所コンパクトだから任意の x ∈ X
に対して xのコンパクト近傍Cxが存在する。Cxの内部をUxで表すと {Ux}x∈Xは
Xの開被覆になる。Xはパラコンパクトだから、{Ux}x∈X の細分でしかも局所有
限な開被覆 {Vα}α∈Aが存在する。細分ということから任意の α ∈ Aに対してある
x ∈ Xが存在して Vα ⊂ Uxが成り立つ。特に V̄α ⊂ Cxとなり、V̄αはコンパクトに
なる。{Vα}α∈AはXの開被覆だから、

X =
⋃
α∈A

V̄α

が成り立つ。V̄αはコンパクトだから、Aの濃度が高々可算であることがわかれば、
Xは σコンパクトであることがわかる。
そこで、以下ではAの濃度が高々可算であることを示す。α0 ∈ Aを一つとり固
定する。

A1 = {α ∈ A |列 {αs}t
s=0 ⊂ Aが存在し Vαs ∩ Vαs+1 6= ∅, αt = α}

とおいてA2 = A− A1とする。

X1 =
⋃

α∈A1

Vα, X2 =
⋃

α∈A2

Vα

X1とX2はXの開集合になり、A = A1 ∪A2だからX = X1 ∪X2が成り立つ。さ
らにX1 ∩X2 = ∅が成り立つ。これを示すためにX1 ∩X2 6= ∅と仮定して矛盾を
導く。X1 ∩X2 6= ∅とすると、ある β1 ∈ A1, β2 ∈ A2が存在して Vβ1 ∩ Vβ2 6= ∅が
成り立つ。ところが β1 ∈ A1かつ Vβ1 ∩ Vβ2 6= ∅ より β2 ∈ A1となり β2のとり方
に矛盾する。したがって、X1 ∩X2 = ∅が成り立つ。Vα0 ⊂ X1よりX1 6= ∅とな
り、Xは連結だからX2 = ∅が成り立つ。よって、X = X1となりA = A1が成り
立つ。すなわち

A = {α ∈ A |列 {αs}t
s=0 ⊂ Aが存在し Vαs ∩ Vαs+1 6= ∅, αt = α}

が成り立つ。これより、各 α ∈ Aについて

n(α) = min{t ≥ 0 |列 {αs}t
s=0 ⊂ Aが存在し Vαs ∩ Vαs+1 6= ∅, αt = α}
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を定めることができ、

A =
∞⋃

t=0

{α ∈ A | n(α) = t}

が成り立つ。各 t ≥ 0について

{α ∈ A | n(α) = t}

が有限集合になることを tに関する帰納法で示す。

{α ∈ A | n(α) = 0} = {α0}

だから、これは有限集合である。次に {α ∈ A | n(α) = t}が有限集合になること
を仮定して、{α ∈ A | n(α) = t+ 1}も有限集合になることを示す。そのための準
備として、任意の α ∈ Aに対して

Aα = {β ∈ A | Vβ ∩ Vα 6= ∅}

が有限集合になることを示す。V̄αはコンパクトだから、命題 2.1.3より

{β ∈ A | Vβ ∩ V̄α 6= ∅}

は有限集合になり、その部分集合のAαも有限集合になる。{α ∈ A | n(α) = t}が
有限集合になるという仮定から

{α ∈ A | n(α) = t} = {β1, . . . , βk}

とおくことができる。すると、

{α ∈ A | n(α) = t+ 1} ⊂
k⋃

j=1

Aβj

となり、各Aβj
は有限集合だから {α ∈ A | n(α) = t+ 1}も有限集合になる。した

がって、任意の t ≥ 0について {α ∈ A | n(α) = t}は有限集合になることがわか
る。以上のことから、

A =
∞⋃

t=0

{α ∈ A | n(α) = t}

の濃度は高々可算になる。

2.2 単位の分割
この節では C∞級多様体上の単位の分割を導入し、その基本的性質について解

説する。この節以降、特に断わらない限り単に多様体といえば C∞級多様体のこ
ととする。
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定義 2.2.1 位相空間X上で定義された関数 f の台を

suppf = {x ∈ X | f(x) 6= 0}

によって定義する。

定義 2.2.2 多様体M の局所有限な開被覆 {Uα}α∈Aに対して、M 上のC∞級関数
の族 {fα}α∈Aが次の (1)から (3)の条件を満たすとき、{fα}α∈Aを開被覆 {Uα}α∈A

に従属する単位の分割と呼ぶ。

(1) 各 α ∈ Aについて 0 ≤ fα ≤ 1,

(2) 各 α ∈ Aについて suppfα ⊂ Uα,

(3) 任意の p ∈M に対して
∑
α∈A

fα(p) = 1.

注意 2.2.3 定義 2.2.2の (3)の和は有限和になることがわかる。開被覆 {Uα}α∈Aが
局所有限であることから、p ∈M に対してある開近傍 V が存在して

{α ∈ A | V ∩ Uα 6= ∅}

は有限集合になる。そこでこの有限集合を {α1, . . . , αk}とおく。各 α ∈ Aについ
て suppfα ⊂ Uα が成り立つので、V において 0ではない値をとる関数 fαは有限個
になる。したがって、単に点 pにおいてだけではなく pの開近傍 V において

∑
α∈A

fα(x) =
k∑

i=1

fαi
(x) (x ∈ V )

が成り立つ。

定理 2.2.4 M をパラコンパクト多様体とし、{Uα}α∈AをM の局所有限な開被覆
とする。さらに、各α ∈ Aについて Ūαがコンパクトならば、{Uα}α∈Aに従属する
単位の分割 {fα}α∈Aが存在する。

注意 2.2.5 定理 2.2.4の仮定を満たす開被覆 {Uα}α∈Aは、パラコンパクト多様体に
必ず存在することを示しておく。まず、Mは多様体であることから開被覆 {Oi}i∈I

であって、各 i ∈ Iに対して Ōiはコンパクトになるものが存在する。M がパラコ
ンパクトであることから、{Oi}i∈Iの細分でしかも局所有限な開被覆 {Uα}α∈Aが存
在する。細分であることから任意のα ∈ Aに対してある i ∈ Iが存在してUα ⊂ Oi

となる。よって、Ūα ⊂ Ōiとなり、Ōiはコンパクトだから Ūαもコンパクトになる。

定理 2.2.4を証明するために、いくつかの準備をしておく。
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補題 2.2.6 (1) R(t)を tに関する有理関数とすると

lim
t→+0

R(t)e−1/t = 0

が成り立つ。

(2) 関数 a(t)を

a(t) =

{
0 (t ≤ 0)

e−1/t (t > 0)

によって定めると、a(t)はC∞級関数になる。

(3) 0 < u < vに対して




t ≤ −vまたは v ≤ t ⇒ b(t) = 0,

−v < t < −uまたは u < t < v ⇒ 0 < b(t) < 1,

−u ≤ t ≤ u ⇒ b(t) = 1

を満たすC∞級関数 b(t)が存在する。

証明 (1) t > 0に対して s = 1/tとおくと

R(t)e−1/t =
R(t)

e1/t
=
R(1/s)

es

となる。R(1/s)は sに関する有理関数になる。P (s)/Q(s)をR(1/s)の既約な表示
とし (P (s), Q(s)は sに関する多項式)、P (s), Q(s)の次数をそれぞれm,nとする。
指数関数の羃級数展開

es =
∞∑

k=0

sk

k!

より、どんな自然数 kに対しても 0 < sのとき es > sk/k!が成り立つ。よって、
N > max{m,n}に対して、

0 ≤
∣∣∣∣
R(1/s)

es

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
P (s)

Q(s)es

∣∣∣∣ ≤ (N − n)!
|P (s)|

|Q(s)|sN−n
= (N − n)!

sm|P (s)/sm|
sN |Q(s)/sn| .

ここで |P (s)/sm|と |Q(s)/sn|は有界になり、

lim
s→+∞

sm|P (s)/sm|
sN |Q(s)/sn| = 0

だから、

lim
s→+∞

∣∣∣∣
R(1/s)

es

∣∣∣∣ = 0

となって、
lim

t→+0
R(t)e−1/t = 0
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がわかる。
(2) 0以上のすべての整数 nに対して正の実数全体で定義された tに関する有理
関数Rn(t)が存在して、次の (式 n)

dna

dtn
(t) =

{
0 (t ≤ 0)

Rn(t)e−1/t (t > 0)

が成り立つことを nに関する帰納法で証明する。これがわかれば aは C∞級関数
になる。
R0(t) = 1とおけば (式 0)は aの定義そのものである。
次に (式 n)が成り立つと仮定して (式 n+ 1)が成り立つことを証明しよう。まず

dna

dtn
が t = 0で微分可能で微分係数が 0になることを示そう。(式 n)より

lim
t→−0

1

t

dna

dtn
(t) = 0

lim
t→+0

1

t

dna

dtn
(t) = lim

t→+0

1

t
Rn(t)e−1/t = 0. ((1)より)

したがって
dna

dtn
は 0で微分可能で微分係数が 0になる。さらに (式 n)より

dn+1a

dtn+1
(t) =

d

dt

dna

dtn
(t) = 0 (t < 0),

dn+1a

dtn+1
(t) =

d

dt

dna

dtn
(t) =

(
d

dt
Rn(t) +Rn(t)

1

t2

)
e−1/t (t > 0)

が成り立つので

Rn+1(t) =
d

dt
Rn(t) +Rn(t)

1

t2

とおくとはRn+1(t)正の実数全体で定義された tに関する有理関数になり (式n+1)

が成り立つ。
(3) (2)で定めた a(t)を使う。

a(t)a(1− t)





= 0 (t ≤ 0),

> 0 (0 < t < 1),

= 0 (1 ≤ t)

となるので、

a1(t) =

∫ t

0

a(s)a(1− s)ds

/ ∫ 1

0

a(s)a(1− s)ds

は 0以下で 0、0から 1までは単調増加、1以上で 1になる。これより a1

(
t+ v

v − u

)

は−v以下で 0、−vから−uまでは単調増加、−u以上では 1になり、a1

(
v − t

v − u

)
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は u以下で 1、uから vまでは単調減少、v以上では 0になる。そこで、

b(t) = a1

(
t+ v

v − u

)
a1

(
v − t

v − u

)

とおくと、b(t)は望む条件を満たす関数になることがわかる。

補題 2.2.7 多様体Mのコンパクト部分集合KとKを含む開集合Uに対して、次
の条件を満たすM 上の C∞級関数 f が存在する。M 全体で 0 ≤ f ≤ 1が成り立
ち、K上では f > 0が成り立ち、U の補集合では f = 0が成り立つ。

証明 任意の p ∈ Kに対してその座標近傍Vpをとり、必要ならVpを小さくして
Vp ⊂ Uを満たすようにでき、Vp上の局所座標 (x1, . . . , xn)は xi(p) = 0 (1 ≤ i ≤ n)

を満たすようにとれる。

[−v, v] ⊂ xi(Vp) (1 ≤ i ≤ n)

が成り立つように v > 0を十分小さくとる。

Wp = {x ∈ Vp | |xi(x)| < v (1 ≤ i ≤ n)}

とおくと p ∈ Wp ⊂ W̄p ⊂ Vp ⊂ U が成り立つ。0 < u < vを満たす uをとり、これ
ら u, vに対して補題 2.2.6の (3)のC∞級関数 b(t)をとる。

fp(q) =

{
b(x1(q))b(x2(q)) · · · b(xn(q)) (q ∈ Vp),

0 (q /∈ Vp)

とおくと、fpはM 全体で定義されたC∞級関数であり、

{q ∈M | fp(q) 6= 0} = Wp

となる。さらに、0 ≤ b(xi(q)) ≤ 1だから 0 ≤ fp ≤ 1が成り立つ。{Wp}p∈K はK

の開被覆になりKはコンパクトだから、Kの有限個の点 p1, . . . , pkが存在し

K ⊂ Wp1 ∪Wp2 ∪ · · · ∪Wpk

となる。そこで、

f =
1

k
(fp1 + fp2 + · · ·+ fpk

)

とおくと、f は 0 ≤ f ≤ 1を満たしM 全体で定義された C∞級関数になる。さ
らに、

{q ∈M | f(q) 6= 0} = Wp1 ∪Wp2 ∪ · · · ∪Wpk
⊂ U.

これより、K上では f > 0が成り立ち、U の補集合では f = 0が成り立つ。
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定理 2.2.4の証明 補題 2.1.8より、各 α ∈ Aに対して W̄α ⊂ Uαが成り立つM

の開被覆 {Wα}α∈Aと V̄α ⊂ Wαが成り立つM の開被覆 {Vα}α∈Aが存在する。仮定
より Ūαはコンパクトだから、V̄αもコンパクトになる。補題 2.2.7より、次の条件
を満たすM 上のC∞級関数 gαが存在する。M 全体で 0 ≤ gα ≤ 1が成り立ち、V̄α

上では gα > 0が成り立ち、Wαの補集合では gα = 0が成り立つ。これより

suppgα ⊂ W̄α ⊂ Uα.

{Uα}α∈Aは局所有限だから、任意の p ∈M に対して pのある開近傍U が存在して

{α ∈ A | U ∩ Uα 6= ∅}

は有限集合になる。よってこの有限個のα ∈ Aを除いて gαはU上で 0になる。し
たがって、

g(p) =
∑
α∈A

gα(p) (p ∈M)

によって gを定めると、gはM 上のC∞級関数になる。各 α ∈ Aについて gα ≥ 0

であり、Vα上では gα > 0で {Vα}α∈AはM の開被覆だから、M 全体で g > 0が成
り立つ。そこで、fα = gα/gとおくと、{fα}α∈Aは {Uα}α∈Aに従属する単位の分割
になる。
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3.1 Riemann測度
Rieszの表現定理 (定理 3.1.7)を使って、定義 3.1.13でRiemann多様体上のRie-

mann測度を定義する。

定義 3.1.1 集合Xの部分集合全体 2X 上で定義された [0,∞]に値を持つ関数 µが
次の条件を満たすとき、µをX上の測度と呼ぶ。

(1) µ(∅) = 0

(2) Xの部分集合の可算族 {Ai}とA ⊂ ∞∪
i=1

Aiを満たすA ∈ 2X に対して

µ(A) ≤
∞∑
i=1

µ(Ai).

定義 3.1.2 µを集合X上の測度とする。Xの部分集合Aに対して、

µ(T ) = µ(T − A) + µ(T ∩ A)

が任意の T ∈ 2X について成り立つとき、AをXの µ可測部分集合という。

定義 3.1.3 f を測度 µを持つ集合X の部分集合 S上で定義された [−∞,∞]に値
を持つ関数とする。さらに µ(X −S) = 0を仮定する。[−∞,∞]の任意の開集合O

に対して f−1(O)がXの µ可測部分集合になるとき、f を µ可測関数と呼ぶ。

注意 3.1.4 以上の概念を使って集合上の測度に関する積分論をRnにおける通常
の Lebesgue積分論と同様に展開することができ、Lebesgueの収束定理や Fubini

の定理等が成り立つ。

定義 3.1.5 位相空間X の開集合全体が生成する σ集合族の元をBorel集合と呼
ぶ。µをX上の測度とする。XのBorel集合がすべてµ可測になり、任意のA ⊂ X

に対してBorel集合Bが存在し、A ⊂ Bとµ(A) = µ(B)を満たすとき、µをBorel

正則測度と呼ぶ。
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定義 3.1.6 X を局所コンパクト可分Hausdorff空間とする。X 上の Borel正則測
度 µが、任意のコンパクト集合K ⊂ X に対して µ(K) < ∞を満たすとき、µを
Radon測度と呼ぶ。

定理 3.1.7 (Rieszの表現定理) X を局所コンパクト可分 Hausdorff空間とする。
X上の台がコンパクトになる実数値連続関数の全体をK(X)で表わす。K(X)上の
実数値線形汎関数 L : K(X) → Rが、

(1) f ≥ 0となる f ∈ K(X)に対して L(f) ≥ 0

(2) コンパクト集合K ⊂ Xに対して

sup{L(f) | f ∈ K(X), |f | ≤ 1, suppf ⊂ K} <∞

を満たすとき、Radon測度 µがX上に存在し、

L(f) =

∫

X

fdµ (f ∈ K(X))

が成り立つ。

注意 3.1.8 この講義では多様体は可算開基を持つC∞級多様体のみ考えることに
する。定理 2.1.16より可算開基を持つ多様体は可分になるので、ここでの多様体
は定理 3.1.7の仮定を満たしている。

Rieszの表現定理を利用して Riemann多様体に測度を定めるために、いくつか
の準備をしておく。まずRiemann多様体の定義を与えておこう。

定義 3.1.9 M を多様体とする。各点 x ∈M に対してM の xにおける接ベクトル
空間 TxM 上の内積 gxが定まり、M の各局所座標近傍 (U ;x1, . . . , xn)において、

U 3 x 7→ gx

(
∂

∂xi

,
∂

∂xj

)

が 1 ≤ i, j ≤ nに関して C∞級関数になるとき、内積の族 g = (gx)x∈M をM の
Riemann計量と呼ぶ。Riemann計量の定まっている多様体 (M, g)をRiemann

多様体と呼ぶ。

注意 3.1.10 Euclid空間Rnの部分多様体の各点 x ∈ M に対して、接ベクトル空
間Txは自然にRnの部分ベクトル空間とみなせる。したがって、Rnの内積からTx

の内積が定まり、これによってMはRiemann多様体になる。特に、Rn内の曲線や
曲面はRiemann多様体になる。曲面論で扱われる第一基本形式は曲面のRiemann

計量である。
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命題 3.1.11 任意の多様体にはRiemann計量が存在する。

証明 M を多様体とする。M の各点 pは局所座標近傍 Vpに含まれ、必要なら
Vpをさらに小さくとり V̄pがコンパクトになるようにしておく。すると、{Vp}p∈M

はM の開被覆になりM はパラコンパクトだから、{Vp}p∈M の細分になるM の局
所有限な開被覆 {Uα}α∈Aが存在する。各 Vpは局所座標近傍だから、各Uαも局所
座標近傍になる。また、各 V̄pはコンパクトだから、各 Ūαもコンパクトになる。し
たがって、定理 2.2.4より、{Uα}α∈Aに従属する単位の分割 {fα}α∈Aが存在する。
各 Uαに対して局所座標 x1, . . . , xnをとり

(gα)x

(
∂

∂xi

,
∂

∂xj

)
= δi,j (x ∈ Uα)

によって各 x ∈ Uαにおける接ベクトル空間 TxM上の内積 (gα)xを定める。さらに

(hα)x =

{
fα(x)(gα)x (x ∈ Uα),

0 (x /∈ Uα)

によって hα = ((hα)x)x∈M を定める。これらを α ∈ Aについて加え、

h =
∑
α∈A

hα

とおく。各 x ∈M において xの近傍で α ∈ Aに関する和は内積の有限和になり内
積になる。さらに、xを含む局所座標近傍 (U ;x1, . . . , xn)をとると、

U 3 x 7→ hx

(
∂

∂xi

,
∂

∂xj

)

は 1 ≤ i, j ≤ nに関してC∞級関数になる。これらより、hはM のRiemann計量
になる。

命題 3.1.12 (積分の変数変換公式) UをRnの開集合とする。Rnの標準的な座標
から定まる座標とは限らないU上の座標 x1, . . . , xnと y1, . . . , ynをとる。Uで定義
された連続関数 f に対して次の等式が成り立つ。

∫

U

f(x)dx1 · · · dxn =

∫

U

f(y)

∣∣∣∣det

(
∂xi

∂yj

)∣∣∣∣ dy1 · · · dyn.

定義 3.1.13 (M, g)をRiemann多様体とする。M の局所座標系 (U ;x1, . . . , xn)を
とる。各 x ∈ U に対して ∧nTx(M)にRiemann計量から自然に定まる内積を入れ
ておく。suppf ⊂ U となる f ∈ K(M)に対して

L(f) =

∫

U

f(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∣∣∣∣ dx1 · · · dxn
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によってL(f)を定める。右辺はEuclid空間におけるLebesgue積分である。被積分
関数はコンパクトな台を持つ連続関数だから、Riemann積分に一致している。こ
の値L(f)は積分の変数変換の公式から、局所座標系のとり方に依存しないことが
わかる。さらに一つの局所座標近傍に台が含まれないK(M)の元に対しては、単
位の分割を使うことによって L : K(M) → Rを定義することができる。これも単
位の分割のとり方に依存しないことがわかる。さらにLは定理 3.1.7の仮定を満た
すので、Radon測度 µがM 上に存在し、

L(f) =

∫

M

fdµ (f ∈ K(M))

が成り立つ。この測度µをMのRiemann測度と呼ぶ。今後Riemann多様体上の
測度はRiemann測度のみを考えることにする。µをµ(M,g)と記したり、Riemann計
量がわかっているときはµMと記したりする。vol(M) = µM(M)と表わし、vol(M)

をM の体積と呼ぶ。通常M の次元が 1のときは、長さと呼びL(M)とも表わす。
M の次元が 2のときは、面積と呼びA(M)とも表わす。M の次元が 3のときは、
V (M)とも表わす。

証明 まず suppf ⊂ U となる f ∈ K(M)に対して L(f)の定義が局所座標系の
とり方に依存しないことを示そう。Uにもう一つの局所座標系 y1, . . . , ynがあると
する。局所座標系から定まる接ベクトル空間の基底は

∂

∂yl

=
n∑

k=1

∂xk

∂yl

∂

∂xk

と変換されるので、命題 1.2.4より

∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

= det

(
∂xi

∂yj

)
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

が成り立つ。したがって、
∫

U

f(x)

∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∣∣∣∣ dx1 · · · dxn

=

∫

U

f(y)

∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∣∣∣∣
∣∣∣∣det

(
∂xi

∂yj

)∣∣∣∣ dy1 · · · dyn

=

∫

U

f(y)

∣∣∣∣det

(
∂xi

∂yj

)
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∣∣∣∣ dy1 · · · dyn

=

∫

U

f(y)

∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣ dy1 · · · dyn

となり、この場合の L(f)の定め方は局所座標系のとり方に依存しないことがわ
かった。
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一つの局所座標近傍に台が含まれないK(M)の元に対するLの定義を単位の分
割によって定める。まず各点 x ∈ M に対して Ūxがコンパクトになるような xの
局所座標近傍Uxをとる。{Ux}x∈M はM の開被覆であり、M はパラコンパクトな
ので、{Ux}x∈Mの細分であり局所有限な開被覆 {Vα}α∈Aが存在する。各 Ūxはコン
パクトだから各 V̄αもコンパクトになる。定理 2.2.4より {Vα}α∈Aに従属する単位
の分割 {fα}α∈Aが存在する。任意に f ∈ K(M)と一つとる。f の台はコンパクト
だから有限個の Vαとしか交わらない。各 fαf は Vαの外では 0になるので、有限
個の αを除いて fαf は 0になる。よって

f = 1 · f =

(∑
α

fα

)
f =

∑
α∈A

fαf

が成り立ち、右辺は有限個の和になる。各 fαf の台は Vαに含まれ、さらにこれは
ある Uxに含まれるので L(fαf)はすでに定義されている。これを使って

L(f) =
∑
α∈A

L(fαf)

によって L(f)を定める。
上で定めた Lが局所有限な開被覆とそれに従属する単位の分割のとり方にも依
存しないことを示そう。{Wβ}β∈BをMの局所有限な開被覆であって、各WβはM

の閉包がコンパクトになる局所座標近傍に含まれるものとする。さらに、{gβ}β∈B

を {Wβ}β∈Bに従属する単位の分割とする。各 α ∈ Aについて
fαf =

∑

β∈B

gβfαf

が成り立ち、右辺の和は有限和になる。よって、Lの定義にある Euclid空間の積
分の線形性より

L(fαf) =
∑

β∈B

L(gβfαf)

が成り立ち、 ∑
α∈A

L(fαf) =
∑
α∈A

∑

β∈B

L(gβfαf).

両辺の和はどちらも有限和である。同様にして
∑

β∈B

L(gβf) =
∑

β∈B

∑
α∈A

L(fαgβf).

したがって、 ∑
α∈A

L(fαf) =
∑

β∈B

L(gβf)

が成り立ち、Lの定め方は開被覆や単位の分割のとり方に依存しない。
LがRieszの表現定理の仮定を満たすことは、Euclid空間における積分の性質か

らわかる。
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注意 3.1.14 n次元多様体上のコンパクトな台を持つn次連続微分形式の積分の定
義をするためには、多様体に向きがついていることが必要になるが、Riemann多
様体上のコンパクトな台を持つ連続関数の積分を定義するためには、多様体の向
きは必要ない。

命題 3.1.15 MをRiemann多様体とし、(U ;x1, . . . , xn)をMの局所座標近傍とす
る。U 上定義された µM 可測関数 φが、µM 可積分であるかまたは φ ≥ 0である
とき、 ∫

U

φdµM =

∫

U

φ(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∣∣∣∣ dx1 · · · dxn

が成り立つ。

3.2 余面積公式
積分幾何学の種々の公式を証明するうえで基本的な役割を果たす余面積公式を
示し、その簡単な応用として Fenchelの定理を証明する。

定義 3.2.1 f : M → N を多様体M から多様体N へのC∞級写像とする。x ∈M
に対して、dfx : Tx(M) → Tf(x)(N)が全射になるとき、xを fの正則点と呼ぶ。M
の正則点ではない点を臨界点と呼ぶ。y ∈ N に対して、f(x) = yとなる f の臨界
点 xが存在するとき、yを f の臨界値と呼ぶ。N の臨界値ではない点を正則値と
呼ぶ。

定理 3.2.2 (Sardの定理) U をRn内の開集合とし、f : U → Rpを C∞級写像
とする。f の臨界点の全体を C で表わし、Rpの Lebesgue測度を µで表わすと、
µ(f(C)) = 0が成り立つ。

この講義では上記の Sardの定理の証明は省略する。

定理 3.2.3 f : M → N をRiemann多様体M からRiemann多様体N へのC∞級
写像とする。f の臨界点の全体をCで表わすと、µN(f(C)) = 0が成り立つ。

証明 MとNは可算開基を持っているので、MとNの可算開被覆 {Ui}と {Vi}
を、各 iについて

(1) UiはM の局所座標近傍に含まれる、

(2) V̄iはコンパクトで、N の局所座標近傍に含まれる、

(3) f(Ui) ⊂ Viを満たす
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が成り立つようにとることができる。Ci = C ∩ Uiとおいて、V̄iを含むN の局所
座標近傍を (V ′

i ;x1, . . . , xp)で表わす。V ′
i ⊂ Rpとみなし、Rpの Lebesgue測度を

µと書くことにすると、定理 3.2.2より、µ(f(Ci)) = 0が成り立つ。
∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xp

∣∣∣∣

は V ′
i 上の連続関数になり、V̄i(⊂ V ′

i )はコンパクトだから

A = sup
V̄i

∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xp

∣∣∣∣

が存在する。したがって、命題 3.1.15より、

0 ≤ µN(f(Ci)) ≤ Aµ(f(Ci)) = 0

となり、µN(f(Ci)) = 0。これより、

0 ≤ µN(f(C)) ≤
∑

i

µN(f(Ci)) = 0,

つまり、µN(f(C)) = 0が成り立つ。

定義 3.2.4 m ≥ nとし、f : M → N をm次元 Riemann多様体M から n次元
Riemann多様体N へのC∞級写像とする。x ∈ M に対して補題 1.3.8の J を使っ
て、Jf(x) = Jdfxとおく。

定理 3.2.5 (余面積公式) m ≥ nとする。f : M → N をm次元 Riemann多様体
Mからn次元Riemann多様体NへのC∞級写像とし、φをM上のµM可測関数と

する。このとき、N の元 yに対して
∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)を対応させる関数はN

上のµN可測関数になる。さらに、φJfがM上µM可積分であるか、または φ ≥ 0

のとき、 ∫

N

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y) =

∫

M

φ(x)Jf(x)dµM(x)

が成り立つ。

証明 各 x ∈ M について、V n
x (M)で Tx(M)内の n個の正規直交系全体の成す

Stiefel多様体とし、
V n(M) =

⋃
x∈M

V n
x (M)

とおくと、V n(M)は V n(M) → M を射影とし Stiefel多様体をファイバーとする
ファイバー束の全空間になり、特に V n(M)は多様体になる。

V n(M) → R ; (u1, . . . , un) 7→ |df(u1) ∧ · · · ∧ df(un)|
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は連続関数になり、

Jf(x) = sup{|df(u1) ∧ · · · ∧ df(un)| | (u1, . . . , un) ∈ V n
x (M)}

はM からRへの連続関数になる。したがって、

O = {x ∈M | Jf(x) 6= 0}

はM の開集合になる。特に、Oは µM 可測集合になり、
∫

M

φ(x)Jf(x)dµM(x) =

∫

O

φ(x)Jf(x)dµM(x)

が成り立つ。各 x ∈ Oに対して、陰関数定理より xの局所座標近傍 Uxが存在し、
f(Ux)は f(x)の開近傍になり、f : Ux → f(Ux)はEuclid空間の開集合の積からの
自然な射影とみなすことができる。そこで、f 自身が Euclid空間の開集合の積か
らの自然な射影になっている場合に、まず定理の公式を証明する。
N がRnの開集合になっていて、F がRm−nの開集合でM = N × F となり、

f : M = N × F → N ; (y, t) 7→ y

である場合を考える。y1, . . . , ynをN ⊂ Rnの座標とし、x1, . . . , xmをM = N×F ⊂
Rmの座標とする。ただし、yi ◦ f = xi (1 ≤ i ≤ n)となるようにとっておく。こ
のとき、xn+1, . . . , xmは F の座標になる。φはM 上の可測関数だから、

φ(y, t)

∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

◦ f

もM 上の可測になる。したがって、Fubiniの定理より

y 7→
∫

F

φ(y, t)

∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

◦ fdxn+1 · · · dxm(t)

=

(∫

F

φ(y, t)

∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

dxn+1 · · · dxm(t)

)∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

=

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

) ∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

はN 上の可測関数になり、
∫

M

φ(y, t)

∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

◦ fdx1 · · · dxm

=

∫

N

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

) ∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

dy1 · · · dyn(y)

=

∫

N

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y)
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が成り立つ。各 1 ≤ i ≤ nについて、M = N ×F の接ベクトル ∂

∂xi

をF に接する

成分と直交する成分に分解する。

∂

∂xi

=

(
∂

∂xi

)

F

+

(
∂

∂xi

)

F⊥
.

すると

df

(
∂

∂xi

)
= df

((
∂

∂xi

)

F⊥

)
.

したがって
∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

=

∣∣∣∣df
(

∂

∂x1

)
∧ · · · ∧ df

(
∂

∂xn

)∣∣∣∣
N

=

∣∣∣∣df
((

∂

∂x1

)

F⊥

)
∧ · · · ∧ df

((
∂

∂xn

)

F⊥

)∣∣∣∣
N

.

∂

∂xn+1

, . . . ,
∂

∂xm

は F に接しているので、

∣∣∣∣
∂

∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

=

∣∣∣∣
(

∂

∂x1

)

F⊥
∧ · · · ∧

(
∂

∂xn

)

F⊥
∧ ∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

=

∣∣∣∣
(

∂

∂x1

)

F⊥
∧ · · · ∧

(
∂

∂xn

)

F⊥

∣∣∣∣
M

∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

.

以上の計算と補題 1.3.8より、
∫

M

φ(y, t)

∣∣∣∣
∂

∂xn+1

∧ · · · ∧ ∂

∂xm

∣∣∣∣
M

∣∣∣∣
∂

∂y1

∧ · · · ∧ ∂

∂yn

∣∣∣∣
N

◦ fdx1 · · · dxm

=

∫

M

φ(x)

∣∣∣df
((

∂
∂x1

)
F⊥

)
∧ · · · ∧ df

((
∂

∂xn

)
F⊥

)∣∣∣
N∣∣∣

(
∂

∂x1

)
F⊥
∧ · · · ∧

(
∂

∂xn

)
F⊥

∣∣∣
M

dµM(x)

=

∫

M

φJfdµM

が成り立つ。したがって、
∫

N

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y) =

∫

M

φJfdµM
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を得る。これで f がEuclid空間の開集合の積からの自然な射影になっている場合
に、定理の証明ができた。
一般の場合にもどる。各 x ∈ Oに対して、xの局所座標近傍Uxが存在し、f(Ux)

は f(x)の開近傍になり、f : Ux → f(Ux)は Euclid空間の開集合の積からの自然
な射影とみなすことができる。そこで、このような開集合を Oの各点でとると、
{Ux}x∈OはOの開被覆になる。M は可算開基を持つので、Oも可算開基を持つ。
したがってOの開被覆 {Ux}x∈Oから可算個 {Uk}をとり、{Uk}がOの開被覆にな
るようにできる。{Uk}に付随する単位の分割 {ψk}をとる。f の Ukへの制限を

fk : Uk → Vk = f(Uk)

で表わすことにして、すでに示したことを ψkφに適用すると、

y 7→
∫

f−1
k (y)

(ψkφ)(x)dµf−1
k (y)(x)

は Vk上の µN 可測関数になり、∫

Vk

(∫

f−1
k (y)

(ψkφ)(x)dµf−1
k (y)(x)

)
dµVk

(y) =

∫

Uk

ψkφJfdµUk
.

よって

y 7→
∑

k

∫

f−1
k (y)

(ψkφ)(x)dµf−1
k (y)(x)

はN 上の µN 可測関数になる。各 yについて {ψk|f−1(y)}は f−1(y)の単位の分割に
なるので、

∑

k

∫

f−1
k (y)

(ψkφ)(x)dµf−1
k (y)(x) =

∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

となる。これより

y 7→
∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

はN 上の µN 可測関数になる。φJf がM 上 µM 可積分のときは Lebesgueの有界
収束定理を使い、φ ≥ 0のときは Lebesgueの単調収束定理を使うと、

∫

M

φJfdµM =
∑

k

∫

Uk

ψkφJfdµUk

=
∑

k

∫

Vk

(∫

f−1
k (y)

(ψkφ)(x)dµf−1
k (y)(x)

)
dµVk

(y)

=

∫

N

(∑

k

∫

f−1
k (y)

(ψkφ)(x)dµf−1
k (y)(x)

)
dµN(y)

=

∫

N

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y)
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となり、 ∫

M

φJfdµM =

∫

N

(∫

f−1(y)

φ(x)dµf−1(y)(x)

)
dµN(y)

を得る。

系 3.2.6 定理 3.2.5においてm = nの場合、N の元 yに対して
∑

x∈f−1(y)

φ(x)を対

応させる関数はN 上の µN 可測関数になる。さらに、

∫

N


 ∑

x∈f−1(y)

φ(x)


 dµN(y) =

∫

M

φ(x)Jf(x)dµM(x)

が成り立つ。

注意 3.2.7 系3.2.6を適用する際に、次のことに注意しておくと、右辺の
∫

M

φJfdµM

の計算が簡単になる。系 1.3.10より、M の局所座標近傍 (U ;x1, . . . , xn)において

∫

U

φJfdµM =

∫
φ

∣∣∣∣df
(

∂

∂x1

)
∧ · · · ∧ df

(
∂

∂xn

)∣∣∣∣ dx1 · · · dxn.

したがってMの接ベクトル空間の正規直交基底をとる必要はない。他方、Nの接
ベクトル空間の正規直交基底 e1, . . . , enをとって、x ∈ U に対して f(x)での変換
行列 F (x)を [

df

(
∂

∂x1

)
· · · df

(
∂

∂xn

)]
= [e1 · · · en]F (x)

で定めると、 ∣∣∣∣df
(

∂

∂x1

)
∧ · · · ∧ df

(
∂

∂xn

)∣∣∣∣ = | detF (x)|

となり、 ∫

U

φJfdµM =

∫
φ(x)| detF (x)|dx1 · · · dxn.

命題 3.2.8 (Archimedes) r > 0に対して、

Sk(r) = {x ∈ Rk+1 | |x| = r}

とおくと、写像

f : S1(r)× (−r, r) 7→ S2(r)

; (r cos θ, r sin θ, t) 7→ (
√
r2 − t2 cos θ,

√
r2 − t2 sin θ, t)

は面積保存写像になる。
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注意 3.2.9 命題 3.2.8の 2次元球面の面積保存写像は n次元球面の場合に拡張で
きる (命題 3.2.11)。

証明 R3の標準的正規直交基底を e1, e2, e3とする。f の微分写像を計算するた
めに定義域の接ベクトル空間の基底を求めておこう。S1(r)の接ベクトル ∂/∂θと
(−r, r)の接ベクトル ∂/∂tを合わせたものがS1(r)× (−r, r)の接ベクトル空間の基
底になる。

∂

∂θ
=

∂

∂θ
(r cos θ, r sin θ, t) = (−r sin θ, r cos θ, 0),

∂

∂t
=

∂

∂t
(r cos θ, r sin θ, t) = (0, 0, 1).

これらは直交するので、命題 1.3.7より
∣∣∣∣
∂

∂θ
∧ ∂

∂t

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∂

∂θ

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
∂

∂t

∣∣∣∣ = r

が成り立つ。これらの接ベクトルの微分写像 df による像は次のようになる。

df

(
∂

∂θ

)
=

∂f

∂θ
= (−

√
r2 − t2 sin θ,

√
r2 − t2 cos θ, 0),

df

(
∂

∂t

)
=

∂f

∂t
= (−(r2 − t2)−1/2t cos θ,−(r2 − t2)−1/2t sin θ, 1).

これらは直交するので、命題 1.3.7より
∣∣∣∣df

(
∂

∂θ

)
∧ df

(
∂

∂t

)∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣df
(
∂

∂θ

)∣∣∣∣
2

·
∣∣∣∣df

(
∂

∂t

)∣∣∣∣
2

= (r2 − t2)

(
t2

r2 − t2
+ 1

)
= r2

が成り立つ。以上より

Jf =

∣∣df (
∂
∂θ

) ∧ df (
∂
∂t

)∣∣
∣∣ ∂
∂θ
∧ ∂

∂t

∣∣ =
r

r
= 1

となり f は面積を保つ。

例 3.2.10 命題 3.2.8の面積保存写像 f を使うと

A(S2(r)) =

∫

S2(r)

1dµ =

∫

S1(r)×(−r,r)

1dµ = 2πr · 2r = 4πr2

によって 2次元球面 S2(r)の面積を求めることができる。
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命題 3.2.11 r > 0に対して、

Dk(r) = {x ∈ Rk | |x| < r}

とおくと、写像

f : S1(r)×Dn−1(r) 7→ Sn(r)

; (r cos θ, r sin θ, x) 7→ (
√
r2 − |x|2 cos θ,

√
r2 − |x|2 sin θ, x)

は n次元体積保存写像になる。

証明 S1(r) × Dn−1(r)と Sn(r)はどちらもRn+1に含まれているとみなせる。
Rn+1の最初の二つの成分にSO(2)が作用し残りの成分にSO(n− 1)が作用するこ
とで、SO(2)×SO(n− 1)はRn+1に作用する。この作用に関してS1(r)×Dn−1(r)

と Sn(r)はどちらも不変になる。さらにこれらの作用は等長的になる。SO(2) ×
SO(n − 1)の作用で移り合う点における Jf の値は等しい。S1(r) ×Dn−1(r)の任
意の点は SO(2) × SO(n − 1)の作用で (r, 0, s, 0, . . . , 0) (0 ≤ s < r)という形の点
に移るので、この点における Jf を計算すればよい。

Rn+1の標準的正規直交基底を e1, . . . , en+1とする。f の微分写像を計算するた
めに定義域の接ベクトル空間の基底を求めておこう。S1(r)の接ベクトル ∂/∂θ|θ=0

とDn−1(r)の接ベクトル e3, . . . , en+1を合わせたものが S1(r)×Dn−1(r)の接ベク
トル空間の基底になる。

∂

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

=
∂

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

(r cos θ, r sin θ, s, 0, . . . , 0) = (0, r, 0, . . . , 0)

と e3, . . . , en+1は互いに直交するので、命題 1.3.7より
∣∣∣∣
∂

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

∧ e3 ∧ · · · ∧ en+1

∣∣∣∣ = r · |e3| · · · |en+1| = r

が成り立つ。これらの接ベクトルの微分写像 df による像は次のようになる。

df

(
∂

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

)
=

∂f

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

= (0,
√
r2 − s2, 0, . . . , 0) =

√
r2 − s2e2,

df(e3) =
∂f

∂t

∣∣∣∣
t=0

(
√
r2 − (s+ t)2, 0, s+ t, 0, . . . , 0)

= (−(r2 − s2)−1/2s, 0, 1, 0, . . . , 0)

= −(r2 − s2)−1/2se1 + e3

となり 4 ≤ i ≤ n+ 1のときは

df(ei) =
df

dt

∣∣∣∣
t=0

(
√
r2 − (s2 + t2), 0, s, 0, . . . ,

i
^

t , . . . , 0) = ei.
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これらは直交するので、命題 1.3.7より
∣∣∣∣df

(
∂

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

)
∧ df(e3) ∧ · · · ∧ df(en+1)

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣df
(
∂

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

)∣∣∣∣
2

· |df(e3)|2 · · · |df(en+1)|2

= (r2 − s2)

(
s2

r2 − s2
+ 1

)
= r2

が成り立つ。以上より

Jf =

∣∣df (
∂
∂θ

∣∣
θ=0

) ∧ df(e3) ∧ · · · ∧ df(en+1)
∣∣

∣∣ ∂
∂θ

∣∣
θ=0

∧ e3 ∧ · · · ∧ en+1

∣∣ =
r

r
= 1

となり f は体積を保つ。

例 3.2.12 ωn = vol(Sn−1(1)), κn = vol(Dn(1)) とおくと

vol(Sn−1(r)) = ωnr
n−1, vol(Dn(r)) = κnr

n

が成り立つ。n ≥ 2のとき、写像 f : Dn(1) → [0, 1] ; x 7→ |x|に余面積公式 (定理
3.2.5)を適用する。Jf = 1となるので、

vol(Dn(1)) =

∫ 1

0

vol(Sn−1(r))dr

を得る。したがって、

κn = vol(Dn(1)) =

∫ 1

0

vol(Sn−1(r))dr =

∫ 1

0

ωnr
n−1dr =

[ωn

n
rn

]1

0
=
ωn

n
.

さらに命題 3.2.11より

ωn+1 = vol(Sn(1)) = vol(S1(1))vol(Dn−1(1)) = 2πκn−1.

これらの関係式と

ω1 = vol(S0(1)) = 2, κ1 = vol(D1(1)) = 2,

ω2 = vol(S1(1)) = 2π, κ2 = vol(D2(1)) = π

より帰納的に ωnと κnを計算することができる。

例 3.2.13

Sn−1
+ = {u ∈ Sn−1(1) | 0 ≤ u1}

とおくと次の等式が成り立つ。
∫

Sn−1
+

u1dµ(u) = vol(Dn−1(1)) = κn−1.
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証明 写像 f : Sn−1
+ → Dn−1(1)をRnから {0} ×Rn−1 = Rn−1への直交射影 P

の Sn−1
+ への制限とする。すると f は全単射になりさらに微分同型写像になる。f

は線形写像P の制限だから、fの微分写像もP の接ベクトル空間への制限になる。
Sn−1

+ の単位法ベクトルを eで表わし {0} ×Rn−1の単位法ベクトルを e1で表わす
と例 1.3.9より Jf = |〈e, e1〉| = u1が成り立つ。f : Sn−1

+ → Dn−1(1)と Sn−1
+ 上恒

等的に 1に等しい関数に余面積公式 (系 3.2.6)を適用すると次の等式を得る。
∫

Sn−1
+

u1dµ(u) =

∫

Sn−1
+

Jfdµ(u) = vol(Dn−1(1)).

定義 3.2.14 平面曲線とは区間上定義された平面R2への微分が消えないC∞級写
像である。平面曲線はR2の部分多様体とみなすことができる。c : I → R2を平面
曲線とする。t0 ∈ Iを一つとり固定する。

s(t) =

∫ t

t0

∣∣∣∣
dc

dt

∣∣∣∣ dt

によって I上の関数 s(t)を定める。s(t)は曲線 cの c(t0)から c(t)までの向きを付
けた長さになる。これをパラメータ tで微分すると

ds

dt
=

∣∣∣∣
dc

dt

∣∣∣∣ > 0

が成り立つ。これより s(t)は単調増加関数になり、逆関数 t = t(s)が存在する。
t(s)もC∞級になる。これにより、

c̄(s) = c(t(s))

とおいて、曲線のパラメータを sにとりかえることができる。sを曲線の弧長パラ
メータという。

dc̄

ds
=
dc

dt

dt

ds
=
dc

dt

/
ds

dt
=
dc

dt

/∣∣∣∣
dc

dt

∣∣∣∣
となるので、長さは 1になる。すなわち、曲線の弧長パラメータによる速度ベク
トルは単位ベクトルになる。曲線のパラメータは通常弧長パラメータ sを使うこ
とにして、最初から c(s)と表わすことにする。c(s) = (x(s), y(s))と表わすと

e(s) = c′(s) = (x′(s), y′(s))

は単位ベクトルになる。e(s)を反時計回りに π/2回転させた単位ベクトルを

n(s) = (−y′(s), x′(s))

で表わす。c′(s)は長さ 1なので、

〈c′(s), c′(s)〉 = 1
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となる。両辺を sで微分すると、

2〈c′′(s), c′(s)〉 = 0

を得る。すなわち、c′′(s)は c′(s) = e(s)に直交する。したがって、c′′(s)はn(s)に
比例することになり、ある κ(s)が存在し c′′(s) = κ(s)n(s)が成り立つ。κ(s)を曲
線 c(s)の曲率という。

(x′′(s), y′′(s)) = c′′(s) = κ(s)n(s) = κ(s)(−y′(s), x′(s))

となるので、

n′(s) = (−y′′(s), x′′(s)) = (−κ(s)x′(s),−κ(s)y′(s)) = −κ(s)e(s).

以上より、
e′(s) = κ(s)n(s), n′(s) = −κ(s)e(s)

を得る。

定理 3.2.15 (Fenchel) cを平面閉曲線とする。cの弧長パラメーターを sで表わ
し、曲率を κ(s)で表わす。このとき、

2π ≤
∫

c

|κ(s)|ds

が成り立つ。

証明 R2内の 1次元部分ベクトル空間全体が成す 1次元実射影空間をP 1(R)で
表わす。P 1(R)の元

{(x, y) ∈ R2 | x cos θ + y sin θ = 0}

に θを対応させると、θはP 1(R)の局所座標系になる。dθ⊗ dθはP 1(R)全体で定
義されるRiemann計量になる。このとき、長さは L(P 1(R)) = πとなることに注
意しておく。
曲線 cの点 c(s)に対して、c(s)での接線をR2の原点を通るように平行移動した
ものを対応させる写像を gで表わすと、g : c→ P 1(R)はC∞級写像になる。c上
恒等的に 1に等しい関数と gに余面積公式 (系 3.2.6)を適用すると、

∫

P 1(R)

#(g−1(l))dµP 1(R)(l) =

∫

c

Jgdµc

を得る。ただし、#Xは集合Xの元の個数を表わす。接線を定める単位法ベクト
ルはn(s)になるので、n(s) = (cos θ(s), sin θ(s))と表わすと g(s) = θ(s)とみなす
ことができる。

Jg =

∣∣∣∣
dθ

ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
d

ds
(cos θ(s), sin θ(s))

∣∣∣∣ = |n′(s)| = |κ(s)|
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となるので、 ∫

P 1(R)

#(g−1(l))dµP 1(R)(l) =

∫

c

|κ(s)|ds.

各 l ∈ P 1(R)に対して cを lに平行な直線ではさむことにより、#(g−1(l)) ≥ 2と
なることがわかる。したがって

∫

c

|κ(s)|ds ≥ 2vol(P 1(R)) = 2π.

注意 3.2.16 定理 3.2.15の証明方法を Euclid空間内のコンパクト部分多様体に適
用すると、被積分関数は高さの関数の臨界点の個数になるので、Morse理論より
位相不変量で下から評価することができる。これがChern-Lashofの定理の証明の
概略である。
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この章では、R2の直線の全体L(R2)の元を使って、平面図形に関する幾何学を展開
をする。そのために、この節ではL(R2)にRiemann計量を定める。このRiemann

計量を使って、平面単純閉曲線の囲む領域の面積を L(R2)上の積分で表す。

4.1 平面直線の全体
例 4.1.1 R2の直線の全体を L(R2)で表す。実数の組 (r, θ)に対して L(R2)の元
l(r, θ)を

l(r, θ) = {(x, y) ∈ R2 | x cos θ + y sin θ = r}
とおいて、写像

l : R2 → L(R2) ; (r, θ) 7→ l(r, θ)

を定義する。このとき次の (1)～(3)が成り立つ。

(1) lは全射になる。

(2) L(R2)は写像 lに関する商位相についてHausdorff位相空間になる。

(3) t ∈ Rに対して、

Ot = {(r, θ) ∈ R2 | r ∈ R, t < θ < t+ π}
Ut = l(Ot)

φt : Ut → R2 ; l(r, θ) 7→ (r, θ) ((r, θ) ∈ Ot)

とおく。すると (L(R2), {(U0, φ0), (Uπ/2, φπ/2)})は 2次元多様体になる。

証明 (1) R2の任意の直線の定義方程式は

x cos θ + y sin θ = r

とHesseの標準形にすることができるので、lは全射になる。
(2) lの定め方から、l(r, θ) = l(r′, θ′)となるための必要十分条件は、r′ = r, θ′ ∈

θ+2πZまたは r′ = −r, θ′ ∈ θ+π+2πZである。L(R2)の相異なる l1と l2をとる。
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l1 = l(r1, θ1), l2 = l(r2, θ2)となるように r1, θ1, r2, θ2を選ぶ。さらに θ0 < θ1, θ2 <

θ0 + πを満たす θ0をとることができる。このとき

O = R× (θ0, θ0 + π)

とおくと、OはR2の開集合になる。Oは Hausdorff位相空間だから (r1, θ1)の開
近傍 V1と (r2, θ2)の開近傍 V2で V1 ∩ V2 = ∅となるものが存在する。l(V1)と l(V2)

は L(R2)において l1と l2の開近傍になり、しかも l(V1) ∩ l(V2) = ∅が成り立つ。
したがって L(R2)はHausdorff位相空間になる。

(3) 今までの議論から Utが L(R2)の開集合になること、L(R2)が {Ut}の合併
になること、φt : Ut → φt(Ut)が位相同型になることはすぐにわかる。あとは
φπ/2 ◦ φ−1

0 : φ0(U0 ∩ Uπ/2) → φπ/2(U0 ∩ Uπ/2)が微分同型写像になることを示せば
よい。

U0 ∩ Uπ/2 = {l(r, θ) | 0 < θ < π/2またはπ/2 < θ < π}
となるので、

φ0(U0 ∩ Uπ/2) = {(r, θ) | 0 < θ < π/2またはπ/2 < θ < π}
φπ/2(U0 ∩ Uπ/2) = {(r, θ) | π/2 < θ < πまたはπ < θ < 3π/2}.

0 < θ < π/2のとき

φπ/2φ
−1
0 (r, θ) = φπ/2(l(r, θ)) = φπ/2(l(−r, θ + π)) = (−r, θ + π).

π/2 < θ < πのとき

φπ/2φ
−1
0 (r, θ) = φπ/2(l(r, θ)) = (r, θ).

したがって φπ/2 ◦ φ−1
0 : φ0(U0 ∩ Uπ/2) → φπ/2(U0 ∩ Uπ/2)は微分同型写像になる。

(Ut, φt)はすべての t ∈ Rに対してL(R2)の局所座標近傍になる。これを (Ut; rt, θt)

と表して、局所座標系 rt, θtを使う。特に tを明記する必要がないときは、単に r, θ

で表す。L(R2)は向きづけ不可能であることに注意しておく。
各 t ∈ Rに対して Ut上

gt = drt ⊗ drt + dθt ⊗ dθt

によってRiemann計量を定める。L(R2)における局所座標系の変換は、

rt′ = (−1)mrt, θt′ = θt + nπ (m,nは整数)

となるので、Ut ∩ Ut′ 上 gt = gt′ となる。したがって、{(Ut, gt)}は L(R2)上の
Riemann計量を定める。
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R2の向きを保つ等長変換の全体をM(R2)で表す。M(R2)の任意の元は

T (φ, u1, u2) :

[
x1

x2

]
7→

[
cosφ sinφ

− sinφ cosφ

][
x1

x2

]
+

[
u1

u2

]

と表すことができ、φ, u1, u2はM(R2)の局所座標系になる。したがって、M(R2)

はR2の Lie変換群になる。

T (φ, u1, u2)l(r, θ) = l(r + u1 cos(θ − φ) + u2 sin(θ − φ), θ − φ)

となるので、M(R2)の元はR2の直線を直線に写し、さらに、M(R2)はL(R2)の
Lie変換群になる。上の等式から変換 T (φ, u1, u2)の L(R2)への作用の微分写像を
求めることができる。

d(T (φ, u1, u2))

(
∂

∂r

)
=

∂

∂r
,

d(T (φ, u1, u2))

(
∂

∂θ

)
= (−u1 sin(θ − φ) + u2 cos(θ − φ))

∂

∂r
+

∂

∂θ
.

これより d(T (φ, u1, u2))は等長線形写像にならない。ところが、

d(T (φ, u1, u2))

(
∂

∂r

)
∧ d(T (φ, u1, u2))

(
∂

∂θ

)
=

∂

∂r
∧ ∂

∂θ

は成り立ち、d(T (φ, u1, u2))は正規直交基底の外積を正規直交基底の外積に写すこ
とがわかる。したがって、T (φ, u1, u2)は L(R2)の面積保存変換になる。

定義 4.1.2 R2の有界開集合Bに対して

D(B) = {l ∈ L(R2) | B ∩ l 6= ∅}

とおく。D(B)はL(R2)の開集合になる。したがって、Fubiniの定理より、各整数
kについてD(B)上の関数

D(B) → [0,∞] ; l 7→ L(B ∩ l)k

は可測関数になる。そこで

Ik(B) =

∫

D(B)

L(B ∩ l)kdµ(l)

によって積分 Ik(B)を定義する。

次の I1(B)を表す等式は後で等周不等式 (定理 4.1.4)の証明をする際に必要に
なる。
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命題 4.1.3 R2の有界開集合Bに対して

I1(B) = πA(B)

が成り立つ。

証明 L(R2)の局所座標系 r, θの内で、θを固定して関数L(B ∩ l)の rによる積
分を考えると、 ∫

L(B ∩ l(r, θ))dr = A(B)

となる。したがって

I1(B) =

∫

D(B)

L(B ∩ l)dµ(l) =

∫ π

0

∫
L(B ∩ l(r, θ))drdθ = πA(B).

定理 4.1.4 (等周不等式) R2内の凸閉曲線 cが囲む領域をBで表すと、

4πA(B) ≤ L(c)2

が成り立つ。さらに等号が成立するのは、cが円の場合に限る。

証明 cにR2から定まる誘導 Riemann計量を入れ、開区間 (0, π)にRから定
まる誘導Riemann計量を入れておく。M = c × (0, π)に積Riemann計量を入れ、
2次元Riemann多様体とみる。写像 p : M → L(R2)を p(c(s), φ)が点 c(s)を通り
dc

ds
とBの内部に向かって角度 φで交わる直線になるように定める。このとき

M → R ; (c(s), φ) 7→ L(B ∩ p(c(s), φ))

は連続関数になる。そこで、M2 = M ×M の局所座標系を (s1, φ1, s2, φ2)で表し、
積分

I =

∫

M2

(L(B ∩ p(c(s1), φ1)) sinφ2 − L(B ∩ p(c(s2), φ2)) sinφ1)
2dµM2 ≥ 0

について考える。

I =

∫

M2

L(B ∩ p(c(s1), φ1))
2 sin2 φ2dµM2

−2

∫

M2

L(B ∩ p(c(s1), φ1)) sinφ1L(B ∩ p(c(s2), φ2)) sinφ2dµM2

+

∫

M2

L(B ∩ p(c(s2), φ2))
2 sin2 φ1dµM2

=

∫

M

L(B ∩ p(c(s1), φ1))
2dµM

∫

M

sin2 φ2dµM

−2

∫

M

L(B ∩ p(c(s1), φ1)) sinφ1dµM

∫

M

L(B ∩ p(c(s2), φ2)) sinφ2dµM

+

∫

M

L(B ∩ p(c(s2), φ2))
2dµM

∫

M

sin2 φ1dµM .
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ここで、
∫

M

L(B ∩ p(c(s), φ))2dµM =

∫ L(c)

0

∫ π

0

L(B ∩ p(c(s), φ))2dφds

となり、x2 =

∫ x

0

2rdrと極座標表示による積分の変数変換を使うと

∫ π

0

L(B ∩ p(c(s), φ))2dφ =

∫ π

0

∫ L(B∩p(c(s),φ))

0

2rdrdφ = 2A(B)

を得る。したがって
∫

M

L(B ∩ p(c(s), φ))2dµM = 2L(c)A(B)

が成り立つ。次に
∫

M

sin2 φdµM =

∫ L(c)

0

∫ π

0

sin2 φdφds

となり、 ∫ π

0

sin2 φdφ =
1

2

∫ π

0

(1− cos 2φ)dφ =
π

2

を得る。したがって ∫

M

sin2 φdµM =
π

2
L(c)

が成り立つ。もう一つの積分
∫

M

L(B ∩ p(c(s), φ)) sinφdµM

を考えるために、M 上の連続関数L(B ∩ p(c(s), φ))と写像 p : M → L(R2)に定理
3.2.5を適用する。

∫

M

L(B ∩ p(c(s), φ))JpdµM =

∫

L(R2)

∑

x∈p−1(l)

L(B ∩ p(x))dµL(R2)(l)

=

∫

D(B)

#(p−1(l))L(B ∩ l)dµL(R2)(l).

ここで、各 l ∈ D(B)に対して#(p−1(l)) = 2となるので、命題 4.1.3の結果より、
∫

M

L(B ∩ p(c(s), φ))JpdµM = 2πA(B).

次に Jpを計算する。
dc

ds
= (cosψ(s), sinψ(s))
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と表すことにすると

p(c(s), φ)

= l
(
0, ψ(s) + φ− π

2

)
+ c(s)

= T (0, c1(s), c2(s))l
(
0, ψ(s) + φ− π

2

)

= l
(
c1(s) cos

(
ψ(s) + φ− π

2

)
+ c2(s) sin

(
ψ(s) + φ− π

2

)
, ψ(s) + φ− π

2

)

したがって、
ξ = ψ(s) + φ− π

2

とおくと

dp

(
∂

∂s

)
=

{
dc1
ds

cos ξ +
dc2
ds

sin ξ − c1(s) sin ξ
dψ

ds
+ c2(s) cos ξ

dψ

ds

}
∂

∂r
+
dψ

ds

∂

∂θ
,

dp

(
∂

∂φ

)
= {−c1(s) sin ξ + c2(s) cos ξ} ∂

∂r
+

∂

∂θ
.

ここで、
∂

∂r
,
∂

∂θ
はL(R2)の接ベクトル空間の正規直交基底だから、注意 3.2.7の

計算法を使うと、
∣∣∣∣dp

(
∂

∂s

)
∧ dp

(
∂

∂φ

)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣
det



dc1
ds

cos ξ +
dc2
ds

sin ξ − c1 sin ξ
dψ

ds
+ c2 cos ξ

dψ

ds
−c1 sin ξ + c2 cos ξ

dψ

ds
1




∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
dc1
ds

cos ξ +
dc2
ds

sin ξ

∣∣∣∣
=

∣∣∣cosψ(s) cos
(
ψ(s) + φ− π

2

)
+ sinψ(s) sin

(
ψ(s) + φ− π

2

)∣∣∣
=

∣∣∣cos
(
φ− π

2

)∣∣∣
= | sinφ|
= sinφ.

となり、
∫

M

L(B ∩ p(c(s), φ))JpdµM =

∫

M

L(B ∩ p(c(s), φ)) sinφdµM .

以上で ∫

M

L(B ∩ p(c(s), φ)) sinφdµM = 2πA(B)
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となることがわかった。したがって

I = 2 · 2L(c)A(B)
π

2
L(c)− 2(2πA(B))2 = 2πA(B){L(c)2 − 4πA(B)}

が成り立ち、
L(c)2 − 4πA(B) ≥ 0.

等号が成り立つための必要十分条件は、I = 0だから、M2上で

L(B ∩ p(c(s1), φ1)) sinφ2 − L(B ∩ p(c(s2), φ2)) sinφ1 = 0

が成り立つことである。これは関数 L(B ∩ p(c(s), φ))/ sinφがM 上一定値をとる
ことになる。このような曲線が円に限られることを証明するためには、曲線の極
座標による表示 r(φ)が

r(φ)

sinφ
= C (C :定数)

を満たすとき、円になることを示せば十分である。r(φ) = C sinφとなるので、曲
線の直交座標系による表示は

(C sinφ cosφ,C sin2 φ) =

(
C

2
sin 2φ,

C

2
(2 sin2 φ− 1) +

C

2

)

=

(
C

2
sin 2φ,−C

2
cos 2φ+

C

2

)

となる。これより、曲線は中心 (0, C/2)で半径C/2の円になる。

4.2 Croftonの公式
平面曲線と直線との交点数を L(R2)上の関数とみて積分すると、その積分値は

その曲線の長さの 2倍に一致するというCroftonの公式を証明する。

定理 4.2.1

I(R2 × L(R2)) = {(x, l) ∈ R2 × L(R2) | x ∈ l}
とおくと、I(R2 ×L(R2))はR2 ×L(R2)の 3次元正規部分多様体になる。さらに

i : R2 × P 1(R) → I(R2 × L(R2)) ; (x, l) 7→ (x, l + x)

によって iを定めると、iは微分同型写像になる。

証明 R2の座標系 x1, x2と L(R2)の局所座標系 r, θを合わせた x1, x2, r, θを積
多様体R2 × L(R2)の局所座標系として使う。R2 × L(R2)の元が I(R2 × L(R2))

に含まれるための必要十分条件をこの局所座標系を使って表すと、

x1 cos θ + x2 sin θ = r
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となる。そこで
F (x1, x2, r, θ) = x1 cos θ + x2 sin θ − r

とおくと
[
∂F

∂x1

∂F

∂x2

∂F

∂r

∂F

∂θ

]
= [cos θ sin θ − 1 − x1 sin θ + x2 cos θ]

となり、この行列の階数はすべての点で 1だから、I(R2 × L(R2))はR2 × L(R2)

の 3次元正規部分多様体になる。
次に iが微分同型写像になることを示す。

i(u1, u2, l(0, θ)) = (u1, u2, T (0, u1, u2)l(0, θ))

= (u1, u2, l(u1 cos θ + u2 sin θ, θ))

となるので、iはR2×L(R2)へのC∞級写像になる。したがって、iは I(R2×L(R2))

への C∞級写像にもなる。iの定め方より、iは全単射になることがわかる。上の
iの表示より、

di(u1,u2,l(0,θ))

(
∂

∂x1

)
=

∂

∂x1

+ cos θ
∂

∂r

di(u1,u2,l(0,θ))

(
∂

∂x2

)
=

∂

∂x2

+ sin θ
∂

∂r

di(u1,u2,l(0,θ))

(
∂

∂θ

)
= (−u1 sin θ + u2 cos θ)

∂

∂r
+

∂

∂θ

となり、R2×P 1(R)の接ベクトル空間の基底
∂

∂x1

,
∂

∂x2

,
∂

∂θ
とR2×L(R2)の接ベ

クトル空間の基底
∂

∂x1

,
∂

∂x2

,
∂

∂r
,
∂

∂θ
に関する iの微分写像 diの表現行列は




1 0 0

0 1 0

cos θ sin θ −u1 sin θ + u2 cos θ

0 0 1


 .

この行列の階数はすべての点で 3になることがわかる。以上より、iは微分同型写
像になる。

定理 4.2.2 (Croftonの公式) R2内の曲線 cに対して
∫

L(R2)

#(c ∩ l)dµ(l) = 2L(c)

が成り立つ。
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折れ線近似による証明 曲線を折れ線で近似すると曲線の長さも折れ線の長さ
で近似される。折れ線は線分の合併になり折れ線の長さは線分の長さの和になる。
そこで cが線分の場合にCroftonの公式を示し、次に cが折れ線の場合を示し、最
後に cが一般の曲線の場合を証明する。
c = [0, L(c)] × {0} ⊂ R2 とする。直線が cと交わるときの交点の数は 1にな

るので、l(r, θ)が cと交わる r, θの条件を求めればCroftonの公式の積分を計算す
ることができる。−π/2 ≤ θ ≤ π/2の範囲を θが動くようにすると、rの条件は
0 ≤ r ≤ L(c) cos θになる。したがって、交点数の積分は次のようになる。

∫ π/2

−π/2

∫ L(c) cos θ

0

1drdθ =

∫ π/2

−π/2

L(c) cos θdθ = 2L(c).

したがって cが x軸上の線分の場合にCroftonの公式が成り立つことがわかった。
平面の任意の線分は等長変換によって x軸に移すことができ、L(R2)上の測度は
平面の等長変換の作用によって不変なので、平面の任意の線分に対してCroftonの
公式が成り立つ。
次に cが線分 c1, . . . , ckからなる折れ線の場合を考える。

∫

L(R2)

#(c ∩ l)dµ(l) =

∫

L(R2)

#

(
k⋃

i=1

ci ∩ l
)
dµ(l) =

∫

L(R2)

k∑
i=1

#(ci ∩ l)dµ(l)

=
k∑

i=1

∫

L(R2)

#(ci ∩ l)dµ(l) =
k∑

i=1

2L(ci) = 2L(c).

ここで、等式

#

(
k⋃

i=1

ci ∩ l
)

=
k∑

i=1

#(ci ∩ l)

は直線 lが ciの端点を通らないときに成り立つが、lが ciの端点を通るときには成
り立たない。ciの端点を通る lの全体は 1次元になりL(R2)の測度に関して測度 0

になるので、積分の等式

∫

L(R2)

#

(
k⋃

i=1

ci ∩ l
)
dµ(l) =

∫

L(R2)

k∑
i=1

#(ci ∩ l)dµ(l)

は成り立つ。
最後に cが一般の曲線の場合を証明する。cを弧長に関して i等分した点を結ん

で得られる折れ線を diで表すと、 lim
i→∞

L(di) = L(c)が成り立つ。直線 lと二点を結

ぶ曲線との交点数は同じ二点を結ぶ線分との交点数以上になるので、

#(d2i ∩ l) ≤ #(d2i+1) ≤ · · · ≤ #(c ∩ l)
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となる。さらに、cと lがトランスバーサルに交わるとき、#(d2i ∩ l)は#(c∩ l)に
単調収束する。cとトランスバーサルに交わらない lの全体はL(R2)の測度に関し
て測度 0になるので、Lebesgueの単調収束定理と上で示したことより

∫

L(R2)

#(c ∩ l)dµ(l) = lim
i→∞

∫

L(R2)

#(d2i ∩ l)dµ(l) = lim
i→∞

2L(d2i) = 2L(c)

が成り立つ。

別証明
I(c) = {(x, l) ∈ I(R2 × L(R2)) | x ∈ c}

とおく。定理 4.2.1の微分同型写像 iを使うと、

i−1(I(c)) = c× P 1(R)

となるので、これはR2×P 1(R)の 2次元部分多様体になる。したがって、I(c)は
I(R2 × L(R2))の 2次元部分多様体になる。

πL : I(c) → L(R2) ; (x, l) 7→ l

によって写像 πLを定義すると、πLは、包含写像 I(c) → R2 × L(R2)と第二成分
への射影R2 × L(R2) → L(R2)との合成になるので、C∞級写像になる。そこで
I(c)上恒等的に 1に等しい関数とこの写像 πLに定理 3.2.5を適用すると

∫

L(R2)

#(π−1
L (l))dµ(l) =

∫

I(c)

JπLdµ

を得る。ここで

π−1
L (l) = {(x, l) | x ∈ l, x ∈ c} = (c ∩ l)× {l}

だから、#(π−1
L (l)) = #(c ∩ l)となり、

∫

L(R2)

#(c ∩ l)dµ(l) =

∫

I(c)

JπLdµ.

以下で上の等式の右辺を計算する。そのために、まずπLの微分写像 dπLを求める。
曲線 cの弧長パラメーター sと P 1(R)の元 l(0, θ)のパラメーター θを使うと、s, θ
は c× P 1(R)の局所座標系になる。定理 4.2.1の証明中に示した iの微分写像の公
式を使うと、c× P 1(R)において

∂

∂s
=
dc1
ds

∂

∂x1

+
dc2
ds

∂

∂x2



64 第 4章 平面における交叉積分公式

だから、

di

(
∂

∂s

)
=

dc1
ds

∂

∂x1

+
dc2
ds

∂

∂x2

+

(
dc1
ds

cos θ +
dc2
ds

sin θ

)
∂

∂r

di

(
∂

∂θ

)
= (−c1(s) sin θ + c2(s) cos θ)

∂

∂r
+

∂

∂θ

となり、これらは I(c)の接ベクトル空間の基底になる。

dπLdi

(
∂

∂s

)
=

(
dc1
ds

cos θ +
dc2
ds

sin θ

)
∂

∂r

dπLdi

(
∂

∂θ

)
= (−c1(s) sin θ + c2(s) cos θ)

∂

∂r
+

∂

∂θ
.

ここで、
∂

∂r
,
∂

∂θ
はL(R2)の接ベクトル空間の正規直交基底だから、注意 3.2.7の

計算法を使うと、
∣∣∣∣dπLdi

(
∂

∂s

)
∧ dπLdi

(
∂

∂θ

)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
det



dc1
ds

cos θ +
dc2
ds

sin θ −c1(s) sin θ + c2(s) cos θ

0 1




∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
dc1
ds

cos θ +
dc2
ds

sin θ

∣∣∣∣

となり、 ∫

I(c)

JπLdµ =

∫

c

∫ π

0

∣∣∣∣
dc1
ds

cos θ +
dc2
ds

sin θ

∣∣∣∣ dθds.

ここで
dc

ds
は単位ベクトルだから、

dc

ds
= (cosϕ, sinϕ)

となる ϕをとることができ、
∫ π

0

∣∣∣∣
dc1
ds

cos θ +
dc2
ds

sin θ

∣∣∣∣ dθ =

∫ π

0

| cosϕ cos θ + sinϕ sin θ|dθ

=

∫ π

0

| cos(θ − ϕ)|dθ
= 2 (この積分はパラメーター sに依存しない).

以上より、Fubiniの定理を使うと
∫

I(c)

JπLdµ =

∫

c

2ds = 2L(c)
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を得る。先に得た等式と合わせると
∫

L(R2)

#(c ∩ l)dµ(l) = 2L(c)

を得る。

定義 4.2.3 cをR2内の凸閉曲線とする。平行な二直線で cをはさむとき、この二
直線の間の距離をこの直線に垂直な方向の幅と呼び、方向 (cos θ, sin θ)の幅を dc(θ)

で表す。すべての方向の幅が一定の凸閉曲線を定幅曲線と呼ぶ。

系 4.2.4 定理 4.2.2の仮定のもとで、さらに cは凸閉曲線であると仮定し、cの囲
む領域をBで表す。このとき、

I0(B) =

∫ π

0

dc(θ)dθ = L(c)

が成り立つ。特に、cが幅 dの定幅曲線のとき、L(c) = πdが成り立つ。

証明 cは凸閉曲線だから、直線との交点は高々二点になる。そこで定義 4.1.2

で定めた
D(B) = {l ∈ L(R2) | B ∩ l 6= ∅}

について考えると、D(B)はL(R2)の開集合になる。D(B)の元と cとの交点数は
2になり、cと交わる他の直線は cの接線のみでL(R2)の測度に関して測度 0にな
る。したがって、定理 4.2.2より

L(c) =

∫

D(B)

dµ =

∫

D(B)

drdθ =

∫ π

0

dc(θ)dθ

を得る。これらは I0(B)に等しい。特に、cが幅 dの定幅曲線のときは、上の等式
より L(c) = πdが成り立つ。

4.3 平面の等長変換群
R2の向きを保つ等長変換の全体をM(R2)で表す。M(R2)の任意の元は

T (φ, u1, u2) :

[
x1

x2

]
7→

[
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

][
x1

x2

]
+

[
u1

u2

]

と表すことができ、φ, u1, u2はM(R2)の局所座標系になる。積は次のようになる。

T (ψ, v1, v2)T (φ, u1, u2)

[
x1

x2

]

=T (ψ, v1, v2)

([
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

][
x1

x2

]
+

[
u1

u2

])
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=

[
cosψ − sinψ

sinψ cosψ

]([
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

][
x1

x2

]
+

[
u1

u2

])
+

[
v1

v2

]

=

[
cos(ψ + φ) − sin(ψ + φ)

sin(ψ + φ) cos(ψ + φ)

][
x1

x2

]
+

[
cosψ − sinψ

sinψ cosψ

][
u1

u2

]
+

[
v1

v2

]

=

[
cos(ψ + φ) − sin(ψ + φ)

sin(ψ + φ) cos(ψ + φ)

][
x1

x2

]
+

[
u1 cosψ − u2 sinψ + v1

u1 sinψ + u2 cosψ + v2

]
.

M(R2)のR2への作用は次のように表すとわかりやすい。

T (φ, u1, u2)



x1

x2

1


 =




cosφ − sinφ u1

sinφ cosφ u2

0 0 1






x1

x2

1


 .

三次正方行列としての積は次のようになる。これがこの作用を考える理由である。

T (ψ, v1, v2)T (φ, u1, u2)

=




cosψ − sinψ v1

sinψ cosψ v2

0 0 1







cosφ − sinφ u1

sinφ cosφ u2

0 0 1




=




cos(ψ + φ) − sin(ψ + φ) u1 cosψ − u2 sinψ + v1

sin(ψ + φ) cos(ψ + φ) u1 sinψ + u2 cosψ + v2

0 0 1




= T (ψ + φ, u1 cosψ − u2 sinψ + v1, u1 sinψ + u2 cosψ + v2).

これによって、M(R2)はR2の Lie変換群になる。
写像

SO(2)×R2 →M(R2) ; (T (φ, 0), u1, u2) 7→ T (φ, u1, u2)

は微分同型写像になる。φ, u1, u2はM(R2)の局所座標系になる。φが弧長パラメー
タになる SO(2)のRiemann計量とR2の計量の積Riemann計量をM(R2)に導入
する。

命題 4.3.1 ベクトル場
∂

∂φ
,

∂

∂u1

,
∂

∂u2

はM(R2)全体で定義された正規直交系になり、M(R2)の左移動は等長変換になる。

証明 M(R2)は三つの 1次元多様体の積になっているので、それぞれのパラメー
ター φ, u1, u2によるベクトル場

∂

∂φ
,

∂

∂u1

,
∂

∂u2



4.3. 平面の等長変換群 67

はM(R2)全体で定義される。Riemann計量の定め方よりこれらは正規直交系に
なる。
M(R2)の任意の点 gに対して

Lg(x) = gx (x ∈M(R2))

によって左移動 Lgを定める。g = T (ψ, v1, v2)とおくと、

Lg(T (φ, u1, u2))

= T (ψ + φ, u1 cosψ − u2 sinψ + v1, u1 sinψ + u2 cosψ + v2)

となる。この等式より、

(dLg)e

(
∂

∂φ

∣∣∣∣
e

)
=

∂

∂φ

∣∣∣∣
g

(dLg)e

(
∂

∂u1

∣∣∣∣
e

)
= cosψ

∂

∂u1

∣∣∣∣
g

+ sinψ
∂

∂u2

∣∣∣∣
g

(dLg)e

(
∂

∂u2

∣∣∣∣
e

)
= − sinψ

∂

∂u1

∣∣∣∣
g

+ cosψ
∂

∂u2

∣∣∣∣
g

となる。これより (dLg)e : Te(M(R2)) → Tg(M(R2))は等長線形写像になり、Lg

は等長変換になる。したがって、Lgは体積保存変換にもなる。

注意 4.3.2 M(R2)の任意の点 gに対して

Rg(x) = xg (x ∈M(R2))

によって右移動Rgを定める。g = T (ψ, v1, v2)とおくと、

Rg(T (φ, u1, u2)) = T (φ+ ψ, v1 cosφ− v2 sinφ+ u1, v1 sinφ+ v2 cosφ+ u2)

となる。この等式より、

(dRg)e

(
∂

∂φ

∣∣∣∣
e

)
=

∂

∂φ

∣∣∣∣
g

+ (−v1 sinφ− v2 cosφ)
∂

∂u1

∣∣∣∣
g

+ (v1 cosφ− v2 sinφ)
∂

∂u2

∣∣∣∣
g

(dRg)e

(
∂

∂u1

∣∣∣∣
e

)
=

∂

∂u1

∣∣∣∣
g

(dRg)e

(
∂

∂u2

∣∣∣∣
e

)
=

∂

∂u2

∣∣∣∣
g

となる。これより (dRg)e : Te(M(R2)) → Tg(M(R2))は左移動の場合とは異なり
等長線形写像にならない。ところが、

(dRg)e

(
∂

∂φ

∣∣∣∣
e

)
∧ (dRg)e

(
∂

∂u1

∣∣∣∣
e

)
∧ (dRg)e

(
∂

∂u2

∣∣∣∣
e

)
=

∂

∂φ

∣∣∣∣
g

∧ ∂

∂u1

∣∣∣∣
g

∧ ∂

∂u2

∣∣∣∣
g

は成り立ち、命題 4.3.1より、Rg は正規直交基底の外積を正規直交基底の外積に
写すことがわかる。したがって、RgはM(R2)の体積保存変換になる。
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4.4 Poincaréの公式
二つの平面曲線 c0, c1の一方 c1をM(R2)の元 gで動かし、交点数#(c0 ∩ cg1)を

M(R2)上の関数とみて積分すると、その積分値は 4L(c0)L(c1)に一致するという
Poincaréの公式を証明する。

補題 4.4.1

I((R2)2 ×M(R2)) = {(x, y, g) ∈ (R2)2 ×M(R2) | x = g(y)}

とおくと、I((R2)2 ×M(R2))は (R2)2 ×M(R2)の 5次元正規部分多様体になる。
さらに

i : (R2)2 × SO(2) → I((R2)2 ×M(R2))

; (x, y, T (φ, 0)) 7→ (x, y, T (0, x)T (φ, 0)T (0,−y))

によって iを定めると、iは微分同型写像になる。

証明 (R2)2の第一成分の座標系 x1, x2と第二成分の座標系 y1, y2とM(R2)の
局所座標系φ, u1, u2を合わせたx1, x2, y1, y2、φ, u1, u2を積多様体 (R2)2×M(R2)の
局所座標系として使う。(R2)2×M(R2)の元が I((R2)2×M(R2))に含まれるため
の必要十分条件

[
x1

x2

]
=

[
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

][
y1

y2

]
+

[
u1

u2

]

をこの局所座標系を使って表すと、

x1 = y1 cosφ− y2 sinφ+ u1

x2 = y1 sinφ+ y2 cosφ+ u2

となる。そこで

F (x1, x2, y1, y2, φ, u1, u2)

= (y1 cosφ− y2 sinφ+ u1 − x1, y1 sinφ+ y2 cosφ+ u2 − x2)

とおくと
[

∂F1

∂x1

∂F1

∂x2

∂F1

∂y1

∂F1

∂y2

∂F1

∂φ
∂F1

∂u1

∂F1

∂u2
∂F2

∂x1

∂F2

∂x2

∂F2

∂y1

∂F2

∂y2

∂F2

∂φ
∂F2

∂u1

∂F2

∂u2

]

=

[
−1 0 cosφ − sinφ −y1 sinφ+ y2 cosφ 1 0

0 −1 sinφ cosφ y1 cosφ− y2 sinφ 0 1

]
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となり、この行列の階数はすべての点で2になる。陰関数定理よりI((R2)2×M(R2))

は (R2)2 ×M(R2)の 5次元正規部分多様体になる。
次に iが微分同型写像になることを示す。

T (0, x1, x2)T (φ, 0, 0)T (0,−y1,−y2)

=




1 0 x1

0 1 x2

0 0 1







cosφ − sinφ 0

sinφ cosφ 0

0 0 1







1 0 −y1

0 1 −y2

0 0 1




=




cosφ − sinφ x1

sinφ cosφ x2

0 0 1







1 0 −y1

0 1 −y2

0 0 1




=




cosφ − sinφ −y1 cosφ+ y2 sinφ+ x1

sinφ cosφ −y1 sinφ− y2 cosφ+ x2

0 0 1




= T (φ,−y1 cosφ+ y2 sinφ+ x1, −y1 sinφ− y2 cosφ+ x2)

だから

i(x1, x2, y1, y2, T (φ, 0))

= (x1, x2, y1, y2, T (φ,−y1 cosφ+ y2 sinφ+ x1, −y1 sinφ− y2 cosφ+ x2))

となるので、iは (R2)2×M(R2)へのC∞級写像になる。したがって、iは I((R2)2×
M(R2))への C∞級写像にもなる。iの定め方より、iは全単射になることがわか
る。上の iの表示より、

di(x1,x2,y1,y2,φ)

(
∂

∂x1

)
=

∂

∂x1

+
∂

∂u1

,

di(x1,x2,y1,y2,φ)

(
∂

∂x2

)
=

∂

∂x2

+
∂

∂u2

,

di(x1,x2,y1,y2,φ)

(
∂

∂y1

)
=

∂

∂y1

− cosφ
∂

∂u1

− sinφ
∂

∂u2

,

di(x1,x2,y1,y2,φ)

(
∂

∂y2

)
=

∂

∂y2

+ sinφ
∂

∂u1

− cosφ
∂

∂u2

,

di(x1,x2,y1,y2,φ)

(
∂

∂φ

)
=

∂

∂φ
+ (y1 sinφ+ y2 cosφ)

∂

∂u1

+(−y1 cosφ+ y2 sinφ)
∂

∂u2

となり、(R2)2×SO(2)の接ベクトル空間の基底
∂

∂x1

,
∂

∂x2

,
∂

∂y1

,
∂

∂y2

,
∂

∂φ
と (R2)2×

M(R2)の接ベクトル空間の基底
∂

∂x1

,
∂

∂x2

,
∂

∂y1

,
∂

∂y2

,
∂

∂φ
,
∂

∂u1

,
∂

∂u2

に関する iの微
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分写像 diの表現行列は



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 0 − cosφ sinφ y1 sinφ+ y2 cosφ

0 1 − sinφ − cosφ −y1 cosφ+ y2 sinφ




.

この行列の階数はすべての点で 5になることがわかる。以上より、iは微分同型写
像になる。

定理 4.4.2 (Poincaréの公式) R2内の二曲線 c0, c1に対して
∫

M(R2)

#(c0 ∩ gc1)dµ(g) = 4L(c0)L(c1)

が成り立つ。

証明
I(c0, c1) = {(x, y, g) ∈ I((R2)2 ×M(R2)) | x ∈ c0, y ∈ c1}

とおく。補題 4.4.1の微分同型写像 iを使うと、

i−1(I(c0, c1)) = c0 × c1 × SO(2)

となるので、これはSO(2)×(R2)2の3次元部分多様体になる。したがって、I(c0, c1)
は I((R2)2 ×M(R2))の 3次元部分多様体になる。

πM : I(c0, c1) →M(R2) ; (x, y, g) 7→ g

によって写像 πM を定義すると、πM は包含写像 I(c0, c1) → (R2)2 ×M(R2)と第
三成分への射影 (R2)2 ×M(R2) → M(R2)との合成になるので、C∞級写像にな
る。そこでこの写像 πM に定理 3.2.5を適用すると

∫

M(R2)

#(π−1
M (g))dµ(g) =

∫

I(c0,c1)

JπMdµ

を得る。ここで
π−1

M (g) = {(g(y), y, g)) | g(y) ∈ c0 ∩ gc1}
だから、#(π−1

M (g)) = #(c0 ∩ gc1)となり、
∫

M(R2)

#(c0 ∩ gc1)dµ(g) =

∫

I(c0,c1)

JπMdµ.
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以下で上の等式の右辺を計算する。そのために、まず πM の微分写像 dπM を求め
る。曲線 c0の弧長パラメータ sと曲線 c1の弧長パラメータ tとSO(2)の元 T (φ, 0)

のパラメータ φを使うと、s, t, φは c0 × c1 × SO(2)の局所座標系になる。上で示
したことより、補題 4.4.1の iは c0× c1× SO(2)と I(c0, c1)の間の微分同型写像を
誘導し、

di

(
∂

∂s

)
, di

(
∂

∂t

)
, di

(
∂

∂φ

)

は I(c0, c1)の接ベクトル空間の基底になる。この基底に dπM を作用させ JπM を計
算する。補題 4.4.1の証明中の diの計算結果を使うと

dπMdi

(
∂

∂s

)
= dπMdi

(
d(c0(s))1

ds

∂

∂x1

+
d(c0(s))2

ds

∂

∂x2

)

=
d(c0(s))1

ds

∂

∂u1

+
d(c0(s))2

ds

∂

∂u2

,

dπMdi

(
∂

∂t

)
= dπMdi

(
d(c1(t))1

dt

∂

∂y1

+
d(c1(t))2

dt

∂

∂y2

)

=

(
−d(c1(t))1

dt
cosφ+

d(c1(t))2

dt
sinφ

)
∂

∂u1

+

(
−d(c1(t))1

dt
sinφ− d(c1(t))2

dt
cosφ

)
∂

∂u2

,

dπMdi

(
∂

∂φ

)
= ((c1(t))1 sinφ+ (c1(t))2 cosφ)

∂

∂u1

+(−(c1(t))1 cosφ+ (c1(t))2 sinφ)
∂

∂u2

+
∂

∂φ

となり、命題 4.3.1で得た結果を使うと
∣∣∣∣dπMdi

(
∂

∂s

)
∧ dπMdi

(
∂

∂t

)
∧ dπMdi

(
∂

∂φ

)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣
det




d(c0(s))1
ds

−d(c1(t))1
dt

cosφ+ d(c1(t))2
dt

sinφ (c1(t))1 sinφ+ (c1(t))2 cosφ
d(c0(s))2

ds
−d(c1(t))1

dt
sinφ− d(c1(t))2

ds
cosφ −(c1(t))1 cosφ+ (c1(t))2 sinφ

0 0 1




∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
d(c0(s))1

ds

(
−d(c1(t))1

dt
sinφ− d(c1(t))2

dt
cosφ

)

− d(c0(s))2

ds

(
−d(c1(t))1

dt
cosφ+

d(c1(t))2

dt
sinφ

)∣∣∣∣ .

ここで
(
d(c0(s))1

ds
,
d(c0(s))2

ds

)
= (cosα, sinα),

(
d(c1(t))1

dt
,
d(c1(t))2

dt

)
= (cos β, sin β)
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とおくと、上の式は

| cosα(− cos β sinφ− sin β cosφ)− sinα(− cos β cosφ+ sin β sinφ)|
= | − cosα sin(φ+ β) + sinα cos(φ+ β)|
= | sin(φ+ β − α)|

となる。したがって、注意 3.2.7の計算法を使うと、
∫

I(c0,c1)

JπMdµ =

∫ L(c0)

0

∫ L(c1)

0

∫ 2π

0

| sin(φ+ β − α)|dφdtds

(この φに関する積分は α, βに依存しない)

=

∫ L(c0)

0

∫ L(c1)

0

∫ 2π

0

| sinφ|dφdtds

=

∫ L(c0)

0

∫ L(c1)

0

4dtds

= 4L(c0)L(c1).

したがって ∫

M(R2)

#(c0 ∩ gc1)dµ(g) = 4L(c0)L(c1)

が成り立つ。

系 4.4.3 R2内の中心 xで半径 rの円を S(x; r)で表す。R2内の曲線 cに対して
∫

R2

#(c ∩ S(x; r))dµ(x) = 4rL(c)

が成り立つ。

証明 定理 4.4.2を c0 = cと c1 = S(0; r)に適用すると
∫

M(R2)

#(c ∩ gS(0; r))dµ(g) = 4 · L(c)2πr

を得る。以下で上の等式の左辺を計算する。命題 4.3.1で得た結果を使うと
∫

M(R2)

#(c ∩ gS(0; r))dµ(g) =

∫

M(R2)

#(c ∩ S(g0; r))dµ(g)

= 2π

∫

R2

#(c ∩ S(x; r))dµ(x).

したがって ∫

R2

#(c ∩ S(x; r))dµ(x) = 4rL(c)

が成り立つ。
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補題 4.4.4 R2内の二曲線 c0, c1をとる。g ∈M(R2)に対して c0 ∩ gc1の各点にお
ける c0と gc1の単位速度ベクトルの成す角度を θiで表わし c0 ∩ gc1におけるそれ
らの和を

∑
c0∩gc1

θiで表わす。ただし、0 ≤ θi ≤ πとなるように定める。このとき、

次の等式が成り立つ。∫

M(R2)

∑
c0∩gc1

θidµ(g) = 2πL(c0)L(c1).

証明 定理 4.4.2の証明中に定めた I(c0, c1)の各点 (x, y, g)において c0 の単位
速度ベクトルと gc1の単位速度ベクトルの成す角度を θ(x, y, g)とおくことによっ
て、I(c0, c1)上の関数 θを定める。この関数 θと定理 4.4.2の証明中に定めた写像
πM : I(c0, c1) →M(R2)に定理 3.2.5を適用すると

∫

M(R2)

∑

π−1
M (g)

θdµ(g) =

∫

I(c0,c1)

θJπMdµ

を得る。左辺は問題の積分 ∫

M(R2)

∑
c0∩gc1

θidµ(g)

に一致する。右辺は定理 4.4.2の証明中の議論より∫

I(c0,c1)

θJπMdµ

=

∫ L(c0)

0

∫ L(c1)

0

∫ φ+β−α=π

φ+β−α=−π

|φ+ β − α| · | sin(φ+ β − α)|dφdtds

(この φに関する積分は α, βに依存しない)

=

∫ L(c0)

0

∫ L(c1)

0

∫ π

−π

|φ| · | sinφ|dφdtds.

ここで ∫ π

−π

|φ| · | sinφ|dφ = 2

∫ π

0

φ sinφdφ = 2

∫ π

0

φ(− cosφ)′dφ

= 2[−φ cosφ]π0 + 2

∫ π

0

cosφdφ

= 2π.

したがって、 ∫

I(c0,c1)

θJπMdµ = 2πL(c0)L(c1)

となり、 ∫

M(R2)

∑
c0∩gc1

θidµ(g) = 2πL(c0)L(c1)

を得る。
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4.5 Steinerの公式とHotellingの公式
補題 4.5.1 定理 3.2.15の証明中に定めた R2 内の 1次元部分ベクトル空間全体
P 1(R)にやはりそこで定めた Riemann計量 dθ ⊗ dθ が備わっているとする。各
l ∈ P 1(R)に対してR2から lへの直交射影を Pl : R2 → lで表す。I = [0, 1] ⊂
R1 ⊂ R2とおくと、次の等式が成り立つ。

∫

P 1(R)

L(Pl(I))dµ(l) = 2.

証明 0 ≤ θ ≤ πに対して

l(θ) = {(x, y) ∈ R2 | x cos θ + y sin θ = 0} ∈ P 1(R)

とおくと、L(Pl(θ)(I)) = sin θとなるので
∫

P 1(R)

L(Pl(I))dµ(l) =

∫ π

0

sin θdθ = 2.

定義 4.5.2 R2内のコンパクト凸集合Kに対してW 2
1 (K)を次の等式で定める。

W 2
1 (K) =

1

2

∫

P 1(R)

L(Pl(K))dµ(l).

補題 4.5.1よりW 2
1 (I) = 1となる。

注意 4.5.3 定義 4.5.2において、L(Pl(K))は定義 4.2.3で定めた直線 lの法方向の
凸閉曲線 ∂Kの幅になり、次のBarbierの公式は系 4.2.4と同じである。ここでは
別証明を与える。

定理 4.5.4 (Barbierの公式) R2内の境界が区分的に滑らかなコンパクト凸集合
Kに対して次の等式が成り立つ。

∫

P 1(R)

L(Pl(K))dµ(l) = 2W 2
1 (K) = L(∂K).

証明 l ∈ P 1(R)に対して f = (Pl)|∂K : ∂K → lに余面積公式 (定理 3.2.5)を適
用する。Kが凸であることから y ∈ int(Pl(K))に対して#(f−1(y)) = 2となるの
で、余面積公式 (定理 3.2.5)より

∫

∂K

Jfdµ =

∫

Pl(K)

#(f−1(y))dµ(y) = 2L(Pl(K))

が成り立つ。df は ∂Kの接線から lへの直交射影になる。∂Kの単位法ベクトルを
eで表し lの単位法ベクトルを uで表すと、例 1.3.9より Jf = |〈e, u〉|が成り立つ。
よって ∫

∂K

|〈e, u〉|dµ = 2L(Pl(K)).
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これより
∫

P 1(R)

L(Pl(I))dµ(l) =
1

2

∫

P 1(R)

(∫

∂K

|〈e, u〉|dµ
)
dµ(l)

=
1

2

∫

∂K

(∫

P 1(R)

|〈e, u〉|dµ(l)

)
dµ

(補題 4.5.1より)

=
1

2

∫

∂K

2dµ = L(∂K).

定理 4.5.5 (Steinerの公式) R2内の境界が滑らかなコンパクト凸集合Kから距
離 ρ以下の点の全体をKρで表すと、次の等式が成り立つ。

A(Kρ) = A(K) + L(∂K)ρ+ πρ2.

証明 r ≥ 0とする。l ∈ P 1(R)に対してPl(Kr)は直線 l内の線分Pl(K)の両端
を長さ rだけ伸ばした線分になるので、L(Pl(Kr)) = L(Pl(K)) + 2rが成り立つ。
この両辺を l ∈ P 1(R)について積分すると

∫

P 1(R)

L(Pl(Kr))dµ(l) =

∫

P 1(R)

L(Pl(K))dµ(l) + 2πr.

Barbierの公式 (定理 4.5.4)より L(∂Kr) = L(∂K) + 2πrを得る。これより

A(Kρ) = A(K) +

∫ ρ

0

L(∂Kr)dr = A(K) +

∫ ρ

0

(L(∂K) + 2πr)dr

= A(K) + L(∂K)ρ+ πρ2.

定理 4.5.6 (Steinerの公式) R2内の滑らかな単純閉曲線が囲む領域Kから距離
ρ以下の点の全体をKρで表すと、十分小さい ρに対して次の等式が成り立つ。

A(Kρ) = A(K) + L(∂K)ρ+ πρ2.

証明 ∂K の弧長パラータ sの向きは囲む領域K を左に見て進む方向にとる。
∂Kにおける単位接ベクトルを uで表しKの内向きの単位法ベクトルを eで表す。
∂Kの曲率を κ(s)で表すと Frenet-Serretの公式より

du

ds
= κe,

de

ds
= −κu.

ρ ≥ 0に対して

f : ∂K × [0, ρ] → Kρ − intK ; (x, t) 7→ x− te
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によって写像 f を定める。

df

(
∂

∂s

)
=
∂f

∂s
= u− t

de

ds
= (1 + κt)u, df

(
∂

∂t

)
=
∂f

∂t
= −e

となりこれらは直交しているので、命題 1.3.7より

Jf =

∣∣∣∣df
(
∂

∂s

)
∧ df

(
∂

∂t

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣df
(
∂

∂s

)∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣df

(
∂

∂t

)∣∣∣∣ = |1 + κt|.

よって十分小さい ρに対して f は微分同型写像になり、Jf = 1 + κtが成り立つ。
余面積公式 (定理 3.2.5)と単純閉曲線の曲率の積分は 2πになることより

A(Kρ − intK) =

∫

∂K×[0,ρ]

Jfdµ =

∫

∂K×[0,ρ]

(1 + κt)dµ

= L(∂K)ρ+

∫

∂K

κds

∫ ρ

0

tdt = L(∂K)ρ+ 2π · 1

2
ρ2

= L(∂K)ρ+ πρ2.

したがって次の等式を得る。

A(Kρ) = A(K) + L(∂K)ρ+ πρ2.

等周不等式 (定理 4.1.4)の別証明 x ∈ R2と r ≥ 0に対して

B(x; r) = {y ∈ R2 | |x− y| ≤ r}

とする。

Mi(r) = {x ∈ R2 | B(x; r) ⊂ B̄}
Me(r) = {x ∈ R2 | B̄ ⊂ B(x; r)}

とおくとMi(r)とMe(r)はコンパクト凸集合になる。r ≤ r′のとき

Mi(r) ⊃Mi(r
′), Me(r) ⊂Me(r

′)

が成り立つので、

Ii = {r ∈ R | r ≥ 0, Mi(r) 6= ∅}
Ie = {r ∈ R | r ≥ 0, Me(r) 6= ∅}

とおくと、Iiと Ieは区間になる。
⋂
r∈Ii

Mi(r),
⋂
r∈Ie

Me(r)
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はどちらも空でないコンパクト凸集合になり、

ri = sup Ii, re = inf Ie

とおくと、
Mi(ri) =

⋂
r∈Ii

Mi(r), Me(re) =
⋂
r∈Ie

Me(r)

が成り立つ。特に、
Ii = [0, ri], Ie = [re,∞)

となる。
以下では ri ≤ r ≤ reと仮定する。この rと曲線 cに系 4.4.3を適用すると

∫

R2

#(c ∩ S(x; r))dµ(x) = 4rL(c)

を得る。x 7→ #(c ∩ S(x; r))は µR2可測だから

Dk = {x ∈ R2 | #(c ∩ S(x; r)) = k}

とおくと、各Dkは µR2可測集合になる。交点数が奇数になる円は cと接すること
になる。また交点数が∞になる円は局所的に cに一致する。したがって

A(D2k−1) = A(D∞) = 0.

Lebesgueの単調収束定理より、

∫

R2

#(c ∩ S(x; r))dµ(x) =
∞∑

k=1

2kA(D2k).

上で得た結果と合わせると

∞∑

k=1

kA(D2k) = 2rL(c).

rのとり方から
B̄r = {x ∈ R2 | c ∩ S(x; r) 6= ∅}

となるので、
∞∑

k=1

A(D2k) = A(Br)

が成り立つ。よって

2rL(c)− A(Br) =
∞∑

k=1

(k − 1)A(D2k).
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補題 4.5.5より
A(Br) = A(B) + rL(c) + πr2

となるので、2rL(c)−A(Br) = 2rL(c)− (A(B) + rL(c) + πr2) を rについて平方
完成すると

2rL(c)− A(Br) = −π
(
L(c)

2π
− r

)2

+

(
L(c)2

4π
− A(B)

)
.

上の 2rL(c)− A(Br)の二種類の表示を使うと

L(c)2

4π
− A(B) = π

(
L(c)

2π
− r

)2

+
∞∑

k=1

(k − 1)A(D2k) ≥ 0

となり、
4πA(B) ≤ L(c)2

が成り立つ。
等号が成り立つとすると、

L(c)

2π
− r = 0

となる。ところが、rは ri ≤ r ≤ reであれば何でもよかったので、

L(c)

2π
= ri = re

となる。したがって、cは円になる。

系 4.5.7 (Bonnesenの不等式) R2内の凸閉曲線 cが囲む領域をBで表す。B̄に
含まれる最大の円の半径を riとし、B̄を含む最小の円の半径を reとすると、

L(c)2 − 4πA(B) ≥ π2(re − ri)
2

が成り立つ。

証明 等周不等式の別証明中に示したことより、ri ≤ r ≤ reとなる rに対して

L(c)2

4π
− A(B) ≥ π

(
L(c)

2π
− r

)2

.

したがって

L(c)2

4π
− A(B) ≥ π

(
L(c)

2π
− ri

)2

L(c)2

4π
− A(B) ≥ π

(
−L(c)

2π
+ re

)2

.
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上の不等式と不等式
1

2
(u2 + v2) ≥

(
u+ v

2

)2

より
L(c)2

4π
− A(B) ≥ π

(
re − ri

2

)2

.

以上より
L(c)2 − 4πA(B) ≥ π2(re − ri)

2

が成り立つ。

定理 4.5.8 (Hotellingの公式) R2内の滑らかな単純閉曲線 cから距離 ρ以下の
点の全体を cρで表すと、十分小さい ρに対して A(cρ) = L(c)L(D̄1(ρ)) = 2L(c)ρ

が成り立つ。

証明 cの弧長パラータを sで表す。cの単位接ベクトルをuで表しuを反時計回
りに π/2回転させた単位法ベクトルを eで表す。cの曲率を κ(s)で表すと Frenet-

Serretの公式より
du

ds
= κe,

de

ds
= −κu.

ρ ≥ 0に対して
f : c× [−ρ, ρ] → cρ ; (x, t) 7→ x− te

によって写像 f を定める。

df

(
∂

∂s

)
=
∂f

∂s
= u− t

de

ds
= (1 + κt)u, df

(
∂

∂t

)
=
∂f

∂t
= −e

となりこれらは直交しているので、命題 1.3.7より

Jf =

∣∣∣∣df
(
∂

∂s

)
∧ df

(
∂

∂t

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣df
(
∂

∂s

)∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣df

(
∂

∂t

)∣∣∣∣ = |1 + κt|.

よって十分小さい ρに対して f は微分同型写像になり、Jf = 1 + κtが成り立つ。
余面積公式 (定理 3.2.5)より

A(cρ) =

∫

c×[−ρ,ρ]

Jfdµ =

∫

c×[−ρ,ρ]

(1 + κt)dµ =

∫

c×[−ρ,ρ]

1dµ+

∫

c

κ(s)ds

∫ ρ

−ρ

tdt

= L(c)L([−ρ, ρ]) = L(c)L(D̄1(ρ)) = 2L(c)ρ.

したがって次の等式を得る。

A(cρ) = L(c)L(D̄1(ρ)) = 2L(c)ρ.
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4.6 Blaschkeの公式
定理 4.6.1 (Blaschkeの公式) R2内の二つの単純閉曲線 c0, c1に対して、それら
の囲む領域をD0, D1で表す。R2内の領域Dに対してその連結成分の個数をχ(D)

で表す。このとき、次の等式が成り立つ。
∫

M(R2)

χ(D0 ∩ gD1)dµ(g) = 2π(A(D0) + A(D1)) + L(c0)L(c1).

証明 単純閉曲線の囲む領域を左に見て進む方向に関してその単純閉曲線の曲率
を積分すると2πになる。単純閉曲線が区分的に滑らかな場合は滑らかにならない点
での速度ベクトルの角度を反時計回りを正の方向としてその点で積分に加えること
で2πになる。したがって、領域D0∩gD1の境界∂(D0∩gD1)の曲率をκ(∂(D0∩gD1))

で表し、滑らかではない点での速度ベクトルの角度を θi(∂(D0 ∩ gD1))で表すと、
囲む領域を左に見て進む方向を選んでいることから θi(∂(D0 ∩ gD1)) ≥ 0となり

∫

∂(D0∩gD1)

κ(∂(D0 ∩ gD1))ds+
∑

i

θi(∂(D0 ∩ gD1)) = 2πχ(D0 ∩ gD1)

が成り立つ。そこで以下ではこの等式の左辺の g ∈ M(R2)に関する積分を計算
する。
上の等式の左辺の第二項

∑
i

θi(∂(D0 ∩ gD1))

の g ∈M(R2)に関する積分は補題 4.4.4より
∫

M(R2)

∑
i

θi(∂(D0 ∩ gD1))dµ(g) =

∫

M(R2)

∑
c0∩gc1

θidµ(g) = 2πL(c0)L(c1).

次に ∂(D0 ∩ gD1)を c0が gD1に含まれている部分と gc1がD0に含まれている
部分に分解することで積分

∫

M(R2)

(∫

∂(D0∩gD1)

κ(∂(D0 ∩ gD1))ds

)
dµ(g)

を分解して計算する。まず c0が gD1に含まれている部分の曲率を計算するために

I(c0, D1) = {(x, y, g) ∈ c0 ×D1 ×M(R2) | x = gy}

について考える。定義より I(c0, D1) ⊂ I((R2)2 ×M(R2)) となり、微分同型写像
i : (R2)2×SO(2) → I((R2)2×M(R2))による逆像 i−1(I(c0, D1)) = c0×D1×SO(2)

は (R2)2 × SO(2)の 4次元部分多様体になる。

πM(x, y, g) = g ((x, y, g) ∈ I(c0, D1))
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によって写像 πM : I(c0, D1) →M(R2)を定める。c0の曲率 κ0を c0 ×D1 × SO(2)

上の関数とみなして、この関数 κ0と合成写像 f = πM ◦ iに余面積公式 (定理 3.2.5)

を適用すると

(∗)
∫

M(R2)

(∫

f−1(g)

κ0dµ

)
dµ(g) =

∫

c0×D1×SO(2)

κ0Jfdµ

を得る。gの SO(2)成分を g0で表すと

f−1(g) = {(x, y, g0) | x ∈ c0, y ∈ D1, x = gy}

となる。これは c0 ∩ gD1と
√

2の比で相似になり、
∫

f−1(g)

κ0dµ =
√

2

∫

c0∩gD1

κ0(s)ds

が成り立つ。したがって、上の (∗)の左辺は
√

2

∫

M(R2)

(∫

c0∩gD1

κ0(s)ds

)
dµ(g)

に一致する。次に (∗)の右辺を計算するためにまず Jf を計算する。

∂

∂s
=
d(c0(s))1

ds

∂

∂x1

+
d(c0(s))2

ds

∂

∂x2

,
∂

∂y1

,
∂

∂y2

,
∂

∂φ

は c0 ×D1 × SO(2)の接ベクトル空間の正規直交基底になる。この基底に df を作
用させ Jf を計算する。補題 4.4.1の証明中の diの計算結果を使うと

df

(
∂

∂s

)
= dπMdi

(
d(c0(s))1

ds

∂

∂x1

+
d(c0(s))2

ds

∂

∂x2

)

=
d(c0(s))1

ds

∂

∂u1

+
d(c0(s))2

ds

∂

∂u2

,

df

(
∂

∂y1

)
= − cosφ

∂

∂u1

− sinφ
∂

∂u2

,

df

(
∂

∂y2

)
= sinφ

∂

∂u1

− cosφ
∂

∂u2

,

df

(
∂

∂φ

)
= (y1 sinφ+ y2 cosφ)

∂

∂u1

+ (−y1 cosφ+ y2 sinφ)
∂

∂u2

+
∂

∂φ

となるので、df の表現行列は次のようになる。

df

[
∂

∂s

∂

∂y1

∂

∂y2

∂

∂φ

]

=

[
∂

∂u1

∂

∂u2

∂

∂φ

]



(c0(s))1
ds

− cosφ sinφ y1 sinφ+ y2 cosφ
(c0(s))2

ds
− sinφ − cosφ −y1 cosφ+ y2 sinφ

0 0 0 1


 .
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よって、df の階数はつねに 3になり核の次元は 1になる。核を求めるために
(c0(s))1

ds
= cosψ,

(c0(s))2

ds
= sinψ

とおいておく。
[

cosψ − cosφ sinφ

sinψ − sinφ − cosφ

] 


1

cos(ψ − φ)

sin(ψ − φ)




=

[
cosψ − cosφ cos(ψ − φ) + sinφ sin(ψ − φ)

sinψ − sinφ cos(ψ − φ)− cosφ sin(ψ − φ)

]
=

[
0

0

]

となるので、

ker df = R

(
∂

∂s
+ cos(ψ − φ)

∂

∂y1

+ sin(ψ − φ)
∂

∂y2

)
.

これより

(ker df)⊥

= spanR

{
cosψ

∂

∂s
− cosφ

∂

∂y1

+ sinφ
∂

∂y2

, sinψ
∂

∂s
− sinφ

∂

∂y1

− cosφ
∂

∂y2

,
∂

∂φ

}
.

上で求めた (ker df)⊥の基底にdfを作用させ、補題1.3.8を利用してJfを計算する。

df

(
cosψ

∂

∂s
− cosφ

∂

∂y1

+ sinφ
∂

∂y2

)

=

[
∂

∂u1

∂

∂u2

∂

∂φ

]



(c0(s))1
ds

− cosφ sinφ y1 sinφ+ y2 cosφ
(c0(s))2

ds
− sinφ − cosφ −y1 cosφ+ y2 sinφ

0 0 0 1







cosψ

− cosφ

sinφ

0




=

[
∂

∂u1

∂

∂u2

∂

∂φ

]



cos2 ψ + cos2 φ+ sin2 φ

cosψ sinψ + sinφ cosφ− cosφ sinφ

0




=

[
∂

∂u1

∂

∂u2

∂

∂φ

]



cos2 ψ + 1

cosψ sinψ

0




= (cos2 ψ + 1)
∂

∂u1

+ cosψ sinψ
∂

∂u2

,

df

(
sinψ

∂

∂s
− sinφ

∂

∂y1

− cosφ
∂

∂y2

)

=

[
∂

∂u1

∂

∂u2

∂

∂φ

]



(c0(s))1
ds

− cosφ sinφ y1 sinφ+ y2 cosφ
(c0(s))2

ds
− sinφ − cosφ −y1 cosφ+ y2 sinφ

0 0 0 1







sinψ

− sinφ

− cosφ

0
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=

[
∂

∂u1

∂

∂u2

∂

∂φ

]



cosψ sinψ + cosφ sinφ− sinφ cosφ

sin2 ψ + sin2 φ+ cos2 φ

0




=

[
∂

∂u1

∂

∂u2

∂

∂φ

]



cosψ sinψ

sin2 ψ + 1

0




= cosψ sinψ
∂

∂u1

+ (sin2 ψ + 1)
∂

∂u2

,

df

(
∂

∂φ

)

= (y1 sinφ+ y2 cosφ)
∂

∂u1

+ (−y1 cosφ+ y2 sinφ)
∂

∂u2

+
∂

∂φ
.

以上の計算より、
∣∣∣∣
(

cosψ
∂

∂s
− cosφ

∂

∂y1

+ sinφ
∂

∂y2

)
∧

(
sinψ

∂

∂s
− sinφ

∂

∂y1

− cosφ
∂

∂y2

)
∧ ∂

∂φ

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
(

cosψ
∂

∂s
− cosφ

∂

∂y1

+ sinφ
∂

∂y2

)
∧

(
sinψ

∂

∂s
− sinφ

∂

∂y1

− cosφ
∂

∂y2

)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣(− cosψ sinφ+ cosφ sinψ)
∂

∂s
∧ ∂

∂y1

+ (− cosψ cosφ− sinφ sinψ)
∂

∂s
∧ ∂

∂y2

+(cos2 φ+ sin2 φ)
∂

∂y1

∧ ∂

∂y2

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣sin(ψ − φ)
∂

∂s
∧ ∂

∂y1

− cos(ψ − φ)
∂

∂s
∧ ∂

∂y2

+
∂

∂y1

∧ ∂

∂y2

∣∣∣∣
=

√
sin(ψ − φ)2 + cos(ψ − φ)2 + 1

=
√

2,∣∣∣∣df
(

cosψ
∂

∂s
− cosφ

∂

∂y1

+ sinφ
∂

∂y2

)
∧ df

(
sinψ

∂

∂s
− sinφ

∂

∂y1

− cosφ
∂

∂y2

)

∧df
(
∂

∂φ

)∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
{

(cos2 ψ + 1)
∂

∂u1

+ cosψ sinψ
∂

∂u2

}
∧

{
cosψ sinψ

∂

∂u1

+ (sin2 ψ + 1)
∂

∂u2

}

∧
{

(y1 sinφ+ y2 cosφ)
∂

∂u1

+ (−y1 cosφ+ y2 sinφ)
∂

∂u2

+
∂

∂φ

}∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣
det




cos2 ψ + 1 cosψ sinψ y1 sinφ+ y2 cosφ

cosψ sinψ sin2 ψ + 1 −y1 cosφ+ y2 sinφ

0 0 1




∣∣∣∣∣∣∣
= |(cos2 ψ + 1)(sin2 ψ + 1)− cos2 ψ sin2 ψ|
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= | cos2 ψ + sin2 ψ + 1|
= 2.

したがって、補題 1.3.8より

Jf =
2√
2

=
√

2

が成り立つ。これより、積分の等式 (∗)の右辺は次のようになる。
√

2

∫

c0×D1×SO(2)

κ0dµ =
√

2

∫

c0

κ0(s)ds · A(D1) · 2π

=
√

2(2π)2 · A(D1).

さきに得た結果と合せると次の等式を得る。
∫

M(R2)

(∫

c0∩gD1

κ0(s)ds

)
dµ(g) = (2π)2 · A(D1).

次に gc1がD0に含まれている部分での曲率の積分は上の結果より次のようになる。
∫

M(R2)

(∫

D0∩gc1

κ1(s)ds

)
dµ(g) =

∫

M(R2)

(∫

c1∩g−1D0

κ1(s)ds

)
dµ(g)

=

∫

M(R2)

(∫

c1∩gD0

κ1(s)ds

)
dµ(g)

= (2π)2 · A(D0).

したがって、
∫

M(R2)

(∫

∂(D0∩gD1)

κ(∂(D0 ∩ gD1))ds

)
dµ(g) = (2π)2(A(D0) + A(D1))

が成り立つ。
以上の計算より

2π

∫

M(R2)

χ(D0 ∩ gD1)dµ(g)

=

∫

M(R2)

(∫

∂(D0∩gD1)

κ(∂(D0 ∩ gD1))ds+
∑

i

θi(∂(D0 ∩ gD1))

)
dµ(g)

= (2π)2(A(D0) + A(D1)) + 2πL(c0)L(c1)

となり、次の等式を得る。
∫

M(R2)

χ(D0 ∩ gD1)dµ(g) = 2π(A(D0) + A(D1)) + L(c0)L(c1).
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5.1 Euclid空間の超平面の全体と直線の全体
例 5.1.1 Rnの超平面の全体を Ln−1(R

n)で表す。(r, u) ∈ R × Sn−1(1)に対して
Ln−1(R

n)の元 l(r, u)を

l(r, u) = {x ∈ Rn | 〈x, u〉 = r}

とおいて、写像

l : R× Sn−1(1) → Ln−1(R
n) ; (r, u) 7→ l(r, u)

を定義する。このとき次の (1)～(3)が成り立つ。

(1) lは全射になる。

(2) Ln−1(R
n)は写像 lに関する商位相についてHausdorff位相空間になる。

(3) v ∈ Sn−1(1)に対して、

Ov = {(r, u) ∈ R× Sn−1(1) | r ∈ R, 0 < 〈u, v〉}
Uv = l(Ov)

φv : Uv → Rn ; l(r, u) 7→ (r, u− 〈u, v〉v) ((r, u) ∈ Ov)

とおく。すると (Ln−1(R
n), {(Uv, φv) | v ∈ Sn−1(1)})は n次元多様体になる。

証明 (1) Rnの任意の超平面の定義方程式は、超平面の単位法ベクトル uと原
点からの距離 rによって

〈x, u〉 = r

という標準形にすることができるので、lは全射になる。
(2) lの定め方から、l(r, u) = l(r′, u′)となるための必要十分条件は、r′ = r, u = u′

または r′ = −r, u = −u′である。Ln−1(R
n)の相異なる l1と l2をとる。l1 = l(r1, u1),

l2 = l(r2, u2)となるように r1, u1, r2, u2を選ぶ。さらに 0 < 〈u1, u0〉, 〈u2, u0〉を満た
す u0をとることができる。このとき、Ou0はR×Sn−1(1)の開集合になる。Ou0は
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Hausdorff位相空間だから (r1, u1)の開近傍 V1と (r2, u2)の開近傍 V2で V1 ∩V2 = ∅
となるものが存在する。l(V1)と l(V2)は Ln−1(R

n)において l1と l2の開近傍にな
り、しかも l(V1) ∩ l(V2) = ∅が成り立つ。したがって Ln−1(R

n)はHausdorff位相
空間になる。

(3) 今までの議論から Uvが Ln−1(R
n)の開集合になること、Ln−1(R

n)が {Uv}
の合併になること、φv : Uv → φv(Uv)が位相同型になることはすぐにわかる。
φv′ ◦ φ−1

v : φv(Uv ∩ Uv′) → φv′(Uv ∩ Uv′)が微分同型写像になることもわかる。

(Uv, φv)はすべての v ∈ Sn−1に対してLn−1(R
n)の局所座標近傍になる。この局

所座標近傍を (Uv; rv, uv)と表して、局所座標系 rv, uvを使う。特に vを明記する必
要がないときは、単に r, uで表す。
l : R× Sn−1(1) → Ln−1(R

n) は二重被覆写像になり、自明ではない被覆変換は

ε(r, u) = (−r,−u) ((r, u) ∈ R× Sn−1(1))

のみである。RとSn−1(1)の通常のRiemann計量の積をR×Sn−1(1)に入れると、
εはR×Sn−1(1)の等長変換になる。したがって、R×Sn−1(1)のRiemann計量は
l : R× Sn−1(1) → Ln−1(R

n) を通して Ln−1(R
n)のRiemann計量を誘導する。各

v ∈ Sn−1(1)に対して Uv上のこのRiemann計量の局所表示は

gv = drv ⊗ drv + gSn−1(1)

となる。
Rnの向きを保つ等長変換の全体をM(Rn)で表す。M(Rn)の任意の元は n次回

転行列Φ ∈ SO(n)と U ∈ Rnによって

T (Φ, U) : X 7→ ΦX + U

と表すことができ、M(Rn)は SO(n)とRnの半直積になる。さらに、M(Rn)は
Rnの Lie変換群になる。l(r, u) ∈ Ln−1(R

n)に対して

〈T (Φ, U)x,Φu〉 = 〈Φx,Φu〉+ 〈U,Φu〉 = 〈x, u〉+ 〈U,Φu〉 = r + 〈U,Φu〉
より

T (Φ, U)l(r, u) = l(r + 〈U,Φu〉,Φu)
を得る。したがって、M(Rn)の元はRnの超平面を超平面に写し、M(Rn)はLn−1(R

n)

の Lie変換群になる。上の等式から変換 T (Φ, u)の Ln−1(R
n)への作用の微分写像

を求めることができる。u ∈ Sn−1(1)における接ベクトル空間の正規直交基底を
e1, . . . , en−1で表す。l : R× Sn−1(1) → Ln−1(R

n) は局所的な等長写像なので、そ
の微分写像 dlはR × Sn−1(1)の接ベクトル空間から Ln−1(R

n)の接ベクトル空間
への等長的線形同型写像になる。これより、

dl

(
∂

∂r

)
, dl(e1), . . . , dl(en−1)
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は Ln−1(R
n)の接ベクトル空間の正規直交基底になる。これらの d(T (Φ, U))によ

る像を以下で計算する。Rの接ベクトル ∂/∂rは、Rの曲線 r+ t (t ∈ R)の速度ベ
クトルだから

∂

∂r
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(r + t)

となり、

d(T (Φ, U))dl

(
∂

∂r

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

T (Φ, U))l(r + t, u) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

l(r + t+ 〈U,Φu〉,Φu)

= dl

(
∂

∂r

)

を得る。u ∈ Sn−1(1)における接ベクトル ei (1 ≤ i ≤ n − 1)は、Sn−1(1)の曲線
cos tu+ sin tei (t ∈ R) の速度ベクトルだから

ei =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(cos tu+ sin tei)

となり、

d(T (Φ, U))dl(ei) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

T (Φ, U)l(r, cos tu+ sin tei)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

l(r + 〈U,Φ(cos tu+ sin tei)〉,Φ(cos tu+ sin tei))

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

l(r + 〈U, cos tΦu+ sin tΦei〉, cos tΦu+ sin tΦei)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(r + 〈U, cos tΦu+ sin tΦei〉)dl
(
∂

∂r

)
+ dl(Φei)

= 〈U,Φei〉dl
(
∂

∂r

)
+ dl(Φei).

を得る。以上より、

d(T (Φ, U))dl

(
∂

∂r

)
= dl

(
∂

∂r

)
,

d(T (Φ, U))dl(ei) = 〈U,Φei〉dl
(
∂

∂r

)
+ dl(Φei) (1 ≤ i ≤ n− 1).

これより d(T (Φ, U))は等長線形写像にならない。ところが、

d(T (Φ, U))dl

(
∂

∂r

)
∧

n−1∧
i=1

d(T (Φ, U))dl(ei) = dl

(
∂

∂r

)
∧

n−1∧
i=1

dl(Φei)

は成り立ち、d(T (Φ, U))は正規直交基底の外積を正規直交基底の外積に写すこと
がわかる。したがって、T (Φ, U)は Ln−1(R

n)の体積保存変換になる。
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次にEuclid空間の直線の全体について考える。Rnの直線の全体をL1(R
n)で表

す。L1(R
n)に多様体構造を導入するために、

T (Sn−1(1)) = {(x, v) ∈ (Rn)2 | x ∈ Sn−1(1), 〈x, v〉 = 0}

を考える。これは Sn−1(1)の接ベクトル全体とみなすことができ、Sn−1(1)の接ベ
クトル束と呼ばれている。T (Sn−1(1))は (Rn)2の 2n− 2次元正規部分多様体にな
ることを以下で示す。

F : (Rn)2 → R2 ; (x, v) 7→ (〈x, x〉, 〈x, v〉)

によってC∞級写像F を定める。すると、T (S2(1)) = F−1(1, 0)が成り立つ。F の
第一成分を F1で表し第二成分を F2で表すと

F1(x, v) = 〈x, x〉 =
n∑

i=1

x2
i , F2(x, v) = 〈x, v〉 =

n∑
i=1

xivi

となる。これらの偏微分係数は
[

∂F1

∂x1
· · · ∂F1

∂xn

∂F1

∂v1
· · · ∂F1

∂vn
∂F2

∂x1
· · · ∂F2

∂xn

∂F2

∂v1
· · · ∂F2

∂vn

]
=

[
2x1 · · · 2xn 0 · · · 0

v1 · · · vn x1 · · · xn

]
.

(x, v) ∈ T (Sn−1(1))に対して x 6= 0だから、上の行列の第 i列と第 n + i列を並べ
た二次正方行列 [

2xi 0

vi xi

]

はある iについて階数2になる。したがって、陰関数定理よりF−1(1, 0) = T (Sn−1(1))

は 2n− 2次元正規部分多様体になる。
(x, v) ∈ T (Sn−1(1))に対して

l1(x, v) = {v + tx | t ∈ R} ∈ L1(R
n)

によって l1(x, v)を定める。これにより写像 l1 : T (Sn−1(1)) → L1(R
n)が定まる。

L1(R
n)の任意の元、すなわち、Rnの任意の直線は、原点からの距離を与える位

置ベクトル vと直線の単位方向ベクトル xによって

{v + tx | t ∈ R}

と表現することができる。このとき vは原点からの距離を与える位置ベクトルだ
から 〈x, v〉 = 0となり (x, v) ∈ T (Sn−1(1))が成り立つ。したがって、写像 l1 :

T (Sn−1(1)) → L1(R
n)は全射になる。l1の定め方より l1(x, v) = l1(x

′, v′)となる
ための必要十分条件は x′ = ±xかつ v′ = v が成り立つことである。これより、
l1 : T (Sn−1(1)) → L1(R

n)が二重被覆写像になるようにL1(R
n)に多様体構造を導
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入することができる。二重被覆写像 l1の自明ではない被覆変換は (x, v) 7→ (−x, v)
になる。
まず T (Sn−1(1))にRiemann計量を入れ二重被覆写像 l1 : T (Sn−1(1)) → L1(R

n)

によってL1(R
n)にRiemann計量を導入する。T (Sn−1(1))のRiemann計量 gを次

のように定める。T (Sn−1(1))の定め方よりT (Sn−1(1)) ⊂ (Rn)2となっているので、
T (Sn−1(1))の接ベクトルも (Rn)2の元とみなすことができる。(x, v) ∈ T (Sn−1(1))

における T (Sn−1(1))の接ベクトル (X,U), (Y, V )に対して

g((X,U), (Y, V )) = 〈(X,U), (Y, V )〉 − 〈U, x〉〈V, x〉
= 〈X,Y 〉+ 〈U, V 〉 − 〈U, x〉〈V, x〉.

gが対称双線形形式であることは上の定義からわかる。x ∈ Sn−1(1)における接ベ
クトル空間 Tx(S

n−1(1))の正規直交基底 e1, . . . , en−1をとる。各 1 ≤ i ≤ n− 1につ
いて {x, ei}の張る平面の xから eiへの角度 sの回転を φi(s) ∈ SO(n)で表す。す
なわち

φi(s)(x) = cos sx+sin sei, φi(s)(ei) = − sin sx+cos sei, φi(s)(ej) = ej (j 6= i)

とする。

d

ds

∣∣∣∣
s=0

φi(s)(x) = ei,
d

ds

∣∣∣∣
s=0

φi(s)(ei) = −x, d

ds

∣∣∣∣
s=0

φi(s)(ej) = 0 (j 6= i).

が成り立つ。SO(n)の Sn−1(1)への作用を微分すると、SO(n)の T (Sn−1(1))への
作用を誘導する。v ∈ Tx(S

n−1(1))に対して

v =
n−1∑
j=1

〈v, ej〉ej

となるので

φi(s)(x, v) = (φi(s)(x), φi(s)(v))

=

(
cos sx+ sin sei, 〈v, ei〉(− sin sx+ cos sei) +

∑

j 6=i

〈v, ej〉ej

)
.

よって
d

ds

∣∣∣∣
s=0

φi(s)(x, v) = (ei,−〈v, ei〉x).

次に
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(x, v + sei) = (0, ei).

以上より、
(ei,−〈v, ei〉x), (0, ei) (1 ≤ i ≤ n− 1)
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は T (Sn−1(1))の (x, v)における接ベクトル空間の基底になる。さらにこの基底が
正規直交基底になることを示す。1 ≤ i, j, k ≤ n− 1, i 6= jに対して

g((ei,−〈v, ei〉x), (ei,−〈v, ei〉x)) = 〈ei, ei〉+ 〈v, ei〉〈v, ei〉 − 〈v, ei〉〈v, ei〉 = 1,

g((ei,−〈v, ei〉x), (ej,−〈v, ej〉x)) = 〈ei, ej〉+ 〈v, ei〉〈v, ej〉 − 〈v, ei〉〈v, ej〉 = 0,

g((ei,−〈v, ei〉x), (0, ek)) = 〈ei, 0〉 − 〈v, ei〉〈x, ek〉+ 〈v, ei〉〈ek, x〉 = 0,

g((0, ei), (0, ei)) = 〈ei, ei〉 − 〈ei, x〉〈ei, x〉 = 1,

g((0, ei), (0, ej)) = 〈ei, ej〉 − 〈ei, x〉〈ej, x〉 = 0.

以上で gが T (Sn−1(1))のRiemann計量になることがわかった。
T (Sn−1(1))の接ベクトル空間を次のように表示することもできる。

T(x,v)(T (Sn−1(1)))

= {(u,−〈v, u〉x) | u ∈ Tx(S
n−1(1))} ⊕ {(0, u) | u ∈ Tx(S

n−1(1))}
= {(u1,−〈v, u1〉x+ u2) | u1, u2 ∈ Tx(S

n−1(1))}
= (v, x)⊥ ∩ (x, 0)⊥.

ただし、最後の直交補空間は (Rn)2内の通常の内積に関するものである。
自然な射影 π : T (Sn−1(1)) → Sn−1(1)はRiemannian submersionになる。すな
わち、任意の (x, v) ∈ T (Sn−1(1))において dπ : ker(dπ)⊥ → Tx(S

n−1(1))は等長線
形同型写像になる。π(x, v) = xだから

ker(dπ) = {(0, u) | u ∈ Tx(S
n−1(1))}

となり、Riemann計量の定め方より

ker(dπ)⊥ = {(u,−〈v, u〉x) | u ∈ Tx(S
n−1(1))}.

さらに、
dπ : ker(dπ)⊥ → Tx(S

n−1(1)) ; (u,−〈v, u〉x) 7→ u

は等長線形同型写像になる。
この T (Sn−1(1))の Riemann計量は l1 : T (Sn−1(1)) → L1(R

n)の被覆変換に関
して不変になり、l1を通してL1(R

n)のRiemann計量を誘導できることを示す。l1
の被覆変換を

τ(x, v) = (−x, v) ((x, v) ∈ T (Sn−1(1)))

で表すことにする。τ は (Rn)2全体の線形変換の制限になっているので、

dτ(X,U) = (−X,U) ((X,U) ∈ T(x,v)(T (Sn−1(1))))

が成り立つ。gの定め方より dτ は gを不変にする。したがって、被覆変換 τ は g

を不変にし、被覆写像 l1 : T (Sn−1(1)) → L1(R
n)を通して gはL1(R

n)のRiemann

計量を誘導する。
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M(Rn)のRnへの作用はM(Rn)の L1(R
n)への作用を誘導する。

T (Φ, u) ∈M(Rn) (Φ ∈ SO(n), u ∈ Rn)

と (x, v) ∈ T (Sn−1(1))に対して

T (Φ, u)(v + tx) = Φ(v + tx) + u = Φv + u+ tΦx = T (Φ, u)v + tΦx

となる。これをΦxに比例する成分とその直交成分の和に分解する。

〈T (Φ, u)v,Φx〉 = 〈Φv + u,Φx〉 = 〈u,Φx〉

となるので、

T (Φ, u)v + tΦx = T (Φ, u)v − 〈u,Φx〉Φx+ (t+ 〈u,Φx〉)Φx

を得る。これより

T (Φ, u)l1(x, v) = l1(Φx, T (Φ, u)v − 〈u,Φx〉Φx)

が成り立つ。これより、M(Rn)の T (Sn−1(1))への作用を

T (Φ, u)(x, v) = (Φx, T (Φ, u)v − 〈u,Φx〉Φx)

によって定める。これが実際にM(Rn)の T (Sn−1(1))への作用になっていること
を確かめる。M(Rn)の元 T (Φ1, u1), T (Φ2, u2)に対して、

T (Φ1, u1)T (Φ2, u2) = T (Φ1Φ2,Φ1u2 + u1)

となる。また

T (Φ1, u1)(T (Φ2, u2)(x, v))

= T (Φ1, u1)(Φ2x, T (Φ2, u2)v − 〈u2,Φ2x〉Φ2x)

= (Φ1Φ2x, T (Φ1, u1)(T (Φ2, u2)v − 〈u2,Φ2x〉Φ2x)− 〈u1,Φ1Φ2x〉Φ1Φ2x)

となり、この第二成分は

(第二成分)

= T (Φ1, u1)T (Φ2, u2)v − 〈u2,Φ2x〉Φ1Φ2x− 〈u1,Φ1Φ2x〉Φ1Φ2x

= T (Φ1Φ2,Φ1u2 + u1)v − 〈Φ1u2 + u1,Φ1Φ2x〉Φ1Φ2x.

したがって、

T (Φ1, u1)(T (Φ2, u2)(x, v)) = (T (Φ1, u1)T (Φ2, u2))(x, v)
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が成り立ち、M(Rn)は T (Sn−1(1))の Lie変換群になる。このM(Rn)の作用に関
して l1 : T (Sn−1(1)) → L1(R

n)は同変写像になる。
M(Rn)のT (Sn−1(1))への作用の等長性、体積保存性について調べる。x ∈ Sn−1(1)

における接ベクトル空間Tx(S
n−1(1))の正規直交基底e1, . . . , en−1をとる。T (Sn−1(1))

の (x, v)における接ベクトル空間の正規直交基底

(ei,−〈v, ei〉x), (0, ei) (1 ≤ i ≤ n− 1)

の微分写像 d(T (Φ, u))による像を求める。

d(T (Φ, u))(ei,−〈v, ei〉x)
=

d

ds

∣∣∣∣
s=0

T (Φ, u)(φi(s)(x), φi(s)(v))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(Φφi(s)(x), T (Φ, u)φi(s)(v)− 〈u,Φφi(s)(x)〉Φφi(s)(x))

= (Φei,−〈v, ei〉Φx− 〈u,Φei〉Φx− 〈u,Φx〉Φei),

d(T (Φ, u))(0, ei)

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

T (Φ, u)(x, v + sei)

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(Φx, T (Φ, u)(v + sei)− 〈u,Φx〉Φx)
= (0,Φei).

これらが
T (Φ, u)(x, v) = (Φx, T (Φ, u)v − 〈u,Φx〉Φx)

における接ベクトルであることに注意して、これらの内積を求める。d(T (Φ, u))が
等長線形写像にはならないことは次の計算からわかる。1 ≤ i, j ≤ n− 1, i 6= jに
対して

g(d(T (Φ, u))(ei,−〈v, ei〉x), d(T (Φ, u))(ei,−〈v, ei〉x))
=〈Φei,Φei〉+ 〈u,Φx〉2〈Φei,Φei〉 = 1 + 〈u,Φx〉2,
g(d(T (Φ, u))(ei,−〈v, ei〉x), d(T (Φ, u))(ej,−〈v, ej〉x))

=〈Φei,Φej〉+ 〈u,Φx〉2〈Φei,Φej〉 = 0,

g(d(T (Φ, u))(ei,−〈v, ei〉x), d(T (Φ, u))(0, ei))

=− 〈u,Φx〉〈Φei,Φei〉 = −〈u,Φx〉,
g(d(T (Φ, u))(ei,−〈v, ei〉x), d(T (Φ, u))(0, ej))

=− 〈u,Φx〉〈Φei,Φej〉 = 0,
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g(d(T (Φ, u))(0, ei), d(T (Φ, u))(0, ei))

=〈Φei,Φei〉 = 1,

g(d(T (Φ, u))(0, ei), d(T (Φ, u))(0, ej))

=〈Φei,Φej〉 = 0.

以上の計算から定義域の接ベクトル空間の正規直交基底の d(T (Φ, u))による像の
外積の長さの二乗を求めることができる。

∣∣∣∣∣
n−1∧
i=1

d(T (Φ, u))(ei,−〈v, ei〉x) ∧
n−1∧
j=1

d(T (Φ, u))(0, ej)

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣
(1 + 〈u,Φx〉2) · 1n−1 −〈u,Φx〉 · 1n−1

−〈u,Φx〉 · 1n−1 1n−1

∣∣∣∣∣
(第 2行を 〈u,Φx〉倍して第 1行に加える)

=

∣∣∣∣∣
1n−1 0

−〈u,Φx〉 · 1n−1 1n−1

∣∣∣∣∣ = 1.

したがって、d(T (Φ, u))は体積を保存し、T (Φ, u)は T (Sn−1(1))の体積保存変換に
なる。これより T (Φ, u)は L1(R

n)の体積保存変換になる。

5.2 Euclid空間のCroftonの公式
Rn内の 1次元部分ベクトル空間全体が成す n− 1次元実射影空間をP n−1(R)で

表す。Sn−1(1)の各元 xにRx ∈ P n−1(R)を対応させると、Sn−1(1)から P n−1(R)

への二重被覆写像になる。この二重被覆写像の被覆変換は Sn−1(1)の元の±1倍に
なり等長変換になるので、この二重被覆写像が局所等長写像になるようにP n−1(R)

にRiemann計量を導入することができる。P n−1(R)の各元にその直交補空間を対
応させることで、P n−1(R)からGn−1(R

n)への全単射を得る。この全単射が等長
同型写像になるようにGn−1(R

n)にRiemann多様体の構造を導入する。

定理 5.2.1

I(Rn × Ln−1(R
n)) = {(x, l) ∈ Rn × Ln−1(R

n) | x ∈ l}

とおくと、I(Rn × Ln−1(R
n))はRn × Ln−1(R

n)の 2n− 1次元正規部分多様体に
なる。さらに

i : Rn ×Gn−1(R
n) → I(Rn × Ln−1(R

n)) ; (x, l) 7→ (x, l + x)

によって iを定めると、iは微分同型写像になる。



94 第 5章 Euclid空間における交叉積分公式

証明 R×Sn−1からLn−1(R
n)への二重被覆写像があるので、局所的にはLn−1(R

n)

の開集合をR×Sn−1の開集合と同一視することができる。すなわちLn−1(R
n)の元

l(r, u)を (r, u) ∈ R×Sn−1と同一視する。Rn×Ln−1(R
n)の元が I(Rn×Ln−1(R

n))

に含まれるための必要十分条件をこの局所的な同一視を使って表すと、

〈x, u〉 = r

となる。そこで
F (x, r, u) = 〈x, u〉 − r

とおくと dF の階数はすべての点で 1になり、I(Rn×Ln−1(R
n))はRn×Ln−1(R

n)

の 2n− 1次元正規部分多様体になる。
次に iが微分同型写像になることを示す。先に示したM(Rn)の Ln−1(R

n)への
作用の表示より

l(0, u) + x = T (1, x)l(0, u) = l(〈x, u〉, u)
となるので、i(x, l(0, u)) = (x, l(〈x, u〉, u))。よって iはRn×Ln−1(R

n)へのC∞級
写像になる。したがって、iは I(Rn×Ln−1(R

n))へのC∞級写像にもなる。iの定
め方より、iは全単射になることがわかる。上の iの表示より、微分写像 diはすべ
ての点で退化しないことがわかる。以上より、iは微分同型写像になる。

定理 5.2.2 (Croftonの公式) Rn内の曲線 cに対して
∫

Ln−1(Rn)

#(c ∩ l)dµ(l) = κn−1L(c)

が成り立つ。ここで κn−1 = vol(Dn−1(1))である (例 3.2.12)。

折れ線近似による証明 曲線を折れ線で近似すると曲線の長さも折れ線の長さ
で近似される。折れ線は線分の合併になり折れ線の長さは線分の長さの和になる。
そこで cが線分の場合にCroftonの公式を示し、次に cが折れ線の場合を示し、最
後に cが一般の曲線の場合を証明する。
c = [0, L(c)] × {0} ⊂ Rnとする。超平面が cと交わるときの交点の数は 1にな

るので、l(r, u)が cと交わる r, uの条件を求めればCroftonの公式の積分を計算す
ることができる。uは Sn−1

+ 内を動くようにすると、rの条件は 0 ≤ r ≤ L(c)u1に
なる。したがって、交点数の積分は次のようになる。

∫

Sn−1
+

∫ L(c)u1

0

1drdu =

∫

Sn−1
+

L(c)u1du = κn−1L(c).

最後の積分は例 3.2.13の結果を使った。したがって cが (1, 0, . . . , 0)の軸上の線分
の場合に Croftonの公式が成り立つことがわかった。Euclid空間の任意の線分は
等長変換によって (1, 0, . . . , 0)の軸に移すことができ、Ln−1(R

n)上の測度は平面
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の等長変換の作用によって不変なので、Euclid空間の任意の線分に対してCrofton

の公式が成り立つ。
次に cが線分 c1, . . . , ckからなる折れ線の場合を考える。

∫

Ln−1(Rn)

#(c ∩ l)dµ(l)

=

∫

Ln−1(Rn)

#

(
k⋃

i=1

ci ∩ l
)
dµ(l) =

∫

Ln−1(Rn)

k∑
i=1

#(ci ∩ l)dµ(l)

=
k∑

i=1

∫

Ln−1(Rn)

#(ci ∩ l)dµ(l) =
k∑

i=1

κn−1L(ci) = κn−1L(c).

ここで、等式

#

(
k⋃

i=1

ci ∩ l
)

=
k∑

i=1

#(ci ∩ l)

は超平面 lが ciの端点を通らないときに成り立つが、lが ciの端点を通るときには
成り立たない。ciの端点を通る lの全体は n− 1次元になり Ln−1(R

n)の測度に関
して測度 0になるので、積分の等式

∫

Ln−1(Rn)

#

(
k⋃

i=1

ci ∩ l
)
dµ(l) =

∫

Ln−1(Rn)

k∑
i=1

#(ci ∩ l)dµ(l)

は成り立つ。
最後に cが一般の曲線の場合を証明する。cを弧長に関して i等分した点を結ん
で得られる折れ線を diで表すと、 lim

i→∞
L(di) = L(c)が成り立つ。超平面 lと二点を

結ぶ曲線との交点数は同じ二点を結ぶ線分との交点数以上になるので、

#(d2i ∩ l) ≤ #(d2i+1) ≤ · · · ≤ #(c ∩ l)

となる。さらに、cと lがトランスバーサルに交わるとき、#(d2i ∩ l)は#(c∩ l)に
単調収束する。cとトランスバーサルに交わらない lの全体は Ln−1(R

n)の測度に
関して測度 0になるので、Lebesgueの単調収束定理と上で示したことより

∫

Ln−1(Rn)

#(c ∩ l)dµ(l) = lim
i→∞

∫

Ln−1(Rn)

#(d2i ∩ l)dµ(l) = lim
i→∞

κn−1L(d2i)

= κn−1L(c)

が成り立つ。

別証明
I(c) = {(x, l) ∈ I(Rn × Ln−1(R

n)) | x ∈ c}
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とおく。定理 5.2.1の微分同型写像 iを使うと、

i−1(I(c)) = c×Gn−1(R
n)

となるので、これはRn×Gn−1(R
n)のn次元部分多様体になる。したがって、I(c)

は I(Rn × Ln−1(R
n))の n次元部分多様体になる。

πL : I(c) → Ln−1(R
n) ; (x, l) 7→ l

によって写像 πLを定義すると、πLは、包含写像 I(c) → Rn×Ln−1(R
n)と第二成

分への射影Rn×Ln−1(R
n) → Ln−1(R

n)との合成になるので、C∞級写像になる。
そこで I(c)上恒等的に 1に等しい関数とこの写像 πLに定理 3.2.5を適用すると

∫

Ln−1(Rn)

#(π−1
L (l))dµ(l) =

∫

I(c)

JπLdµ

を得る。ここで

π−1
L (l) = {(x, l) | x ∈ l, x ∈ c} = (c ∩ l)× {l}

だから、#(π−1
L (l)) = #(c ∩ l)となり、

∫

Ln−1(Rn)

#(c ∩ l)dµ(l) =

∫

I(c)

JπLdµ.

以下で上の等式の右辺を計算する。そのために、まずπLの微分写像 dπLを求める。
曲線 cの弧長パラメーター sとGn−1(R

n)の元 l(0, u)のパラメーター u ∈ Sn−1(1)

を使う。定理 5.2.1の証明中に示した iの表示を使うと、

πL ◦ i(c(s), l(0, u)) = πL(c(s), l(〈c(s), u〉, u)) = l(〈c(s), u〉, u).

これより

dπLdi

(
∂

∂s

)
=

d

ds
l(〈c(s), u〉, u) =

〈
dc

ds
, u

〉
∂

∂r
.

X ∈ Tu(S
n−1(1))に対して、Sn−1(1)の曲線 u(t)を u(0) = uと

du

dt

∣∣∣∣
t=0

= Xを満た

すようにとる。すると

dπLdi(X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

l(〈c(s), u(t)〉, u(t)) = 〈c(s), X〉 ∂
∂r

+X.
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そこで、Tu(S
n−1(1))の正規直交基底X1, . . . , Xn−1をとると、∂/∂s,X1, . . . , Xn−1

は c× P n−1(R) の接ベクトル空間の正規直交基底になり、
∣∣∣∣∣dπLdi

(
∂

∂s

)
∧

n−1∧
i=1

dπLdi(Xi)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
〈
dc

ds
, u

〉
∂

∂r
∧

n−1∧
i=1

(
〈c(s), Xi〉 ∂

∂r
+Xi

)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
〈
dc

ds
, u

〉
∂

∂r
∧

n−1∧
i=1

Xi

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
〈
dc

ds
, u

〉
∂

∂r

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣
n−1∧
i=1

Xi

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
〈
dc

ds
, u

〉∣∣∣∣ .

となり、
∫

I(c)

JπLdµ =

∫

c

1

2

∫

Sn−1(1)

∣∣∣∣
〈
dc

ds
, u

〉∣∣∣∣ dµ(u)ds =

∫

c

κn−1ds = κn−1L(c)

を得る。先に得た等式と合わせると
∫

Ln−1(Rn)

#(c ∩ l)dµ(l) = κn−1L(c)

を得る。

定理 5.2.3

I(Rn × L1(R
n)) = {(z, l) ∈ Rn × L1(R

n) | z ∈ l}

とおき、写像 jを

j : R× T (Sn−1(1)) → Rn × L1(R
n); (t, x, v) 7→ (v + tx, l1(x, v))

によって定める。このとき、jは挿入になりその像は I(Rn×L1(R
n))に一致する。さ

らに j : R×T (Sn−1(1)) → I(Rn×L1(R
n))は二重被覆写像になり、I(Rn×L1(R

n))

はRn × L1(R
n)の 2n− 1次元部分多様体になる。さらに写像 iを

i : Rn × P n−1(R) → I(Rn × L1(R
n)); (z, l) 7→ (z, l + z)

によって定めると、iは微分同型写像になる。

証明 jの微分写像djを計算する。jの像に現われるL1(R
n)は局所的にはT (Sn−1(1))

と微分同型になるので、L1(R
n)を局所的に T (Sn−1(1))と同一視して微分の計算
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をする。1 ≤ k ≤ n− 1に対して

dj

(
∂

∂t
, 0, 0

)
= (x, 0, 0),

dj(0, ek,−〈v, ek〉x) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

j(t, φk(s)(x), φk(s)(v))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(φk(s)(v) + tφk(s)(x), l1(φk(s)(x), φk(s)(v)))

= (−〈v, ek〉x+ tek, ek,−〈v, ek〉x),
dj(0, 0, ek) =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

j(t, x, v + sek)

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(v + sek + tx, l1(x, v + sek))

= (ek, 0, ek).

これらが線形独立になるかどうか調べるために、これらの外積の長さの二乗を計
算する。

∣∣∣∣∣dj
(
∂

∂t
, 0, 0

)
∧

n−1∧

k=1

dj(0, ek,−〈v, ek〉x) ∧
n−1∧

l=1

dj(0, 0, el)

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣(x, 0, 0) ∧
n−1∧

k=1

(−〈v, ek〉x+ tek, ek,−〈v, ek〉x) ∧
n−1∧

l=1

(el, 0, el)

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣(x, 0, 0) ∧
n−1∧

k=1

(tek, ek,−〈v, ek〉x) ∧
n−1∧

l=1

(el, 0, el)

∣∣∣∣∣

2

= |(x, 0, 0)|2 ·
∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

(tek, ek,−〈v, ek〉x) ∧
n−1∧

l=1

(el, 0, el)

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

(tek, ek,−〈v, ek〉x) ∧
n−1∧

k=1

(ek, 0, ek)

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣
(t2 + 1)1n−1 t1n−1

t1n−1 2 · 1n−1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(t2/2 + 1)1n−1 0

t1n−1 2 · 1n−1

∣∣∣∣∣ = (t2 + 2)n−1.

これは 0にはならないので、jは挿入になる。
l1 : T (Sn−1(1)) → L1(R

n)が全射になっていることから、jの像はI(Rn×L1(R
n))

に一致することがわかる。
jの定め方より j(t, x, v) = j(t′, x′, v′)となるための必要十分条件は、v′ + t′x′ =

v+ txかつ l1(x
′, v′) = l1(x, v)が成り立つことである。l1(x′, v′) = l1(x, v)の必要十

分条件は x′ = ±xかつ v′ = vであることに注意すると、

(t′, x′, v′) = (t, x, v) または (t′, x′, v′) = (−t,−x, v)
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が j(t, x, v) = j(t′, x′, v′)となるための必要十分条件になることがわかる。したがっ
て、j : R×T (Sn−1(1)) → I(Rn×L1(R

n))は二重被覆写像になり、I(Rn×L1(R
n))

はRn × L1(R
n)の 2n− 1次元部分多様体になる。

l = l1(x, 0) ∈ P n−1(R) ⊂ L1(R
n) (x ∈ Sn−1(1))とおくと

l + z = T (1, z)l1(x, 0) = l1(x, z − 〈z, x〉x).
これより

i(z, l1(x, 0)) = (z, l1(x, z − 〈z, x〉x))
となるので、iはRn × L1(R

n)への C∞級写像になる。したがって、iは I(Rn ×
L1(R

n))へのC∞級写像にもなる。iの定め方より、iは全単射になることがわかる。
iが微分同型写像になることを示すために、微分写像 diを計算する。1 ≤ k ≤ n−1

に対して

di(x, 0) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

i(z + sx, l1(x, 0))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(z + sx, l1(x, z + sx− 〈z + sx, x〉x))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(z + sx, l1(x, z − 〈z, x〉x))
= (x, 0, 0),

di(ek, 0) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

i(z + sek, l1(x, 0))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(z + sek, l1(x, z + sek − 〈z + sek, x〉x))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(z + sek, l1(x, z + sek − 〈z, x〉x))
= (ek, 0, ek),

di(0, ek) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

i(z, l1(φk(s)(x), 0))

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(z, l1(φk(s)(x), z − 〈z, φk(s)(x)〉φk(s)(x)))

= (0, ek,−〈z, ek〉x− 〈z, x〉ek).

これらが線形独立になるかどうか調べるために、これらの外積の長さの二乗を計
算する。

∣∣∣∣∣di(x, 0) ∧
n−1∧

k=1

di(ek, 0) ∧
n−1∧

l=1

di(0, el)

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣(x, 0, 0) ∧
n−1∧

k=1

(ek, 0, ek) ∧
n−1∧

l=1

(0, el,−〈z, el〉x− 〈z, x〉el)

∣∣∣∣∣

2
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=|(x, 0, 0)|2 ·
∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

(ek, 0, ek) ∧
n−1∧

l=1

(0, el,−〈z, el〉x− 〈z, x〉el)

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

(ek, 0, ek) ∧
n−1∧

l=1

(0, el,−〈z, el〉x− 〈z, x〉el)

∣∣∣∣∣

2

.

これを計算するためにこれらのベクトルの内積を計算しておく。1 ≤ k, l ≤ n −
1, k 6= lに対して

〈(ek, 0, ek), (ek, 0, ek)〉 = 2,

〈(ek, 0, ek), (el, 0, el)〉 = 0,

〈(ek, 0, ek), (0, ek,−〈z, ek〉x− 〈z, x〉ek)〉 = −〈z, x〉,
〈(ek, 0, ek), (0, el,−〈z, el〉x− 〈z, x〉el)〉 = 0,

〈(0, ek,−〈z, ek〉x− 〈z, x〉ek), (0, ek,−〈z, ek〉x− 〈z, x〉ek)〉 = 1 + 〈z, x〉2,
〈(0, ek,−〈z, ek〉x− 〈z, x〉ek), (0, el,−〈z, el〉x− 〈z, x〉el)〉 = 0.

これらの内積の値より次の等式を得る。
∣∣∣∣∣di(x, 0) ∧

n−1∧

k=1

di(ek, 0) ∧
n−1∧

k=1

di(0, ek)

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣
2 · 1n−1 −〈z, x〉1n−1

−〈z, x〉1n−1 (1 + 〈z, x〉2)1n−1

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
2 · 1n−1 −〈z, x〉1n−1

0 (1 + 〈z, x〉2/2)1n−1

∣∣∣∣∣
= (2 + 〈z, x〉2)n−1.

これは 0にはならないので、diは線形同型写像になる。iは全単射になるので、i
は微分同型写像になることがわかる。

定理 5.2.4 (Croftonの公式) Rn内の超曲面 Sに対して
∫

L1(Rn)

#(S ∩ l)dµ(l) = κn−1vol(S)

が成り立つ。

証明
I(S) = {(z, l) ∈ I(Rn × L1(R

n)) | z ∈ S}
とおく。先に定めた微分同型写像写像 iを使うと、

i−1(I(S)) = S × P n−1(R)
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となるので、これはRn×P n−1(R)の 2n− 2次元部分多様体になる。したがって、
I(S)は I(Rn × L1(R

n))の 2n− 2次元部分多様体になる。

πL : I(S) → L1(R
n) ; (z, l) 7→ l

によって写像 πLを定義すると、πLは、包含写像 I(S) → Rn × L1(R
n)と第二成

分への射影Rn × L1(R
n) → L1(R

n)との合成になるので、C∞級写像になる。そ
こで I(S)上恒等的に 1に等しい関数とこの写像 πLに余面積公式を適用すると

∫

L1(Rn)

#(π−1
L (l))dµ(l) =

∫

I(S)

JπLdµ

を得る。ここで

π−1
L (l) = {(z, l) | z ∈ l, z ∈ S} = (S ∩ l)× {l}

だから、#(π−1
L (l)) = #(S ∩ l)となり、

∫

L1(Rn)

#(S ∩ l)dµ(l) =

∫

I(S)

JπLdµ.

以下で上の等式の右辺を計算する。そのために、まず πLの微分写像 dπLを求め
る。l1(x, 0) ∈ P n−1(R)をとり、Tx(S

n−1(1))の正規直交基底 e1, . . . , en−1をとって
おく。Sの zにおける接ベクトルXを

X = 〈X, x〉x+
n−1∑

k=1

〈X, ek〉ek

と表す。先に示した iの微分写像の計算より 1 ≤ k ≤ n− 1に対して

di(X, 0) = di

(
〈X, x〉x+

n−1∑

k=1

〈X, ek〉ek

)

= 〈X, x〉(x, 0, 0) +
n−1∑

k=1

〈X, ek〉(ek, 0, ek)

=

(
X, 0,

n−1∑

k=1

〈X, ek〉ek

)

= (X, 0, X − 〈X, x〉x),
di(0, ek) = (0, ek,−〈z, ek〉x− 〈z, x〉ek).

dπLは L1(R
n)の接成分への射影なので、

dπLdi(X, 0) =

(
0,

n−1∑

k=1

〈X, ek〉ek

)
= (0, X − 〈X, x〉x),

dπLdi(0, ek) = (ek,−〈z, ek〉x− 〈z, x〉ek).
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そこで Sの zにおける接ベクトル空間の正規直交基底X1, . . . , Xn−1をとると

J(πL ◦ i) =

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

dπLdi(Xk, 0) ∧
n−1∧
m=1

dπLdi(0, em)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

(
0,

n−1∑

l=1

〈Xk, el〉el

)
∧

n−1∧
m=1

(em,−〈z, em〉x− 〈z, x〉em)

∣∣∣∣∣ .

ここでほとんどすべての xに対して
n−1∑

l=1

〈X1, el〉el, . . . ,

n−1∑

l=1

〈Xn−1, el〉el

は x⊥ = span{e1, . . . , en−1}を張るので、このとき、

J(πL ◦ i) =

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

(
0,

n−1∑

l=1

〈Xk, el〉el

)
∧

n−1∧
m=1

(em,−〈z, em〉x)
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

(
0,

n−1∑

l=1

〈Xk, el〉el

)∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣
n−1∧
m=1

(em,−〈z, em〉x)
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

n−1∑

l=1

〈Xk, el〉el

∣∣∣∣∣ · 1 =

∣∣∣∣∣det(〈Xk, el〉)
n−1∧
m=1

em

∣∣∣∣∣

= | det(〈Xk, el〉)| =
∣∣∣∣∣

〈
n−1∧

k=1

Xk,
n−1∧

l=1

el

〉∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

Xk ∧ x
∣∣∣∣∣ .

最後の等号は命題 1.3.12より∣∣∣∣∣

〈
n−1∧

k=1

Xk,
n−1∧

l=1

el

〉∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

Xk ∧ ∗
(

n−1∧

l=1

el

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

Xk ∧ x
∣∣∣∣∣

となることを使った。以上より∫

I(S)

JπLdµ =

∫

S×P n−1(R)

JπLJidµ =

∫

S×P n−1(R)

J(πL ◦ i)dµ

=

∫

S×P n−1(R)

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

Xk ∧ x
∣∣∣∣∣ dµ =

∫

S

(∫

P n−1(R)

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

Xk ∧ x
∣∣∣∣∣ dµ

)
dµ.

ここで、 ∫

P n−1(R)

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

Xk ∧ x
∣∣∣∣∣ dµ =

1

2

∫

Sn−1(1)

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

Xk ∧ x
∣∣∣∣∣ dµ(x)

となり、被積分関数の

∣∣∣∣∣
n−1∧

k=1

Xk ∧ x
∣∣∣∣∣は TzSの法直線への xの直交射影の長さに等し

い。Sn−1(1)上の測度の不変性よりこの積分は

1

2

∫

Sn−1(1)

|x1|dµ(x) =

∫

Sn−1
+

x1dµ(x) = vol(Dn−1(1)) = κn−1
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に等しい。後半の計算は例 3.2.13の結果を利用した。したがって、
∫

I(S)

JπLdµ =

∫

S

κn−1dµ = κn−1vol(S).

余面積公式から得られた積分の等式と合せると次のCroftonの公式を得る。
∫

L1(Rn)

#(S ∩ l)dµ(l) = κn−1vol(S).

5.3 Euclid空間の等長変換群
n次実正方行列全体をMn(R)で表す。直交群O(n)がMn(R)内の部分多様体に
なることを示す。n次実対称行列全体を Sn(R)で表す。

ϕ : Mn(R) → Sn(R) ; X 7→ tXX

によってC∞級写像 ϕを定める。O(n) = ϕ−1(1)が成り立つ。O(n)の各点で ϕの
微分写像が全射になることを示せば、O(n)はMn(R)内の部分多様体になること
がわかる。X,Y ∈Mn(R)に対して

dϕX(Y ) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

ϕ(X + sY ) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

t(X + sY )(X + sY ) = tXY + tY X.

g ∈ O(n)に対して

dϕgX(gY ) = t(gX)gY + t(gY )gX = tXY + tY X = dϕX(Y ).

これより dϕgX ◦ g = dϕX : Mn(R) → Sn(R) となり、rank(dϕgX) = rank(dϕX) が
成り立つ。よって、dϕ1が全射になることを示せば十分である。

dϕ1(Y ) = Y + tY (Y ∈Mn(R))

より dϕ1は全射にり、O(n)はMn(R)内の部分多様体になることがわかる。さらに

dimO(n) = dimMn(R)− dimSn(R) = n2 − 1

2
n(n+ 1) =

1

2
n(n− 1).

このO(n)の多様体構造に関して

O(n)×O(n) → O(n) ; (g, h) 7→ gh, O(n) → O(n) ; g 7→ g−1

はC∞級写像になり、O(n)は Lie群になる。
n次交代行列全体をAn(R)で表す。O(n)の単位元 1における接ベクトル空間は

T1(O(n)) = ker dϕ1 = An(R)
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になる。ベクトル空間Mn(R)の内積を

〈X,Y 〉 =
1

2
tr(tXY ) =

1

2

n∑
i,j=1

XijYij (X,Y ∈Mn(R))

によって定める。Mn(R)の部分ベクトル空間 Sn(R)と An(R)にもこの内積から
内積が定まる。g ∈ O(n)に対して

〈gX, gY 〉 =
1

2
tr(t(gX)gY ) =

1

2
tr(tX tggY ) =

1

2
tr(tXY ) = 〈X,Y 〉

となるので、O(n)の元を左からかける作用はMn(R)の等長変換になる。

〈Xg, Y g〉 =
1

2
tr(t(Xg)Y g) =

1

2
tr(tgtXY g) =

1

2
tr(tXY gtg) =

1

2
tr(tXY ) = 〈X,Y 〉

となるので、O(n)の元を右からかける作用もMn(R)の等長変換になる。Mn(R)

の部分多様体O(n)には誘導Riemann計量を導入しておく。すると g ∈ O(n)に対
して

Lg : O(n) → O(n) ; h 7→ gh, Rg : O(n) → O(n) ; h 7→ hg

の微分写像は等長的線形同型写像になり、どちらもO(n)の等長変換になる。

i : O(n) → O(n) ; g 7→ g−1

も等長変換になることがわかる。iが全単射であることは群の逆元の対応であるこ
とからわかるので、後は各点における微分写像が等長的線形同型写像になること
を示せばよい。A ∈ An(R)に対して

h(0) = 1,
dh(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

= A

を満たす O(n)の曲線 h(t)をとる。h(t)h(t)−1 = 1が任意の tについて成り立つ
ので、

0 =
d

dt

(
h(t)h(t)−1

)
= dRh(t)−1

dh(t)

dt
+ dLh(t)

dh(t)−1

dt
.

特に t = 0とすると
dh(t)−1

dt

∣∣∣∣
t=0

= − dh(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

を得る。g ∈ O(n)に対して

dig(dLg(A)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

i(gh(t)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

h(t)−1g−1 = −dRg−1(A).

これより、dig = −dRg−1 ◦ (dLg)
−1となり、digも等長的線形同型写像になる。
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回転群 SO(n)はO(n)の単位元の連結成分になる。Rnの向きを保つ等長変換の
全体をM(Rn)で表す。M(Rn)の任意の元は g ∈ SO(n)と u ∈ Rnによって

T (g, u)(x) = gx+ u (x ∈ Rn)

と表すことができる。これよりM(Rn)は多様体としては積 SO(n)×Rnになる。
M(Rn)のRnへの作用は次のように表すとわかりやすい。

T (g, u)

[
x

1

]
=

[
g u

0 1

][
x

1

]
.

これによって、M(Rn)はRnの Lie変換群になる。積は次のようになる。

T (g, u)T (h, v) =

[
g u

0 1

][
h v

0 1

]
=

[
gh gv + u

0 1

]
.

写像
SO(n)×Rn →M(Rn) ; (g, u) 7→ T (g, u)

は微分同型写像になる。SO(n)のRiemann計量とRnの計量の積Riemann計量を
M(Rn)に導入する。

命題 5.3.1 M(Rn)の左移動は等長変換になり、さらに、体積保存変換になる。

証明 α = T (g, u) ∈M(Rn)とおくとLα(T (h, v)) = T (gh, gv + u)となるので、
A ∈ An(R), Y ∈ Rnに対して

p(0) = 1,
dp(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

= A

を満たすO(n)の曲線 p(t)をとる。

dLα(dLh(A), 0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

LαT (hp(t), v) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

T (ghp(t), gv + u)

= (dLgh(A), 0),

dLα(0, Y ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

LαT (h, v + tY ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

T (gh, g(v + tY ) + u)

= (0, gY ).

これより dLαは等長線形写像になり、Lαは等長変換になる。したがって、Lαは
体積保存変換にもなる。

注意 5.3.2 M(Rn)の任意の点 αに対して

Rα(x) = xα (x ∈M(Rn))
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によって右移動 Rα を定める。α = T (g, u) ∈ M(Rn)とおくと Rα(T (h, v)) =

T (hg, hu+ v)となるので、A ∈ An(R), Y ∈ Rnに対して

p(0) = 1,
dp(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

= A

を満たすO(n)の曲線 p(t)をとる。

dRα(dLh(A), 0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

RαT (hp(t), v)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

T (h(p(t))g, h(p(t))u+ v)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

T (hg(g−1p(t)g), h(p(t))u+ v)

= (dLhg(g
−1Ag), hAu),

dRα(0, Y ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

RαT (h, v + tY ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

T (hg, hu+ v + tY )

= (0, Y ).

これより dRαは左移動の場合とは異なり等長線形写像にならない。ところが、Rα

は体積保存変換になる。これを以下で示す。1 ≤ a < b ≤ nに対して、(a, b)成分
が 1、(b, a)成分が−1であって他の成分は 0である行列をAa,bで表わす。すると、
{Aa,b | 1 ≤ a < b ≤ n}はAn(R)の正規直交基底になる。さらに、Rnの正規直交
基底 {Xi | 1 ≤ i ≤ n}をとると、

∧

a<b

dRα(dLh(Aa,b), 0) ∧
n∧

i=1

dRα(0, Xi)

=
∧

a<b

(dLhg(g
−1Aa,bg), hAa,bu) ∧

n∧
i=1

(0, Xi)

=
∧

a<b

(dLhg(g
−1Aa,bg), 0) ∧

n∧
i=1

(0, Xi)

が成り立ち、SO(n)において左移動と右移動はどちらも等長変換になることと命
題 5.3.1より、dRαは正規直交基底の外積を正規直交基底の外積に写すことがわか
る。したがって、Rαは体積保存変換になる。

5.4 Poincaréの公式
Euclid空間の二つの部分多様体について Poincaréの公式を証明する。
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補題 5.4.1

I((Rn)2 ×M(Rn)) = {(x, y, α) ∈ (Rn)2 ×M(Rn) | x = α(y)}

とおくと、I((Rn)2 ×M(Rn))は (Rn)2 ×M(Rn)の n+ dimM(Rn)次元正規部分
多様体になる。さらに

i : (Rn)2 × SO(n) → I((Rn)2 ×M(Rn))

; (x, y, g) 7→ (x, y, T (1, x)T (g, 0)T (1,−y))

によって iを定めると、iは微分同型写像になる。

証明 (Rn)2×M(Rn)の元 (x, y, T (g, u))が I((Rn)2×M(Rn))に含まれるため
の必要十分条件は x = gy + uとなる。そこで

F : (Rn)2 ×M(Rn) → Rn ; (x, y, T (g, u)) 7→ gy + u− x

とおくと I((Rn)2×M(Rn)) = F−1(0)が成り立つ。さらにF の定義より、X ∈ Rn

に対して

dF(x,y,T (g,u))(X, 0, 0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (x+ tX, y, T (g, u))

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(gy + u− x− tX)

= −X

となり、各点で dF は全射になることがわかる。陰関数定理より I((Rn)2×M(Rn))

は (Rn)2 ×M(Rn)の正規部分多様体になる。
次に iが微分同型写像になることを示す。iの定め方より iは (Rn)2×M(Rn)へ

のC∞級写像になる。したがって、iは I((Rn)2 ×M(Rn))へのC∞級写像にもな
る。(x, y, α) ∈ I((Rn)2 ×M(Rn))に対して

T (1,−x)αT (1, y)(0) = T (1,−x)α(y) = T (1,−x)(x) = 0

となりT (1,−x)αT (1, y)は向きを保つのでT (1,−x)αT (1, y) ∈ SO(n)が成り立つ。
そこで、

j : I((Rn)2 ×M(Rn)) → (Rn)2 × SO(n)

; (x, y, α) 7→ (x, y, T (1,−x)αT (1, y))

によって写像 jを定めると、jもC∞級写像になり iの逆写像になる。したがって、
iは微分同型写像になる。
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定理 5.4.2 (Poincaréの公式) 自然数 p, q, nが p+ q = nを満たすとする。p, qに
のみ依存する定数Cが存在し、Rn内の p次元部分多様体 S0と q次元部分多様体
S1に対して ∫

M(Rn)

#(S0 ∩ gS1)dµ(g) = Cvol(S0)vol(S1)

が成り立つ。

注意 5.4.3 第 5.5 節で Euclid 空間における Hotelling の公式の応用として p =

1, q = n− 1の場合に定理 5.4.2の Poincaréの公式の係数Cが

C =
2vol(SO(n+ 1))

L(S1(1))vol(Sn−1(1))

で与えられることを示す。さらに p + q ≥ nを満たす p, qについても Poincaréの
公式は成立し、その場合のPoincaréの公式は次のようになる。Rn内の p次元部分
多様体 S0と q次元部分多様体 S1に対して

∫

M(Rn)

vol(S0 ∩ gS1)dµ(g) =
vol(Sp+q−n(1))vol(SO(n+ 1))

vol(Sp(1))vol(Sq(1))
vol(S0)vol(S1)

が成り立つ。

証明

I(S0, S1) = {(x, y, g) ∈ I((Rn)2 ×M(Rn)) | x ∈ S0, y ∈ S1}

とおく。補題 5.4.1の微分同型写像 iを使うと、

i−1(I(S0, S1)) = S0 × S1 × SO(n)

となるので、これは SO(n)× (Rn)2の n+ n(n− 1)/2 = dimM(Rn)次元部分多様
体になる。したがって、I(S0, S1)は I((Rn)2 ×M(Rn))の dimM(Rn)次元部分多
様体になる。

πM : I(S0, S1) →M(Rn) ; (x, y, g) 7→ g

によって写像 πM を定義すると、πM は包含写像 I(S0, S1) → (Rn)2 ×M(Rn)と第
三成分への射影 (Rn)2 ×M(Rn) → M(Rn)との合成になるので、C∞級写像にな
る。そこでこの写像 πM に定理 3.2.5を適用すると

∫

M(Rn)

#(π−1
M (g))dµ(g) =

∫

I(S0,S1)

JπMdµ

を得る。ここで
π−1

M (g) = {(g(y), y, g)) | g(y) ∈ S0 ∩ gS1}



5.4. Poincaréの公式 109

だから、#(π−1
M (g)) = #(S0 ∩ gS1)となり、

∫

M(Rn)

#(S0 ∩ gS1)dµ(g) =

∫

I(S0,S1)

JπMdµ.

さらに微分同型写像 i : S0 × S1 × SO(n) → I(S0, S1)に定理 3.2.5を適用すると
∫

I(S0,S1)

JπMdµ =

∫

S0×S1×SO(n)

JπMJidµ =

∫

S0×S1×SO(n)

J(πM ◦ i)dµ

となり ∫

M(Rn)

#(S0 ∩ gS1)dµ(g) =

∫

S0×S1×SO(n)

J(πM ◦ i)dµ.

以下で上の等式の右辺を計算する。そのために、まず πM ◦ iの微分写像 d(πM ◦ i)
を求める。(x, y, g) ∈ (πM ◦ i)に対して

πM ◦ i(x, y, g) = T (1, x)T (g, 0)T (1,−y) =

[
1 x

0 1

][
g 0

0 1

][
1 −y
0 1

]

=

[
1 x

0 1

][
g −gy
0 1

]
=

[
g x− gy

0 1

]

= T (g, x− gy).

これより πM ◦ iの微分写像 d(πM ◦ i)のX ∈ Tx(S0), Y ∈ Ty(S1), A ∈ An(R)への
作用は次のようになる。

p(0) = 1,
dp(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

= A

を満たすO(n)の曲線 p(t)をとる。

d(πM ◦ i)(X, 0, 0) =

[
0 X

0 0

]
,

d(πM ◦ i)(0, Y, 0) =

[
0 −gY
0 0

]
,

d(πM ◦ i)(0, 0, dLg(A)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[
gp(t) x− gp(t)y

0 1

]

=

[
dLg(A) −gAy

0 0

]
.
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Tx(S0)の正規直交基底 {Xi | 1 ≤ i ≤ p}、Ty(S1)の正規直交基底 {Yj | 1 ≤ j ≤ q}、
An(R)の正規直交基底 {Aa,b | 1 ≤ a < b ≤ n}をとる。上の計算より、

d(πM ◦ i)
(

p∧
i=1

Xi ∧
q∧

j=1

Yj ∧
∧

a<b

dLg(Aa,b)

)

=

p∧
i=1

[
0 Xi

0 0

]
∧

q∧
j=1

[
0 −gYj

0 0

]
∧

∧

a<b

[
dLg(Aa,b) −gAa,by

0 0

]

=

p∧
i=1

[
0 Xi

0 0

]
∧

q∧
j=1

[
0 −gYj

0 0

]
∧

∧

a<b

[
dLg(Aa,b) 0

0 0

]
.

よって
∣∣∣∣∣d(πM ◦ i)

(
p∧

i=1

Xi ∧
q∧

j=1

Yj ∧
∧

a<b

dLg(Aa,b)

)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
p∧

i=1

[
0 Xi

0 0

]
∧

q∧
j=1

[
0 −gYj

0 0

]
∧

∧

a<b

[
dLg(Aa,b) 0

0 0

]∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
p∧

i=1

[
0 Xi

0 0

]
∧

q∧
j=1

[
0 −gYj

0 0

]∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣
∧

a<b

[
dLg(Aa,b) 0

0 0

]∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
p∧

i=1

Xi ∧
q∧

j=1

(−gYj)

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣
∧

a<b

dLg(Aa,b)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
p∧

i=1

Xi ∧
q∧

j=1

gYj

∣∣∣∣∣ .

となり

J(πM ◦ i) =

∣∣∣∣∣
p∧

i=1

Xi ∧
q∧

j=1

gYj

∣∣∣∣∣

を得る。問題の積分
∫

S0×S1×SO(n)

J(πM ◦ i)dµ をまずSO(n)上で積分する。SO(n)

は個数を固定した正規直交系の全体に推移的に作用するので、積分

∫

SO(n)

∣∣∣∣∣
p∧

i=1

Xi ∧
q∧

j=1

gYj

∣∣∣∣∣ dµ(g)

はXiと Yjのとり方には依存しないだけでなく、接空間 Tx(S0)と Ty(S1)にも依存
せず、これらの次元 p, qにのみ依存して定まる定数Cになる。したがって、

∫

S0×S1×SO(n)

J(πM ◦ i)dµ =

∫

S0×S1

Cdµ = Cvol(S0)vol(S1)
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となり、次の Poincaréの公式を得る。
∫

M(Rn)

#(S0 ∩ gS1)dµ(g) = Cvol(S0)vol(S1).

5.5 Steinerの公式とHotellingの公式
Rnの滑かな超曲面 Sに単位法ベクトル eが定まっているとする。Sの接ベクト
ル場Xで 〈e, e〉 = 1を微分すると、

0 = X〈e, e〉 = 2〈Xe, e〉

となるので、XeはSの接ベクトル場になる。S上の関数fに対して (fX)e = f(Xe)

となるので、x ∈ Sにおける (Xe)xはXxに対して定まる。そこで、

AX = −Xe

とおくと、Aは Sの各点で接ベクトル空間の線形変換を定める。Aを Sのシェイ
プ作用素と呼ぶ。Sの接ベクトル場X,Y に対して

〈XY, e〉 − 〈Y X, e〉 = 〈[X,Y ], e〉 = 0

となるので、〈XY, e〉 = 〈Y X, e〉が成り立つ。Xで 〈Y, e〉 = 0を微分すると

0 = X〈Y, e〉 = 〈XY, e〉+ 〈Y,Xe〉 = 〈XY, e〉 − 〈Y,AX〉.

したがって、
〈Y,AX〉 = 〈XY, e〉 = 〈Y X, e〉 = 〈X,AY 〉

となり、Aは対称線形変換になる。よって、Aは正規直交基底によって対角化可能
になり、固有値はすべて実数になる。Aの固有値を Sの主曲率と呼ぶ。それらを
κ1, . . . , κn−1とする。t1, . . . , tn−1の第 i次基本対称式を σi(t1, . . . , tn−1)で表す。す
なわち

σ1(t1, . . . , tn−1) =
n−1∑
p=1

tp,

σ2(t1, . . . , tn−1) =
∑

1≤p<q≤n−1

tptq,

. . . ,

σn−1(t1, . . . , tn−1) = t1 · · · tn−1.

Sの第 i次平均曲率の積分Mi(S)を

Mi(S) =

(
n− 1

i

)−1 ∫

S

σi(κ1, . . . , κn−1)dµ
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によって定義する。ただし、M0(S) = vol(S)とする。M1(S)は通常の平均曲率の
積分である。Sの各点にそこでの単位法ベクトルを対応させるGauss写像を γで
表す。Sのシェイプ作用素をAで表すことにする。Sの接ベクトルXに対して

dγ(X) = Xγ = −A(X)

となる。よって、Jγ = |κ1 · · ·κn−1|が成り立つ。Sがコンパクトで向きがついて
いる場合に χ(S)によって Sの Euler数を表すことにする。Sが偶数次元のとき、

Mn−1(S) =
1

2
ωnχ(S)

が成り立つことが知られている。KがBnと同相の領域のときは

Mn−1(∂K) = ωn

が成り立つ。
K ⊂ Rnが滑らかな境界 ∂Kを持つコンパクト領域の場合を考える。∂Kにおけ
るKの内向きの単位法ベクトルを eで表す。十分小さな ρ ≥ 0に対して

f : ∂K × [0, ρ] → Kρ − intK ; (x, t) 7→ x− te

は微分同型写像になる。∂Kのシェイプ作用素をAで表す。∂Kの接ベクトルXに
対して

df(X) = X − tXe = X + tA(X)

となり、[0, ρ]の方向の接ベクトル ∂/∂tに対しては

df(∂/∂t) = −e
が成り立つ。よって、

Jf = (1 + tκ1) · · · (1 + tκn−1) =
n−1∑
i=0

σi(κ1, . . . , κn−1)t
i

となる。ただし、σ0 = 1と約束しておく。以上の計算より

vol(Kρ) = vol(K) + vol(Kρ − intK)

= vol(K) +

∫

∂K

∫ ρ

0

n−1∑
i=0

σi(κ1, . . . , κn−1)t
idtdµ

= vol(K) +
n−1∑
i=0

ρi+1

i+ 1

∫

∂K

σi(κ1, . . . , κn−1)dµ

= vol(K) +
n−1∑
i=0

ρi+1

i+ 1

(
n− 1

i

)
Mi(∂K).

これより次の Steinerの公式を得る。
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定理 5.5.1 (Steinerの公式) K ⊂ Rnを滑らかな境界 ∂Kを持つコンパクト領域
から距離 ρ以下の点の全体をKρで表わすと、十分小さい ρに対して次の等式が成
り立つ。

vol(Kρ) = vol(K) +
n−1∑
i=0

ρi+1

i+ 1

(
n− 1

i

)
Mi(∂K).

これは 2次元の Steinerの公式 (定理 4.5.6) の一般化である。さらに、2次元の
Hotellingの公式 (定理 4.5.8) は次のように一般化できる。

定理 5.5.2 (Hotellingの公式) Rn内の滑らかな単純閉曲線 cから距離 ρ以下の
点の全体を cρで表すと、十分小さい ρに対して vol(cρ) = L(c)vol(D̄n−1(ρ))が成り
立つ。

証明 cの弧長パラータを sで表わす。cに沿った法ベクトル場Xに対してXの
sによる微分の法成分を (

dX

ds

)⊥
= ∇⊥X

で表わすことにする。Gram-Schmidtの直交化法により、cに沿った正規直交法ベ
クトル場 v1, . . . , vn−1を構成できる。∇⊥viは v1, . . . , vn−1の線形結合で表現できる
ので、

∇⊥vi =
n−1∑
j=1

ωj
i vj

を満たす関数 ωj
i が存在する。任意の法ベクトル場Xを

X =
n−1∑
i=1

X ivi

と表わすと、

∇⊥X =

(
dX

ds

)⊥
=

(
d

ds

n−1∑
i=1

X ivi

)⊥

=

(
n−1∑
i=1

dX i

ds
vi +

n−1∑
i=1

X idvi

ds

)⊥

=
n−1∑
i=1

dX i

ds
vi +

n−1∑
i=1

X i

(
dvi

ds

)⊥
=

n−1∑
i=1

dX i

ds
vi +

n−1∑
i=1

X i∇⊥vi

=
n−1∑
i=1

dX i

ds
vi +

n−1∑
i,j=1

X iωj
i vj =

n−1∑
i=1

(
dX i

ds
+

n−1∑
j=1

ωi
jX

j

)
vi

となる。これより、法ベクトル場Xが∇⊥X = 0を満たすための必要十分条件は、
X1, . . . , Xn−1が連立線形常微分方程式

dX i

ds
+

n−1∑
j=1

ωi
jX

j = 0 (i = 1, . . . , n− 1)



114 第 5章 Euclid空間における交叉積分公式

を満たすことになる。連立線形常微分方程式の解は初期条件に対して一意的に存
在し、初期条件に解を対応させる写像は線形になる。したがって、c(0)における
曲線 cの法ベクトル空間の正規直交基底 e1, . . . , en−1をとり、c上の法ベクトル場
eiに∇⊥ei = 0を満たすように拡張することができる。

d

ds
〈ei, ej〉 =

〈
dei

ds
, ej

〉
+

〈
ei,

dej

ds

〉
= 〈∇⊥ei, ej〉+ 〈ei,∇⊥ej〉 = 0

となるので、e1, . . . , en−1はすべての点で正規直交系になる。さらに、∇⊥ei = 0と

いうことは、
dei

ds
は曲線 cに接することになる。すなわち、cの単位接ベクトルを

uで表わすと、
dei

ds
は uに比例する。ρ ≥ 0に対して

f : c× D̄n−1(ρ) → cρ ; (x, t) 7→ x−
n−1∑
i=1

tiei

によって写像 f を定める。各 eiと uは直交するので 〈ei, u〉 = 0. これを sで微分す
ると 〈

dei

ds
, u

〉
+

〈
ei,

du

ds

〉
= 0

となり 〈
dei

ds
, u

〉
= −

〈
ei,

du

ds

〉

が成り立つことに注意しておく。

df

(
∂

∂s

)
=

∂f

∂s
= u−

n−1∑
i=1

ti
dei

ds
= u−

n−1∑
i=1

ti

〈
dei

ds
, u

〉
u

= u+
n−1∑
i=1

ti

〈
ei,

du

ds

〉
u =

(
1 +

〈
n−1∑
i=1

tiei,
du

ds

〉)
u,

df

(
∂

∂ti

)
=

∂f

∂ti
= −ei

となりこれらは直交しているので、命題 1.3.7より

Jf =

∣∣∣∣∣df
(
∂

∂s

)
∧

n−1∧
i=1

df

(
∂

∂ti

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣df
(
∂

∂s

)∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣
n−1∧
i=1

df

(
∂

∂ti

)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣1 +

〈
n−1∑
i=1

tiei,
du

ds

〉∣∣∣∣∣ .

ここまでの計算は eiを平行法ベクトル場になるように拡張しなくても示すことが
できる。eiは cに沿った正規直交法ベクトル場であればよい。このとき上と同じ形
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で f を定めると

df

(
∂

∂s

)
=
∂f

∂s
= u−

n−1∑
i=1

ti
dei

ds
, df

(
∂

∂ti

)
=
∂f

∂ti
= −ei

となり

df

(
∂

∂s

)
∧

n−1∧
i=1

df

(
∂

∂ti

)
= (−1)n−1

(
u−

n−1∑
i=1

ti
dei

ds

)
∧

n−1∧
i=1

ei

(dei/dsの法成分は eiとの外積で 0になる)

= (−1)n−1

(
u−

n−1∑
i=1

ti

〈
dei

ds
, u

〉
u

)
∧

n−1∧
i=1

ei

= (−1)n−1

(
u+

n−1∑
i=1

ti

〈
ei,

du

ds

〉
u

)
∧

n−1∧
i=1

ei

= (−1)n−1

(
1 +

n−1∑
i=1

ti

〈
ei,

du

ds

〉)
u ∧

n−1∧
i=1

ei.

したがって、この場合も次の等式を得る。

Jf =

∣∣∣∣∣1 +

〈
n−1∑
i=1

tiei,
du

ds

〉∣∣∣∣∣ .

いずれにしても十分小さい ρに対して f は微分同型写像になり、

Jf = 1 +

〈
n−1∑
i=1

tiei,
du

ds

〉

が成り立つ。余面積公式 (定理 3.2.5)より

vol(cρ) =

∫

c×D̄n−1(ρ)

Jfdµ =

∫

c×D̄n−1(ρ)

(
1 +

〈
n−1∑
i=1

tiei,
du

ds

〉)
dµ

=

∫

c×D̄n−1(ρ)

1dµ+

∫

c×D̄n−1(ρ)

〈
n−1∑
i=1

tiei,
du

ds

〉
dµ

= L(c)vol(D̄n−1(ρ)) +

∫

c

(∫

D̄n−1(ρ)

〈
n−1∑
i=1

tiei,
du

ds

〉
dµ(t)

)
ds

= L(c)vol(D̄n−1(ρ)).

したがって次の等式を得る。

vol(cρ) = L(c)vol(D̄n−1(ρ)).
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命題 5.5.3 定理 5.4.2において、p = 1, q = n − 1に対する Poincaréの公式の係
数Cは

C =
2vol(SO(n+ 1))

L(S1(1))vol(Sn−1(1))

で与えられる。すなわち、Rn内の 1次元部分多様体 S0と n − 1次元部分多様体
S1に対して

∫

M(Rn)

#(S0 ∩ gS1)dµ(g) =
2vol(SO(n+ 1))

L(S1(1))vol(Sn−1(1))
L(S0)vol(S1)

が成り立つ。

証明 定理 5.4.2において、S0 = S1(1), S1 = Sn−1(1)とおいてPoincaréの公式
の係数 C を決定する。Sn−1(1)を T (Φ, u) ∈ M(Rn)によって移すと中心 u半径 1

のn−1次元球面になる。これがS1(1)と交点を持つための必要十分条件は、S1(1)

と uの距離が 1以下になることである。この距離がちょうど 1になる uの全体は
n− 1次元になり、そのような T (Φ, u)の全体はM(Rn)の測度に関して測度 0にな
る。よってPoincaréの公式の積分はS1(1)との距離が 1未満になる点の全体S1(1)1

に uが含まれる部分だけで考えればよい。このとき

#(S1(1) ∩ T (Φ, u)Sn−1(1)) = 2

となる。定理 5.5.2と例 3.2.12より
∫

M(Rn)

#(S1(1) ∩ gSn−1(1))dµ(g) = 2vol(SO(n))vol(S1(1)1)

= 2vol(SO(n))L(S1(1))vol(Dn−1(1)) = 2vol(SO(n))vol(Sn(1)).

ここで写像 f : SO(n + 1) → Sn(1)を f(Φ) = Φe1 (Φ ∈ SO(n + 1))によって定め
る。すると Jf = 1が成り立ち余面積公式より

∫

SO(n+1)

1dµ =

∫

Sn(1)

(∫

SO(n)

1dµ

)
dµ

となり vol(SO(n+ 1)) = vol(SO(n))vol(Sn(1)) を得る。したがって、上で得た等
式より ∫

M(Rn)

#(S1(1) ∩ gSn−1(1))dµ(g) = 2vol(SO(n+ 1)).

これを Poincaréの公式に適用すると、

2vol(SO(n+ 1)) = CL(S1(1))vol(Sn−1(1))

となり

C =
2vol(SO(n+ 1))

L(S1(1))vol(Sn−1(1))

を得る。
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注意 5.5.4 命題 5.5.3の証明では、Hotellingの公式 (定理 5.5.2)からの結論

vol(S1(1)1) = L(S1(1))vol(Dn−1(1))

を使った。より一般に 0 < r ≤ Rのとき

vol(S1(R)r) = L(S1(R))vol(Dn−1(r))

が成り立つ。これらは次のように回転体の体積の計算によって求めることもできる。

S1(R) = {(R cos θ, 0, . . . , R sin θ) ∈ Rn | 0 ≤ θ ≤ 2π}

とすると、S1(R)からの距離が r未満の点全体 S1(R)rは

{(x1, . . . , xn−1, 0) ∈ Rn | (x1 −R)2 + x2
2 + · · ·+ x2

n−1 < r2}

から x1xn平面の回転によって得られる回転体

{(x1 cos θ, x2, . . . , xn−1, x1 sin θ) | (x1 −R)2 + x2
2 + · · ·+ x2

n−1 < r2, 0 ≤ θ ≤ 2π}

に一致する。したがって、

vol(S1(R)r)

=

∫

Dn−2(r)

π

(
R +

√
r2 − (x2

2 + · · ·+ x2
n−1)

)2

dµ(x2, . . . , xn−1)

−
∫

Dn−2(r)

π

(
R−

√
r2 − (x2

2 + · · ·+ x2
n−1)

)2

dµ(x2, . . . , xn−1)

= 2πR

∫

Dn−2(r)

2
√
r2 − (x2

2 + · · ·+ x2
n−1)dµ(x2, . . . , xn−1)

= L(S1(R))

∫

Dn−2(r)

L({(t, x2, . . . , xn−1) | t ∈ R} ∩Dn−1(r))dµ(x2, . . . , xn−1)

= L(S1(R))vol(Dn−1(r)).
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第6章 球面における交叉積分公式

6.1 球面の超大球面の全体
定義 6.1.1 Rn+1内の単位球面 Sn(1)とRn+1の n次元部分ベクトル空間との共通
部分を球面 Sn(1)の超大球面と呼ぶ。

球面 Sn(1)内の超大球面は n− 1次元単位球面 Sn−1(1)と等長的になる。

例 6.1.2 球面 Sn(1)内の超大球面の全体を Ln−1(S
n(1))で表す。u ∈ Sn(1)に対

して
l(u) = {x ∈ Sn(1) | 〈x, u〉 = 0}

とおいて、写像
l : Sn(1) → Ln−1(S

n(1)) ; u 7→ l(u)

を定義する。このとき次の (1)から (3)が成り立つ。

(1) lは全射になる。

(2) Ln−1(S
n(1))は写像 lに関する商位相についてHausdorff位相空間になる。

(3) 上記位相に関して Ln−1(S
n(1))は n次元多様体になる。

l : Sn(1) → Ln−1(S
n(1))は二重被覆写像になり、自明ではない被覆変換は

ε(x) = −x (x ∈ Sn(1))

のみである。Sn(1)の通常の Riemann計量に関して、εは等長変換になる。した
がって、Sn(1)の Riemann計量は l : Sn(1) → Ln−1(S

n(1))を通して Ln−1(S
n(1))

のRiemann計量を誘導する。

注意 6.1.3 上記の考察より、Ln−1(S
n(1))は n次元実射影空間と微分同型になっ

ている。さらに n次元実射影空間に導入するRiemann計量は、上と同じものなの
で、等長的でもある。
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n+ 1次回転群 SO(n+ 1)はRn+1に作用し、自然に Sn(1)にも等長的に作用す
る。これによって、SO(n + 1)は Sn(1)の Lie変換群になる。SO(n + 1)の Sn(1)

への作用は Sn(1)の超大球面を超大球面に写すので、SO(n+ 1)はLn−1(S
n(1))に

作用する。この作用に関して

l(g · u) = g · l(u) (u ∈ Sn(1))

が成り立つ。よって、SO(n + 1)の Ln−1(S
n(1))への作用も等長的になる。した

がって、SO(n+ 1)の Ln−1(S
n(1))への作用は体積も保存する。

6.2 球面のCroftonの公式
定理 6.2.1

I(Sn(1)× Ln−1(S
n(1))) = {(x, l) ∈ Sn(1)× Ln−1(S

n(1)) | x ∈ l}

とおくと、I(Sn(1)×Ln−1(S
n(1)))は Sn(1)×Ln−1(S

n(1))内の 2n− 1次元正規部
分多様体になる。

定理 6.2.2 (Croftonの公式) Sn(1)内の曲線 cに対して
∫

Ln−1(Sn(1))

#(c ∩ l)dµ(l) = κn−1L(c)

が成り立つ。ここで、κn−1 = vol(Dn−1(1)) = vol(Sn(1))/vol(S1(1))である。

注意 6.2.3 Sn(1)のCroftonの公式の係数は、RnのCroftonの公式 (定理 5.2.2)の
係数に一致している。これは偶然の一致ではなく、背後には統一した理解のしか
たがある。


