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1 線形代数からの準備
定義 1.1 Enで n次元Euclid空間を表す。Enは n次元線形空間

Rn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ R}

であり、
〈x, y〉 = x1y1 + · · · + xnyn (x, y ∈ En)

によって定まる内積 〈·, ·〉を持っているものである。ノルム | · |は

|x| = 〈x, x〉1/2 =
{
(x1)2 + · · · + (xn)2

}1/2
(x ∈ En)

によって内積から定める。| · |は長さともいう。

定義 1.2 x1, . . . , xk ∈ Enとλ1, . . . , λk ∈ Rに対してλ1x1 + · · ·+λkxkを x1, . . . , xk

の線形結合と呼ぶ。部分集合 A ⊂ Enに対して、Aの元の線形結合の全体を linA

で表しAの線形包と呼ぶ。

普通の線形代数の教科書では、linAをAが張る線形部分空間と呼ぶが、ここで
は後で定める他の概念の名前と合せるため線形包と呼ぶことにする。

linAの定義を数式で表すと次のようになる。

linA =

{
k∑

i=1

λixi

∣∣∣∣∣ λi ∈ R, xi ∈ A

}
このように記述すると、右辺の kは自然数を動くものと考える。これをより明示
的に書くと次のようになる。

linA ={λx | λ ∈ R, x ∈ A}
∪ {λ1x1 + λ2x2 | λ1, λ2 ∈ R, x1, x2 ∈ A}

∪

{
3∑

i=1

λixi

∣∣∣∣∣ λi ∈ R, xi ∈ A

}
∪ · · ·

=
⋃
k∈N

{
k∑

i=1

λixi

∣∣∣∣∣λi ∈ R, xi ∈ A

}
.

これを
∞⋃

k=1

{
k∑

i=1

λixi

∣∣∣∣∣λi ∈ R, xi ∈ A

}
と記述することもあるが、kは自然数全体を動くのであって

∞∑
i=1

λixi

という元も含まれるということを意味するわけではない。Aの有限個の元の線形
結合をすべて集めた集合が linAである。



2 1. 線形代数からの準備

定義 1.3 x1, . . . , xk ∈ Enが次の条件を満たすとき、線形独立という。

λ1x1 + · · · + λkxk = 0, λi ∈ R

が成り立つならば、λ1 = · · · = λk = 0が成り立つ。x1, . . . , xkが線形独立ではない
とき、線形従属という。

定義 1.4 Enの部分集合 V が次の条件を満たすとき、線形部分空間と呼ぶ。

x, y ∈ V ⇒ x + y ∈ V,

α ∈ R, x ∈ V ⇒ αx ∈ V

Enの線形部分空間 V の元 x1, . . . , xkが線形独立であり、

lin{x1, . . . , xk} = V

を満たすとき、x1, . . . , xkを V の基底と呼ぶ。基底を構成する元の個数 kを V の
次元といい、

dim V = k

と書く。

線形部分空間 V の基底のとり方は一意的に定まるわけではないが、基底を構成
する元の個数は一意的に定まる。これは大学一年で学ぶ線形代数の基本的だが重要
なことである。これによって、次元の概念が矛盾なく定まっていることがわかる。

定義 1.5 V ⊂ EmとW ⊂ Enを線形部分空間とする。写像 f : V → W が次の条
件を満たすとき、線形写像と呼ぶ。

f(x + y) = f(x) + f(y) (x, y ∈ Em),

f(αx) = αf(x) (α ∈ R, x ∈ R).

定義 1.6 x1, . . . , xk ∈ Enと λ1 + · · · + λk = 1を満たす λ1, . . . , λk ∈ Rに対して
λ1x1 + · · ·+λkxkを x1, . . . , xkのアフィン結合と呼ぶ。部分集合A ⊂ Enに対して、
Aの元のアフィン結合の全体を affAで表しAのアフィン包と呼ぶ。

0の線形結合は 0のみだから、lin{0} = {0}である。0ではない x ∈ Enの線形
包 llin{x}は 1次元線形部分空間になる。これに対して x ∈ Enのアフィン包 aff{x}
は 1 · xのみになるので、{x}自身になる。これは xが 0であるかどうかに関係し
ない。
次に線形独立な x1, x2 ∈ Enに対して、lin{x1, x2}は 2次元線形部分空間になる。

アフィン包を考えるために、λ1 +λ2 = 1を満たす λ1, λ ∈ Rをとると、λ2 = 1−λ1

となり、
λ1x1 + λ2x2 = λ1x1 + (1 − λ1)x2 = λ1(x1 − x2) + x2.



3

ここで、λ1はRを自由に動くので、aff{x1, x2}はx1とx2を結ぶ直線になる。x1, x2

を結ぶ直線を考えるためには、x1, x2が一致しなければいいので、x1, x2が線形独
立であるという条件は強過ぎることがわかる。アフィン包を扱うために適切な概
念が、定義 1.8で定めるアフィン独立である。その準備として線形独立の定義を振
り返っておく。次の命題は線形独立の定義からわかる。

命題 1.7 k ≥ 2とする。x1, . . . , xk ∈ Enが線形独立であるための必要十分条件は、
x1, . . . , xkのどの元も他の元の線形結合にならないことである。

この命題の「線形結合」を「アフィン結合」に置き換えることで、「アフィン独
立」を定義する。

定義 1.8 Enの一点はアフィン独立であるという。k ≥ 2の場合は、x1, . . . , xk ∈ En

のどの元も他の元のアフィン結合にならないとき、x1, . . . , xkはアフィン独立であ
るという。x1, . . . , xkがアフィン独立ではないとき、アフィン従属という。

x1, x2がアフィン独立ならば、x1は x2のアフィン結合ではない。これは x1, x2

は異なる 2点であることを意味する。逆に x1, x2が異なる 2点であれば、アフィン
独立になる。

x1, x2, x3がアフィン独立ならば、x1は x2のアフィン結合ではなく、x3のアフィ
ン結合ではない。よって、x1, x2は異なる 2点であり、x1, x3は異なる 2点である。
さらに、x1, x2, x3のどの 2点も異なることがわかる。また x1は x2, x3のアフィン
結合ではない。これは x1 は x2, x3 を結ぶ直線上にないことを意味する。同様に
x1, x2, x3のどの点も他の 2点を結ぶ直線上にないことがわかる。結局、x1, x2, x3

は同一直線上にない 3点になる。逆に x1, x2, x3が同一直線上にない 3点ならば、
アフィン独立になる。
同様に x1, x2, x3, x4がアフィン独立になることと x1, x2, x3, x4が同一平面上にな

い 4点になることは同値になる。
すなわち、アフィン独立性は初等幾何学で使われる異なる 2点、同一直線上に

ない 3点、同一平面上にない 4点という概念を一般化したものである。

命題 1.9 k ≥ 2とする。x1, . . . , xk ∈ Enに対して次の条件はすべて同値になる。

(1) x1, . . . , xkはアフィン独立になる。

(2) λi ∈ Rに対してλ1x1+· · ·+λkxk = 0, λ1+· · ·+λk = 0ならば、λ1, . . . , λk = 0

が成り立つ。

(3) x2 − x1, . . . , xk − x1は線形独立になる。

(4) 写像 τ : En → En ×Rを τ(x) = (x, 1)によって定めると、τ(x1), . . . , τ (xk)は
線形独立になる。
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証明 (1) ⇔ (2) x1, . . . , xkはアフィン独立ではないと仮定する。必要なら順
序を入れ換えて、xkは x1, . . . , xk−1のアフィン結合になる。すなわち、

xk =
k−1∑
i=1

µixi,
k−1∑
i=1

µi = 1

を満たす µ1, . . . , µk−1が存在する。これらの和が 1であることから、すべてが 0に
なることはない。上の等式を

k−1∑
i=1

µixi − xk = 0,
k−1∑
i=1

µi − 1 = 0

と変形して λ1 = µ1, . . . , λk−1 = µk−1, λk = −1 とおけば、条件 (2)が成り立たない
ことがわかる。
逆に

k∑
i=1

λixi = 0
k∑

i=1

λi = 0

が少なくとも一つは 0ではない λi ∈ Rに対して成り立つと仮定する。必要なら順
序を入れ換えて λk 6= 0とする。上の等式を

xk =
k−1∑
i=1

−λi

λk

xi,
k−1∑
i=1

−λi

λk

= 1

と変形すると、xk は x1, . . . , xk−1 のアフィン結合になることがわかる。よって、
x1, . . . , xkはアフィン独立ではない。
以上で (1)と (2)が同値になることがわかった。

(2) ⇒ (4) τ(x1), . . . , τ (xk)が線形独立になることを示すために、

λ1τ(x1) + · · · + λkτ(xk) = 0 (λi ∈ R)

とする。τ の定義に従って書き換えると

(λ1x1 + · · · + λkxk, λ1 + · · · + λk) = (0, 0) ∈ En × R

となり、(2)より λ1 = · · · = λk = 0. よって、τ(x1), . . . , τ (xk)は線形独立になる。
(4) ⇒ (3) x2 − x1, . . . , xk − x1が線形独立になることを示すため、

λ2(x2 − x1) + · · · + λk(xk − x1) = 0 (λi ∈ R)

とする。これを x1, . . . , xkの線形結合で表すと

(−λ2 − · · · − λk)x1 + λ2x2 + · · · + λkxk = 0



5

となるので、λ1 = −λ2 − · · · − λkとおくと、

λ1τ(x1) + · · · + λkτ(xk)

=(λ1x1 + · · · + λkxk, λ1 + · · · + λk) = (0, 0).

よって、(4)よりλ1 = · · · = λk = 0となり、x2−x1, . . . , xk −x1は線形独立になる。
(3) ⇒ (2) (2)を示すために、

λ1x1 + · · · + λkxk = 0, λ1 + · · · + λk = 0

とする。2番目の等式より、λ1 = −λ2 − · · · − λkとなり、

(−λ2 − · · · − λk)x1 + λ2x2 + · · · + λkxk = 0

を得る。これより、

λ2(x2 − x1) + · · · + λk(xk − x1) = 0

となり、(3)より λ2 = · · · = λk = 0が成り立つ。したがて、λ1 − 0も成り立つ。

線形部分空間の定義は、和とスカラー倍について閉じていることで定めている。
アフィンの場合に線形部分空間に対応する概念を定めるために、線形部分空間に
なるための条件を線形結合で表現し、線形結合をアフィン結合に置き換える。

命題 1.10 V ⊂ Enが線形部分空間になるための必要十分条件は、xi ∈ V とλi ∈ R
に対して

λ1x1 + · · · + λkxk ∈ V

が成り立つことである。

定義 1.11 Enの部分集合Aが次の条件を満たすとき、アフィン部分空間と呼ぶ。
xi ∈ V と λ1 + · · · + λk = 1を満たす λi ∈ Rに対して

λ1x1 + · · · + λkxk ∈ A

が成り立つ。

命題 1.12 A ⊂ Enをアフィン部分空間とする。x0 ∈ Aに対して、

A − x0 = {x − x0 | x ∈ A}

はEnの線形部分空間になる。線形部分空間A− x0は x0 ∈ Aのとり方に依存しな
い。そこで、dim A = dim(A− x0)によってアフィン部分空間の次元を定めること
ができる。
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証明 u, v ∈ A − x0をとると、ある x, y ∈ Aが存在して

u = x − x0, v = y − x0

が成り立つ。
u + v = x − x0 + y − x0 = (x + y − x0) − x0

となり、x + y − x0は x, y, x0 ∈ Aのアフィン結合だから、Aがアフィン部分空間
であることからAに含まれる。したがって、u + v ∈ A − x0を得る。次に λ ∈ R
に対して

λu = λ(x − x0) = λx + (1 − λ)x0 − x0

となり、λx+(1−λ)x0は x, x0 ∈ Aのアフィン結合だからAに含まれる。したがっ
て、λu ∈ A − x0を得る。以上でA − x0は線形部分空間になる。
もう一つ y0 ∈ Aをとる。任意の u ∈ A − x0に対して、ある x ∈ Aが存在し

u = x − x0となる。
u = x − x0 + y0 − y0

となり、x− x0 + y0は x, x0, y0 ∈ Aのアフィン結合だからAに含まれる。よって、
u ∈ A−y0を得る。したがって、A−x0 ⊂ A−y0が成り立つ。同様にA−y0 ⊂ A−x0

が成り立ち、A − x0 = A − y0を得る。これより、線形部分空間A − x0は x0 ∈ A

のとり方に依存しないことがわかる。

線形写像の定義は、和とスカラー倍を保つことで定めている。アフィンの場合
に線形写像に対応する概念を定めるために、線形写像になるための条件を線形結
合で表現し、線形結合をアフィン結合に置き換える。

命題 1.13 V ⊂ EmとW ⊂ Enを線形部分空間とする。写像 f : V → W が線形写
像になるための必要十分条件は、xi ∈ V と λi ∈ Rに対して

f(λ1x1 + · · · + λkxk) = λ1f(x1) + · · · + λkf(xk)

が成り立つことである。

定義 1.14 A ⊂ Emと S ⊂ Enをアフィン部分空間とする。写像 f : A → Bが次
の条件を見たすとき、アフィン写像と呼ぶ。xi ∈ Aと λ1 + · · · + λk = 1を満たす
λi ∈ Rに対して

f(λ1x1 + · · · + λkxk) = λ1f(x1) + · · · + λkf(xk)

が成り立つ。
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命題 1.15 アフィン部分空間A ⊂ Emと S ⊂ Enの間のアフィン写像 f : A → B

と x0 ∈ Aに対して

fl(u) = f(u + x0) − f(x0) (u ∈ A − x0)

とおくと、fl : A− x0 → B − f(x0)は線形写像になる。さらに、flは x0 ∈ Aのと
り方に依存しない。そこで、線形写像に関する種々の概念をアフィン写像に定め
ることができる。

証明 u, v ∈ A − x0をとると、ある x, y ∈ Aが存在して

u = x − x0, v = y − x0

が成り立つ。

fl(u + v) =f(u + v + x0) − f(x0) = f(x + y − x0) − f(x0)

(x + y − x0は x, y, x0のアフィン結合だから)

=f(x) + f(y) − f(x0) − f(x0)

=fl(u) + fl(v).

次に λ ∈ Rに対して

fl(λu) =f(λu + x0) − f(x0) = f(λ(x − x0) + x0) − f(x0)

=f(λx + (1 − λ)x0) − f(x0)

(λx + (1 − λ)x0は x, x0 ∈ Aのアフィン結合だから)

=λf(x) + (1 − λ)f(x0) − f(x0) = λ(f(x) − f(x0))

=λfl(u).

したがって、fl : A − x0 → B − f(x0)は線形写像になる。
もう一つ x0 ∈ Aをとる。任意の u ∈ A − x0に対して、ある x ∈ Aが存在し

u = x − x0となる。

f(u + y0) − f(y0) =f(x − x0 + y0) − f(y0)

(x − x0 + y0は x, x0, y0 ∈ Aのアフィン結合だから)

=f(x) − f(x0) + f(y0) − f(y0) = f(u + x0) − f(x0).

したがって、flは x0 ∈ Aのとり方に依存しない。

2 位相からの準備
Enのノルム | · |から En上の二変数関数 dを次のように定める。

d(x, y) = |x − y| (x, y ∈ En).

この関数 dは次の性質を持つ。
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(1) x, y ∈ Enに対して d(x, y) ≥ 0が成り立ち、d(x, y) = 0の必要十分条件は
x = yである。

(2) x, y ∈ Enに対して d(x, y) = d(y, x)が成り立つ。

(3) x, y, z ∈ Enに対して次の等式が成り立つ。

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

これらの性質によって d(x, y)を二点 x, y間の距離とみなすことができ、Enの開集
合、閉集合や、部分集合の内部や閉包、関数や写像の連続性を扱うことができる
ようになる。これらに関する多くの議論は、dが上の (1)から (3)を満たすことか
ら導くことができるので、逆に上の (1)から (3)を満たす dを距離として定義する
のが、次に述べる距離空間の定義である。

定義 2.1 集合X 上の二変数関数 d : X × X → Rが次の条件を満たすとき、dを
Xの距離と呼び、(X, d)を距離空間と呼ぶ。

(1) x, y ∈ X に対して d(x, y) ≥ 0が成り立ち、d(x, y) = 0の必要十分条件は
x = yである。

(2) x, y ∈ Xに対して d(x, y) = d(y, x)が成り立つ。

(3) x, y, z ∈ Xに対して次の等式が成り立つ。

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

この不等式を三角不等式と呼ぶ。z ∈ Xと ρ > 0に対して

B(z, ρ) = {x ∈ X | d(z, x) ≤ ρ}, B0(z, ρ) = {x ∈ X | d(z, x) < ρ}

によって、中心 z、半径 ρの閉球体B(z, ρ) と開球体B0(z, ρ)を定める。

この節の最初に定めた dによりEnは距離空間になる。以後、(En, d)を距離空間
として扱うときも、簡単に Enと書くことにする。

定義 2.2 (X, d)を距離空間とする。部分集合O ⊂ Xが次の条件を満たすとき、O

をXの開集合と呼ぶ。任意の z ∈ Oに対してある ρ > 0が存在し、B(z, ρ) ⊂ Oが
成り立つ。空集合は元がないので、この条件は満たしているとみなし空集合も開
集合とする。C ⊂ Xの補集合が開集合になるとき、Cを閉集合と呼ぶ。

命題 2.3 距離空間 (X, d)の開集合全体をOで表し、閉集合全体を Cで表す。この
とき、Oは次の性質を持つ。
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(1) X ∈ Oと ∅ ∈ Oが成り立つ。

(2) O1, O2 ∈ OならばO1 ∩ O2 ∈ O が成り立つ。

(3) Oに属する部分集合族 (Oλ)λ∈Λに対して、
⋃
λ∈Λ

Oλ ∈ O が成り立つ。

Cは次の性質を持つ。

(1) X ∈ Cと ∅ ∈ Cが成り立つ。

(2) C1, C2 ∈ CならばC1 ∪ C2 ∈ C が成り立つ。

(3) Cに属する部分集合族 (Cλ)λ∈Λに対して、
⋂
λ∈Λ

Cλ ∈ C が成り立つ。

定義 2.4 距離空間 (X, d)の部分集合Aに対して、Aに含まれる包含関係について
最大の開集合をAの内部と呼び intAで表す。Aを含む包含関係について最小の閉
集合をAの閉包と呼び clAで表す。これらの定め方より intA ⊂ A ⊂ clA が成り立
つ。clA内の intAの補集合をAの境界と呼び bdAで表す。
部分集合A ⊂ Enのアフィン包内での内部、境界を相対内部、相対境界と呼び、

relintA, relbdAで表す。

距離空間 (X, d)の部分集合Aに対して、命題 2.2より次の等式が成り立つこと
がわかる。

intA =
⋃

O⊂A,O∈O

O, clA =
⋂

A⊂C,C∈C

C.

定義 2.5 距離空間 (X, d)上定義されている実数値関数 fが次の条件を満たすとき、
f は x0 ∈ Xで連続であるいう。任意の ε > 0に対してある δ > 0が存在して

x ∈ X, d(x, x0) ≤ δ ⇒ |f(x) − f(x0)| ≤ ε

が成り立つ。f がXの任意の点で連続になるとき、f を連続関数と呼ぶ。
実数全体Rは |x−y|を x, yの間の距離にすることによって距離空間になるので、

上の距離空間における連続関数の概念は、次のように距離空間から距離空間への
連続写像の概念に拡張できる。
距離空間 (X, d)から距離空間 (X ′, d′)への写像F が次の条件を満たすとき、F は

x0 ∈ Xで連続であるいう。任意の ε > 0に対してある δ > 0が存在して

x ∈ X, d(x, x0) ≤ δ ⇒ d′(F (x), F (x0)) ≤ ε

が成り立つ。F がXの任意の点で連続になるとき、F を連続写像と呼ぶ。
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命題 2.6 距離空間 (X, d)から距離空間 (X ′, d′)への写像 F が連続写像になるため
の必要十分条件は、X ′の任意の開集合O′に対して F−1(O′)がXの開集合になる
ことである。

上の命題では連続写像の条件を開集合だけを使って述べている。このように連
続写像の概念は距離がなくても開集合さえ定まっていれば考えることができる。さ
らに連続写像の基本的性質の多くは命題 2.2の開集合の性質を使えば証明できるの
で、命題 2.2の開集合の性質を満たす部分集合系を備えた集合である位相空間で連
続写像を定義し、その性質を調べることができる。
これに対して次に述べる連続写像よりも強い条件を満たす写像は、開集合系だ

けで扱うことはできない。

定義 2.7 距離空間 (X, d)から距離空間 (X ′, d′)への写像 F が次の条件を満たすと
き、F は一様連続であるいう。任意の ε > 0に対してある δ > 0が存在して

x, y ∈ X, d(x, y) ≤ δ ⇒ d′(F (x), F (y)) ≤ ε

が成り立つ。εに対する δの選び方がX の点に依存していないところが、連続写
像との違いである。

L ≥ 0に対して、Fが次の条件を満たすとき、FはL-Lipschitz連続であるいう。

x, y ∈ X ⇒ d′(F (x), F (y)) ≤ Ld(x, y).

ある L ≥ 0について L-Lipschitz連続のとき、単にLipschitz連続という。

距離空間の間の写像が Lipschitz連続ならば一様連続になり、一様連続ならば連
続になることがわかる。しかし、逆は成り立たない。
実数から実数への写像 x 7→ x2は連続にはなるが、一様連続ではない。実数の区

間 [0,∞)から [0,∞)への写像 x 7→ x1/2は一様連続にはなるが、Lipschitz連続で
はない。

定義 2.8 距離空間 (X, d)の部分集合Aが次の条件を満たすとき、Aをコンパクト
集合と呼ぶ。Xの部分集合族 (Oλ)λ∈Λが

A ⊂
⋃
λ∈Λ

Oλ

を満たすならば、Λから有限個の λ1, λ2, . . . , λk ∈ Λを選らんで

A ⊂
k⋃

i=1

Oλi

とすることができる。

定理 2.9 (Heine-Borel) Enの部分集合Aに対して、Aがコンパクトであること
とAが有界閉集合であることは同値である。
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3 凸集合と凸結合
x, y ∈ Enに対して

[x, y] = {(1 − λ)x + λy | 0 ≤ λ ≤ 1}

によって閉線分を定め、

[x, y) = {(1 − λ)x + λy | 0 ≤ λ < 1}

によって半開線分を定める。部分集合A,B ⊂ Enと λ ∈ Rに対して

A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B},
λA = {λa | a ∈ A}

によってA + Bと λAを定める。(−1)Aを−Aで表し、A + (−B)をA − Bで表
す。さらに x ∈ Enに対してA + {x}をA + xで表す。

定義 3.1 部分集合A ⊂ Enが凸であるとは、任意の x, y ∈ Aに対して [x, y] ⊂ A

が成り立つことである。

補題 3.2 二点を結ぶ線分のアフィン写像による像は、その二点の像を結ぶ線分に
一致する。

証明 f : Em → Enをアフィン写像とし、x, y ∈ Emをとる。0 ≤ λ ≤ 1に対
して

(1 − λ)f(x) + λf(y) = f((1 − λ)x + λy)

となるので、[f(x), f(y)] = f([x, y])が成り立つ。

命題 3.3 凸集合の共通部分は凸になり、凸集合のアフィン写像による像や逆像も
凸になる。A,Bが凸ならばA + Bも凸になり、λ ∈ Rに対して λAも凸になる。

証明 Aλ ⊂ En (λ ∈ Λ)を凸とする。任意の x, y ∈ ∩λ∈ΛAλに対して、各 λ ∈ Λ

について x, y ∈ Aλより [x, y] ⊂ Aλが成り立つ。よって、[x, y] ⊂ ∩λ∈ΛAλとなり、
∩λ∈ΛAλも凸になる。

f : Em → En をアフィン写像とし、A ⊂ Em を凸集合とする。任意の u, v ∈
f(A) ⊂ Enをとる。ある x, y ∈ Aが存在して u = f(x), v = f(y)が成り立つ。補題
3.2より [u, v] = [f(x), f(y)] = f([x, y]) ⊂ f(A)となって、f(A)は凸集合になる。

B ⊂ Enを凸集合とする。任意の x, y ∈ f−1(B)に対して f(x), f(y) ∈ Bが成り
立つ。補題 3.2より f([x, y]) = [f(x), f(y)] ⊂ Bとなって、[x, y] ⊂ f−1(B)、すな
わち、f−1(B)は凸集合になる。
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A × B ⊂ En × En = E2n の任意の二元 (a1, b1), (a2, b2)と 0 ≤ λ ≤ 1に対して

(1 − λ)(a1, b1) + λ(a2, b2) = ((1 − λ)a1 + λa2, (1 − λ)b1 + λb2)

∈ [a1, a2] × [b1, b2]

となるので、[(a1, b1), (a2, b2)] ⊂ [a1, a2] × [b1, b2] ⊂ A × Bとなって、A × Bは凸
になる。

f : En × En → En ; (x, y) 7→ x + y

によって写像 fを定めると、fは線形写像になる。特に、fはアフィン写像になる。
A + B = f(A × B)だから、A + Bも凸になる。

命題 3.4 A ⊂ Enと λ, µ > 0に対して、(λ + µ)A ⊂ λA + µAが成り立つ。Aが凸
ならば、(λ + µ)A = λA + µAが成り立つ。

証明 x ∈ (λ+µ)Aに対して x = (λ+µ)aを満たす a ∈ Aをとることができる。

x = (λ + µ)a = λa + µa ∈ λA + µA

となるので、(λ + µ)A ⊂ λA + µAを得る。
Aが凸であるとする。x ∈ λA + µAは a, b ∈ Aによって x = λa + µbと表すこ

とができる。λ, µ > 0だから

x = (λ + µ)

(
λ

λ + µ
a +

µ

λ + µ
b

)
∈ (λ + µ)A

が成り立つ。したがって (λ + µ)A = λA + µAが成り立つ。

定義 3.5 x1, . . . , xk ∈ Enと λ1, . . . , λk ∈ Rに対して

x =
k∑

i=1

λixi (λi ≥ 0 (i = 1, . . . , k)),
k∑

i=1

λi = 1

を x1, . . . , xkの凸結合と呼ぶ。部分集合A ⊂ Enに対して、Aの元の凸結合の全体
を convAで表しAの凸包と呼ぶ。

定理 3.6 A ⊂ Enが凸ならば、convA = Aが成り立つ。任意の部分集合 A ⊂ En

に対して
convA = ∩{K | Kは凸, A ⊂ K}

が成り立つ。任意の部分集合A, B ⊂ Enに対して

conv(A + B) = convA + convB

が成り立つ。
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証明 Aが凸と仮定する。凸包の定義よりA ⊂ convAが成り立つ。逆の包含関
係を示すために、Aの k個の元の凸結合がAに含まれることを kに関する帰納法で
示す。k = 1の場合はAの元がAに含まれることをであり成り立つ。k−1以下の個
数のAの元の凸結合がAに含まれると仮定して、k個のAの元の凸結合もAに含
まれることを示そう。x1, . . . , xk ∈ Aとλ1 + · · ·+λk = 1を満たすλ1, . . . , λk ≥ 0に
関する凸結合 x = λ1x1 + · · ·+ λkxkについて考える。λk = 1のときは x = xk ∈ A

となるので、λk < 1と仮定しても一般性は失われない。

x = (1 − λk)
k−1∑
i=1

λi

1 − λk

xi + λkxk

となり、
k−1∑
i=1

λi

1 − λk

= 1,
λi

1 − λk

≥ 0

だから帰納法の仮定より
k−1∑
i=1

λi

1 − λk

xi ∈ A.

したがって、上の xの表示より x ∈ Aが成り立つ。以上よりAの元の凸結合はA

に含まれることになり convA ⊂ Aを得る。したがって、convA = Aが成り立つ。
任意の部分集合A ⊂ Enに対して、convAが凸になることをまず示しておく。任

意の x, y ∈ convAはAの元の凸結合

x =
k∑

i=1

λiai, y =
l∑

j=1

µjbj

(
ai, bj ∈ A, λi, µj ≥ 0,

k∑
i=1

λi =
l∑

j=1

µj = 1

)

で表され、0 ≤ λ ≤ 1に対して

(1 − λ)x + λy = (1 − λ)
k∑

i=1

λiai + λ

l∑
j=1

µjbj =
k∑

i=1

(1 − λ)λiai +
l∑

j=1

λµjbj

となり、係数は

(1 − λ)λi ≥ 0, λµj ≥ 0,

k∑
i=1

(1 − λ)λi +
l∑

j=1

λµj = (1 − λ) + λ = 1

を満たすので、(1− λ)x + λyはAの元の凸結合で表され、(1− λ)x + λy ∈ convA

が成り立つ。したがって、convAは凸になる。

D(A) = ∩{K | Kは凸, A ⊂ K}
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とおく。A ⊂ convAであり、convAは凸だから、D(A) ⊂ convAが成り立つ。次
に A ⊂ K を満たす任意の凸集合K に対して convA ⊂ convK = K となるので、
convA ⊂ D(A)を得る。したがって、

convA = D(A) = ∩{K | Kは凸, A ⊂ K}

が成り立つ。
A,B ⊂ Enとする。任意の x ∈ conv(A + B)は

x =
k∑

i=1

λi(ai + bi)

(
ai ∈ A, bi ∈ B, λi ≥ 0,

k∑
i=1

λi = 1

)

と表現できる。よって

x =
k∑

i=1

λiai +
k∑

i=1

λibi ∈ convA + convB

となり conv(A + B) ⊂ convA + convB を得る。逆に任意の x ∈ convA + convBは

x =
k∑

i=1

λiai +
l∑

j=1

µjbj

(
ai ∈ A, bj ∈ B, λi, µj ≥ 0,

k∑
i=1

λi =
l∑

j=1

µj = 1

)

と表現できる。このとき

k∑
i=1

l∑
j=1

λiµj(ai + bj) =
k∑

i=1

l∑
j=1

λiµjai +
k∑

i=1

l∑
j=1

λiµjbj

=
k∑

i=1

λiai +
l∑

j=1

µjbj = x

となり
k∑

i=1

l∑
j=1

λiµj =
k∑

i=1

λi

l∑
j=1

µj = 1

かつλiµj ≥ 0だから、xはA+Bの元ai+bjの凸結合になる。よってx ∈ conv(A+B)

となり convA + convB ⊂ conv(A + B) を得る。以上より

conv(A + B) = convA + convB

が成り立つ。

定義 3.7 有限集合の凸包を多面体と呼ぶ。k + 1個のアフィン独立な点の集合の
凸包を k単体と呼び、これら k + 1個の点をその単体の頂点と呼ぶ。
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補題 3.8 A ⊂ Enを凸集合とする。x ∈ intAと y ∈ clAに対して [x, y) ⊂ intAが
成り立つ。

証明 0 < λ < 1に対して z = (1 − λ)y + λxとおく。x ∈ intAよりある ρ > 0

が存在しB(x, ρ) ⊂ Aが成り立つ。
まず y ∈ Aの場合を考える。B(z, λρ) ⊂ Aが成り立つことを以下で示す。w ∈

B(z, λρ)とすると

w = (w − z) + z = (w − z) + (1 − λ)y + λx

= (1 − λ)y + λ

(
x +

1

λ
(w − z)

)
となり、 ∣∣∣∣1λ(w − z)

∣∣∣∣ =
1

λ
|w − z| ≤ ρ

だから、

x +
1

λ
(w − z) ∈ B(z, λρ) ⊂ A.

さらにAは凸だから、w ∈ Aが成り立ちB(z, λρ) ⊂ Aを得る。したがって、z ∈ intA

が成り立ち、[x, y) ⊂ intAを得る。
次に y ∈ clAの場合を考える。V = B(y, λρ/(1 − λ))とおく。y ∈ clAだから、

A ∩ V は空ではない。そこで a ∈ A ∩ V をとる。

z = (1 − λ)y + λx = (1 − λ)(y + (a − y)) + λx − (1 − λ)(a − y)

= (1 − λ)a + λ

(
x − 1 − λ

λ
(a − y)

)
となり、 ∣∣∣∣1 − λ

λ
(a − y)

∣∣∣∣ =
1 − λ

λ
|a − y| ≤ ρ

だから、

x − 1 − λ

λ
(a − y) ∈ B(x, ρ) ⊂ A.

Aは凸だから、z ∈ Aが成り立ち [x, y) ⊂ Aを得る。さらに [x, y) ⊂ intAが成り立
つことを以下で示す。任意の y1 ∈ [x, y)に対して、y1と yの間に y2 ∈ [x, y)をと
ることができ、[x, y1) ⊂ [x, y2) ⊂ [x, y) ⊂ Aとなる。y2 ∈ Aだから前半で示した
ことより [x, y2) ⊂ intAが成り立ち、y1 ∈ intAを得る。よって、[x, y) ⊂ intAが成
り立つことがわかる。

補題 3.9 実数 λ1, . . . , λk と閉球体 B(x1, ρ1), . . . , B(xk, ρk)に対して、次の等式が
成り立つ。

k∑
i=1

λiB(xi, ρi) = B

(
k∑

i=1

λixi,
k∑

i=1

|λi|ρi

)
.
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証明 x ∈ Enと ρ ≥ 0に対して

B(x, ρ) = B(0, ρ) + x.

さらに λ ∈ Rに対して

λB(x, ρ) = λ(B(0, ρ) + x) = B(0, |λ|ρ) + λx.

これらより、

k∑
i=1

λiB(xi, ρi) =
k∑

i=1

(B(0, |λi|ρi) + λixi) = B

(
0,

k∑
i=1

|λi|ρi

)
+

k∑
i=1

λixi

= B

(
k∑

i=1

λixi,
k∑

i=1

|λi|ρi

)
.

補題 3.10 部分集合A ⊂ Enに対して次の等式が成り立つ。

clA =
⋂
ε>0

(A + B(0, ε))

証明 任意に x ∈ clAをとる。すると任意の ε > 0に対してB(x, ε) ∩ A 6= ∅と
なる。そこで y ∈ B(x, ε) ∩ Aをとると、x ∈ B(y, ε)かつ y ∈ Aが成り立つ。これ
より

x ∈ B(y, ε) = y + B(0, ε) ⊂ A + B(0, ε).

すなわち、任意の ε > 0に対して x ∈ A + B(0, ε)が成り立ち、

clA ⊂
⋂
ε>0

(A + B(0, ε))

を得る。
逆に任意に x ∈

⋂
ε>0

(A+B(0, ε))をとる。任意の ε > 0に対して、x ∈ A+B(0, ε)

が成り立つ。これよりある y ∈ Aが存在して x ∈ y +B(0, ε) = B(y, ε)が成り立つ。
よって、y ∈ B(x, ε)∩Aとなり、B(x, ε)∩A 6= ∅を得る。したがって、x ∈ clAと
なり ⋂

ε>0

(A + B(0, ε)) ⊂ clA

が成り立つ。以上より、補題の等式を得る。

定理 3.11 部分集合 A ⊂ Enが凸ならば、intAと clAも凸になる。Aが開集合な
らば、convAも開集合になる。
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証明 補題 3.8より x, y ∈ intAに対して [x, y] ⊂ intAとなり、intAは凸になる。
補題閉 3.10より

clA =
⋂
ε>0

(A + B(0, ε))

が成り立つ。命題 3.3と定理 3.6よりこれは凸になることがわかる。
Aが開集合の場合を考える。任意の x ∈ convAをとり、

x =
k∑

i=1

λixi

(
λi > 0,

k∑
i=1

λi = 1, xi ∈ A

)
と表す。Aは開集合だから、各 xiに対して ρi > 0が存在してB(xi, ρi) ⊂ Aを満た
す。補題 3.9より、

B

(
k∑

i=1

λixi,
k∑

i=1

|λi|ρi

)
=

k∑
i=1

λiB(xi, ρi) ⊂ convA

が成り立つ。したがって、convAは開集合になる。

定理 3.12 A ⊂ Enを凸集合とすると、次が成り立つ。

(1) relintA = relint clA,

(2) clA = cl relintA,

(3) relbdA = relbd clA = relbd relintA.

証明 定理の主張に現れる作用の結果はすべて affAに含まれるため、Aのア
フィン包が Enに一致する場合を考えれば十分である。このとき intAは空ではな
く、relintA = intA, relbdA = bdA が成り立つ。

(1) A ⊂ clAだから intA ⊂ int clAが成り立つ。逆の包含関係を示すために任
意に x ∈ int clAをとる。xとは異なる y ∈ intAを一つとっておく。yから xへ
の半直線は xを越えても int clAの元 zを持つ。z ∈ clAとなるので補題 3.8より
[y, z) ⊂ intAが成り立つ。x ∈ [y, z)だから x ∈ intAとなり int clA ⊂ intAを得る。
以上より intA = int clAが成り立つ。

(2) intA ⊂ Aだから cl intA ⊂ clAが成り立つ。逆の包含関係を示すために任
意に x ∈ clAをとる。xとは異なる y ∈ intAを一つとっておく。補題 3.8より
[y, x) ⊂ intAとなるので、x ∈ cl intAを得る。これより、clA ⊂ cl intAとなり
clA = cl intAが成り立つ。

(3) 境界の定義と (1)より

bd clA = cl clA \ int clA = clA \ intA = bdA.

境界の定義と (2)より

bd intA = cl intA \ int intA = clA \ intA = bdA.

定義 3.13 En内の空ではないコンパクト凸集合を凸体という。En内の凸体全体の
集合をKnで表わす。
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4 射影
この節ではA ⊂ Enを閉凸集合とする。

補題 4.1 x ∈ Enに対して |x − z| ≤ |x − y| (y ∈ A) を満たす z ∈ Aがただ一つ存
在する。

証明 ρ > 0を十分大きくとればB(x, ρ) ∩ Aは空ではないコンパクト集合にな
る。連続関数B(x, ρ)∩A 3 y 7→ |x−y|を考えると、最小値をある点y0 ∈ B(x, ρ)∩A

でとる。このとき、任意の y ∈ Aに対して |x−y0| ≤ |x−y|が成り立つ。y1 ∈ Aも
任意の y ∈ Aに対して |x− y1| ≤ |x− y| を満たすと仮定する。すると y0と y1はど
ちらも連続関数A 3 y 7→ |x− y|の最小値をとる点になり、|x− y0| = |x− y1|が成
り立つ。z = (y0 + y1)/2とおくと、Aは凸だから z ∈ Aが成り立つ。y0 6= y1なら
ば、zは二等辺三角形 xy0y1の底辺の中点になり、|x − z| < |x − y0|を得る。これ
は y0の最小性に反する。したがって、上の性質を持つAの点はただ一つに限る。

定義 4.2 補題 4.1の zを xのAへの射影と呼び、z = p(A, x)で表す。x ∈ En \ A

に対して |x − p(A, x)| = d(A, x)となるので、

u(A, x) =
x − p(A, x)

d(A, x)

は単位ベクトルになり p(A, x)から xを向く方向になっている。

R(A, x) = {p(A, x) + λu(A, x) | λ ≥ 0}

によって p(A, x)を始点にする u(A, x)の方向の半直線を表す。

補題 4.3 x ∈ En \ Aと y ∈ R(A, x)に対して p(A, x) = p(A, y)が成り立つ。

証明 p(A, y) 6= p(A, x)と仮定して矛盾を導く。y = p(A, x)ならば y ∈ Aと
なり p(A, y) = y = p(A, x)。したがって、y ∈ R(A, x) \ {p(A, x)}である。まず
y ∈ [x, p(A, x))の場合を考える。p(A, y) 6= p(A, x) ∈ Aだから補題 4.1より

|y − p(A, y)| < |y − p(A, x)|

が成り立つ。これより

|x − p(A, y)| ≤ |x − y| + |y − p(A, y)| < |x − y| + |y − p(A, x)| = |x − p(A, x)|

となり、p(A, x)の定め方に反する。
次に x ∈ [y, p(A, x))の場合を考える。線分 [p(A, x), p(A, y)]の点 q を [x, q]が

[y, p(A, y)]と平行になるようにとる。すると

|x − q|
|x − p(A, x)|

=
|y − p(A, y)|
|y − p(A, x)|

< 1

となり |x− q| < |x− p(A, x)|が成り立ち、p(A, x)の定め方に反する。したがって、
いずれの場合も矛盾になり p(A, y) = p(A, x)が成り立つ。
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定理 4.4 射影は 1-Lipschitz連続写像になる。すなわち次の不等式が成り立つ。

|p(A, x) − p(A, y)| ≤ |x − y| (x, y ∈ En).

証明 v = p(A, x) − p(A, y)とおく。v 6= 0の場合を考えればよい。

(∗) 〈x − p(A, x), v〉 ≥ 0

が成り立つことを示す。もし 〈x− p(A, x), v〉 < 0とすると、x 6∈ Aとなる。よって
R(A, x)を考えることができる。〈x− p(A, x), v〉 < 0という仮定より、p(A, y)を通
り vに直交する超平面とR(A, x)は交わる。その交点を zで表すと z − p(A, y)は
vと直交するので、

|z − p(A, y)| =
√

|z − p(A, x)|2 − |v|2 < |z − p(A, x)|.

他方 z ∈ R(A, x)だから補題 4.3より p(A, x) = p(A, z)となり、上の不等式より

|z − p(A, y)| < |z − p(A, z)|

が成り立つ。これは p(A, z)の定め方に反する。以上より不等式 (∗)が成り立つ。
(∗)の xと yを入れ換えると

〈y − p(A, y), p(A, y) − p(A, x)〉 ≥ 0

が成り立つ。よって 〈y − p(A, y), v〉 ≤ 0が成り立つ。先に示した不等式 (∗)と
この不等式より、二点 p(A, x), p(A, y)を通る直線へ線分 [x, y]を直交射影すると
p(A, x), p(A, y)を含む。したがって

|p(A, x) − p(A, y)| ≤ |x − y|

が成り立つ。

補題 4.5 球面Sの内部にAは含まれていると仮定する。このとき、p(A, S) = bdA

が成り立つ。

証明 球面 Sの内部に Aが含まれていることから p(A, S) ⊂ bdAが成り立つ。
そこで以下では bdA ⊂ p(A, S)を示す。x ∈ bdAをとる。各 i ∈ Nに対して
|x − xi| < 1/iを満たすAに含まれていない Sの内部の点 xiをとることができる。
定理 4.4より次の不等式が成り立つ。

|x − p(A, xi)| = |p(A, x) − p(A, xi)| ≤ |x − xi| < 1/i.

半直線R(A, xi)はSと交わるのでその交点を yiで表すと、補題 4.3より p(A, yi) =

p(A, xi)が成り立つ。よって、|x− p(A, yi)| < 1/iが成り立つ。(yi)i∈Nはコンパク
ト集合Sの点列なので、ある点 y ∈ Sに収束する部分列 (yij)j∈Nが存在する。定理
4.4より p(A, ·)は連続になることから

x = lim
j→∞

p(A, yij) = p(A, lim
j→∞

yij) = p(A, y) ∈ p(A, S).

したがって、bdA ⊂ p(A, S)となり p(A, S) = bdAが成り立つ。
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5 支持と分離
Enの超平面は u ∈ En \ {0}と α ∈ Rに対して

Hu,α = {x ∈ En | 〈x, u〉 = α}

と表される。Hu,αが定める二つの閉半空間を次のように表す。

H−
u,α = {x ∈ En | 〈x, u〉 ≤ α}, H+

u,α = {x ∈ En | 〈x, u〉 ≥ α}.

定義 5.1 超平面H ⊂ Enを境界とする二つの閉半空間をH+, H−で表す。部分集
合 A ⊂ Enとする。x ∈ Aについて x ∈ A ∩ H が成り立ちかつ A ⊂ H+または
A ⊂ H−が成り立つとき、Hは xにおいてAを支持するという。HがAのある点
xにおいてAを支持するとき、HはAを支持するという。このときHをAの支持
平面と呼ぶ。H = Hu,αがAを支持しA ⊂ H−

u,αとなるとき、H−
u,αをAの支持半空

間と呼び、uをHu,αとH−
u,αの外向き法ベクトルと呼ぶ。さらにH が xにおいて

Aを支持するとき、uをAの xにおける外向き法ベクトルと呼ぶ。

補題 5.2 A ⊂ En を空ではない凸閉集合とし、x ∈ En \ Aをとる。このとき、
p(A, x)を通り u(A, x)に直交する超平面はAを支持する。

証明 p(A, x)を通り u(A, x)に直交する超平面をH とする。p(A, x) ∈ H ∩ A

となる。Hを境界にする閉半空間であって xを含まない方をH−とする。以下で
A ⊂ H−を示す。もしそうではないとすると、ある y ∈ Aが y 6∈ H−を満たす。
線分 [p(A, x), y]の点で xに最も近い点を z とする。y 6∈ H− より 〈y, u(A, x)〉 >

〈p(A, x), u(A, x)〉が成り立つので 〈y − p(A, x), u(A, x)〉 > 0を得る。よって z 6=
p(A, x)となり |x− z| < |x− p(A, x)|が成り立つ。ところが [p(A, x), y] ⊂ Aだから
z ∈ Aとなり、これは p(A, x)の定め方に反する。したがって y ∈ AとなりA ⊂ H−

が成り立ち、HはAを支持する。

定理 5.3 A ⊂ Enを閉凸集合とする。Aの各境界点においてAを支持する超平面
が存在する。A 6= ∅であり有界ならば各 u ∈ En \ {0}に対して uを外向き法ベク
トルに持ちAを支持する超平面が存在する。

証明 任意に x ∈ bdAをとる。まずAが有界の場合を考える。この場合には補
題 4.5を適用することができ、x = p(A, y)を満たす y ∈ En \ Aをとることができ
る。補題 5.2より xを通り y − xに直交する超平面は xにおいてAを支持する。
次にAが非有界の場合を考える。A ∩ B(x, 1)は有界閉凸集合になり、xはその

境界点になる。よって上で示したことから xにおける A ∩ B(x, 1)の支持平面H

が存在する。H−を xにおけるA ∩ B(x, 1)の支持半空間とする。以下でA ⊂ H−

を示す。もしそうではないとすると、z ∈ A \ H−が存在する。z, x ∈ Aだから



21

[z, x] ⊂ Aが成り立つ。z 6∈ H−であり x ∈ H = bdH−だから、[z, x)はH−の補
集合に含まれる。これは

[z, x) ∩ B(x, 1) ⊂ A ∩ B(x, 1) ⊂ H−

に矛盾する。したがって、A ⊂ H−となりHは xにおいてAを支持する。
定理の後半の主張を示す。Aは有界で u ∈ En \ {0}とする。Aはコンパクトだ

からある x ∈ Aが存在し

〈x, u〉 = sup{〈y, u〉 | y ∈ A}

が成り立つ。この等式より {y ∈ En | 〈y, u〉 = 〈x, u〉} は uを外向き法ベクトルに
持ちAを支持する超平面になる。

定義 5.4 A,B ⊂ Enを部分集合とし、Hu,α ⊂ Enを超平面とする。A ⊂ H−
u,αか

つ B ⊂ H+
u,α が成り立つかまたは A ⊂ H+

u,αかつ B ⊂ H−
u,α が成り立つとき、H

はAとBを分離するという。A ⊂ intH−
u,αかつB ⊂ intH+

u,α が成り立つかまたは
A ⊂ intH+

u,αかつB ⊂ intH−
u,α が成り立つとき、HはAとBを真に分離するとい

う。ある ε > 0が存在し、Hu,α−εとHu,α+εがともにAとBを分離するとき、Hは
AとBを強く分離するという。さらに部分集合Aと点 xに対する分離に関する用
語は、Aと {x}に対する分離に関する用語を意味する。

定理 5.5 A ⊂ Enを凸集合とし、x ∈ En \ Aとする。このとき、Aと xはある超
平面によって分離される。さらにAが閉集合ならば、Aと xはある超平面によっ
て強く分離される。

証明 Aが閉集合のとき、補題 5.2より p(A, x)を通り u(A, x)に直交する超平
面はAを支持することになり、この超平面はAと xを分離する。この超平面と平
行であり線分 [p(A, x), x]の中点 (p(A, x) + x)/2を通る超平面はAと xを強く分離
する。

Aが閉集合ではなく x 6∈ clAが成り立つならば、上で示したことからある超平
面が clAと xを分離するので、この超平面が Aと xも分離する。そこで最後に
x ∈ clAの場合を考える。x 6∈ Aだから x ∈ bdAとなる。他方、定理 3.12より
bdA = bd clAが成り立つので、x ∈ bd clAとなる。定理 3.11より clAは凸になり、
定理 5.3より xを通る clAの支持平面が存在する。この支持平面は clAと xを分離
するので、Aと xも分離することになる。

系 5.6 En内の空ではない閉凸集合はその支持半空間全体の共通部分に一致する。

証明 A ⊂ Enを空ではない閉凸集合とし、Aの支持半空間全体の共通部分を
S(A)で表す。Aの支持半空間はAを含むのでA ⊂ S(A)が成り立つ。Aに含まれ
ない点 xは定理 5.5よりAと強く分離されるので、xを含まないAの支持半空間
が存在する。よって x 6∈ S(A)となりA = S(A)を得る。
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6 凸関数
凸関数を考えるときには、値域は拡張した実数 R̄ = R ∪ {−∞,∞} にした方が

便利である。±∞を含む演算は次のように約束しておく。λ ∈ Rに対して

∞ + ∞ = λ + ∞ = ∞ + λ = ∞,

−∞−∞ = −λ + (−∞) = λ −∞ = −∞ + λ = −∞,

λ∞ = ∞λ =


∞ (λ > 0),

0 (λ = 0),

−∞ (λ < 0).

定義 6.1 関数 f : En → R̄が f−1(−∞) = ∅と f−1(∞) 6= Enを満たし、

f((1 − λ)x + λy) ≤ (1 − λ)f(x) + λf(y) (x, y ∈ En, 0 ≤ λ ≤ 1)

となるとき、f を凸関数と呼ぶ。D ⊂ Enで定義された関数 f : D → R̄は

f̃(x) =

{
f(x) (x ∈ D)

∞ (x ∈ En \ D)

によって拡張した関数 f̃ が凸関数になるとき、f を凸関数と呼ぶ。−f が凸関数の
とき、f を凹関数と呼ぶ。

注意 6.2 上の凸関数と凹関数の定義は、漢字の形と関数のグラフの形が逆になっ
ている。ちょっと紛らわしいが、この用語は定着しているようなので、変更するわ
けにもいかないだろう。
高校の数学 IIIでも区間で定義された関数の凹凸を扱うが、ここでの用語と若干

異なるので比較しておく。この講義での凸関数を数学 IIIでは下に凸という。この
講義での凹関数を数学 IIIでは上に凸という。数学 IIIの教科書では曲線の凹凸に
関する節で扱っているが、数学 IIIに凹という言葉はでてこないようだ。

例 6.3 u ∈ Enと α ∈ Rに対するアフィン関数 f(x) = 〈u, x〉 + αは

f((1 − λ)x + λy) = 〈u, (1 − λ)x + λy〉 + α

= (1 − λ)(〈u, x〉 + α) + λ(〈u, y〉 + α)

= (1 − λ)f(x) + λf(y)

を満たすので、凸関数になる。さらに、アフィン関数は凹関数にもなる。

命題 6.4 (Jensenの不等式) f : En → R̄を凸関数とすると、x1, . . . , xk ∈ Enと
λ1 + · · · + λk = 1を満たす λ1, . . . , λk ∈ [0, 1]に対して

f(λ1x1 + · · · + λkxk) ≤ λ1f(x1) + · · · + λkf(xk)

が成り立つ。この不等式は Jensenの不等式と呼ばれている。
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証明 kに関する帰納法で証明する。k = 1の場合は λ1 = 1となり、問題の不等
式は自明。k = 2の場合は凸関数の定義不等式に一致しているので成立する。k−1

以下の個数の場合に不等式が成り立っていると仮定して、k個の場合も成り立つこ
とを証明する。λk = 1のとき、和は一項だけになり等号が成り立つので、λk < 1

と仮定しても一般性は失われない。

f(λ1x1 + · · · + λkxk) = f

(
(1 − λk)

k−1∑
i=1

λi

1 − λk

xi + λkxk

)

≤ (1 − λk)f

(
k−1∑
i=1

λi

1 − λk

xi

)
+ λkf(xk)

≤ (1 − λk)
k−1∑
i=1

λi

1 − λk

f(xi) + λkf(xk)

= λ1f(x1) + · · · + λkf(xk).

定義 6.5 f : En → R̄を凸関数とする。

domf = f−1((−∞,∞))

によって f の有効定義域 domf を定める。

epif = {(x, ζ) ∈ En × R | f(x) ≤ ζ}

によって f のエピグラフ epif を定める。空ではない凸集合A ⊂ Enに対して、

IA(x) =

{
0 (x ∈ A)

∞ (x ∈ En \ A)

によってAの表示関数 IAを定める。

命題 6.6 f : En → R̄を凸関数とすると、f の有効定義域 domf、α ∈ Rに対する
f−1((−∞, α))、f−1((−∞, α])、エピグラフ epif は凸集合になる。さらに空ではな
い凸集合A ⊂ Enの表示関数 IAは凸関数になる。

証明 x, y ∈ domf と 0 ≤ λ ≤ 1に対して

f((1 − λ)x + λy) ≤ (1 − λ)f(x) + λf(y) < ∞

となり (1 − λ)x + λy ∈ domf が成り立つ。よって、domf は凸集合になる。
x, y ∈ f−1((−∞, α))と 0 ≤ λ ≤ 1に対して

f((1 − λ)x + λy) ≤ (1 − λ)f(x) + λf(y) < (1 − λ)α + λα = α
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となり (1 − λ)x + λy ∈ f−1((−∞, α))が成り立つ。よって、f−1((−∞, α))は凸集
合になる。f−1((−∞, α])の場合も同様に凸集合になることがわかる。

(x, ζ), (y, η) ∈ epif と 0 ≤ λ ≤ 1に対して

(1 − λ)(x, ζ) + λ(y, η) = ((1 − λ)x + λy, (1 − λ)ζ + λη)

であり、

f((1 − λ)x + λy) ≤ (1 − λ)f(x) + λf(y) ≤ (1 − λ)ζ + λη

となるので、(1 − λ)(x, ζ) + λ(y, η) ∈ epif が成り立つ。よって、epif は凸集合に
なる。
凸集合 A ⊂ Enの表示関数 IAが凸関数になることを示す。0 ≤ λ ≤ 1とする。

x, y ∈ Aのとき (1 − λ)x + λy ∈ Aとなるので、

IA((1 − λ)x + λy) = 0 = (1 − λ)IA(x) + λIA(y).

x ∈ Aと y ∈ En \ Aに対して 0 < λのとき

(1 − λ)IA(x) + λIA(y) = ∞ ≥ IA((1 − λ)x + λy).

λ = 0のとき

(1 − λ)IA(x) + λIA(y) = IA(x) = IA((1 − λ)x + λy).

x, y ∈ En \ Aに対して

(1 − λ)IA(x) + λIA(y) = ∞ ≥ IA((1 − λ)x + λy).

したがって、IAは凸関数になる。

定理 6.7 凸関数 f : En → R̄は int domf において連続になる。さらに、int domf

内の任意のコンパクト部分集合において f は Lipschitz連続になる。

証明 x0 ∈ int domf において f が連続になることを示す。x0 ∈ intS ⊂ S ⊂
int domf を満たす単体Sをとる。x0 ∈ intSだからB(x0, ρ) ⊂ Sを満たす ρ > 0が
存在する。Sの頂点を x1, . . . , xn+1とすると、任意の x ∈ Sは

x =
n+1∑
i=1

λixi

(
λi ≥ 0,

n+1∑
i=1

λi = 1

)

と表示できる。c = max{f(x1), . . . , f(xn+1)}とおくと、この表示と Jensenの不等
式 (命題 6.4)より

f(x) ≤
n+1∑
i=1

λif(xi) ≤ c.
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B(x0, ρ)の任意の元 yはα ∈ [0, 1]と |u| = ρを満たすuによって y = x0+αuと表
わすことができる。yを x0と x0 +uの凸結合で表わすと y = (1−α)x0 +α(x0 +u)

となり、
f(y) ≤ (1 − α)f(x0) + αf(x0 + u)

が成り立つ。x0 + u ∈ Sであり 0 ≤ αだから

f(y) − f(x0) ≤ α(f(x0 + u) − f(x0)) ≤ α(c − f(x0)).

次に x0を yと x0 − uの凸結合で表わすために、x0 = (1− λ)y + λ(x0 − u)とおく。

x0 = (1 − λ)(x0 + αu) + λ(x0 − u)

= (1 − λ)x0 + (1 − λ)αu + λx0 − λu

= x0 + (α − λα − λ)u

= x0 + (α − λ(1 + α))u

となるので、λ = α/(1 + α)となる。したがって、

x0 =
1

1 + α
y +

α

1 + α
(x0 − u)

が成り立つ。これより

f(x0) ≤
1

1 + α
f(y) +

α

1 + α
f(x0 − u)

となり 1 + αを両辺にかけると

(1 + α)f(x0) ≤ f(y) + αf(x0 − u).

これより
f(x0) − f(y) ≤ α(f(x0 − u) − f(x0)) ≤ α(c − f(x0)).

先に得た不等式とあわせると

|f(y) − f(x0)| ≤ α(c − f(x0)).

さらに |y − x0| = |αu| = αρだから α = |y − x0|/ρとなり、

|f(y) − f(x0)| ≤
1

ρ
(c − f(x0))|y − x0| (y ∈ B(x0, ρ))

を得る。これより、f は x0において連続になり、f は int domf において連続にな
ることがわかる。
コンパクト部分集合 C ⊂ int domf において f が Lipschitz連続になることを示

す。C がコンパクトであることから、ある ρ > 0が存在し Cρ = C + B(0, ρ) ⊂
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int domf が成り立つ。Cρもコンパクトになるので、f はCρ上で最大値 aをとる。
x, y ∈ C (x 6= y)に対して

z = y +
ρ

|y − x|
(y − x)

とおくと z ∈ Cρが成り立つ。yを xと zの凸結合 y = (1 − λ)x + λzで表わすと、

y = (1 − λ)x + λ

(
y +

ρ

|y − x|
(y − x)

)
= (1 − λ)x + λ

(
|y − x| + ρ

|y − x|
y − ρ

|y − x|
x

)
=

(1 − λ)|y − x| − λ

|y − x|
x + λ

|y − x| + ρ

|y − x|
y

=
|y − x| − λ(|y − x| + ρ)

|y − x|
x + λ

|y − x| + ρ

|y − x|
y.

したがって、

λ =
|y − x|

|y − x| + ρ

が成り立つ。y = (1 − λ)x + λzより

f(y) ≤ (1 − λ)f(x) + λf(z)

となり

f(y) − f(x) ≤ λ(f(z) − f(x)) =
|y − x|

|y − x| + ρ
(f(z) − f(x))

≤ |y − x|
|y − x| + ρ

2a ≤ 2a

ρ
|y − x|

を得る。これは x = yの場合も成り立つ。よって任意の x, y ∈ Cについて上の不
等式が成り立つことになり、

|f(y) − f(x)| ≤ 2a

ρ
|y − x|

を得る。したがって、Cにおいて f は Lipschitz連続になる。

7 支持関数
定義 7.1 空ではない閉凸集合K ⊂ Enに対して、Kの支持関数 h(K, ·) = hKを

h(K,u) = sup{〈x, u〉 | x ∈ K} (u ∈ En)
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によって定める。u ∈ domh(K, ·) \ {0}に対して

H(K,u) = {x ∈ En | 〈x, u〉 = h(K,u)},
H−(K,u) = {x ∈ En | 〈x, u〉 ≤ h(K,u)}

とおくと、H(K,u)はKの支持平面になりH−(K,u)はKの支持半空間になる。

命題 7.2 K ⊂ Enを空ではない閉凸集合とする。

h(K + t, u) = h(K,u) + 〈t, u〉 (t, u ∈ En),

h(K,λu) = h(λK, u) = λh(K,u) (λ ≥ 0, u ∈ En),

h(K,u + v) ≤ h(K,u) + h(K, v) (u, v ∈ En)

が成り立つ。特にK 6= Enならば h(K, ·)は凸関数になり、int domhK において連
続になる。L ⊂ Enも空ではない凸集合とする。hK ≤ hLとなるための必要十分条
件はK ⊂ Lである。

証明 支持関数の定義より、

h(K + t, u) = sup{〈x + t, u〉 | x ∈ K}
= sup{〈x, u〉 + 〈t, u〉 | x ∈ K}
= h(K,u) + 〈t, u〉,

h(K,λu) = sup{〈x, λu〉 | x ∈ K}
= sup{λ〈x, u〉 | x ∈ K}
= λh(K,u),

h(λK, u) = sup{〈λx, u〉 | x ∈ K}
= sup{λ〈x, u〉 | x ∈ K}
= λh(K,u),

h(K,u + v) = sup{〈x, u + v〉 | x ∈ K}
= sup{〈x, u〉 + 〈x, v〉 | x ∈ K}
≤ sup{〈x, u〉 | x ∈ K} + sup{〈x, v〉 | x ∈ K}
= h(K,u) + h(K, v).

これらより 0 ≤ λ ≤ 1に対して

h(K, (1 − λ)u + λv) ≤ h(K, (1 − λ)u) + h(K,λv) = (1 − λ)h(K,u) + λh(K, v)

となるので、h(K, ·)は凸関数になる。定理 6.7より h(K, ·)は int domhKにおいて
連続になる。
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K ⊂ Lとすると

hK(u) = sup{〈x, u〉 | x ∈ K} ≤ sup{〈x, u〉 | x ∈ L} = hL(u)

が成り立つ。逆に任意の u ∈ Enについて hK(u) ≤ hL(u)が成り立つと仮定する。
するとKの任意の支持半空間はLの同じ外向き法ベクトルを持つ支持半空間に含
まれることになり、系 5.6より凸閉集合は支持半空間全体の共通部分に一致するの
で、K ⊂ Lが成り立つ。

定義 7.3 K,L ∈ Knに対して、命題 3.3とコンパクト性の性質より、K + L ∈ Kn

が成り立つ。これをMinkowski和と呼ぶ。Kn上定義された可換半群に値を持つ
関数 f が

f(K + L) = f(K) + f(L) (K,L ∈ Kn)

を満たすとき、f をMinkowski加法的という。

定理 7.4 K,L ∈ Knに対して次の等式が成り立つ。

h(K + L, ·) = h(K, ·) + h(L, ·).

証明 原点 0での値は両辺とも 0になるので、En \{0}で考えればよい。K,Lは
コンパクトだから、u ∈ En\{0}に対して、あるx ∈ Kが存在してh(K,u) = 〈x, u〉
となり、ある y ∈ Lが存在して h(L, u) = 〈y, u〉となる。よって

h(K,u) + h(L, u) = 〈x + y, u〉 ≤ h(K + L, u)

を得る。次に z ∈ K + Lをとると z = x′ + y′となる x′ ∈ Kと y′ ∈ Lが存在する。

〈z, u〉 = 〈x′, u〉 + 〈y′, u〉 ≤ h(K,u) + h(L, u)

となるので h(K + L, u) ≤ h(K,u) + h(L, u)を得る。以上より次の等式を得る。

h(K + L, u) = h(K,u) + h(L, u) (u ∈ En).

系 7.5 (Kn, +)は {0}を単位元とする可換半群になり、K,L,M ∈ Knと λ, µ ≥ 0

に対して次の性質を持つ。

(1) K + M = L + M ならば、K = L,

(2) λ(K + L) = λK + λL,

(3) (λ + µ)K = λK + µK,

(4) λ(µK) = (λµ)K,

(5) 1K = K.
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証明 (1) K + M = L + M より

h(K, ·) + h(M, ·) = h(K + M, ·) = h(L + M, ·) = h(L, ·) + h(M, ·)

となり h(K, ·) = h(L, ·)が成り立つ。これよりKと Lの支持半空間はすべての方
向で一致することになり、系 5.6よりK = Lを得る。

(2)、(4)、(5) 定義より直接わかる。
(3) 命題 7.2と (1)より

h((λ + µ)K, ·) = (λ + µ)h(K, ·) = λh(K, ·) + µh(K, ·) = h(λK, ·) + h(µK, ·)
= h(λK + µK, ·)

となり (λ + µ)K = λK + µKを得る。

8 Hausdorff距離
定義 8.1 En内の空ではないコンパクト部分集合の全体を Cnで表わす。K,L ∈ Cn

に対して

δ(K,L) = max{sup{d(x, L) | x ∈ K}, sup{d(x,K) | x ∈ L}}

によってHausdorff距離を定める。

命題 8.2 K,L ∈ Cnに対して

δ(K,L) = min{λ ≥ 0 | K ⊂ L + λBn, L ⊂ K + λBn}

が成り立つ。さらに、δは Cnの距離になる。

証明 α = min{λ ≥ 0 | K ⊂ L + λBn, L ⊂ K + λBn} とおく。すると任意の
x ∈ Kに対して x ∈ L + αBnとなり、ある y ∈ Lと b ∈ Bnによって x = y + αbと
表わすことができる。|x − y| = |αb| ≤ αとなり、d(x, L) ≤ αが成り立つ。x ∈ K

は任意なので
sup{d(x, L) | x ∈ K} ≤ α.

LとKを入れ換えることにより sup{d(x,K) | x ∈ L} ≤ α. したがって、δ(K,L) ≤
αが成り立つ。次に 0 < λ < αとなる λを任意にとる。するとK 6⊂ L + λBnま
たは L 6⊂ K + λBnが成り立つ。そこでK 6⊂ L + λBnとすると、ある x ∈ K は
x 6∈ L + λBnを満たす。これより任意の y ∈ Lに対して |x − y| > λが成り立つ。
よって d(x, L) ≥ λとなり δ(K,L) ≥ λを得る。L 6⊂ K + λBnの場合も同様にして
δ(K,L) ≥ λを得る。0 < λ < αとなる λに対して δ(K,L) ≥ λが成り立つことに
なり、δ(K,L) ≥ αが成り立つ。以上より δ(K,L) = αを得る。
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次に δが距離になることを示す。任意のK,L ∈ Cnに対して

δ(K,L) = δ(L,K) ≥ 0

が成り立つことは定義より直接わかる。
x ∈ Kに対してd(x,K) = 0が成り立つので δ(K,K) = 0となる。逆に δ(K,L) =

0が成り立つと仮定する。任意の x ∈ Kに対して d(x, L) = 0となるので x ∈ Lが
成り立つ。同様に x ∈ Lに対して d(x,K) = 0となるので x ∈ Kが成り立つ。し
たがって、K = Lを得る。
最後に三角不等式を示す。K,L,M ∈ Cnをとる。δ(K,L) = α, δ(L,M) = βと

おく。このとき、K ⊂ L + αBnと L ⊂ M + βBnが成り立つ。さらに

K ⊂ M + αBn + βBn = M + (α + β)Bn

となるので、
δ(K,M) ≤ α + β = δ(K,L) + δ(L,M).

補題 8.3 (Ki)i∈NをCnの単調減少列とする。すなわち任意の i ∈ Nに対してKi+1 ⊂
Kiが成り立つと仮定する。このとき、CnのHausdorff距離に関する極限は (Ki)i∈N

の共通部分に一致する。

証明 K =
∞⋂
i=1

Kiとおく。コンパクト集合の性質よりK はコンパクトになり、

空ではない。 lim
i→∞

Ki 6= K と仮定すると、ある ε > 0が存在して任意の m ∈ N
に対して δ(Km, K) > εが成り立つ。よって Km 6⊂ K + εBn となる。そこで、
Am = Km \ int(K +εBn)とおくと、Amは単調減少になり空ではないコンパクト集

合になる。よってA =
∞⋂

m=1

Amは空ではないコンパクト集合になる。任意のm ∈ N

についてAm ∩ int(K + εBn) = ∅となりA∩ int(K + εBn) = ∅、さらにA∩K = ∅
が成り立つ。他方、Am ⊂ KmだからA ⊂ KとなりA 6= ∅だから矛盾する。以上
より lim

i→∞
Ki = Kが成り立つ。

定理 8.4 距離空間 (Cn, δ)は完備になる。

証明 (Ki)i∈NをCnのCauchy列とする。(Ki)i∈Nは有界列になる。したがって、あ
るR > 0が存在し δ(K1, Ki) ≤ Rが成り立つ。これよりKi ⊂ K1+RBnがすべての

i ∈ Nについて成り立つ。特に
∞⋃
i=1

Kiは有界集合になる。よってAm = cl

(
∞⋃

i=m

Ki

)

は Cnの単調減少列になる。補題 8.3より lim
m→∞

Am = A :=
∞⋂

m=1

Amが成り立つ。つ

まり、任意の ε > 0に対してある n0 ∈ Nが存在しm ≥ n0ならば δ(A,Am) ≤ εが
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成り立つ。これより、Am ⊂ A + εBnとなる。よって i ≥ n0ならばKi ⊂ A + εBn

となる。(Ki)i∈NがCauchy列であることからある n1 ≥ n0が存在し i, j ≥ n1なら

ばKj ⊂ Ki + εBnが成り立つ。これより i,m ≥ n1ならば
∞⋃

j=m

Kj ⊂ Ki + εBn と

なる。Ki + εBnは閉集合だから左辺の閉包をとると、Am ⊂ Ki + εBnも成り立
つ。Aの定め方より、i ≥ n1ならばA ⊂ Ki + εBnとなる。以上より i ≥ n1なら
ば δ(Ki, A) ≤ εが成り立つ。したがって、KiはAに収束し (Cn, δ)は完備になる。

定理 8.5 Cnの有界列は収束部分列を含む。

証明 (K0
i )i∈Nを Cnの有界列とする。∪iK

0
i は有界になるので、En内のある立

方体Cに含まれる。この立方体の一辺の長さを γとする。各m ∈ NについてCの
一辺を 2m等分し Cを辺の長さが 2−mγの部分立方体 2mn個に分割する。K ∈ Cn

に対してK と共通部分を持つ部分立方体の合併を Am(K)で表わす。部分立方体
の個数は有限個なので、部分立方体の部分集合の個数も有限個になる。したがっ
て、(K0

i )i∈Nのある部分列 (K1
i )i∈Nが存在しA1(K

1
i ) = T1は i ∈ Nに依存せず一定

になる。同様に (K1
i )i∈Nのある部分列 (K2

i )i∈Nが存在しA2(K
2
i ) = T2は i ∈ Nに依

存せず一定になる。この操作を続けることにより、各m ∈ Nに対して列 (Km
i )i∈N

が存在し
(∗) Am(Km

i ) = Tm (i ∈ N)

と
(∗∗) k < mに対して (Km

i )i∈Nは (Kk
i )i∈Nの部分列

を満たす。(∗)より任意の i, j ∈ NについてAm(Km
i ) = Am(Km

j ) = Tmが成り立つ
ので、Tmを構成する各部分立方体にはKm

i の元とKm
j の元がともに存在し、Km

i ⊂
Km

j + 2−m√nγBnが成り立つ。よって任意の i, j,m ∈ Nについて δ(Km
i , Km

j ) ≤
2−m√nγとなる。さらに (∗∗)より任意の i, j ∈ Nと k ≥ mについて δ(Km

i , Kk
j ) ≤

2−m√nγが成り立つ。そこで、Km = Km
m とおくと (Km)m∈Nは (K0

i )i∈Nの部分列
になり、

δ(Km, Kk) ≤ 2−m√nγ (k ≥ m).

したがって、(Km)m∈NはCauchy列になり、定理 8.4より収束列になる。

定理 8.6 Knは Cnの閉部分集合になる。特に (Kn, δ)も完備距離空間になる。

証明 Cn\Knが開集合になることを示す。K ∈ Cn\Knをとる。Kは凸ではない
のである x, y ∈ Kと 0 < λ < 1が存在し z = (1−λ)x + λy 6∈ Kとなる。さらにK

はコンパクトだからある ε > 0が存在しB(z, ε)∩K = ∅が成り立つ。そこでCn内の
Kの ε/2近傍の元K ′を任意にとる。つまり、K ′ ∈ Cnかつ δ(K,K ′) < ε/2とする。
x, y ∈ Kだからd(x,K ′) < ε/2, d(y,K ′) < ε/2となり、|x′−x| < ε/2, |y′−y| < ε/2

を満たす x′, y′ ∈ K ′が存在する。z′ = (1 − λ)x′ + λy′とおくと

|z′ − z| = |(1 − λ)(x′ − x) + λ(y′ − y)| ≤ (1 − λ)|x′ − x| + λ|y′ − y| < ε/2.
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もし z′ ∈ K ′ならば δ(K,K ′) < ε/2より |w − z′| < ε/2を満たす w ∈ Kが存在す
る。ところが、これより |w − z| ≤ |w − z′| + |z′ − w| < εとなりB(z, ε) ∩ K = ∅
に矛盾する。よって、z′ 6∈ K ′となりK ′も凸ではない。以上よりKの ε/2近傍は
Cn \ Knに含まれることになり、Cn \ Knは開集合になる。したがって、Knは Cn

の閉部分集合になる。定理 8.4より Cnは完備なので、Knも完備になる。

系 8.7 En内の凸体の有界列は凸体に収束する部分列を持つ。

証明 定理 8.5より凸体の有界列は収束部分列を持つ。定理 8.6よりKnは Cn内
で閉部分集合なので、この収束列の極限はKnの元になり凸体になる。

定理 8.8 Ki, K ∈ Knとする。 lim
i→∞

Ki = Kが成り立つための必要十分条件は次の

(1)と (2)が成り立つことである。

(1) Kの各点は任意の i ∈ Nについて xi ∈ Kiとなる点列 (xi)i∈Nの極限になる。

(2) 各 j ∈ Nについて xij ∈ Kij を満たす狭義単調増加自然数列 (ij)j∈Nと収束列
(xij)j∈Nに対して (xij)j∈Nの極限はKに含まれる。

証明 まず lim
i→∞

Ki = K が成り立つと仮定する。 lim
i→∞

δ(K,Ki) = 0となること

に注意しておく。K の任意の元 xをとる。xi = p(Ki, x)とおくと、xi ∈ Kiとな
り |x − xi| = d(x,Ki) ≤ δ(K,Ki)だから、xiは i → ∞のとき xに収束する。よっ
て (1)が成り立つ。次に各 j ∈ Nについて xij ∈ Kij を満たす狭義単調増加自然数
列 (ij)j∈Nと収束列 (xij)j∈Nに対して、x = lim

j→∞
xij 6∈ Kと仮定する。Kはコンパ

クトだからある ρ > 0が存在しB(x, ρ)∩ (K + ρBn) = ∅が成り立つ。x = lim
j→∞

xij

より十分大きな jに対して |xij − x| < ρとなる。また lim
i→∞

δ(K,Ki) = 0より十分

大きな jに対して δ(Kij , K) < ρとなる。これより xij ∈ Kij ⊂ K + ρBnとなり
xij ∈ B(x, ρ) ∩ (K + ρBn)が成り立つ。これは上の結論と矛盾するので、x ∈ K

が成り立つ。よって (2)が成り立つ。
逆に (1)と (2)が成り立つと仮定する。任意の ε > 0に対して

(∗) 十分大きな iについてK ⊂ Ki + εBn

(∗∗) 十分大きな iについてKi ⊂ K + εBn

が成り立つことを示せば lim
i→∞

Ki = Kを証明できる。もし (∗)が成り立たないとす
ると、狭義単調増加自然数列 (kj)が存在しK 6⊂ Kkj

+ εBnが成り立つ。これより
ykj

∈ K と ykj
6∈ (Kkj

+ εBn)を満たす点列 ykj
をとることができる。この ykj

は
d(ykj

, Kkj
) ≥ εを満たす。Kはコンパクトだから (ykj

)は収束部分列 yijを持つ。yij

の i → ∞のときの極限を yとすると y ∈ Kが成り立つ。この yに (1)を適用する
と点列 xi ∈ Kiが存在し xiの i → ∞のときの極限は yになる。点列 yij と xij は
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ともに j → ∞のとき yに収束するので |xij − yij | → 0となる。ところが、これは
xij ∈ Kij かつ d(ykj

, Kkj
) ≥ εに矛盾する。したがって、(∗)が成り立つ。

次にもし (∗∗)が成り立たないとすると、狭義単調増加自然数列 (ij)が存在し
Kij 6⊂ K + εBnが成り立つ。これより yij ∈ Kij と yij 6∈ K + εBnを満たす点列 yij

をとることができる。他方 (1)よりKの元はKiの元の極限になるので、十分大き
な jについて xij ∈ Kij かつ xij ∈ K + εBnを満たす点列 xij が存在する。

xij , yij ∈ Kij , xij ∈ K + εBn, yij 6∈ K + εBn

より xij と yij を結ぶ線分上に zij ∈ Kij ∩ bd(K + εBn)を満たす点 zij が存在す
る。bd(K + εBn)はコンパクトだから、点列 zij は収束部分列を持ちその極限は
bd(K + εBn)に含まれる。ところが、(2)よりこの極限はKに含まれることにな
り矛盾する。したがって、(∗∗)が成り立つ。

命題 8.9 K,L ∈ Cnに対して

δ(convK, convL) ≤ δ(K,L)

が成り立つ。特に凸包をとる写像

conv : Cn → Kn ; K 7→ convK

は Lipschitz連続になる。K,K ′, L, L′ ∈ Cnに対して

δ(K + K ′, L + L′) ≤ δ(K,L) + δ(K ′, L′),

δ(K ∪ K ′, L ∪ L′) ≤ max{δ(K,L), δ(K ′, L′)}

が成り立つ。特に和と合併をとる写像

+ : Cn × Cn → Cn ; (K,K ′) 7→ K + K ′,

∪ : Cn × Cn → Cn ; (K,K ′) 7→ K ∪ K ′

は Cn × Cnの和の距離と最大値の距離のどちらに対しても Lipschitz連続になる。

証明 K ⊂ L + λBnとすると、

K ⊂ L + λBn ⊂ convL + λBn.

定理 3.6より convL + λBnは凸になり convK ⊂ convL + λBnが成り立つ。同様に
L ⊂ K + λBnならば convL ⊂ convK + λBnが成り立つことがわかる。これらよ
り δ(convK, convL) ≤ λとなり、δ(convK, convL) ≤ δ(K,L)を得る。

K ⊂ L + λBnとK ′ ⊂ L′ + µBnが成り立つと仮定すると、

K + K ′ ⊂ L + L′ + λBn + µBn = (L + L′) + (λ + µ)Bn,

K ∪ K ′ ⊂ (L + λBn) ∪ (L′ + µBn) ⊂ (L ∪ L′) + max{λ, µ}Bn
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がわかる。同様に L ⊂ K + λBnと L′ ⊂ K ′ + µBnが成り立つと仮定すると、

L + L′ ⊂ (K + K ′) + (λ + µ)Bn, L ∪ L′ ⊂ (K ∪ K ′) + max{λ, µ}Bn

がわかる。これらより

δ(K + K ′, L + L′) ≤ λ + µ, δ(K ∪ K ′, L ∪ L′) ≤ max{λ, µ}

となり

δ(K + K ′, L + L′) ≤ δ(K,L) + δ(K ′, L′),

δ(K ∪ K ′, L ∪ L′) ≤ max{δ(K,L), δ(K ′, L′)}

を得る。

定理 8.10 K,L ∈ Knに対して次の等式が成り立つ。

δ(K,L) = sup{|h(K,u) − h(L, u)| | u ∈ Sn−1}.

証明 δ(K,L) ≤ αとする。Hausdorff距離の定義よりK ⊂ L + αBnが成り立
つ。これと命題 7.2より任意の u ∈ Sn−1に対して

h(K,u) ≤ h(L + αBn, u) = h(L, u) + α

となるので、h(K,u) − h(L, u) ≤ αを得る。δ(K,L) ≤ αより L ⊂ K + αBnも成
り立つので、h(K,u) − h(L, u) ≤ αも得る。したがって、δ(K,L) ≤ αならば

sup{|h(K,u) − h(L, u)| | u ∈ Sn−1} ≤ α

となり
sup{|h(K,u) − h(L, u)| | u ∈ Sn−1} ≤ δ(K,L)

が成り立つ。
逆に

sup{|h(K,u) − h(L, u)| | u ∈ Sn−1} ≤ α

とすると、任意の u ∈ Sn−1に対して |h(K,u) − h(L, u)| ≤ αとなる。h(K,u) −
h(L, u) ≤ αとなるので、

h(K,u) ≤ h(L, u) + α = h(L + αBn, u).

よって、命題 7.2よりK ⊂ L + αBnを得る。h(L, u) − h(K,u) ≤ αも成り立つの
で L ⊂ K + αBnも得る。したがって δ(K,L) ≤ αとなり

δ(K,L) ≤ sup{|h(K,u) − h(L, u)| | u ∈ Sn−1}

が成り立つ。以上より

δ(K,L) = sup{|h(K,u) − h(L, u)| | u ∈ Sn−1}

が成り立つ。
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補題 8.11 K1, K2 ∈ Knとし、K2 ⊂ intK1と仮定する。このとき、ある η > 0が
存在し δ(K1, K) < ηを満たす任意のK ∈ Knに対してK2 ⊂ Kが成り立つ。

証明 K2 はコンパクトだから u ∈ En \ {0}に対してある x2 ∈ K2 が存在し
h(K2, u) = 〈x2, u〉が成り立つ。K2 ⊂ intK1 だから十分小さい ρ > 0に対して
x1 = x2 + ρu/|u|2 ∈ intK1 ⊂ K1 が成り立ち

〈x1, u〉 =

〈
x2 + ρ

u

|u|2
, u

〉
= 〈x2, u〉 + ρ = h(K2, u) + ρ

を得る。したがって、次の不等式を得る。

h(K1, u) ≥ 〈x1, u〉 = h(K2, u) + ρ > h(K2, u).

よってEn\{0}においてh(K1, ·)−h(K2, ·) > 0となる。支持関数h(K1, ·), h(K2, ·)は
命題7.2より凸関数になり、定理6.7より連続になる。したがって、h(K1, ·)−h(K2, ·)
は連続関数になるので、コンパクト集合 Sn−1上で正の最小値 ηをとる。これより

η ≤ h(K1, u) − h(K2, u) (u ∈ Sn−1)

が成り立つ。δ(K1, K) < ηを満たす任意のK ∈ Knに対して定理 8.10より

|h(K1, u) − h(K,u)| < η (u ∈ Sn−1)

が成り立つ。したがって、任意の u ∈ Sn−1に対して

h(K2, u) ≤ h(K1, u) − η < h(K,u)

となり、命題 7.2よりK2 ⊂ Kが成り立つ。

定理 8.12 体積関数 VnはKnにおいて連続になる。

証明 K0 ∈ Knをとる。まず Vn(K0) = 0の場合を考える。K0はEnのある超平
面Hに含まれる。δ(K0, K) = α ≤ 1とすると、K ⊂ K0 + αBnが成り立つ。Hの
単位法ベクトル uをとり I = [−u, u]とおくと

K0 + αBn ⊂ H ∩ (K0 + αBn) + αI ⊂ H ∩ (K0 + Bn) + αI

となる。Fubiniの定理より

Vn(H ∩ (K0 + Bn) + αI) = Vn−1(H ∩ (K0 + Bn))2α.

したがって

Vn(K) ≤ 2Vn−1(H ∩ (K0 + Bn))α = 2Vn−1(H ∩ (K0 + Bn))δ(K0, K)
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が成り立ち、VnはK0で連続になる。
次に Vn(K0) > 0の場合を考える。このときK0の内部は空ではない。0 ∈ intK0

と仮定しても一般性は失われない。ρBn ⊂ intK0を満たす ρ > 0をとっておく。
任意の ε > 0に対して (λn − 1)λnVn(K0) < εを満たす λ > 1をとることができ
る。ρBn ⊂ intK0だから補題 8.11よりある η > 0が存在し δ(K0, K) < ηを満た
す任意のK ∈ Knに対して ρBn ⊂ K が成り立つ。α = min{η, (λ − 1)ρ}とおく。
δ(K0, K) < αを満たす任意のK ∈ Knに対して

K0 ⊂ K + αBn ⊂ K + (λ − 1)ρBn ⊂ K + (λ − 1)K = λK.

最後の等号は系 7.5の (3)より成り立つ。同様にK ⊂ λK0も成り立つ。

Vn(K0) ≤ Vn(λK) = λnVn(K), Vn(K) ≤ λnVn(K0)

より
Vn(K0) − Vn(K) ≤ (λn − 1)Vn(K) ≤ (λn − 1)λnVn(K0) < ε.

さらに λ > 1だから

Vn(K) − Vn(K0) ≤ (λn − 1)Vn(K0) ≤ (λn − 1)λnVn(K0) < ε.

以上より |Vn(K0) − Vn(K)| < εとなり、VnはK0においても連続になる。
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