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1

1 多様体
正確な定義は後で述べるが、群構造と多様体構造の両方を持っていて、群演算

から定まる写像がC∞級写像になるものを Lie群という。Lie群を理解するために
は、群構造と多様体構造の知識が前提になる。この節では多様体について簡単に
復習しておく。

定義 1.1 Hausdorff位相空間M とM の開集合族 {(Uα, φα)}α∈A が

(1) M =
∪
α∈A

Uα,

(2) 各 α ∈ Aに対して φαはUαからRnへの写像であり、φα(Uα)はRnの開集合
になり φαは Uαから φα(Uα)への位相同型写像、

(3) 各 α, β ∈ Aに対して、Uα ∩ Uβ 6= ∅のとき、φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ) →

φβ(Uα ∩ Uβ)は微分同型写像

を満たすとき、(M, {(Uα, φα)}α∈A)を n次元多様体と呼び、{(Uα, φα)}α∈AをMの
多様体構造と呼ぶ。Mの次元を dim Mで表すことにする。{(Uα, φα)}α∈Aがわかっ
ている場合や特に記述する必要のない場合には単にM と書く。

例 1.2 (M, {(Uα, φα)}α∈A), (N, {(Vi, ψi)}i∈I)を多様体とする。M ×N に積位相を
入れると、(M × N, {(Uα × Vi, φα × ψi)}(α,i)∈A×I) も多様体になる。この多様体を
M とN の積多様体と呼ぶ。

定義 1.3 (M, {(Uα, φα)}α∈A) を n次元多様体とする。M の開集合 V と写像 ψ :

V → Rnが

(1) ψ(V )はRnの開集合で、ψ : V → ψ(V )は位相同型写像、

(2) 各 α ∈ Aについて ψ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ V ) → ψ(Uα ∩ V ) は微分同型写像

を満たすとき、(V, ψ)をM の座標近傍と呼ぶ。ψを Rnの成分を使って表わした
ψ1, . . . , ψnをV における局所座標系といい、(V ; ψ1, . . . , ψn)を局所座標近傍という。

定義 1.4 m次元多様体M から n次元多様体N への写像 f が

(1) f は連続写像、

(2) f(U) ⊂ V を満たすMの任意の座標近傍 (U, φ)とNの任意の座標近傍 (V, ψ)

に対して、Rmの開集合 φ(U)からRnの開集合ψ(V )への写像ψ ◦ f ◦ φ−1 は
C∞級写像
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を満たすとき、fをC∞級写像と呼ぶ。MからNへのC∞級写像 fが逆写像 f−1 :

N → M を持ち、f−1もまたC∞級写像になるとき、f を微分同型写像と呼び、M

とN は微分同型であるという。

定義 1.5 多様体Mの点 xの近傍で定義されたC∞級関数の全体Fxから実数Rへ
の写像 vが、f, g ∈ Fxと r ∈ Rに対して

v(f + g) = v(f) + v(g),

v(rf) = rv(f),

v(fg) = v(f)g(x) + f(x)v(g)

を満たすとき、v を多様体M の点 xにおける接ベクトルと呼ぶ。それら全体を
Tx(M)で表し、M の xにおける接ベクトル空間と呼ぶ。

例 1.6 n次元多様体Mの点 xを含む座標近傍 (U, φ)を一つとる。Uは xの開近傍
だから、Fxの各元 f に対して f ◦ φ−1は φ(V )上のC∞級関数になる。(x1, . . . , xn)

をRnの座標とし、

vi(f) =
∂

∂xi

(f ◦ φ−1)

∣∣∣∣
φ(x)

とおく。積の微分の公式を使うと vi ∈ Tx(M)となることがわかる。この接ベクト
ル viを ∂

∂xi
|xと書くことにする。

定理 1.7 n次元多様体M の各点 xにおける接ベクトル空間 Tx(M)は n次元ベク
トル空間になる。さらに、(U ; x1, . . . , xn)をM の xにおける局所座標近傍とする
と ∂

∂xi
|x (1 ≤ i ≤ n)は Tx(M)の基底になる。

命題 1.8 F を多様体Mから多様体NへのC∞級写像とする。x ∈ M, y = F (x) ∈
N とする。このとき、v ∈ Tx(M)に対して、

v′(f) = v(f ◦ F ) (f ∈ FF (x))

によって v′ : FF (x) → Rを定めると、v′はN の点 F (x)における接ベクトルにな
る。v′ = dFx(v)と書くことにすると、

dFx : Tx(M) → TF (x)(N)

は線形写像になる。

定義 1.9 多様体Mの開集合Oの各点 xに対して、Mの xにおける接ベクトルXx

を対応させる対応Xが次の条件を満たすとき、XをO上のベクトル場と呼ぶ。M

の任意の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)に対して、x 7→ Xx(xi)がすべての iについ
て U ∩ O上のC∞級関数になる。
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注意 1.10 X を多様体M 上のベクトル場とする。x ∈ M を含む局所座標近傍
(U ; x1, . . . , xn)をとる。定理 1.7より、Xx ∈ Tx(M)は

Xx =
n∑

i=1

ai(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

と表すことができるので、上の条件は基底 ∂
∂xi

|x (1 ≤ i ≤ n) の線形結合でXxを
表したときの係数がすべてC∞級関数になることと同値である。これは

Xx(xj) =
n∑

i=1

ai(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

xj = aj(x)

よりわかる。上のようにベクトル場を U において ∂
∂xi

|x (1 ≤ i ≤ n) の線形結合で
表示したものをベクトル場の局所表示という。この局所表示の形からわかるよう
に、ベクトル場は多様体上定義された C∞級関数に作用する一階線形偏微分作用
素とみることができる。

命題 1.11 Mを多様体とする。M上のC∞級関数全体をC∞(M)で表し、M上の
ベクトル場の全体をX(M)で表す。

(1) M 上のベクトル場X,Y と各 f ∈ C∞(M)に対して、

Z(f) = X(Y (f)) − Y (X(f))

とおくと、Z はM 上のベクトル場になる。Z = [X,Y ]と書くことにする。
[X,Y ]をXと Y のLieブラケットと呼ぶ。

(2) (1)で定めた写像
[ , ] : X(M) × X(M) → X(M)

は双線形写像になりX,Y, Z ∈ X(M)に対して

[X,Y ] + [Y,X] = 0, [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

を満たす。上の右の等式を Jacobi恒等式と呼ぶ。

(1)のZがベクトル場になることのみ確認しておこう。Xと Y の局所表示を

X =
∑

i

ai
∂

∂xi

, Y =
∑

j

bj
∂

∂xj

とする。

Z(f) =
∑

i

ai
∂

∂xi

(∑
j

bj
∂f

∂xj

)
−

∑
j

bj
∂

∂xj

(∑
i

ai
∂f

∂xi

)

=
∑
i,j

ai

(
∂bj

∂xi

∂f

∂xj

+ bj
∂2f

∂xi∂xj

)
−

∑
i,j

bj

(
∂ai

∂xj

∂f

∂xi

+ ai
∂2f

∂xj∂xi

)
=

∑
i,j

(
aj

∂bi

∂xj

− bj
∂ai

∂xj

)
∂f

∂xi
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となるので、Zは一階線形偏微分作用素になりベクトル場を定める。上の計算よ
りベクトル場の Lieブラケットの局所表示は[∑

i

ai
∂

∂xi

,
∑

j

bj
∂

∂xj

]
=

∑
i,j

(
aj

∂bi

∂xj

− bj
∂ai

∂xj

)
∂

∂xi

.

2 Lie群とLie環
定義 2.1 多様体Gが群構造を持ち、その群演算

G × G → G; (x, y) 7→ xy, G → G; x 7→ x−1

がC∞級写像になるとき、GをLie群と呼ぶ。(特にことわらないかぎり、群の単
位元は eで表す。)

例 2.2 V を有限次元実ベクトル空間とすると、V の正則線形変換の全体 GL(V )

は Lie群になる。GL(Rn)はGL(n,R)とも書く。GL(V )を一般線形群と呼ぶ。

証明 GL(V )は合成に関して群になる。dim V = nとする。End(V ) = {f :

V → V | f は線形写像 }とおく。V の基底をとり、End(V )の元にこの基底に関
する表現行列を対応させれば、End(V )と n次実正方行列の全体Mn(R)は一対一
に対応する。さらにMn(R)は自然に Rn2

と線形同型になるので、End(V )は Rn2

と一対一に対応する。この対応によって End(V )と Rn2
を同一視すると表現行列

の成分がEnd(V )の座標になる。この同一視によってEnd(V )に位相を導入してお
く。行列式 det : End(V ) → RはEnd(V )の座標の多項式で表わされるので連続で
あり、

GL(V ) = {f ∈ End(V ) | det f 6= 0}

だから、GL(V )は End(V )の開集合である。特に、GL(V )は n2次元多様体にな
る。群演算

GL(V ) × GL(V ) → GL(V ); (x, y) 7→ xy

は、End(V )の座標の二次式で表わされるのでC∞級写像であり、

GL(V ) → GL(V ); x 7→ x−1

は、End(V )の座標の分数式で表わされるのでC∞級写像である (Cramerの公式)。

定義 2.3 Lie群Gの元 gに対して微分同型写像 Lg, Rgを

Lg : G → G; x 7→ gx, Rg : G → G; x 7→ xg
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によって定め、それぞれ gによる左移動、右移動と呼ぶ。G上のベクトル場Xは、
Gの任意の元 gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (x ∈ G)

を満たすとき左不変ベクトル場と呼ばれ、

(dRg)x(Xx) = Xxg (x ∈ G)

を満たすとき右不変ベクトル場と呼ばれる。

注意 2.4 Lie群Gの単位元 eを含む局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとっておけば、
各 g ∈ Gに対して (Lg(U); x1 ◦L−1

g , . . . , xn ◦L−1
g )は gを含む局所座標近傍になる。

右移動を使っても同様にできる。

定義 2.5 実ベクトル空間 gに双線形写像 [ , ] : g × g → gがあり、すべての元
X,Y, Z ∈ gに対して

[X,Y ] = −[Y,X], [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

を満たすとき、gをLie環と呼ぶ。Lie環 gのベクトル部分空間 hが、演算 [ , ]に
関して閉じているとき、hを gのLie部分環と呼ぶ。

Lie環 gの Lie部分環は gのブラケットを制限することで Lie環になる。

例 2.6 多様体M 上のベクトル場の全体X(M)は Lieブラケット [ , ]に関して Lie

環になる。

例 2.7 V を実ベクトル空間とする。End(V )の元X,Y に対して [X,Y ] = XY −
Y Xと定めるとEnd(V )は Lie環になる。この Lie環を gl(V )で表わす。gl(Rn)は
gl(n,R)とも書く。

証明 定め方より [ , ] : End(V ) × End(V ) → End(V ) は双線形写像である。
End(V )の元X,Y, Zに対して

[X,Y ] = XY − Y X = −[Y,X],

[[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ]

= [XY − Y X,Z] + [Y Z − ZY,X] + [ZX − XZ, Y ]

= XY Z − Y XZ − ZXY + ZY X + Y ZX − ZY X − XY Z + XZY

+ZXY − XZY − Y ZX + Y XZ

= 0.

したがって End(V )は [ , ]に関して Lie環になる。



6 2. Lie群と Lie環

定理 2.8 Gを Lie群とし、Gの左不変ベクトル場の全体を gで表わす。すると、g

はG上のベクトル場全体の成す Lie環X(G) の Lie部分環になり、写像

α : g → Te(G); X 7→ Xe

は線形同型写像になる。特に dim g = dim Te(G) = dim Gが成り立つ。

この定理の証明のために次の補題を準備しておく。

補題 2.9 M,Nを多様体とし、f : M → Nを微分同型写像とする。M上のベクト
ル場X,Y とN 上のベクトル場 X̃, Ỹ が

dfx(Xx) = X̃f(x), dfx(Yx) = Ỹf(x) (x ∈ M)

を満たすならば、次の等式が成り立つ。

dfx([X,Y ]x) = [X̃, Ỹ ]f(x) (x ∈ M).

証明 (V ; y1, . . . , yn)をN の局所座標近傍とする。U = f−1(V )とし、xi = yi ◦
f (1 ≤ i ≤ n)とおくと、(U ; x1, . . . , xn)はMの局所座標近傍になる。X,Y のUに
おける局所表示を

X =
n∑

i=1

ai
∂

∂xi

, Y =
n∑

i=1

bi
∂

∂xi

とすると、仮定より V において

X̃ = df(X) = df

(
n∑

i=1

ai
∂

∂xi

)
=

n∑
i=1

(ai ◦ f−1)
∂yk

∂xi

∂

∂yk

=
n∑

i=1

(ai ◦ f−1)
∂

∂yi

.

同様に

Ỹ =
n∑

j=1

(bj ◦ f−1)
∂

∂yj

.

命題 1.11の後のベクトル場の Lieブラケットの局所表示を使うと

[X̃, Ỹ ] =
∑
i,j

(
(aj ◦ f−1)

∂(bi ◦ f−1)

∂yj

− (bj ◦ f−1)
∂(ai ◦ f−1)

∂yj

)
∂

∂yi

.

他方、

df([X,Y ]) = df

(∑
i,j

(
aj

∂bi

∂xj

− bj
∂ai

∂xj

)
∂

∂xi

)

=
∑
i,j

(
(ai ◦ f−1)

∂bi

∂xj

◦ f−1 − (bj ◦ f−1)
∂ai

∂xj

◦ f−1

)
∂

∂yi
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となり
∂bi

∂xj

◦ f−1 =
∂bi ◦ f−1

∂xj

,
∂ai

∂xj

◦ f−1 =
∂ai ◦ f−1

∂xj

より、df([X,Y ]) = [X̃, Ỹ ]を得る。

定理 2.8の証明 gが X(G)の部分ベクトル空間になることは定義からわかる。
X,Y ∈ gとすると任意の g ∈ Gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (dLg)x(Yx) = Ygx (x ∈ G)

が成り立ち、Lg : G → Gは微分同型写像だから、補題 2.9より

(dLg)x([X,Y ]x) = [X,Y ]gx (x ∈ G)

となり、[X,Y ] ∈ gを得る。よって gはX(G)の Lie部分環である。
αが線形写像になることは定義からわかる。X ∈ g, α(X) = 0とすると、任意の

g ∈ Gに対し
Xg = (dLg)e(Xe) = 0

だから、X = 0。よってKerα = 0となり、αは単射。他方X ∈ Te(G)に対して
X̃g = (dLg)e(X)とおき、X̃ が左不変ベクトル場になることを示せば、αが全射
になることがわかる。(U ; x1, . . . , xn)をGの単位元 eを含む局所座標近傍とする。
G × G → G; (x, y) 7→ xy は連続だから、eを含む開近傍 V で V V = {xy|x, y ∈
V } ⊂ U を満たすものをとることができる。

X =
n∑

i=1

ξi ∂

∂xi

∣∣∣∣
e

とおく。注意 2.4より任意の g ∈ Gに対して、(Lg(V ); x1 ◦ L−1
g , . . . , xn ◦ L−1

g )は g

を含む局所座標近傍になる。そこで yi = xi ◦ L−1
g とおくと gx ∈ Lg(V ) (x ∈ V )に

対して、

X̃gx = (dLgx)e(X) = d(Lg ◦ Lx)e(X) = (dLg)x(dLx)e(X)

= (dLg)x

(
n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)

=
n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)(dLg)x
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

.

ここで (
(dLg)x

∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)
(yk) =

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

)
(yk ◦ Lg) = δjk
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だから

(dLg)x
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

=
∂

∂yj

∣∣∣∣
gx

となり

X̃gx =
n∑

i,j=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)
∂

∂yj

∣∣∣∣
gx

.

G × G → G; (x, y) 7→ xy = Lx(y) はC∞級写像だから、各 i, jに対して

V → R; x 7→ ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)

はC∞級写像になる。よって、各 jについて

Lg(V ) → R; gx 7→
n∑

i=1

ξi ∂(xj ◦ Lx)

∂xi

(e)

はC∞級写像である。したがって X̃はG上のベクトル場である。X̃は定め方より
左不変。したがって αは線形同型写像である。

定義 2.10 Lie群Gの左不変ベクトル場の全体からなるLie環 gをLie群GのLie

環と呼ぶ。

定義 2.11 Lie群の間のC∞級写像 f : G → Hが群の準同型写像でもあるとき、f

をLie群の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持ち、f−1も Lie群の準同
型写像であるとき、f を Lie群の同型写像と呼び Lie群GとHは同型であるとい
う。Lie環の間の線形写像 f : g → hが

[f(X), f(Y )] = f([X,Y ]) (X,Y ∈ g)

を満たすとき、f を Lie環の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持つと
き、f をLie環の同型写像と呼び、Lie環 gと hは同型であるという。

3 連結Lie群
定理 3.1 Gを連結 Lie群とし、U を Gの単位元 eの近傍とする。このとき G =

∪{Un|n ∈ N}が成り立つ。ただし、Un = {g1 . . . gn|gi ∈ U}とする。

証明 U−1 = {g−1|g ∈ U}も eの近傍になるので、V = U ∩U−1は eの近傍であ
る。H = ∪{V n|n ∈ N}とおく。V ⊂ Uだから、G = Hを示せばよい。g, h ∈ Hに
対してある自然数m,nがあって g ∈ V m, h ∈ V nとなる。よって gh ∈ V m+n ⊂ H

を得る。g = g1 . . . gm, gi ∈ V とすると、g−1 = g−1
m . . . g−1

1 で g−1
i ∈ V だから
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g−1 ∈ V m ⊂ H を得る。したがって H は Gの部分群である。V は eの近傍で
V ⊂ Hだから、任意の h ∈ Hに対してLh(V )は hの近傍になりLh(V ) ⊂ Hを得
る。したがってHはGの開集合である。GをHの剰余類によって分解すると、

G = H ∪ (∪{Lg(H)|g ∈ G, g /∈ H})

となり各 Lg(H)はGの開集合だから、H はGの閉集合である。Gは連結だから
G = Hが成り立つ。

定理 3.1は連結位相群に対して成り立つことが証明からわかる。

命題 3.2 GをLie群としGの単位元を含む連結成分をG0とすると、G0はGの正
規部分群であり、さらに Lie部分群である。

証明 τ : G×G → G; (g, h) 7→ gh−1とすると、τは連続写像になる。G0×G0は
G×Gの (e, e)を含む連結成分になるので、τ(G0×G0)は連結になる。e = τ(e, e) ∈
τ(G0 × G0)より τ(G0 × G0) ⊂ G0が成り立つ。したがって、G0はGの部分群に
なる。任意の g ∈ Gに対して Lg ◦ Rg−1は連続写像だから Lg ◦ Rg−1(G0)は連結に
なり、e = Lg ◦ Rg−1(e) ∈ Lg ◦ Rg−1(G0)より Lg ◦ Rg−1(G0) ⊂ G0が成り立つ。し
たがって、G0はGの正規部分群になる。また単位元を含む連結成分G0はGの開
集合になるので、特に部分多様体になっている。τ : G×G −→ GはC∞級写像だ
からG0への制限 τG0 : G0 × G0 −→ G0も C∞級写像になりG0は Lie群である。
よってG0はGの Lie部分群である。

今後、Lie群Gの単位元を含む連結成分G0を単位連結成分と呼ぶことにする。

4 一般線形群
命題 4.1 V を n次元ベクトル空間とすると、Lie群GL(V )とGL(n,R)は同型に
なり、Lie環 gl(V )と gl(n,R)は同型になる。

証明 v1, . . . , vnを V の基底とし、f ∈ End(V )に対して f の v1, . . . , vnに関す
る表現行列をR(f)で表す。つまり、

f [v1, . . . , vn] = [v1, . . . , vn]R(f)

となる。このとき、
R : End(V ) → End(Rn)

は代数の同型写像になる。Rは線形同型写像だから特に微分同型写像である。
以上のことから、Rは Lie環の同型写像

R : gl(V ) → gl(n,R)
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を与え、RのGL(V )への制限は Lie群の同型写像

R|GL(V ) : GL(V ) → GL(n,R)

を与える。

定理 4.2 GL(n,R)は例 2.2の証明より gl(n,R)の開集合だから、接ベクトル空
間 Te(GL(n,R))を gl(n,R)と同一視できる。Lie群GL(n,R)の Lie環を gとし、
X ∈ gl(n,R)に対して X̃ ∈ gを X̃g = (dLg)e(X) (g ∈ GL(n,R))によって定める
と、写像

˜ : gl(n,R) → g ; X 7→ X̃

は Lie環の同型写像である。

証明 定理 2.8をGL(n,R)に適用すると ˜ = α−1となるので、˜ は線形同型
写像である。あとは ˜が Lie環の準同型写像になることを示せばよい。(i, j)-成分
のみが 1 で他の成分は 0 になる n次正方行列をEijで表すと、{Eij|1 ≤ i, j ≤ n}
は gl(n,R)の基底になる。その双対基底を {xij|1 ≤ i, j ≤ n}で表すと、xij は
gl(n,R)の座標になる。GL(n,R)は gl(n,R)の開集合で e ∈ GL(n,R)だから、
X ∈ gl(n,R)と十分小さい t ∈ Rに対して e + tX ∈ GL(n,R)となることに注意
しておく。g ∈ GL(n,R)に対して、

X̃g = (dLg)e(X) = (dLg)e

(
d

dt
(e + tX)

∣∣∣∣
t=0

)
=

d

dt
Lg(e + tX)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(g + tgX)

∣∣∣∣
t=0

=
n∑

i,j=1

xij(gX)
∂

∂xij

∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

n∑
k=1

xik(g)xkj(X)
∂

∂xij

∣∣∣∣
g

.

命題1.11の後のベクトル場のLieブラケットの局所表示を使うとX,Y ∈ gl(n,R), g ∈
GL(n,R)に対して、

[X̃, Ỹ ]g =
n∑

i,j,p,q=1


n∑

r=1

xpr(g)xrq(X)

∂

(
n∑

k=1

xik(g)xkj(Y )

)
∂xpq

−
n∑

r=1

xpr(g)xrq(Y )

∂

(
n∑

k=1

xik(g)xkj(X)

)
∂xpq


∂

∂xij

∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

{
n∑

k,r=1

xir(g)xrk(X)xkj(Y ) −
n∑

k,r=1

xir(g)xrk(Y )xkj(X)

}
∂

∂xij

∣∣∣∣
g
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=
n∑

i,j=1

xij(gXY − gY X)
∂

∂xij

∣∣∣∣
g

=
n∑

i,j=1

xij(g[X,Y ])
∂

∂xij

∣∣∣∣
g

= [̃X,Y ]g.

よって、
[X̃, Ỹ ] = [̃X,Y ]

となり、˜は Lie環の準同型である。

注意 4.3 定理 4.2の Lie環の同型写像 ˜: gl(n,R) → g によって Lie環 gl(n,R)と
Lie群GL(n,R)の Lie環 gを同一視し、今後は gl(n,R)をGL(n,R)の Lie環とみ
なすことにする。命題 4.1の同型より、有限次元ベクトル空間 V に対しても gl(V )

をGL(V )の Lie環とみなすことにする。

5 一径数部分群
定義 5.1 M を多様体とし、XをM 上のベクトル場とする。Iを実数の開区間と
し、M 上の曲線 c : I → M が

dc

dt
(t) = Xc(t) (t ∈ I)

を満たすとき、cをXの積分曲線と呼ぶ。

補題 5.2 M を多様体とし、XをM 上のベクトル場とする。実数 t0とM の各点
x ∈ M に対して、Xの積分曲線 c : I → M で t0 ∈ I, c(t0) = xを満たすものが存
在する。また c1, c2 : I → M が c1(t0) = c2(t0) = xを満たすX の積分曲線ならば
c1 = c2が成り立つ。

証明 xを含むM の局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)をとる。XのU における局所
表示を

Xx =
n∑

i=1

ai(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

(x ∈ U)

とする。U において問題になっている等式

dc

dt
(t) = Xc(t) (t ∈ I)

の局所表示は
n∑

i=1

d(xi ◦ c(t))

dt

∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)

=
n∑

i=1

ai(c(t))
∂

∂xi

∣∣∣∣
c(t)
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となる。したがって cは

d(xi ◦ c(t))

dt
= ai(c(t)), xi ◦ c(t0) = xi(x) (1 ≤ i ≤ n)

を満たせばよい。これは Euclid空間の開集合における常微分方程式であり aiは
C∞級関数だから t0を含む開区間 Iと c : I → Uが存在し上の常微分方程式を満た
す。この曲線 cが求めるものである。
次に積分曲線の一意性を示そう。Mの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)でc1(I), c2(I) ⊂

U を満たすものが存在する場合は、局所座標 x1, . . . , xnを使うと

dc1

dt
(t) = Xc1(t),

dc2

dt
(t) = Xc2(t) (t ∈ I)

は Euclid空間の開集合における常微分方程式になり、常微分方程式の解の一意
性から c1 = c2 となる。c1(I), c2(I)がM の 1つの局所座標近傍に含まれない場
合を考えよう。t0 < s, s ∈ I に対して 0 < εと t0 < t1 < · · · < tk = sを次
の条件を満たすようにとる。Ii = (ti−1 − ε, ti + ε) (1 ≤ i ≤ k) とおくと各 i

について c1(Ii), c2(Ii)はM の 1つの局所座標近傍に含まれる。先に示したこと
を使うと c1(t1) = c2(t1), . . . , c1(tk) = c2(tk)を帰納的に示すことができる。特に
c1(s) = c2(s)。t0 > s, s ∈ Iに対しても同様にして c1(s) = c2(s)となり、c1 = c2が
成り立つ。

定義 5.3 実数全体Rを加法に関してLie群とみなしたとき、Rから Lie群Gへの
Lie群の準同型写像をGの一径数部分群と呼ぶ。

定理 5.4 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。Lie環 gの元全体と Gの一径
数部分群の全体は次の対応で 1対 1に対応する。X ∈ gに対して X の積分曲線
c : R → Gで c(0) = eとなるものがただ 1つ存在し、cはGの一径数部分群にな
り、X ∈ gにこの cを対応させる。逆にGの一径数部分群 cに対して、定理 2.8に

よって
dc

dt
(0)に対応する gの元Xを cに対応させる。

証明 次の (1),(2)のステップにわけて定理を証明する。

(1) X ∈ gに対してXの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものが存在し、c

はGの一径数部分群である。

(2) 定理で定めた 2つの対応はお互いの逆対応になる。

(1)補題 5.2より、δ > 0とXの積分曲線 a : (−δ, δ) → Gで a(0) = eを満たすも
のが存在する。|s| < δ/2となる sを 1つ固定して

b1(t) = a(s + t), b2(t) = a(s)a(t) (|t| < δ/2)
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とおく。すると、t 7→ b1(t)はXの積分曲線になる。a(t)はXの積分曲線だから、
その左移動 Lga(t)もXの積分曲線になる。なぜならば、

d

dt
Lga(t) = (dLg)a(t)

(
d

dt
a(t)

)
= (dLg)a(t)(Xa(t)) = XLga(t).

よって、b2(t)もXの積分曲線になる。さらに、

b1(0) = a(s) = a(s)e = a(s)a(0) = b2(0)

だから補題 5.2の一意性より、

b1(t) = b2(t) (|t| < δ/2).

結局
a(s + t) = a(s)a(t) = a(t)a(s) (|s|, |t| < δ/2)

が成り立つ。任意の t ∈ Rに対して |t/k| < δ/2となるように自然数 kをとり

c(t) = a

(
t

k

)k

として写像 c : R → Gを定める。t ∈ Rに対して、|t/k| < δ/2, |t/l| < δ/2となる
自然数 k, lをとったとき、

a

(
t

k

)k

= a

(
t

kl

)kl

= a

(
t

l

)l

が成り立つので、上の cは kのとり方によらずに定まっている。c(0) = a(0) = e

は明らか。以下で、cがGの一径数部分群であることを示そう。t ∈ Rに対して
|t/k| < δ/2となる自然数 kをとる。tを含む開集合 I で s ∈ I ならば |s/k| < δ/2

となるものをとる。すると s ∈ Iに対して c(s) = a(s/k)kとなるので、cは Iにお
いて C∞級写像である。よって c : R → Gは C∞級写像になる。任意の s, t ∈ R

に対して |s/k|, |t/k| < δ/4となる自然数 kをとると、|s/k|, |t/k|, |(s + t)/k| < δ/2

となり、

c(s)c(t) = a
( s

k

)k

a

(
t

k

)k

=

(
a
( s

k

)
a

(
t

k

))k

= a

(
s + t

k

)k

= c(s + t).

したがって c : R → GはGの一径数部分群になる。
次に cがXの積分曲線であることを示そう。s ∈ Rに対して、t ∈ (s − δ, s + δ)

とすると、c(t) = c(s)c(t − s) = Lc(s)(c(t − s))だから、

d

dt
c(t)

∣∣∣∣
t=s

= (dLc(s))e

(
d

dt
c(t)

∣∣∣∣
t=0

)
= (dLc(s))e(Xe) = Xc(s).
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したがって cはXの積分曲線である。
(2) X ∈ gに対応するGの一径数部分群 cは dc

dt
(0) = Xe を満たすので、cに対応

するgの元はXになる。逆にGの一径数部分群 cに対応するgの元XはXe = dc
dt

(0)

を満たす。(1)の最後で示したことは gの元XとGの一径数部分群 cが dc
dt

(0) = Xe

を満たせば cはXの積分曲線になることである。したがってXに対応するGの一
径数部分群は cになる。

6 行列の指数関数
定義 6.1 n次複素正方行列全体をMn(C)で表す。X ∈ Mn(C)に対して

‖X‖ = max{|Xv| | v ∈ Cn, |v| ≤ 1}

とおくと、‖ · ‖はMn(C)のノルムになる。

eX =
∞∑

k=0

1

k!
Xk

によって eXを定めると、この無限級数は絶対収束することが知られている。これ
を行列の指数関数と呼ぶ。

命題 6.2 X,Y ∈ Mn(C)と正則行列 P ∈ Mn(C)に対して以下が成り立つ。

(1) ePXP−1
= PeXP−1.

(2) XY = Y Xならば eX+Y = eXeY が成り立つ。

(3) eX は正則行列になり、(eX)−1 = e−X .

(4)
d

dt
etX = etXX = XetX .

証明 (1) Mn(C)のノルム ‖ · ‖に関して行列の演算は連続になり、

ePXP−1

=
∞∑

k=0

1

k!
(PXP−1)k =

∞∑
k=0

1

k!
PXkP−1 = P

(
∞∑

k=0

1

k!
Xk

)
P−1

= PeXP−1.

(2) 仮定XY = Y Xより二項定理

(X + Y )k =
k∑

i=0

(
k

i

)
X iY k−i =

∑
i+j=k

k!

i!j!
X iY j = k!

∑
i+j=k

1

i!
X i 1

j!
Y j
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が成り立つ。指数関数の定義無限級数が絶対収束することから

eX+Y =
∞∑

k=0

1

k!
(X + Y )k =

∞∑
k=0

∑
i+j=k

1

i!
X i 1

j!
Y j =

(
∞∑
i=0

1

i!
X i

)(
∞∑

j=0

1

j!
Y j

)
= eXeY .

(3) X(−X) = −X2 = (−X)Xだから (2)より

e = e0 = eX−X = eXe−X

となり、(eX)−1 = e−X が成り立つ。
(4) etX の定義無限級数は項別微分可能になり

d

dt
etX =

d

dt

∞∑
k=0

1

k!
tkXk =

∞∑
k=0

1

k!

d

dt
tkXk =

∞∑
k=1

1

(k − 1)!
tk−1Xk =

∞∑
k=0

1

k!
tkXk+1

= etXX = XetX .

例 6.3 GL(n,R)の一径数部分群を求めてみよう。GL(n,R)の接ベクトルをgl(n,R)

の元と同一視する。X ∈ gl(n,R) ∼= Te(GL(n,R))に対応するGL(n,R)上の左不変
ベクトル場を X̃で表すと、定理 2.8の証明中の計算より X̃g = gX (g ∈ GL(n,R))

となる。したがって、Xに対応するGL(n,R)の一径数部分群 cは

dc(t)

dt
= c(t)X (t ∈ R), c(0) = e

を満たす。したがって、c(t) = etX となる。

例 6.4 行列の指数関数の射影分解による計算法について述べる。n次複素正方行列
Aの固有多項式を γA(t)で表す。γA(t)を因数分解し γA(t) = (t−λ1)

p1 . . . (t−λk)
pk

とする。次に部分分数展開:

1

γA(t)
=

h1(t)

(t − λ1)p1
+ · · · + hk(t)

(t − λk)pk

を行う。ここで各 hi(t)の次数は pi − 1以下である。

1 = h1(t)
γA(t)

(t − λ1)p1
+ · · · + hk(t)

γA(t)

(t − λk)pk

となり、γA(t)は (t−λi)
piを因子に持っているので

γA(t)

(t − λi)pi
は tの多項式である。

実際に部分分数展開に現われる hi(t)を求めるには、この形にして hi(t)の係数が
未知数の方程式とみなして解けばよい。その際に、右辺を展開して次数をそろえ
ようとすると計算が大変になるので、hi(t)の係数を求めるために t = λiを代入し
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一階微分して t = λiを代入するという操作を pi − 1階微分まで続けた方が計算が

簡単になる。πi(t) = hi(t)
γA(t)

(t − λi)pi
とおくと πi(t)も tの多項式になり

1 = π1(t) + · · · + πk(t), (t − λi)
piπi(t) = hi(t)γA(t)

が成り立つ。Pi = πi(A)とおくと

In = P1 + · · · + Pk.

これを射影分解と呼ぶ。Cayley-Hamiltonの定理より

(A − λiIn)piPi = hi(A)γA(A) = 0.

以上の結果を使うと

etA =
k∑

i=1

etAPi =
k∑

i=1

etλiIn+t(A−λiIn)Pi

=
k∑

i=1

eλitInet(A−λiIn)Pi =
k∑

i=1

eλit

∞∑
j=0

tj

j!
(A − λiIn)jPi

=
k∑

i=1

eλit

pi−1∑
j=0

tj

j!
(A − λiIn)jPi.

7 指数写像
定義 7.1 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X ∈ gに対して定理 5.4で存
在を示したXの積分曲線 c : R → Gで c(0) = eとなるものをとり、exp X = c(1)

とおくことによって写像 exp : g → Gを定義する。expを Lie群Gの指数写像と
呼ぶ。

例 7.2 例 6.3で示したようにGL(n,R)の Lie環 gl(n,R)の元X に対応する一径
数部分群は etX になるので、GL(n,R)の指数写像は行列の指数関数に一致する。

命題 7.3 Gを Lie群とし、そのLie環を gとする。X ∈ gに対して定理 5.4の対応
で対応するGの一径数部分群は t 7→ exp tXになる。

証明 X ∈ gに対して定理 5.4の対応で対応するGの一径数部分群を t 7→ c(t,X)

と書くことにする。s ∈ Rに対して、

d

dt
c(st,X) = sXc(st,X) (t ∈ R)
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となるので、t 7→ c(st,X)は sX ∈ gに対応する一径数部分群になる。よって
c(st, X) = c(t, sX)となり t = 1とおくと

c(s,X) = c(1, sX) = exp sX.

これよりX ∈ gに対応するGの一径数部分群は t 7→ exp tXに一致する。

命題 7.4 GをLie群とし、そのLie環を gとすると、Gの指数写像 exp : g → Gは
C∞級写像である。

証明 X1, . . . , Xnをgの基底としu1, . . . , unをその双対基底とすると、u1, . . . , un

は gの座標になる。Gの局所座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)で e ∈ U, x1(e) = · · · =

xn(e) = 0を満たすものをとっておく。
n∑

i=1

uiXi ∈ gに対応する一径数部分群を

c(t; u1, . . . , un)と書くことにする。

d

dt
c(t; u1, . . . , un) =

n∑
i=1

ui(Xi)c(t;u1,...,un)

だから、各Xiの U における局所表示を

(Xi)x =
n∑

j=1

aji(x)
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

とすると c(t; u1, . . . , un)は

d

dt
xj(c(t; u1, . . . , un)) =

n∑
i=1

uiaji(c(t; u1, . . . , un))

を満たす。常微分方程式の解はパラメーターに関して滑らかだから、写像

(t, u1, . . . , un) 7→ (x1(c(t; u1, . . . , un)), . . . , xn(c(t; u1, . . . , un)))

は 0の近傍でC∞級写像になる。

exp

(
n∑

i=1

uiXi

)
= c(1; u1, . . . , un)

だから、exp : g → Gは 0のある開近傍N でC∞級写像である。任意のX ∈ gに
対してある自然数 pが存在し 1

p
X ∈ Nとなる。そこでXの開近傍Oを 1

p
O ⊂ Nと

なるようにとると

exp(Z) = exp

(
1

p
Z

)p

(Z ∈ O)

だから expはOにおいて C∞級写像である。したがって、exp : g → Gは C∞級
写像になる。
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定理 7.5 Lie群GとそのLie環 gに対して、Gの指数写像 expは gにおける 0のあ
る開近傍とGにおける eのある開近傍の間の微分同型写像を与える。

証明 X ∈ g ∼= T0(g)に対して

d exp0(X) =
d

dt
exp(tX)

∣∣∣∣
t=0

= Xe = α(X)

だから d expe = α : g → Te(G)。定理 2.8より d expeは線形同型写像になる。逆関
数定理より、expは gにおける 0のある開近傍とGにおける eのある開近傍の間の
微分同型写像を与えることがわかる。

定義 7.6 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。定理 7.5より expは gにおける
0のある開近傍とGにおける eのある開近傍U の間の微分同型写像になるので、g

の基底X1, . . . , Xnをとると exp

(
n∑

i=1

uiXi

)
7→ (u1, . . . , un)はU における局所座標

系になり u1(e) = · · · = un(e) = 0を満たす。(u1, . . . , un)を gの基底X1, . . . , Xnに
関するGの標準座標系と呼び、(U ; u1, . . . , un)をGの標準座標近傍と呼ぶ。

命題 7.7 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。X,Y ∈ g, f ∈ C∞(G), g ∈ G

に対して

(Xf)(g) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣
t=0

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=t=0

が成り立つ。

証明 接ベクトルXgは曲線 t 7→ g exp tXの t = 0における速度ベクトルになっ
ているので

(Xf)(g) = Xg(f) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣
t=0

が成り立つ。これを 2回使うと

(XY f)(g) =
d

ds
(Y f)(g exp sX)

∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY )

∣∣∣∣
s=t=0

=
∂

∂t

(
∂

∂s
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1 exp sX)

∣∣∣∣
s=0

)∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂t

(
∂

∂s
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=0

+
∂

∂s
f(g exp tY exp sX)

∣∣∣∣
s=0

)∣∣∣∣
t=0

(Leibnizの法則より)

=
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=t=0

+ (Y Xf)(g).
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したがって

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=t=0

.

系 7.8 Lie群Gが可換ならばGのLie環 gの任意の元X,Y に対して [X,Y ] = 0と
なる。

証明 f ∈ C∞(G), g ∈ Gに対して

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=t=0

=
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp tY )

∣∣∣∣
s=t=0

= 0.

したがって [X,Y ] = 0となる。

定義 7.9 Lie環 gの任意の元X,Y に対して [X,Y ] = 0となるとき、gは可換であ
るという。この用語を使うと系 7.8は可換 Lie群の Lie環は可換になると言い換え
ることができる。

8 準同型写像
命題 8.1 Lie群の準同型写像の合成は Lie群の準同型写像になる。Lie環の準同型
写像の合成は Lie環の準同型写像になる。

定理 8.2 G,Hを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g, hとおく。f : G → H

を Lie群の準同型写像とする。定理 2.8の線形同型写像を αG : g → Te(G), αH :

h → Te(H)とすると、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → h は Lie環の準同型写像になる。

証明 X ∈ gに対して、dfe(Xe) ∈ Te(H)をH 上の左不変ベクトル場に拡張し
たものが df(X)になる。任意の g ∈ Gに対して、

dfg(Xg) = dfg ◦ (dLg)e(Xe) = d(f ◦ Lg)e(Xe).

ここで x ∈ Gに対して

(f ◦ Lg)(x) = f(gx) = f(g)f(x) = (Lf(g) ◦ f)(x)

だから、

dfg(Xg) = d(f ◦ Lg)e(Xe) = d(Lf(g) ◦ f)(Xe)

= (dLf(g))e ◦ dfe(Xe) = df(X)f(g).
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よってX,Y ∈ gに対して

dfg(Xg) = df(X)f(g), dfg(Yg) = df(Y )f(g) (g ∈ G)

が成り立つので Lieブラケット積と微分写像の関係 (補題 2.9の一般化)を使うと

dfg([X,Y ]g) = [df(X), df(Y )]f(g) (g ∈ G)

となる。特に
dfe([X,Y ]e) = [df(X), df(Y )]e

が成立し、定理 2.8より [df(X), df(Y )]はH上の左不変ベクトル場だから、

df([X,Y ]) = [df(X), df(Y )].

したがって df : g → hは Lie環の準同型になる。

定義 8.3 Lie群の準同型写像 f : G → Hに対して、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → hを

f の微分と呼ぶ。この用語を使うと定理 8.2は Lie群の準同型写像の微分は Lie環
の準同型写像になると言い換えることができる。

命題 8.4 A,B,Cを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, b, cとおく。Aの恒
等写像の微分は aの恒等写像である。また f : A → B, g : B → C を Lie群の準同
型写像とすると、d(g ◦ f) = dg ◦ df : a → c が成り立つ。

証明

d(idA) = α−1
A ◦ d(idA)e ◦ αA = α−1

A ◦ idTe(A) ◦ αA = id

d(g ◦ f) = α−1
C ◦ d(g ◦ f)e ◦ αA = α−1

C ◦ dge ◦ dfe ◦ αA

= α−1
C ◦ dge ◦ αB ◦ α−1

B ◦ dfe ◦ αA = dg ◦ df

系 8.5 A,Bを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, bとおく。f : A → Bを
Lie群の同型写像とすると、df : a → bは Lie環の同型写像になる。

証明
df ◦ d(f−1) = d(f ◦ f−1) = d(idB) = id

同様にして d(f−1) ◦ df = idとなり d(f−1) = df−1。したがって df は Lie環の同型
写像になる。

命題 8.6 G,Hを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ g , hとおく。f : G → H

を Lie群の準同型写像とすると、

f(exp X) = exp(df(X)) (X ∈ g)

が成り立つ。ただし、左辺の expはGの指数写像で右辺の expはHの指数写像で
ある。
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証明 Lie群の準同型写像の合成は Lie群の準同型写像になるので (命題 8.1)、
t 7→ f(exp tX)はHの一径数部分群になる。定理 5.4よりある Y ∈ hが存在して、

f(exp tX) = exp tY (t ∈ R)

となる。t = 0で両辺を微分すると、

(左辺) =
d

dt
f(exp tX)

∣∣∣∣
t=0

= dfe(Xe)

(右辺) =
d

dt
exp tY

∣∣∣∣
t=0

= Ye.

したがって、dfe(Xe) = Yeとなりdf(X) = Y。これより、f(exp tX) = exp(tdf(X))

が成り立つ。特に t = 1とすると、f(exp X) = exp(df(X))。

定義 8.7 Lie群 Gと有限次元ベクトル空間 V に対して、Gから GL(V )への Lie

群の準同型写像をGの表現と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 V に対して、gから
gl(V )への Lie環の準同型写像を gの表現と呼ぶ。

命題 8.8 Lie環gの元Xに対してad(X)(Y ) = [X,Y ], Y ∈ gとしてad(X) ∈ gl(g)

を定めると ad : g → gl(g) は Lie環の表現になる。

証明 X,Y, Z ∈ gに対して

[ad(X), ad(Y )](Z)

= ad(X)ad(Y )(Z) − ad(Y )ad(X)(Z) = [X, [Y, Z]] − [Y, [X,Z]]

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] = −[Z, [X,Y ]] (Jacobi律)

= ad([X,Y ])(Z)

となるので [ad(X), ad(Y )] = ad([X,Y ])が成り立ち、adは Lie環の表現になる。

定義 8.9 Lie環 gに対して定まる表現 ad : g → gl(g) を gの随伴表現と呼ぶ。

定理 8.10 Lie群Gの元 gに対してAd(g) = d(Lg ◦ Rg−1)とおく。Gの Lie環を g

とすると、Ad(g) ∈ GL(g)となり g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g)

が成り立つ。さらに、Ad : G → GL(g) は Lie群の表現になりAdの微分は gの随
伴表現に一致する。

証明 Lg ◦ Rg−1はGの自己同型写像だから、系 8.5よりAd(g)は gの自己同型
写像になる。特にAd(g) ∈ GL(g)となる。命題 8.6より

g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g)
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が成り立つ。命題 8.4を使うと g, h ∈ Gに対して

Ad(gh) = d(Lgh ◦ R(gh)−1) = d(Lg ◦ Lh ◦ Rg−1 ◦ Rh−1)

= d(Lg ◦ Rg−1 ◦ Lh ◦ Rh−1) = d(Lg ◦ Rg−1) ◦ d(Lh ◦ Rh−1)

= Ad(g) ◦ Ad(h)

となるのでAd : G → GL(g)は群の準同型写像である。
次に Ad が C∞ 級写像になることを示そう。GL(g) における座標は g の基底

X1, . . . , Xn とその双対基底 θ1, . . . , θn を使って GL(g) → R; u 7→ θi(u(Xj)) と
表すことができる。したがってG → R; g 7→ θi(ad(g)(Xj)) が C∞級関数になる
ことを示せばよい。定理 2.8の証明と同様、

θi(Ad(g)(Xj)) = θi(α
−1
G ◦ dLg ◦ dRg−1 ◦ αG(Xj))

は gに関するC∞級関数になる。
最後にAdの微分がgの随伴表現に一致することを示そう。命題7.7より、X,Y ∈

g, f ∈ C∞(G), g ∈ Gに対して

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=t=0

=
∂

∂s

(
∂

∂t
f(g exp(Ad(exp sX)tY ))

∣∣∣∣
t=0

)∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂s
((Ad(exp sX)Y )f(g))

∣∣∣∣
s=0

=
∂

∂s
((Ad(exp sX)Y ))

∣∣∣∣
s=0

f(g)

したがって
d

ds
Ad(exp sX)Y

∣∣∣∣
s=0

= [X,Y ] = ad(X)(Y )

となり
d

ds
Ad(exp sX)

∣∣∣∣
s=0

= ad(X)

が成り立つので、Adの微分は adになる。

定義 8.11 Lie群Gに対して定まる表現Ad : G → GL(V )をGの随伴表現と呼ぶ。

例 8.12 有限次元ベクトル空間 V に対する一般線形群 GL(V )の随伴表現を求め
てみよう。例 7.2より、GL(V )の指数写像は線形変換の指数関数に一致する。g ∈
GL(V ), X ∈ gl(V )に対して

Ad(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.
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9 閉Lie部分群
定義 9.1 Lie群HがLie群GのLie部分群であるとは、HがGの部分多様体であ
り同時にHがGの部分群であることをいう。

補題 9.2 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。Gの Lie部分群Hの包含写像
を ι : H → Gとすると dι : h → dι(h)は Lie環の同型写像になる。

証明 ιの微分 dι : h → gは定理 8.2より Lie環の準同型写像になり、HがGの
部分多様体であることから単射になる。したがって dι : h → dι(h)は Lie環の同型
写像になる。

定義 9.3 補題 9.2において、dι(h)をLie部分群Hに対応するLie部分環 と呼ぶ。
今後、dιによって hと dι(h)を同一視する。

命題 9.4 Gを Lie群とし、HをGの Lie部分群とする。G,Hの Lie環をそれぞれ
g, hとし、指数写像を expG, expH とする。このときX ∈ hに対して expG(X) =

expH(X)が成り立つ。

証明 包含写像を ι : H → Gとすると ιは Lie群の準同型写像になる。命題 8.6

よりX ∈ hに対して ι(expH(X)) = expG(dι(X)) が成り立つ。ιと dιによる同一
視をすると expG(X) = expH(X)。

補題 9.5 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。g = a + bを gの直和分解とす
る。ϕ(X,Y ) = exp(X) exp(Y )によってC∞級写像ϕ : a× b → G を定めると a, b

における 0の開近傍 U, V とGにおける eの開近傍W が存在し ϕは U × V とW

の間の微分同型を与える。

証明 dϕ0は線形写像だから、(X,Y ) ∈ a × bに対して

dϕ0(X,Y ) = dϕ0((X, 0) + (0, Y )) = dϕ0(X, 0) + dϕ0(0, Y )

=
d

dt
exp(tX))

∣∣∣∣
t=0

+
d

dt
exp(tY )

∣∣∣∣
t=0

= Xe + Ye = α(X + Y )

となるので dϕ0 = α : g → Te(G) が成り立ち定理 2.8より dϕ0は線形同型写像であ
る。逆関数定理を使うと、a, bにおける 0の開近傍U, V とGにおける eの開近傍
W が存在し ϕは U × V とW の間の微分同型を与えることがわかる。

定理 9.6 Gを Lie群としHをGの部分群とする。HがGの閉集合ならば、Hは
相対位相に関して Lie部分群になる。
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証明 g上のノルム | |を 1つとっておく。

S =

{
X ∈ g

∣∣∣∣Xn ∈ g − {0}, exp Xn ∈ H, lim
n→∞

Xn = 0, lim
n→∞

Xn

|Xn|
= X

}
とおく。まず X ∈ S に対して exp tX ∈ H (t ∈ R) が成り立つことを示そう。
Xn ∈ g − {0}, exp Xn ∈ H, lim

n→∞
Xn = 0, lim

n→∞
Xn

|Xn| = X としておく。t ∈ Rに

対して t = mn|Xn| + rn, 0 ≤ rn < |Xn|となる整数mnと実数 rnをとる。すると
lim

n→∞
Xn = 0だから lim

n→∞
rn = 0となって lim

n→∞
mn|Xn| = t。したがって

tX = lim
n→∞

mn|Xn| lim
n→∞

Xn

|Xn|
= lim

n→∞
mnXn.

expは連続だから

exp tX = lim
n→∞

exp mnXn = lim
n→∞

(exp Xn)mn ∈ H (Hは閉集合).

次に h = {tX|t ∈ R, X ∈ S}とおいて hが gの部分ベクトル空間になることを示
す。そのためには hが加法について閉じていることを示せば十分。X,Y ∈ h−{0}
とすると exp tX, exp tY ∈ H (t ∈ R)。曲線 t 7→ exp tX exp tY は t = 0で eを通り
像はHに含まれている。定理 7.5より、expは gにおける 0のある開近傍とGにお
ける eのある開近傍の間の微分同型写像を与えるので、0を含むある開区間 Iで定
義された gの曲線 c : I → gが存在し c(0) = 0, exp(c(t)) = exp tX exp tY (t ∈ I)

となる。この両辺を t = 0で微分すると

α

(
dc

dt
(0)

)
= Xe + Ye = α(X + Y )

となる。定理 2.8より dc
dt

(0) = X + Y。したがって lim
t→0

c(t)
t

= X + Y。十分大きい

nに対しては 1
n
∈ IとなるのでZn = c( 1

n
)とおくとZn 6= 0で

exp Zn = exp

(
c

(
1

n

))
∈ H,

lim
n→∞

Zn = lim
n→∞

c

(
1

n

)
= c(0) = 0,

lim
n→∞

Zn

|Zn|
= lim

n→∞

c
(

1
n

)∣∣c (
1
n

)∣∣ = lim
n→∞

c
(

1
n

)
1
n

∣∣∣∣∣ 1
n

c
(

1
n

)∣∣∣∣∣ =
X + Y

|X + Y |

が成り立つ。したがって X+Y
|X+Y | ∈ SとなりX + Y ∈ h。これで hが gの部分ベクト

ル空間であることがわかった。
H の位相は相対位相を考えることにし、H に Gの部分多様体になるような多

様体構造が存在することを示そう。gにおける hの補空間 h′を 1つとり直和分解:

g = h + h′をつくると、補題 9.5より、h, h′における 0の開近傍U, V とGにおけ
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る eの開近傍W が存在しϕ : h× h′ → G; (X,Y ) 7→ exp(X) exp(Y ) はU ×V とW

の間の微分同型を与える。hにおける 0の近傍N をとると exp(N)はHにおける
eの近傍になることを示す。exp(N)がHにおける eの近傍にならないと仮定して
矛盾を導こう。Euclid空間の開集合は可算開基を持つので、特に eは可算基本近
傍系を持つ。したがって、eに収束する点列 gnが存在し gn ∈ H, gn /∈ exp(N)を
満たす。U ⊂ N, gn ∈ W となるように U と gnをとりなおすと、Xn ∈ U, Yn ∈ V

が存在し gn = exp Xn exp Ynを満たす。gn /∈ exp(N)だから Yn 6= 0。 Yn

|Yn| のノルム
は 1だから部分列をとりなおすことにより Yn

|Yn|は収束列になる。X = lim
n→∞

Yn

|Yn| ∈ h′

とおく。exp Yn = (exp Xn)−1gn ∈ H, lim
n→∞

Yn = 0 が成り立つのでX ∈ S ⊂ hと

なり矛盾。特に exp(U)はHにおける eの開近傍になる。hの基底X1, . . . , Xkをと

り x ∈ exp(U)に対して exp−1(x) =
k∑

i=1

xi(x)Xiとおく。HはGの部分群だから各

h ∈ Hに対してLh(exp(U)) ⊂ Hとなり {(Lh(exp(U)); x1 ◦L−1
h , . . . , xk ◦L−1

h )}h∈H

はH に多様体の構造を与える。さらにこの多様体構造に関してH はGの部分多
様体になっている。
上で定めた多様体構造に関して H が Lie群であることを示す。τ : G × G →

G; (g, h) 7→ gh−1とすると、τ は連続写像でH の位相は相対位相だから τ のH へ
の制限 τH : H × H → Hも連続になる。(h1, h2) ∈ H × Hに対して、逆関数定理
を使うと、τH(h1, h2) = h1h

−1
2 を含むGの局所座標近傍 (W ; x1, . . . , xn)が存在し

V = {z ∈ W |xi(z) = 0 (k + 1 ≤ i ≤ n)}

はHにおける h1h
−1
2 の開近傍になり、x1, . . . , xkのそこへの制限はHの局所座標

系になることがわかる。τHはHの位相に関して連続だから (h1, h2)のH ×Hにお
ける開近傍 U が存在し τH(U) ⊂ V となる。U → W ; (x, y) 7→ xy−1は C∞級写像
になるので (x, y) 7→ xi(xy−1)はU上のC∞級関数になる。したがって τH : U → V

はC∞級写像である。これで τHがC∞級写像になることがわかり、Hは Lie群で
ある。以上よりHはGの Lie部分群である。

定義 9.7 定理 9.6より、Lie群の閉部分群は相対位相に関してLie部分群になるの
で、このLie部分群の構造を持っている閉部分群を閉Lie部分群と呼ぶことにする。

命題 9.8 Lie群Gとその Lie部分群Hの Lie環をそれぞれ g, hとおくと

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7→ exp tXはHの位相に関して連続 }

が成り立つ。Hが閉 Lie部分群の場合は

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)}

が成り立つ。
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証明

h′ = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7→ exp tXはHの位相に関して連続 }

とおいておく。h ⊂ h′は補題 9.2と定義 9.3よりわかる。X ∈ h′, s ∈ Rに対して、
exp sXを含むGの局所座標近傍 (W ; x1, . . . , xn)が存在し

V = {z ∈ W |xi(z) = 0 (k + 1 ≤ i ≤ n)}

はH における exp sX の開近傍になり、x1, . . . , xk のそこへの制限はH の局所座
標系になる。t 7→ exp tX はH の位相に関して連続だから sを含む開区間 I が存
在し exp tX ∈ V (t ∈ I)となる。I → W ; t 7→ exp tX は C∞級写像になるので
t 7→ xi(exp tX)は I 上の C∞級関数になる。したがって t 7→ exp tX はH の多様
体構造に関して C∞級写像である。これでX ∈ hがわかり、h′ ⊂ hである。以上
より h = h′である。さらにHが閉 Lie部分群の場合はHの位相は相対位相だから
X ∈ gが exp tX ∈ H(t ∈ R)を満たせば t 7→ exp tX はH の位相に関して連続に
なり h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)} が成り立つ。

系 9.9 Lie群Gの閉Lie部分群H,KのLie環をそれぞれ h, kとおくとH ∩KはG

の閉 Lie部分群になりその Lie環は h ∩ kである。

定義 9.10 一般線形群の閉 Lie部分群を線形Lie群と呼ぶ。

例 9.11 Gを一般線形群GL(V )の閉 Lie部分群とし、Gの Lie環を gとおく。例
7.2よりGL(V )の指数写像は指数関数になるので、X ∈ gに対して expG(X) = eX

が成り立つ。さらに g ∈ G, X ∈ gに対して

AdG(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.

10 線形Lie群
補題 10.1 Lie環 gの表現 ρ : g → gl(V )と v ∈ V に対して h = {X ∈ g | ρ(X)v =

0} とおくと hは gの Lie部分環になる。

証明 a, b ∈ R, X, Y ∈ hに対して

ρ(aX + bY )v = aρ(X)v + bρ(Y )v = 0,

ρ([X,Y ])v = ρ(X)ρ(Y )v − ρ(Y )ρ(X)v = 0

だから aX + bY, [X,Y ] ∈ hとなり hは gの Lie部分環である。
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補題 10.2 Lie群Gの表現 ρ : G → GL(V )と v ∈ V に対して

H = {g ∈ G | ρ(g)v = v}

とおくとHはGの閉 Lie部分群になる。hをHの Lie環とすると

h = {X ∈ g | dρ(X)v = 0}

が成り立つ。

証明 g, h ∈ H に対して ρ(gh−1)v = ρ(g)ρ(h−1)v = vだから gh−1 ∈ H とな
りH はGの部分群である。次に ρ : G → GL(V )は C∞級写像だから ρv : G →
V ; g 7→ ρ(g)v とおくと ρvもC∞級写像になる。よってH = ρ−1

v (v)はGの閉集合
である。したがってHはGの閉 Lie部分群である (定理 9.6と定義 9.7)。
命題 9.8より、X ∈ hをとると、任意の t ∈ Rに対して exp tX ∈ Hとなるので

ρ(exp tX)v = vが成り立つ。両辺を t = 0で微分し命題 8.6を使うと

0 =
d

dt
ρ(exp tX)v

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etdρ(X)v

∣∣∣∣
t=0

= dρ(X)v.

逆に dρ(X)v = 0となるX ∈ gをとると任意の t ∈ Rに対して

ρ(exp tX)v = exp(tdρ(X))v =
∞∑

n=0

1

n!
(tdρ(X))nv = v

だから exp tX ∈ Hとなり命題 9.8よりX ∈ hを得る。

補題 10.3 有限次元実ベクトル空間V に対して det : GL(V ) → GL(R) = R−{0}
はGL(V )の表現になり、detの微分は tr : gl(V ) → gl(R) = R である。

証明 行列式の性質より det : GL(V ) → GL(R) = R− {0} はGL(V )の表現に
なる。X ∈ gl(V )に対してX : V → V の固有値を λi (1 ≤ i ≤ k)とし、各固有値
の重複度を piとすると、例 6.4より、

det(etX) =
k∏

i=1

(eλit)pi =
k∏

i=1

epiλit.

したがって、

d

dt
det(etX)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

k∏
i=1

epiλit

∣∣∣∣∣
t=0

=
k∑

i=1

piλi = tr(X)

となり、detの微分は trになる。
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定義 10.4 V を有限次元実ベクトル空間とし、SL(V ) = {g ∈ GL(V ) | det g = 1}
と表すと、補題 10.2と補題 10.3より SL(V )は線形 Lie群になる。SL(V )を特殊
線形群と呼ぶ。SL(V )の Lie環を sl(V )で表すと、補題 10.2と補題 10.3より

sl(V ) = {X ∈ gl(V ) | trX = 0}

となる。Rnにおける特殊線形群とその Lie環を SL(n,R), sl(n,R)とも書く。

命題 10.5 V を有限次元ベクトル空間としA : V × V → R を双線形写像とする。

G = {g ∈ GL(V ) | A(gu, gv) = A(u, v) (u, v ∈ V )}

とおくとGは線形 Lie群になる。gをGの Lie環とすると

g = {X ∈ gl(V ) | A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

が成り立つ。

証明 V ×V からRへの双線形写像の全体をM2(V,R)で表す。b, c ∈ R, B, C ∈
M2(V,R)に対して (bB + cC)(u, v) = bB(u, v) + cC(u, v) (u, v ∈ V ) によって
bB + cC ∈ M2(V,R)を定めるとこの演算によってM2(V,R)はベクトル空間にな
る。g ∈ GL(V ), B ∈ M2(V,R)に対して

(ρ(g)B)(u, v) = B(g−1u, g−1v) (u, v ∈ V )

としてρ(g)B ∈ M2(V,R)を定めるとρ(g) ∈ GL(M2(V,R))。g, h ∈ GL(V ), u, v ∈
V について

(ρ(gh)B)(u, v) = B((gh)−1u, (gh)−1v) = B(h−1g−1u, h−1g−1v)

= (ρ(h)B)(g−1u, g−1v) = (ρ(g)(ρ(h)B))(u, v)

だから ρ(gh) = ρ(g)ρ(h)となり ρ : GL(V ) → GL(M2(V,R))は群の準同型写像で
ある。各 u, v ∈ V, B ∈ M2(V,R)について g 7→ (ρ(g)B)(u, v) は C∞級関数だか
ら ρはC∞級写像になる。したがって ρは Lie群の準同型写像である。ρの定義よ
りG = {g ∈ GL(V )|ρ(g)A = A}。補題 10.2を適用するとGは線形 Lie群になる。

GのLie環を求めるためにρの微分を計算する。X ∈ gl(V ), B ∈ M2(V,R), u, v ∈
V について

(dρ(X)B)(u, v) =
d

dt
(ρ(etX)B)(u, v)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
B(e−tXu, e−tXv)

∣∣∣∣
t=0

= −B(Xu, v) − B(u,Xv)

だから補題 10.2より

g = {X ∈ gl(V ) | dρ(X)A = 0}
= {X ∈ gl(V ) | A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}.
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定義 10.6 V を有限次元ベクトル空間としAを V 上の正定値内積とする。V のA

に関する直交変換の全体をO(V ) = O(V ; A)で表すと命題 10.5よりO(V )は線形
Lie群になる。O(V )を直交群と呼ぶ。O(V )の Lie環を o(V ) = o(V ; A)で表すと
命題 10.5より

o(V ) = {X ∈ gl(V ) | A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

となる。Rnの標準内積に関する直交群とその Lie環をO(n), o(n)とも書く。

注意 10.7 O(n)は n次直交行列の全体であり o(n)は n次交代行列の全体である。

定義 10.8 V を有限次元ベクトル空間としAを V 上の正定値内積とする。

SO(V ) = SO(V ; A) = SL(V ) ∩ O(V ; A)

と表すと、系 9.9よりSO(V )は線形Lie群になる。SO(V )を回転群または特殊直交
群と呼ぶ。SO(V )のLie環を so(V ) = so(V ; A)で表すと系9.9より so(V ) = sl(V )∩
o(V ) = o(V ) となる。Rnの標準内積に関する回転群とその Lie環を SO(n), so(n)

とも書く。

定義 10.9 V を有限次元複素ベクトル空間とし、I : V → V ; v 7→
√
−1vとする。

V の実正則線形変換の全体を GLR(V )、その Lie環を glR(V )で表す。例 8.12よ
り g ∈ GLR(V )に対して Ad(g)I = gIg−1 だから V の複素正則線形変換の全体
GLC(V )は

{g ∈ GLR(V ) | Ad(g)I = I}

に一致し、系9.9より線形Lie群になる。GLC(V )を複素一般線形群と呼ぶ。GLC(V )

の Lie環を glC(V )で表す。定理 8.10より

dAd(X)T = ad(X)(T ) = XT − TX (X,T ∈ glR(V ))

だから、

GLC(V ) = {g ∈ GLR(V ) | gI = Ig},
glC(V ) = {X ∈ glR(V ) | XI = IX}

となっている。glC(V )は V の複素線形変換の全体である。GLC(Cn), glC(Cn)は
GL(n,C), gl(n,C)とも書く。

定義 10.10 Lie群Gと複素有限次元ベクトル空間V に対して、GからGLC(V )へ
の Lie群の準同型写像をGの複素表現 と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 V に対し
て、gから glC(V )への Lie環の準同型写像を gの複素表現と呼ぶ。

命題 10.11 Lie群Gの複素表現の微分は、Gの Lie環 gの複素表現になる。
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証明 ρ : G → GLC(V )をGの複素表現とし、Iを V の複素構造とする。命題
8.6より、X ∈ gに対して

I exp(tdρ(X))I−1 = Iρ(exp tX)I−1 = ρ(exp tX) = exp(tdρ(X))

が成り立つ。両辺を t = 0で微分すると

Idρ(X)I−1 = dρ(X)

となり、dρ(X) ∈ glC(V )。したがって、dρ : g → glC(V )は gの複素表現になる。

補題 10.12 複素有限次元実ベクトル空間V に対してdetC : GLC(V ) → GLC(C) =

C−{0}はGLC(V )の複素表現になり、detCの微分は trC : glC(V ) → glC(C) = C

である。

証明 補題 10.3と同様に証明することができる。

定義 10.13 V を有限次元複素ベクトル空間とし detCで複素行列式を表す。

SLC(V ) = {g ∈ GLC(V ) | det
C

g = 1}

と表すと補題 10.2と補題 10.3より、SLC(V )は線形Lie群になる。SLC(V )を複素
特殊線形群と呼ぶ。SLC(V )のLie環を slC(V )で表すと補題 10.2と補題 10.3より、

slC(V ) = {X ∈ glC(V ) | trCX = 0}

となる。Cnにおける複素特殊線形群とその Lie環を SL(n,C), sl(n,C)とも書く。

定義 10.14 V を有限次元複素ベクトル空間としAを V 上の正定値Hermite内積
とする。V の Aに関するユニタリ変換の全体を U(V ) = U(V ; A)で表すと命題
10.5よりU(V )は線形Lie群になる。U(V )をユニタリ群と呼ぶ。U(V )のLie環を
u(V ) = u(V ; A)で表すと命題 10.5より

u(V ) = {X ∈ glC(V ) | A(Xu, v) + A(u,Xv) = 0 (u, v ∈ V )}

となる。Cnの標準Hermite内積に関するユニタリ群とその Lie環をU(n), u(n)と
も書く。

注意 10.15 U(n)は n次ユニタリ行列の全体であり u(n)は n次交代Hermite行列
の全体である。

定義 10.16 V を有限次元複素ベクトル空間としAを V 上の正定値Hermite内積
とする。SU(V ) = SU(V ; A) = SLC(V ) ∩ U(V ; A)と表すと系 9.9より SU(V )は
線形 Lie群になる。SU(V )を特殊ユニタリ群と呼ぶ。SU(V )の Lie環を su(V ) =

su(V ; A)で表すと系 9.9より su(V ) = slC(V ) ∩ u(V ) となる。Cnの標準Hermite

内積に関する特殊ユニタリ群とその Lie環を SU(n), su(n)とも書く。
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11 Lie部分群とLie部分環
定理 11.1 Lie群GのLie環を gとする。gのLie部分環 hに対してGの連結なLie

部分群で対応する Lie部分環が hになるものが一意に存在する。

証明 dimh = kとしておく。各 g ∈ Gに対して Hg = d(Lg)e(α(h))とおくと、
Hgは Tg(G)の k次元部分ベクトル空間になる。g ∈ Gに対してHgを対応させる対
応HがG上のk次元分布になることを示す。gの基底X1, . . . , XnをX1, . . . , Xk ∈ h

となるようにとる。各XiはG上の左不変ベクトル場だから 1 ≤ i ≤ kに対して
(Xi)g ∈ Hg(g ∈ G)が成り立ち、HはG上の k次元分布である。X,Y をHに属す

るベクトル場とすると、fi, gi ∈ C∞(G)が存在しX =
k∑

i=1

fiXi, Y =
k∑

i=1

giXi と書

ける。f ∈ C∞(G)に対して、

[X,Y ](f) =
k∑

i,j=1

[fiXi, gjXj](f) =
k∑

i,j=1

{fiXi(gjXj(f)) − gjXj(fiXi(f))}

=
k∑

i,j=1

{fi(Xigj)(Xjf) + figjXiXjf − gj(Xjfi)(Xif) − gjfiXjXif}

=
k∑

i,j=1

{fi(Xigj)Xj − gj(Xjfi)Xi + figj[Xi, Xj]}(f)

となるので、

[X,Y ] =
k∑

i,j=1

{fi(Xigj)Xj − gj(Xjfi)Xi + figj[Xi, Xj]}.

hは gの Lie部分環だから [Xi, Xj] ∈ hとなり、[X,Y ]はHに属する。よってHは
G上の完全積分可能な k次元分布である。Frobeniusの定理よりGの単位元 eを含
む Hの極大連結積分多様体H が存在する。g ∈ Gに対して Lg(H)はGの部分多
様体になり各 x ∈ Hについて

Tgx(Lg(H)) = d(Lg)xTx(H) = d(Lg)xHx = d(Lg)xd(Lx)e(α(h))

= d(Lgx)e(α(h)) = Hgx

が成り立つので Lg(H)は Hの連結積分多様体である。そこで g ∈ H に対して
Lg−1(H)を考えるとLg−1(H)はHの連結積分多様体になりLg−1(H) 3 Lg−1(g) = e。
H の極大性より Lg−1(H) ⊂ H となり、g−1 ∈ Lg−1(H) ⊂ H、すなわち g−1 ∈ H。
また Lg−1(H) ⊂ H に Lg を作用させると H ⊂ Lg(H)となり、H の極大性より
H = Lg(H)が成り立ち、HはGの部分群になる。

HがGの Lie部分群であることを証明しよう。Hは連結だからGの単位元の連
結成分G0に含まれる。命題 3.2よりG0は連結 Lie群になるので、定理 3.1より可
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算開基を持つ。HはG0の連結部分多様体だから可算開基を持つ。τH : H × H →
G; (g, h) 7→ gh−1 は C∞級写像で、H はGの部分群だから τH(H × H) ⊂ H。H

は可算開基を持つHの積分多様体なので、τH : H ×H → HはC∞級写像である。
したがってHは Lie群になりGの Lie部分群である。Hの構成法よりHに対応す
る Lie部分環は hである。
最後に一意性を証明する。H ′もGの連結な Lie部分群で対応する Lie部分環が

hになるとする。命題 9.4よりH,H ′の指数写像はGの指数写像の制限になる。定
理 7.5よりHとH ′は恒等写像によって微分同型になる単位元の開近傍U を持つ。
したがってH = ∪{Un|n ∈ N} = H ′となり (定理 3.1)、HとH ′は集合として一致
する。恒等写像 ι : H → H ′は群の同型写像で単位元の開近傍Uにおいて微分同型
を与える。各 h ∈ H に対して Lh−1 ◦ ι = ι ◦ Lh−1 となるので ιは Lh(U)において
微分同型を与える。したがって ι : H → H ′は Lie群の同型写像になる。

系 11.2 Lie群GとそのLie部分群HのLie環をそれぞれ g, hとする。各 g ∈ Gに
対してHg = d(Lg)e(α(h))とおくと、対応HはG上の完全積分可能な分布になる。
さらにHはHの積分多様体になっている。

定義 11.3 gを Lie環とする。gの部分ベクトル空間 hが任意のX ∈ g, Y ∈ hに
対して [X,Y ] ∈ hを満たすとき、hを gのイデアルと呼ぶ。

命題 11.4 f : g → hをLie環の準同型写像とすると、kerfは gのイデアルになる。

証明 X ∈ g, Y ∈ kerf に対して、f([X,Y ]) = [f(X), f(Y )] = 0。したがって
[X,Y ] ∈ kerf となり、kerf は gのイデアルである。

命題 11.5 f : G → Hを Lie群の準同型写像とすると、kerf はGの正規閉 Lie部
分群 (正規部分群でかつ閉 Lie部分群)になる。Gの Lie環を gとすると kerf に対
応する gの Lie部分環は kerdf で gのイデアルになる。さらに Gが連結の場合は
f(G)はHのLie環のLie部分環 df(g)に対応するHの連結Lie部分群に一致する。

証明 fは群の準同型写像だからkerfはGの正規部分群である。kerfは1点の逆
像だから、定理9.6より閉Lie部分群になる。kerfに対応するgのLie部分環をhとお
くと、命題9.8よりX ∈ gがhの元になるための必要十分条件は exp tX ∈ kerf (t ∈
R)である。命題 8.6より f(exp tX) = exp(tdf(X))だから、f(exp tX) = e (t ∈ R)

の必要十分条件は df(X) = 0となりX ∈ kerdf。したがって h = kerdf。定理 8.2

より df は Lie環の準同型になり、命題 11.4より kerdf は gのイデアルになる。
Gが連結の場合を考えよう。定理 7.5より、exp(g)はGにおける単位元の近傍

になる。また定理 3.1よりG = ∪{exp(g)n|n ∈ N}だから

f(G) = f(∪{(exp g)n|n ∈ N})
= ∪{(f(exp g))n|n ∈ N}
= ∪{(exp(df(g)))n|n ∈ N} (命題 8.2より)

となり f(G)は df(g)に対応する連結 Lie部分群に一致する。
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例 11.6 有限次元実ベクトル空間V に対してdetR : GLR(V ) → GLR(R)はLie群
の準同型写像だから (補題 10.3)、SLR(V ) = ker(detR)はGLR(V )の正規閉Lie部
分群になる。SLR(V )に対応する Lie部分環 slR(V )は glR(V )のイデアルになる。
また有限次元複素ベクトル空間W に対しても detC : GLC(W ) → GLC(C) は Lie

群の準同型写像だから、SLC(W ) = ker(detC)はGLC(W )の正規閉 Lie部分群に
なる。SLC(W )に対応する Lie部分環 slC(W )は glC(W )のイデアルになる。

命題 11.7 Lie群Gの Lie部分群Hが可算個の連結成分を持つとする。GとHの
Lie環をそれぞれ g, hとおくと h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R)}が成り立つ。

証明 命題 9.8より

h = {X ∈ g| exp tX ∈ H(t ∈ R), t 7→ exp tXはHの位相に関して連続 }

が成り立つので exp tX ∈ H(t ∈ R)となるX ∈ gに対して t 7→ exp tXがHの位
相に関して連続になることを示せばよい。f : R → G; t 7→ exp tX は C∞級写像
で f(R) ⊂ H。Hは可算個の連結成分を持つので、定理 3.1よりHは可算開基を
持つ。また系 11.2よりH はG上の完全積分可能な分布の積分多様体になってい
る。したがって、f をHへの写像とみなしても f : R → HはC∞級写像になる。
特にHの位相に関して連続になる。

定理 11.8 GをLie群としHをそのLie部分群とする。Hの連結成分の個数は可算
であるか、またはHは閉 Lie部分群であると仮定する。G, Hの Lie環をそれぞれ
g, hとしておく。このとき、HがGの正規部分群ならば hは gのイデアルである。

証明 X ∈ g, Y ∈ hとすると、HはGの正規部分群だから定理 8.10を使うと

exp(Ad(exp sX)(tY )) = exp(sX) exp(tY ) exp(sX)−1 ∈ H (s, t ∈ R)

が成り立ち、命題 9.8または 11.7よりAd(exp sX)Y ∈ hとなる。

d

ds
Ad(exp sX)Y

∣∣∣∣
s=0

= [X,Y ] (定理 8.10)

だから [X,Y ] ∈ hとなり、hは gのイデアルになる。

定理 11.9 Gを連結 Lie群としHをその連結 Lie部分群とする。G,Hの Lie環を
それぞれ g, hとしておく。このとき、HがGの正規部分群になるための必要十分
条件は hが gのイデアルになることである。

証明 定理 11.8よりHがGの正規部分群ならば hは gのイデアルになる。逆に
hが gのイデアルとする。定理 7.5よりGにおける単位元の開近傍 U と gにおけ
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る 0の開近傍 V が存在し exp : V → U は微分同型写像になる。さらに exp(V ∩ h)

はHにおける単位元の開近傍になる。X ∈ g, Y ∈ hに対して

(exp X)(exp Y )(exp X)−1 = exp(Ad(exp X)Y )

ここで命題 8.6をAdに適用すると定理 8.10より

Ad(exp X)Y = eadXY =
∞∑

n=0

1

n!
(adX)nY ∈ h

だから (exp X) exp(V ∩ h)(exp X)−1 ⊂ H。したがって定理 3.1より

(exp X)H(exp X)−1 =
∞∪

n=1

(exp X) exp(V ∩ h)n(exp X)−1

=
∞∪

n=1

((exp X) exp(V ∩ h)(exp X)−1)n ⊂ H

でありG = ∪{Un|n ∈ N}だから任意の g ∈ Gに対して gHg−1 ⊂ Hが成り立つ。
よってHはGの正規部分群である。

定義 11.10 gを Lie環とする。

ker(ad) = {X ∈ g |任意の Y ∈ gに対して [X,Y ] = 0}

を gの中心と呼ぶ。(命題 11.4より中心はイデアルになる。)

補題 11.11 f, gを連結Lie群からLie群へのLie群の準同型写像とする。もし df =

dgならば f = gが成り立つ。

証明 f, gを連結 Lie群Gから Lie群Hへの Lie群の準同型写像とする。X ∈ g

に対して命題 8.6より

f(exp X) = exp(df(X)) = exp(dg(X)) = g(exp X)

となるので f と gは exp(g)において一致する。定理 7.5と定理 3.1を使うとG =

∪{exp(g)n|n ∈ N} となるので f と gはG全体で一致する。

定理 11.12 連結 Lie群Gの Lie環を gとする。Gの中心は随伴表現Adの核に一
致する。特にGの中心は正規閉Lie部分群になり対応するLie部分環は gの中心で
ある。

証明 Gの中心を Z で表す。随伴表現の定義 (定理 8.10, 定義 8.11) より Z ⊂
ker Adはすぐにわかる。g ∈ ker Adとすると d(Lg ◦ R−1

g )は gの恒等写像になる
ので、補題 11.11より Lg ◦ R−1

g はGの恒等写像になる。したがって g ∈ Zとなり
Z = ker Adがわかった。命題 11.5より ZはGの正規閉 Lie部分群になり Zに対
応する gの Lie部分環は ker dAd = ker adで (定理 8.10)、gの中心である。
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系 11.13 連結 Lie群が可換になるための必要十分条件はその Lie環が可換になる
ことである。

証明 Gを連結 Lie群としその Lie環を gとする。Gが可換ならば gも可換にな
ることは系 7.8で示した。そこで gが可換であると仮定すると gの中心は gに一致
する。定理 11.12よりGの中心はGに一致しGは可換になる。

12 線形Lie群の連結性
定理 12.1 ユニタリ群 U(n)の指数写像 exp : u(n) → U(n) は全射である。特に
U(n)は連結である。

証明 U(n)の任意の元 uは正規行列だからユニタリ行列によって対角化可能で
ある。つまり、ある g ∈ U(n)と a1, . . . , an ∈ Cが存在して

g−1ug =

 a1

. . .

an


となる。g−1ug ∈ U(n)だから |a1| = · · · = |an| = 1。よって θ1, . . . , θn ∈ Rが存在
して ai = e

√
−1θi (1 ≤ i ≤ n)となる。

u = g

 a1

. . .

an

 g−1 = exp Ad(g)


√
−1θ1

. . . √
−1θn

 .

ここで注意 10.15より 
√
−1θ1

. . . √
−1θn

 ∈ u(n)

で g ∈ U(n)だから

Ad(g)


√
−1θ1

. . . √
−1θn

 ∈ u(n)

となり U(n)の指数写像は全射になる。u(n)は連結だから U(n)も連結。

定理 12.2 特殊ユニタリ群SU(n)の指数写像 exp : su(n) → SU(n)は全射である。
特に SU(n)は連結である。
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証明 定理 12.1の証明と同様に SU(n)の任意の元 uに対して、ある g ∈ U(n)

と θ1, . . . , θn ∈ Rが存在して

(∗) u = g exp


√
−1θ1

. . . √
−1θn

 g−1.

ここで det u = 1だから θ1 + · · ·+ θn = 2πk (k ∈ Z)。e
√
−1θ1 = e

√
−1(θ1−2πk)より θ1

を θ1 − 2πkに置き換えても上の (∗)は成立し θ1 + · · · + θn = 0となる。定義 10.16

より 
√
−1θ1

. . . √
−1θn

 ∈ su(n)

で g ∈ U(n)だから

Ad(g)


√
−1θ1

. . . √
−1θn

 ∈ su(n).

したがって SU(n)の指数写像は全射になる。su(n)は連結だから SU(n)も連結。

定理 12.3 回転群 SO(n)の指数写像 exp : so(n) → SO(n) は全射である。特に
SO(n)は連結である。

証明 SO(n) ⊂ U(n)だから定理 12.1の証明と同様に SO(n)の任意の元 uに対
して、ある g ∈ U(n)と θ1, . . . , θn ∈ Rが存在して

u = g

 e
√
−1θ1

. . .

e
√
−1θn

 g−1.

uの固有多項式は実係数だから uの固有値に共役な値も uの固有値になる。gの縦
ベクトルの順序を適当にかえて

(∗) u = g



e
√
−1θ1

e−
√
−1θ1

. . .

e
√
−1θk

e−
√
−1θk

ε2k+1

. . .

εn


g−1
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とできる。ただし θi /∈ πZ (1 ≤ i ≤ k), εj = ±1 (2k + 1 ≤ j ≤ n)。g =

[g1 . . . gn]と表すと ug2i−1 = e
√
−1θig2i−1 (1 ≤ i ≤ k)。uは実行列だから uḡ2i−1 =

e−
√
−1θi ḡ2i−1 (1 ≤ i ≤ k)。そこで g2iを ḡ2i−1に置き換えても g ∈ U(n)となり (∗)

は成り立つ。また εj ∈ Rだから gj ∈ Rnとすることができる。さらに det u = 1

だから εj = −1となる εjの個数は偶数。よって gの縦ベクトルの順序を適当にか
えて ε2k+1 = · · · = ε2l = −1, ε2l+1 = · · · = εn = 1とできる。1 ≤ i ≤ kに対して

h2i−1 =
1√
2
(g2i−1 + ḡ2i−1), h2i =

1√
−2

(g2i−1 − ḡ2i−1)

とおき hj = gj (2k + 1 ≤ j ≤ n)とすると h = [h1 . . . hn] ∈ U(n)で hは実行列にな
る。したがって h ∈ O(n)。1 ≤ i ≤ kに対して

uh2i−1 =
1√
2
(e

√
−1θig2i−1 + e−

√
−1θi ḡ2i−1) = cos θih2i−1 − sin θih2i

uh2i =
1√
−2

(e
√
−1θig2i−1 − e−

√
−1θi ḡ2i−1) = sin θih2i−1 + sin θih2i

となるので

θi = π (k + 1 ≤ i ≤ l)

Ri =

[
cos θi sin θi

− sin θi cos θi

]
(1 ≤ i ≤ l)

とおくと

u = h



R1

. . .

Rl

1
. . .

1


h−1.

ところがXi =

[
0 θi

−θi 0

]
(1 ≤ i ≤ l) とおくと exp Xi = Ri となるので

u = exp Ad(h)



X1

. . .

Xl

0
. . .

0


.
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ここで注意 10.7と定義 10.8より

Ad(h)



X1

. . .

Xl

0
. . .

0


∈ o(n) = so(n)

だから SO(n)の指数写像は全射になる。so(n)は連結だから SO(n)も連結。

系 12.4 直交群O(n)は 2つの連結成分 SO(n)と {g ∈ O(n)| det g = −1}を持つ。

証明 det(O(n)) = {±1}だから SO(n)と {g ∈ O(n)| det g = −1}はどちらも
O(n)の開かつ閉集合。定理12.3よりSO(n)は連結で、det h = −1となるh ∈ O(n)

をとると
{g ∈ O(n)| det g = −1} = Lh(SO(n))

となりこれも連結。したがって SO(n)と Lh(SO(n))はどちらもO(n)の連結成分
になりO(n) = SO(n) ∪ Lh(SO(n))はO(n)の連結成分への分解になっている。

定理 12.5 GL(n,C)と SL(n,C)は連結である。

証明 X ∈ gl(n,C)の (i, j)成分をXijで表すことにする。

T (n,C) = {X ∈ gl(n,C)|Xii > 0(1 ≤ i ≤ n), Xij = 0(i > j)}

とおくと、T (n,C)は gl(n,C)の凸部分集合になる。特に T (n,C)は連結である。
さらに、X ∈ T (n,C)に対して det X =

∏n
i=1 Xii > 0 だからX ∈ GL(n,C)。し

たがって T (n,C) ⊂ GL(n,C)。さらに T (n,C)はGL(n,C)の部分群になる。

P : U(n) × T (n,C) → GL(n,C); (a,X) 7→ aX

とおくとPは連続になる。さらにPが全射になることを示そう。任意のg ∈ GL(n,C)

に対して g = [g1 . . . gn]と縦ベクトル gi ∈ Cnを使って表す。g1, . . . , gnはCnの基
底になる。Cnの標準的なHermite内積に関して g1, . . . gnにGram-Schmidtの直交
化を行う。b1 = g1, a1 = 1

|b1|b1とし、bk, ak(k ≥ 2)を次のように帰納的に定める。

bk = gk −
k−1∑
i=1

〈gk, ai〉ai, ak =
1

|bk|
bk.

するとa1, . . . , anはCnの正規直交基底になる。各akは g1, . . . , gkの線形結合になっ
ていて、その線形結合の gkの係数は 1/|bk| > 0である。そこで基底の変換を

(∗) [a1 . . . an] = [g1 . . . gn]X
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で表すと X ∈ T (n,C)となる。a = [a1 . . . an]とおくと a ∈ U(n)で a = gX。
g = aX−1になりX−1 ∈ T (n,C)だから g = P (a,X−1)。したがってP は全射であ
る。定理 12.1より U(n)は連結で T (n,C)も連結だからGL(n,C)は連結である。

S : GL(n,C) → SL(n,C); X 7→ X


1

detX
0 · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 1


とおく。Sは連続になりX ∈ SL(n,C)に対してS(X) = Xだから、S(GL(n,C)) =

SL(n,C)が成り立つ。よって SL(n,C)も連結になる。

定理 12.6 GL(n,R)は 2つの連結成分

GL+(n,R) = {g ∈ GL(n,R)| det g > 0}, {g ∈ GL(n,R)| det g < 0}

を持つ。SL(n,R)は連結である。

証明 定理 12.5の証明で使った記号を使うことにする。

det : GL(n,R) → GL(1,R) = R − {0}

は連続であり、GL+(n,R)は開集合の逆像になるので GL(n,R)の開部分群にな
る。特に、GL+(n,R)は GL(n,R)の Lie部分群である。T (n,R) = gl(n,R) ∩
T (n,C)とおくと、T (n,R)はgl(n,R)の凸部分集合になる。特にT (n,R)は連結で
ある。さらにT (n,R)はGL+(n,R)の部分群になる。以下でP (SO(n)×T (n,R)) =

GL+(n,R)を示そう。定理12.5の証明と同様にすると、任意の g ∈ GL+(n,R)に対
してある a ∈ O(n)とX ∈ T (n,R)が存在し a = gXとなる。det g > 0, det X > 0

だから det a = 1になり a ∈ SO(n)。g = aX−1になりX−1 ∈ T (n,R)。したがって
P (SO(n)×T (n,R)) = GL+(n,R)である。定理 12.3よりSO(n)は連結でT (n,R)

も連結だからGL+(n,R)は連結である。

det−1({t ∈ R|t > 0}) = GL+(n,R),

det−1({t ∈ R|t < 0}) = {g ∈ GL(n,R)| det g < 0}

はどちらもGL(n,R)の開かつ閉の連結部分集合になる。したがってこれら 2つが
GL(n,R)の連結成分である。
次に ST (n,R) = T (n,R) ∩ SL(n,R)とおくと S(T (n,R)) = ST (n,R)とな

り T (n,R)は連結だから ST (n,R)も連結になる。任意の g ∈ SL(n,R)に対して
a = gX, a ∈ SO(n), X ∈ T (n,R)となり det g = 1より det X = 1。したがって
P (SO(n)×ST (n,R)) = SL(n,R)。SO(n)は連結だからSL(n,R)も連結になる。
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系 12.7 V を n次元実ベクトル空間とし、

BR(V ) = {(v1, . . . , vn) ∈ V n|v1, . . . , vnは V の基底 }

として V の基底の全体BR(V )を定義するとBR(V )は V nの開集合でGLR(V )と
微分同型になる。特にBR(V )は 2つの連結成分を持つ。n次元複素ベクトル空間
W に対して同様にW の基底全体BC(W )を定義するとBC(W )はW nの開集合で
GLC(W )と微分同型になる。特にBC(W )は連結になる。

証明 V の基底 e1, . . . , enを 1つ固定しておく。

T : glR(V ) → V n; g 7→ (g(e1), . . . , g(en))

とおくと、T は線形同型写像になり T (GLR(V )) = BR(V )。したがってBR(V )は
V nの開集合になりGLR(V )と微分同型になる。定理 12.6よりBR(V )は 2つの連
結成分を持つ。
複素ベクトル空間W の場合もT と同様の写像を定義することにより、BC(W )は

W nの開集合でGLC(W )と微分同型になることがわかる。定理 12.5よりBC(W )

は連結になる。

定義 12.8 有限次元実ベクトル空間V の基底の全体BR(V )の 1つの連結成分を V

の向きと呼ぶ。系 12.7より V は 2つの向きを持っている。

系 12.9 n 次元実ベクトル空間 V の 2 つの基底 u1, . . . , un と v1, . . . , vn が V の
同じ向きに属するための必要十分条件は、基底の変換行列 X ∈ GL(n,R)(つま
り (u1 . . . un) = (v1 . . . vn)X)がGL+(n,R)に属することである。

系 12.10 内積を持つ n次元実ベクトル空間 V の 2つの正規直交基底 u1, . . . , unと
v1, . . . , vnが V の同じ向きに属するための必要十分条件は、基底の変換行列 X ∈
O(n)(つまり (u1 . . . un) = (v1 . . . vn)X)が SO(n)に属することである。


