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はしがき
2010年 8月に神戸大学で開かれた幾何学シンポジウムの際に、大阪市立大学大

学院生の橋本要さんから講義の依頼がありました。今まで大学院生から講義の依
頼をうけたことはなかったので不思議に思っていたのですが、大阪市立大学の大
仁田義裕さんの話では大学院生が講師を選んで連続講義を企画する制度があるそ
うです。通常の集中講義はカリキュラムの一環ですから、講義の計画はしかるべ
き会議で承認され履修した学生は単位をとることがでますが、この連続講義はそ
れとは異なり講義の計画は講師と学生の間で決めればすぐに実行でき単位とは無
関係だということです。これはすばらしい制度だと思いました。学生が講師を選
ぶ講義を担当するというのは、私にとって嬉しいことですのでこの連続講義を引
き受けることにしました。
講義の内容はすぐに決まりました。この講義以前の私のホームページの「講義

ノートに関する説明」のページに次のように書いていました。「今までに対称空間
に関する幾何学の研究は数々おこなってきましたが、結局その基礎に関する講義
はしないままになっています。いずれは対称空間の基礎的な講義をしようと思っ
ています。」こう思いながらもなかなかその機会はありませんでした。今回依頼を
受けた講義は対称空間の話をするいい機会だと感じ、講義の内容は対称空間に決
めました。
講義の内容が決まったといっても、対称空間の基本的事項を証明付きで解説す

るとなるとHelgasonの教科書のように大変な分量になってしまい、数日間の講義
でやるには無理があります。そこで、対称空間の一般論の定義や定理等は正確に
述べるが、定理等の証明は付けない、そのかわりGrassmann多様体や古典型コン
パクト Lie群等の例について一般論で示したことを詳しく論じるという方針で講
義をすることにしました。
具体的に講義内容を吟味し始めると、対称空間の話を始める前にLie群とLie環、

Riemann多様体、Riemann等質空間に関する基本事項を解説した方がよさそうだ
と感じました。これらについてはそれ以前に何度か講義をしていたので、その講
義ノートから必要事項を抜き出して並べるとこれらの基本事項の一般論の部分に
なりました。古典型Lie群やGrassmann多様体の場合の詳しい考察を付け加えて、
準備の章がおおむねできあがりました。
次にRiemann対称空間の基本事項を集めて、定義、定理等に区分して一般論を
展開しました。この一般論をGrassmann多様体や古典型コンパクト Lie群等の例
に適用したときの具体的計算を追加してRiemann対称空間の章を完成させるとい
う構想は固まりましたが、実際に講義をする前に講義ノートはまだ完成していま
せんでした。
大阪市立大学の数学事務から届いた連続講義の事務的手続きに関するメールに
は、第 1回目：11月 11日–13日と書かれていました。第 2回目もあるかもしれな
いというメッセージが含まれています。そこで、第 1回目が始まる前ではありま
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したが、次のような第 2回目の案を考えてみました。

(A) ルート系から半単純 Lie環と対称空間の分類

(B) Chen-Nagano理論から対蹠集合と実形の交叉

(A)案は対称空間の講義内容としては標準的です。(B)案は 2010年 12月 4日 (土)

開催の秋葉原微分幾何セミナーでの田中真紀子さんとの共同講演の内容です。こ
の講演内容の詳細と具体例への適用について解説すれば対称空間入門の続きの講
義になると考えました。とりあえず二つの案を準備していましたが、第 2回目は
(A)案になりそうです。
講義をした 11月 11日 (木)から 13日 (土)の間、多くの方々に講義を聞いてい
ただき充実した時間を過ごすことができました。この連続講義を企画してくれた
橋本要さんとそもそもこのような制度の実施を可能にしてくださった大仁田義裕
さんに感謝します。入江博さんと坊向伸隆さんには板書の記録をとっていただき、
感謝しています。その板書の記録を参考にしながら講義ノートを完成させました。

2010年 11月 29日

講義概要
各点で点対称を持つRiemann多様体はRiemann対称空間と呼ばれ、定曲率空間、
射影空間やGrassmann多様体、コンパクトLie群などを含む基本的なRiemann多
様体の族を与えています。この講義では具体例を軸にしてRiemann対称空間の基本
的な性質を解説します。そのためにはLie群とLie環、Riemann多様体、Riemann

等質空間などの基礎事項も必要になるので、これらに関する準備を最初に行います。
さらにそれらを利用してRiemann対称空間の典型的例であるGrassmann多様体を
特に詳しく扱うことにします。準備に続くRiemann対称空間の章では、Riemann

対称空間の定義から導かれる基本的性質やRiemann対称対との対応関係に関する
一般論ついて解説します。Grassmann多様体や古典型コンパクト Lie群の場合に
一般論はどうなるかについても説明します。
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第2回はしがき
この連続講義の第 1回の 2010年 11月 11日–13日の間にこの年度中に第 2回の

講義の依頼を受け、引き受けることにしました。前に考えていた第 2回の案

(A) ルート系から半単純 Lie環と対称空間の分類

(B) Chen-Nagano理論から対蹠集合と実形の交叉

から対称空間の講義内容としては標準的な (A)案にしました。その後、第 2回の
講義日程を 3月 16日 (水)から 18日 (金)に決定し、講義の準備を進めていました。
通常の講義や入試の終わった後は比較的準備に時間をとることができ、3月 11日
(金)には対称空間の分類について講義内容を研究室で考えていました。そこに東北
関東大地震が起き、講義の準備に最低限必要な資料を研究室から持ちだして避難し
ました。その後は講義の準備を進める時間的余裕はかなり制限されてしまいまし
た。大阪に向けつくばから出発した 3月 15日 (火)にはつくばエクスプレス (TX)

は計画停電の影響で 10:30から 20:00までは運休するということなので、朝は早め
に自宅を出発しTXに乗車しました。TXと山手線はものすごい混雑で大変でした
が、東京駅からの新幹線はいつものように順調でした。車内で橋本要さんに携帯
電話でメールを送り、大阪に向けてのぞみに乗ったことと、可能ならHelgasonの
対称空間の教科書 [1]を講義期間中貸してほしいと伝えました。大阪には昼前に到
着し、ホテルに着いてからは部屋で講義の準備を進めました。
講義初日の 16日に橋本さんがHelgasonの教科書を用意しておいてくれました。

おかげさまで講義の準備に役立てることができました。今回の講義の最初に第 1回
の講義の復習を簡単にしました。特に、対称空間の定義 (定義 2.1.1)、対称空間か
ら等長変換群の対合的自己同型写像が定まること (定理 2.1.3)、この対合的自己写
像の持つ性質を抽出したRiemann対称対の定義 (定義 2.1.5)、逆にRiemann対称
対から対称空間が定まること (定理 2.1.6) について復習しました。定義 2.1.5で定
義した Riemann対称対の Lie環版にあたる直交対称 Lie代数を使って、対称空間
のコンパクト型・非コンパクト型・Euclid型の定義、分解、双対性、既約分解、分
類などを扱うことと、そのためには複素半単純Lie環の情報が必要になることを説
明しました。以上の若干長い前置きをしてから、第 3章の複素半単純Lie環に入り
ました。この章と次の第 4章の対称空間の分解と分類の内容は、この題材を扱う
上で標準的なものばかりです。これらについては主に Helgasonの教科書 [1]を参
考にしました。前回同様に定理等の証明は付けなかった代りに、多くの定義定理
等に例を付けました。特に第 3章、第 4章の内容を把握するために複素単純 Lie環
sl(n,C)とその実形 sl(n,R)と su(n)を繰り返し登場させました。これらの Lie環
と関連した直和分解の計算は比較的簡単なので、ルート空間分解、実形、Cartan

分解、直交対称Lie代数の双対性等の理解に役立つと思います。最後の節ではコン
パクト型対称空間の基本群を扱いました。基本群については竹内先生の論文 [2]も
参考にしました。ただし、この論文ではアフィンWeyl群を使って基本群を記述し
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ていますが、この講義では極大可換部分空間の格子の商として基本群を表現しま
した。これでコンパクト型対称空間の局所的な分類だけではなく、大域的な分類
もできることになります。
この連続講義の第 3回を 2011年度にするという話がでました。余震も福島原発
の事故も収まっていないため先が見えず不安な状況では、できるかどうかわから
なくても未来の講義の案を考えるのはいいことだと思い、講義が可能になれば引
き受けることにしました。内容は第 2回の案の一つ

(B) Chen-Nagano理論から対蹠集合と実形の交叉

にしようと思います。
今回の講義期間 3月 16日 (水)から 18日 (金)の間も、多くの方々に講義を聞い
ていだきありがたく思っています。また第 2回の連続講義を可能にしていただいた
大仁田さんと橋本さんに感謝します。事前準備の不十分な部分の板書記録をとっ
ていただいた坊向さんにも感謝しています。

2011年 3月 23日

第2回講義概要
対称空間の構造を詳しく調べるために、対称空間の性質を等長変換群の Lie環
から構成される直交対称 Lie代数の性質に帰着させます。直交対称 Lie代数の性質
を調べるためには、複素半単純Lie環の構造に関する情報が重要になります。そこ
で、複素半単純Lie環のルート空間分解、分類、コンパクト実形等に関する準備を
行います。直交対称 Lie代数に複素半単純 Lie環の結果を適用して、直交対称 Lie

代数さらに対称空間のコンパクト型・非コンパクト型・Euclid型の定義、分解、双
対性、既約分解、分類などを扱います。
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第1章 準備

この章ではRiemann対称空間の解説に必要になる Lie群と Lie環、Riemann多様
体、Riemann等質空間に関する準備をする。さらにそれらを利用してRiemann対
称空間の典型的例であるGrassmann多様体についても解説しておく。Grassmann

多様体とは係数体が実数体R、複素数体C、または四元数体Hのベクトル空間内
の部分ベクトル空間全体の成す多様体のことである。

1.1 Lie群とLie環
定義 1.1.1 多様体Gが群構造を持ち、その群演算

G×G → G; (x, y) 7→ xy, G → G; x 7→ x−1

がC∞級写像になるとき、GをLie群と呼ぶ。(特にことわらないかぎり、群の単
位元は eで表す。)

例 1.1.2 V を有限次元実ベクトル空間とすると、V の正則線形変換の全体GL(V )

は Lie群になる。GL(Rn)はGL(n,R)とも書く。GL(V )を実一般線形群と呼ぶ。
複素一般線形群、四元数一般線形群も同様に定義する。

定義 1.1.3 Lie群Gの元 gに対して微分同型写像 Lg, Rgを

Lg : G → G; x 7→ gx, Rg : G → G; x 7→ xg

によって定め、それぞれ gによる左移動、右移動と呼ぶ。G上のベクトル場Xは、
Gの任意の元 gに対して

(dLg)x(Xx) = Xgx (x ∈ G)

を満たすとき左不変ベクトル場と呼ばれる。右不変ベクトル場も同様に定義できる。

定義 1.1.4 実ベクトル空間 gに双線形写像 [ , ] : g × g → gがあり、すべての元
X,Y, Z ∈ gに対して

[X,Y ] = −[Y, X], [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y ] = 0

が成り立つとき、gを Lie環と呼ぶ。Lie環 gのベクトル部分空間 hが、演算 [ , ]

に関して閉じているとき、hを gのLie部分環と呼ぶ。
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Lie環 gの Lie部分環は gのブラケットを制限することで Lie環になる。

例 1.1.5 多様体M 上のベクトル場の全体 X(M)は Lieブラケット [ , ]に関して
Lie環になる。

例 1.1.6 V を実ベクトル空間とする。V の線形変換全体End(V )の元X,Y に対し
て [X,Y ] = XY − Y Xと定めるとEnd(V )は Lie環になる。この Lie環を gl(V )で
表す。gl(Rn)は gl(n,R)とも書く。

定理 1.1.7 Gを Lie群とし、Gの左不変ベクトル場の全体を gで表す。すると、g

はG上のベクトル場全体の成す Lie環X(G) の Lie部分環になり、写像

α : g → TeG; X 7→ Xe

は線形同型写像になる。特に dim g = dim TeG = dim Gが成り立つ。

定義 1.1.8 Lie群Gの左不変ベクトル場の全体からなるLie環 gをLie群GのLie

環と呼ぶ。

定義 1.1.9 Lie群の間の C∞級写像 f : G → H が群の準同型写像でもあるとき、
f をLie群の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持ち、f−1も Lie群の準
同型写像であるとき、f を Lie群の同型写像と呼び Lie群GとHは同型であると
いう。Lie環の間の線形写像 f : g → hが

[f(X), f(Y )] = f([X,Y ]) (X,Y ∈ g)

を満たすとき、f を Lie環の準同型写像と呼ぶ。さらに f が逆写像 f−1を持つと
き、f をLie環の同型写像と呼び、Lie環 gと hは同型であるという。

命題 1.1.10 Gを Lie群としGの単位元を含む連結成分をG0とすると、G0はG

の正規部分群であり、さらに Lie部分群である。

Lie群Gの単位元を含む連結成分G0を単位連結成分と呼ぶことにする。

定理 1.1.11 GL(n,R)は gl(n,R)の開集合だから、接ベクトル空間 Te(GL(n,R))

を gl(n,R)と同一視できる。Lie群GL(n,R)の Lie環を gとし、X ∈ gl(n,R)に対
して X̃ ∈ gを X̃g = (dLg)e(X) (g ∈ GL(n,R))によって定めると、写像

˜ : gl(n,R) → g ; X 7→ X̃

は Lie環の同型写像である。

上記定理よりGL(n,R)の Lie環の演算は行列の交代積XY − Y Xとみなせるた
め、左不変ベクトル場のブラケット積よりは扱いが簡単になる。
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定義 1.1.12 実数全体Rを加法に関してLie群とみなしたとき、RからLie群Gへ
の Lie群の準同型写像をGの一径数部分群と呼ぶ。

定理 1.1.13 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。Lie環 gの元全体とGの一
径数部分群の全体は次の対応で 1対 1に対応する。X ∈ gに対してXの積分曲線
c : R → Gで c(0) = eとなるものがただ 1つ存在し、cはGの一径数部分群にな
り、X ∈ gにこの cを対応させる。逆にGの一径数部分群 cに対して、定理 1.1.7

によって
dc

dt
(0) ∈ TeGに対応する gの元Xを cに対応させる。

今後、KはR、CまたはHのいずれかに等しいものとする。

定義 1.1.14 n次K正方行列全体をMn(K)で表す。X ∈ Mn(K)に対して

eX =
∞∑

k=0

1

k!
Xk

によって eXを定めると、この無限級数はコンパクト一様絶対収束することが知ら
れている。これを行列の指数関数と呼ぶ。

命題 1.1.15 X,Y ∈ Mn(K)と P ∈ GL(n,K)に対して以下が成り立つ。

(1) ePXP−1
= PeXP−1.

(2) XY = Y Xならば eX+Y = eXeY が成り立つ。

(3) eX は正則行列になり、(eX)−1 = e−X .

(4)
d

dt
etX = etXX = XetX .

例 1.1.16 GL(n,K)の一径数部分群を求める。GL(n,K)の接ベクトルを gl(n,K)

の元と同一視する。X ∈ gl(n,K) ∼= Te(GL(n,K))に対応するGL(n,K)上の左不
変ベクトル場を X̃ で表すと、X̃g = gX (g ∈ GL(n,K))となる。したがって、X

に対応するGL(n,K)の一径数部分群 cは

dc(t)

dt
= c(t)X (t ∈ R), c(0) = e

を満たす。したがって、c(t) = etX となる。

定義 1.1.17 GをLie群とし、そのLie環をgとする。X ∈ gに対して定理 1.1.13で
存在を示したXの積分曲線 c : R→ Gで c(0) = eとなるものをとり、exp X = c(1)

とおくことによって写像 exp : g → Gを定義する。expを Lie群Gの指数写像と呼
ぶ。指数写像 exp : g → GはC∞級になることがわかる。
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例 1.1.18 例 1.1.16で示したように GL(n,K)の Lie環 gl(n,K)の元 X に対応す
る一径数部分群は etX になるので、GL(n,K)の指数写像は行列の指数関数に一致
する。

命題 1.1.19 Gを Lie群とし、その Lie環を gとする。定理 1.1.13の対応でX ∈ g

に対して対応するGの一径数部分群は t 7→ exp tXになる。

定理 1.1.20 Lie群Gとその Lie環 gに対して、Gの指数写像 expは gにおける 0

のある開近傍とGにおける eのある開近傍の間の微分同型写像を与える。

d exp0 = α : g → TeGとなり、逆関数定理より expは gにおける 0のある開近傍
とGにおける eのある開近傍の間の微分同型写像を与えることがわかる。
多様体X上のC∞級関数全体のなすベクトル空間をC∞(X)で表す。

命題 1.1.21 GをLie群とし、そのLie環をgとする。X,Y ∈ g, f ∈ C∞(G), g ∈ G

に対して次が成り立つ。

(Xf)(g) =
d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣
t=0

([X,Y ]f)(g) =
∂

∂s

∂

∂t
f(g exp sX exp tY (exp sX)−1)

∣∣∣∣
s=t=0

.

最初の等式は次のように示すことができる。

(Xf)(g) = df(Xg) = df(dLgXe) = df

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

g exp tX

)
=

d

dt
f(g exp tX)

∣∣∣∣
t=0

.

系 1.1.22 Lie群Gが可換ならばGのLie環 gの任意の元X,Y に対して [X,Y ] = 0

となる。

定義 1.1.23 Lie環 gの任意の元X,Y に対して [X,Y ] = 0となるとき、gは可換
であるという。この用語を使うと系 1.1.22は可換 Lie群の Lie環は可換になると言
い換えることができる。

命題 1.1.24 Lie群の準同型写像の合成は Lie群の準同型写像になる。Lie環の準
同型写像の合成は Lie環の準同型写像になる。

定理 1.1.25 G,HをLie群とし、これらのLie環をそれぞれg, hとおく。f : G → H

を Lie群の準同型写像とする。定理 1.1.7の線形同型写像を αG : g → TeG, αH :

h → TeHとすると、df = α−1
H ◦ dfe ◦ αG : g → h は Lie環の準同型写像になる。

g
df−−−→ h

αG

y∼= ∼=
yαH

TeG
dfe−−−→ TeH
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定義 1.1.26 Lie群の準同型写像 f : G → Hに対して、df = α−1
H ◦ dfe ◦αG : g → h

を f の微分と呼ぶ。この用語を使うと定理 1.1.25は Lie群の準同型写像の微分は
Lie環の準同型写像になると言い換えることができる。

命題 1.1.27 A,B,CをLie群とし、これらのLie環をそれぞれ a, b, cとおく。Aの
恒等写像の微分は aの恒等写像である。また f : A → B, g : B → C を Lie群の準
同型写像とすると、d(g ◦ f) = dg ◦ df : a → c が成り立つ。

系 1.1.28 A,Bを Lie群とし、これらの Lie環をそれぞれ a, bとおく。f : A → B

を Lie群の同型写像とすると、df : a → bは Lie環の同型写像になる。

一般に上の系の逆は真ではない。被覆準同型写像は同型にはならないが、その
微分は Lie環の同型写像になる。

命題 1.1.29 G,Hを Lie群とし、これらの Lie環と指数写像をそれぞれ g, expGと
h, expH で表す。f : G → Hを Lie群の準同型写像とすると、次が成り立つ。

f(expG X) = expH(df(X)) (X ∈ g).

g
df−−−→ h

expG

y
yexpH

G
f−−−→ H

定義 1.1.30 Lie群Gと有限次元ベクトル空間V に対して、GからGL(V )へのLie

群の準同型写像をGの表現と呼ぶ。Lie環 gとベクトル空間 V に対して、gから
gl(V )への Lie環の準同型写像を gの表現と呼ぶ。

命題 1.1.31 Lie環 gの元Xに対して ad(X)(Y ) = [X,Y ], Y ∈ gとして ad(X) ∈
gl(g)を定めると ad : g → gl(g) は Lie環の表現になる。

定義 1.1.32 Lie環 gに対して定まる表現 ad : g → gl(g) を gの随伴表現と呼ぶ。

定理 1.1.33 Lie群Gの元 gに対して Lg ◦ Rg−1 : G → GはGの内部自己同型に
なる。Ad(g) = d(Lg ◦ Rg−1)とおく。Gの Lie環を gとすると、Ad(g) ∈ GL(g)

となり g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X) (g ∈ G, X ∈ g) が成り立つ。さらに、
Ad : G → GL(g) は Lie群の表現になりAdの微分は gの随伴表現 adに一致する。

定義 1.1.34 Lie群 Gに対して定まる表現 Ad : G → GL(g) を Gの随伴表現と
呼ぶ。

g exp X = g exp Xg−1g = exp(Ad(g)X)gとなるので、随伴表現は群演算の非可
換の度合を測っているとみなせる。
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例 1.1.35 有限次元ベクトル空間 V に対する一般線形群GL(V )の随伴表現を求め
てみよう。例 1.1.18より、GL(V )の指数写像は線形変換の指数関数に一致する。
g ∈ GL(V ), X ∈ gl(V )に対して

Ad(g)X =
d

dt
(getXg−1)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
etgXg−1

∣∣∣∣
t=0

= gXg−1.

定義 1.1.36 Lie群Hが Lie群Gの Lie部分群であるとは、HがGの部分多様体
であり同時にHがGの部分群であることをいう。

定理 1.1.37 Gを Lie群としHをGの部分群とする。HがGの閉集合ならば、H

は相対位相に関して Lie部分群になる。

定義 1.1.38 一般線形群の閉 Lie部分群を線形Lie群と呼ぶ。

定義 1.1.39 V を有限次元実ベクトル空間とし、SL(V ) = {g ∈ GL(V ) | det g = 1}
と表すと、SL(V )は線形Lie群になる。SL(V )を特殊線形群と呼ぶ。SL(V )のLie

環を sl(V )で表すと、sl(V ) = {X ∈ gl(V ) | trX = 0} となる。Rnにおける特殊線
形群とその Lie環を SL(n,R), sl(n,R)とも書く。複素数の場合も同様に特殊線形
群を定義できる。

K = R,Cのとき、K − {0}を乗法に関して Lie群とみなすと、det : GL(V ) →
K − {0}は Lie群の準同型になり、その微分は d(det) = tr : gl(V ) → K になるこ
とが行列式の微分の計算からわかる。
四元数の場合には、実数や複素数の場合のように行列式を定義できないので、特
殊線形群を同様に考えることはできない。

定義 1.1.40 Rnの標準内積を保つ線形変換、すなわち直交変換の全体をO(n)で
表し直交群と呼ぶ。

O(n) = {g ∈ GL(n,R) | tgg = 1n}

となり、O(n)は線形 Lie群になる。SO(n) = O(n) ∩ SL(n,R)を回転群と呼ぶ。
Rnの標準内積を 〈 , 〉で表すと

〈gX, gY 〉 = 〈X,Y 〉 (g ∈ O(n), X, Y ∈ Rn)

が成り立つ。これを微分することによりO(n)の Lie環 o(n)は次で与えられる。

o(n) = {T ∈ gl(n,R) | 〈TX, Y 〉+ 〈X,TY 〉 = 0}
= {T ∈ gl(n,R) | T は交代行列 }.

これより、dim O(n) = n(n − 1)/2であることがわかる。O(n)の単位連結成分は
O(n)0 = SO(n)となり、O(n)と SO(n)の Lie環は同型になることがわかる。
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定義 1.1.41 K = C,Hの場合もKnの標準Hermite内積を保つ線形変換、すなわ
ちユニタリ変換、四元数ユニタリ変換の全体をU(n), Sp(n)で表し、それぞれユニ
タリ群、シンプレクティック群と呼ぶ。X ∈ Mn(K)に対してX∗ = tX̄と表すと

U(n) = {g ∈ GL(n,C) | g∗g = 1n},
Sp(n) = {g ∈ GL(n,H) | g∗g = 1n}

となり、U(n), Sp(n)は線形 Lie群になる。SU(n) = U(n) ∩ SL(n,C)を特殊ユニ
タリ群と呼ぶ。U(n), Sp(n), SU(n)の Lie環 u(n), sp(n), su(n)は次で与えられる。

u(n) = {T ∈ gl(n,C) | X∗ + X = 0},
sp(n) = {T ∈ gl(n,H) | X∗ + X = 0},
su(n) = {T ∈ gl(n,C) | X∗ + X = 0, trX = 0}.

これらより、dim U(n) = n(n − 1) + n = n2, dim Sp(n) = 2n(n − 1) + 3n =

n(2n + 1), dim SU(n) = n2− 1であることがわかる。U(n), Sp(n), SU(n)はすべて
連結になることがわかる。

1.2 Riemann多様体
定義 1.2.1 多様体M の各点 p ∈ M の接ベクトル空間 TpM に内積 〈 , 〉pが存在
し、M 上の任意の C∞級ベクトル場X,Y に対して 〈X,Y 〉がM 上の C∞級関数
になるとき、〈 , 〉をM 上のRiemann計量と呼び、(M, 〈 , 〉)をRiemann多様
体と呼ぶ。Riemann多様体の接ベクトルの長さや角度は、Riemann計量によって
Euclid空間と同様に定める。

定義 1.2.2 Riemann多様体 (M, 〈 , 〉)の曲線 c : [a, b] → M の長さ L(c)を

L(c) =

∫ b

a

〈c′(t), c′(t)〉1/2dt

によって定める。M が連結な場合、p, q ∈ M に対して

d(p, q) = inf{L(c) | cは pと qを結ぶ曲線 }

によって d(p, q)を定める。

命題 1.2.3 定義 1.2.2で定めた dは連結Riemann多様体の距離になり、この距離
から定まる位相は多様体構造を定める位相に一致する。
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定理 1.2.4 Riemann多様体 (M, 〈 , 〉)のベクトル場X,Y, Zに対して

〈∇XY, Z〉 =
1

2
(X〈Y, Z〉+ Y 〈Z, X〉 − Z〈X,Y 〉

+ 〈[X,Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉+ 〈[Z, X], Y 〉)

を満たすようにベクトル場∇XY が定まり、

∇XY −∇Y X = [X,Y ], ∇X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉

を満たす。

定義 1.2.5 定理 1.2.4で定めた接続∇をRiemann多様体のLevi-Civita接続と呼
ぶ。また、∇XY を Y のXによる共変微分という。

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

によって曲率テンソルRを定める。

定義 1.2.6 Riemann多様体 (M, 〈 , 〉)の曲線 cに沿って定義されたベクトル場X

に対して、∇c′(t)Xを定めることができる。∇c′(t)c
′(t) = 0を満たす曲線 c(t)を測地

線と呼ぶ。

定義 1.2.7 常微分方程式の解の存在と一意性より、p ∈ M とX ∈ TpM に対して
0を含むある開区間 Iと測地線 γX : I → M が存在して

γX(0) = p, γ′X(0) = X

を満たすことがわかる。Expp(X) = γX(1)によって、Expp : Bp → M を定める。
BpはTpMの原点を含む開集合であり、TpM全体になるとは限らない。ExppをM

の指数写像と呼ぶ。

指数写像を使うとpを始点としX ∈ TpMを初速度とする測地線は t 7→ Expp(tX)

と表すことができる。Riemann対称空間において、Lie群の指数写像と Riemann

多様体の指数写像は密接な関係にあることがわかる。

定理 1.2.8 (Hopf-Rinow) 連結 Riemann多様体M に対して次の条件は同値に
なる。

(1) ある点 p ∈ M において Exppは TpM 全体で定義できる。

(2) すべての点 p ∈ M において Exppは TpM 全体で定義できる。

(3) M は距離 dに関して完備距離空間になる。



1.2. Riemann多様体 9

これらの条件が成り立つとき、任意の p, q ∈ M に対して p, qを結ぶ最短測地線が
存在する。

定義 1.2.9 定理 1.2.8の条件を満たす連結Riemann多様体を完備Riemann多様体
という。

定義 1.2.10 Mを完備Riemann多様体とする。p ∈ Mと単位接ベクトルX ∈ TpM

に対して

t(X) = sup{s > 0 | Expp(uX)(0 ≤ u ≤ s)は端点を結ぶ最短測地線 }
とおき、

C̃p(M) =
⋃

X∈TpM

|X|=1

t(X)X, Cp(M) = Expp(C̃p(M))

によって、M の pにおける接最小軌跡 C̃p(M)と最小軌跡Cp(M)を定義する。た
だし、C̃p(M)の定義の合併において、t(X) = ∞となるXは考えないことにする。

M = Enのときは、どの測地線をどこまで延しても最短なので、すべての単位接
ベクトルXに対して t(X) = ∞になる。したがって、C̃p(En) = ∅, Cp(En) = ∅が成
り立つ。Mが単位球面Snのときは、すべての単位接ベクトルXに対して t(X) = π

となる。したがって、C̃p(S
n) = {Y ∈ TpS

n | |Y | = π}, Cp(S
n) = {−p} が成り

立つ。
一般の連結完備Riemann多様体M に対して、

Bp =
⋃

X∈TpM

|X|=1

{uX | 0 ≤ u < t(X)}

とおくと、Bpは n次元円板と位相同型になり、Expp : Bp → M − Cp(M)は微分
同型になることがわかる。さらに、M = (M −Cp(M))∪Cp(M)が成り立つので、
Cp(M)はM の構造を調べる上で重要である。

定義 1.2.11 次元が 2以上の Riemann多様体M の点 pにおける接ベクトル空間
TpM 内の 2次元部分空間 σに対して、

Kσ =
〈R(X,Y )Y, X〉
|X ∧ Y |2 (X,Y は σの基底)

とおき、Kσを σの断面曲率と呼ぶ。ここで、|X ∧Y |はX,Y の張る平行四辺形の
面積である。dim M = 2のとき、断面曲率はGauss曲率と一致する。

定義 1.2.12 次元が 2以上のRiemann多様体M の接ベクトルX,Y に対して、

Ric(X,Y ) = tr(Z 7→ R(Z, X)Y )

によってM 上の (0, 2)型テンソル場Ricを定める。RicをRicciテンソルと呼ぶ。
単位接ベクトルX に対してRic(X,X)をX のRicci曲率と呼ぶ。Ricci曲率が一
定値をとるとき、M をEinstein多様体と呼ぶ。
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完備Riemann多様体の曲率と位相に関して以下の結果が知られている。

定理 1.2.13 (Cartan) M を連結、単連結な完備Riemann多様体とし、その断面
曲率は 0以下と仮定する。このとき、M の任意の点 pに対してExpp : TpM → M

は微分同型写像になる。

定理 1.2.14 (Myers) M を連結完備Riemann多様体とし、ある正数 cが存在し、
任意の単位接ベクトルX の Ricci曲率が Ric(X,X) ≥ cを満たすと仮定する。こ
のとき、M はコンパクトになり、基本群 π1(M, p)は有限群になる。

上の二つの定理はRiemann対称空間の位相を考えるときに基本的役割を果たす。

1.3 Riemann等質空間
定義 1.3.1 Mを多様体としGをLie群とする。C∞級写像G×M → M ; (g, x) 7→
g · xが存在し、任意の g1, g2 ∈ G, x ∈ M とGの単位元 eに対して

(g1g2) · x = g1 · (g2 · x), e · x = x

が成り立つとき、GをMのLie変換群と呼ぶ。さらに任意の x, y ∈ Mに対してあ
る g ∈ Gが存在して g · x = yとなるときGはM に推移的に作用しているという。

定理 1.3.2 GをLie群としHをGの閉Lie部分群とする。射影π : G → G/H; g 7→
gHによってGのH による剰余類の全体G/Hに商位相をいれる。すなわち、

{O ⊂ G/H | π−1(O)は G の開集合 }
をG/Hの開集合系として定める。このとき、

G× (G/H) → G/H; (g, xH) 7→ gxH

によってGがG/Hの Lie変換群になるようなG/Hの多様体構造が存在する。

定義 1.3.3 Gを Lie群としH をGの閉 Lie部分群とする。定理 1.3.2で存在を示
した多様体構造を持つG/HをGの等質空間と呼ぶ。GはG/Hに推移的に作用す
る Lie変換群になっている。

定理 1.3.4 Gは多様体M に推移的に作用している Lie変換群でGの連結成分の
個数は可算であるとする。p ∈ M をとり

Gp = {g ∈ G | g · p = p}
とおくと、GpはGの閉 Lie部分群になる。さらに写像

α : G/Gp → M ; gGp 7→ g · p
は等質空間G/GpとM との間の微分同型写像になる。
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定義 1.3.5 Riemann計量を持つLie群の任意の左移動が等長的になっているとき、
そのRiemann計量を左不変という。任意の右移動も等長的になる左不変Riemann

計量を、両側不変Riemann計量という。

命題 1.3.6 Lie群Gの左不変Riemann計量の全体と、その Lie環 gの内積の全体
は一対一に対応する。さらに、Gの両側不変Riemann計量の全体と、gのAd(G)

不変な内積の全体は一対一に対応する。

随伴表現Adの定め方 (定理 1.1.33)より、Gの元 gに対して

Ad(g) = d(Lg ◦Rg−1) = dLg ◦ dRg−1

となり、Gの両側不変Riemann計量の全体と、gのAd(G)不変な内積の全体は一
対一に対応することがわかる。

定理 1.3.7 GをコンパクトHausdorff位相群とする。このとき、次の条件を満た
すG上のRadon測度 µGが一意的に存在する。

(1) µG(G) = 1

(2) G上の µG可積分関数 f と g ∈ Gに対して
∫

G

f(gx)dµG(x) =

∫

G

f(x)dµG(x)

(3) G上の µG可積分関数 f と g ∈ Gに対して
∫

G

f(xg)dµG(x) =

∫

G

f(x)dµG(x)

(4) G上の µG可積分関数 f に対して
∫

G

f(x−1)dµG(x) =

∫

G

f(x)dµG(x)

定義 1.3.8 定理 1.3.7で定まるコンパクト Hausdorff位相群 G上の測度を、Gの
Haar測度と呼ぶ。

注意 1.3.9 有限群Gに対して

µG(X) =
#X

#G
(X ⊂ G)

によってG上の測度 µGを定める。G上の関数 f に対して、
∫

G

fdµG =
1

#G

∑
g∈G

f(g)

となり、µGは定理 1.3.7の条件を満たす。コンパクトHausdorff位相群上のHaar

測度は、有限群上の元の個数による測度の一般化とみることができる。
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命題 1.3.10 (ρ, V )をコンパクトHausdorff位相群Gの表現とすると、ρが直交（ユ
ニタリ）表現になるような V の内積が存在する。

V の内積A0を一つとっておく。任意の u, v ∈ V について

Ã0(u, v) =

∫
A0(ρ(g)−1(u), ρ(g)−1(v))dµGg

によって Ã0を定めると、Ã0に関して ρが直交 (ユニタリ)表現になる。

系 1.3.11 コンパクト Lie群には、両側不変Riemann計量が存在する。

例 1.3.12 直交群 O(n)の両側不変 Riemann計量は以下のように具体的に構成で
きる。

〈X,Y 〉 = tr(tXY ) (X,Y ∈ o(n))

によってO(n)の Lie環 o(n)上の二次形式 〈 , 〉を定める。

〈X,Y 〉 = tr(tXY ) = tr(t(tXY )) = tr(tY X) = 〈Y, X〉

だから、〈 , 〉は対称になっている。さらに、X = (Xij), Y = (Yij) ∈ o(n)に対して

〈X,Y 〉 = tr(tXY ) =
∑
i,j

XijYij

より 〈 , 〉は正定値になる。この等式からでも 〈 , 〉が対称になることがわかる。任
意の g ∈ O(n)に対して

Ad(g)X = gXg−1 = gX tg (X ∈ o(n))

となるので、

〈Ad(g)X, Ad(g)Y 〉 = tr(t(gX tg)gY tg) = tr(g tX tggY tg)

= tr(tXY ) = 〈X,Y 〉.

したがって、〈 , 〉はAd(O(n))不変になり、命題 1.3.6より、対応するO(n)上の
Riemann計量は両側不変になる。

例 1.3.13 ユニタリ群 U(n)の両側不変 Riemann計量は以下のように具体的に構
成できる。複素正方行列Xに対してX∗ = tX̄と書く。

〈X,Y 〉 = Retr(X∗Y ) (X,Y ∈ u(n))

によって U(n)の Lie環 u(n)上の二次形式 〈 , 〉を定める。

〈X,Y 〉 = Retr(X∗Y ) = Retr((X∗Y )∗) = Retr(Y ∗X) = 〈Y, X〉
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だから、〈 , 〉は対称になっている。さらに、X = (Xij), Y = (Yij) ∈ u(n)に対して

〈X,Y 〉 = Retr(X∗Y ) = Re
∑
i,j

X̄ijYij =
∑
i,j

Re(X̄ijYij)

=
∑
i,j

(ReXijReYij + ImXijImYij)

より 〈 , 〉は正定値になる。この等式からでも 〈 , 〉が対称になることがわかる。任
意の g ∈ U(n)に対して

Ad(g)X = gXg−1 = gXg∗ (X ∈ u(n))

となるので、

〈Ad(g)X, Ad(g)Y 〉 = Retr((gXg∗)∗gY g∗) = Retr(gX∗g∗gY g∗)

= Retr(X∗Y ) = 〈X,Y 〉.

したがって、〈 , 〉は Ad(U(n))不変になり、命題 1.3.6より、対応する U(n)上の
Riemann計量は両側不変になる。

例 1.3.14 シンプレクティック群 Sp(n)の両側不変Riemann計量は以下のように
具体的に構成できる。四元数正方行列Xに対してX∗ = tX̄と書く。

〈X,Y 〉 = Retr(X∗Y ) (X,Y ∈ sp(n))

によって Sp(n)の Lie環 sp(n)上の二次形式 〈 , 〉を定める。

〈X,Y 〉 = Retr(X∗Y ) = Retr((X∗Y )∗) = Retr(Y ∗X) = 〈Y, X〉

だから、〈 , 〉は対称になっている。さらに、X = (Xab), Y = (Yab) ∈ sp(n)に対
して

〈X,Y 〉 = Retr(X∗Y ) = Re
∑

a,b

X̄abYab =
∑

a,b

Re(X̄abYab)

=
∑

a,b

(ReXabReYab + ImiXabImiYab + ImjXabImjYab + ImkXabImkYab)

より 〈 , 〉は正定値になる。この等式からでも 〈 , 〉が対称になることがわかる。内
積の不変性を示すために準備をしておく。四元数の積は可換ではないので、四元数
正方行列A,Bに対して tr(AB) = tr(BA)は一般には成立しない。しかしながら、
四元数 u, vに対してRe(uv) = Re(vu)は成り立つので、Retr(AB) = Retr(BA)は
成立する。任意の g ∈ Sp(n)に対して

Ad(g)X = gXg−1 = gXg∗ (X ∈ sp(n))
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となるので、

〈Ad(g)X, Ad(g)Y 〉 = Retr((gXg∗)∗gY g∗) = Retr(gX∗g∗gY g∗)

= Retr(X∗Y ) = 〈X,Y 〉.

したがって、〈 , 〉はAd(Sp(n))不変になり、命題 1.3.6より、対応する Sp(n)上の
Riemann計量は両側不変になる。

定義 1.3.15 Riemann計量を持つ等質空間G/Hとする。定理 1.3.2で定まるGの
G/Hへの作用が等長的になっているとき、そのRiemann計量をG不変という。

命題 1.3.16 Gを Lie群とし、H をGの閉 Lie部分群とする。GとH の Lie環を
それぞれ gと hで表す。このとき、等質空間G/HのG不変Riemann計量の全体
と、商ベクトル空間 g/hのAdG(H)不変な内積の全体は、一対一に対応する。

系 1.3.17 GをLie群とし、HをGのコンパクトLie部分群とする。GとHのLie

環をそれぞれ gと hで表す。このとき、gの直和分解

g = h + m

が存在し、
AdG(H)h ⊂ h, AdG(H)m ⊂ m,

を満たす。等質空間G/HのG不変Riemann計量の全体と、mのAdG(H)不変な
内積の全体は、一対一に対応する。さらに、mのAdG(H)不変な内積は存在し、し
たがって、G/HのG不変Riemann計量も存在する。

1.4 Grassmann多様体
1.1節と同様、KはR、CまたはHのいずれかに等しいものとする。自然数 r, n

をとる。r + n次元Kベクトル空間Kr+n内の r次元K部分空間全体をGr(Kr+n)

で表す。Gr(Kr+n)をGrassmann多様体と呼ぶ。特に r = 1の場合にG1(K1+n)

は n次元K射影空間と呼び、KP nとも書く。Gr(Kr+n)の元 V に対して

φV : HomK(V, V ⊥) → Gr(Kr+n) ; f 7→ graphf = {v + f(v) | v ∈ V }

とおくと、{φV | V ∈ Gr(Kr+n)}はGr(Kr+n)の多様体構造を定める。係数体がC
の場合、Gr(Cr+n)は複素多様体になる。係数体K = R,C,Hに応じて d = 1, 2, 4

とすると、各Grassmann多様体の次元は

dim Gr(Kr+n) = dim HomK(V, V ⊥) = drn

となる。Gr(Cr+n)の複素多様体としての次元は rnである。
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証明 V ∈ dim Gr(Kr+n)に対して

OV = {U ∈ Gr(Kr+n) | U ∩ V ⊥ = {0}}

とおいて
(∗) φV (HomK(V, V ⊥)) = OV

が成り立つことを示す。f ∈ HomK(V, V ⊥)に対して graphf の任意の元は v ∈ V

によって v + f(v)と表すことができる。v + f(v) ∈ V ⊥とすると v = 0となり、
f(v) = 0すなわち v + f(v) = 0が成り立つ。よって

φV (HomK(V, V ⊥)) ⊂ OV

を得る。逆にU∩V ⊥ = {0}を満たすU ∈ dim Gr(Kr+n)をとる。Kr+nからV への直
交射影PV の核はV ⊥だから、PV のUへの制限PV |U : U → V の核はU∩V ⊥ = {0}
となって PV |U は単射になる。U と V は次元が等しいのでPV |U は線形同型写像に
なる。そこでその逆写像を g : V → U で表す。vに対して g(v) ∈ U の V への直交
射影が vになるので、g(v) − v ∈ V ⊥が成り立つ。そこで f(v) = g(v) − vとおく
と、f ∈ HomK(V, V ⊥)となり、

graphf = {v + f(v) | v ∈ V } = {g(v) | v ∈ V } = U.

したがって、
φV (HomK(V, V ⊥)) ⊃ OV

となり、(∗)が成り立つことがわかる。
V, W ∈ Gr(Kr+n)に対して

φ−1
W ◦ φV : φ−1

V (OV ∩OW ) → φ−1
W (OV ∩OW )

が微分同型写像になることを示す。まず

φ−1
V (OV ∩OW ) ⊂ HomK(V, V ⊥), φ−1

W (OV ∩OW ) ⊂ HomK(W,W⊥)

が開集合になることを示しておく。φV とグラフの定義より

φ−1
V (OV ∩OW ) = {f ∈ HomK(V, V ⊥) | graphf ∩W⊥ = {0}}

= {f ∈ HomK(V, V ⊥) | PW (graphf) = W}
= {f ∈ HomK(V, V ⊥) | PW ◦ (1V + f) : K線形同型写像 }

となり、φ−1
V (OV ∩OW )は写像

HomK(V, V ⊥) → HomK(V, W ) ; f 7→ PW ◦ (1V + f)
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のK線形同型写像全体の逆像になる。HomK(V, W )においてK線形同型写像全体
は開集合になり、φ−1

V (OV ∩OW )はHomK(V, V ⊥)の開集合になる。φ−1
W (OV ∩OW )

についても同様である。
f ∈ φ−1

V (OV ∩OW )に対して φV (f) = graphf となり、上の議論より

PW |graphf : graphf → W

の逆写像 (PW |graphf )
−1によってφW (graphf) = (PW |graphf )

−1−1W となる。よって

φ−1
W ◦ φV (f) = (PW |graphf )

−1 − 1W .

これより
φ−1

W ◦ φV : φ−1
V (OV ∩OW ) → φ−1

W (OV ∩OW )

が微分同型写像になることがわかる。
以上で {φV | V ∈ Gr(Kr+n)}はGr(Kr+n)の多様体構造を定めることがわかる。
係数体がCの場合、Gr(Cr+n)は複素多様体になることもわかる。

Grassmann多様体はRiemann等質空間になり、コンパクト線形 Lie群の商空間
による表示を持つことを示す。

UK(m) =





O(m) (K = R),

U(m) (K = C),

Sp(m) (K = H),

SUK(m) =





SO(m) (K = R),

SU(m) (K = C),

Sp(m) (K = H)

とおく。これらはすべて線形Lie群になる。まず、UK(r+n)がGr(Kr+n)に推移的に
作用することを示す。Kr+nの標準的正規直交基底を e1, . . . , er+nで表す。K = C,H
の場合はそれぞれ対応する Hermite内積に関するユニタリ基底とする。o = Kr

を Gr(Kr+n)の原点とする。任意の V ∈ Gr(Kr+n)に対して、V の正規直交基底
v1, . . . , vrをとる。これをKr+nの正規直交基底v1, . . . , vr+nに延長する。e1, . . . , er+n

を v1, . . . , vr+nに写す UK(r + n)の元 uをとると、uo = V が成り立つ。したがっ
て、UK(r + n)のGr(Kr+n)への作用は推移的になる。Gr(Kr+n)をUK(r + n)の商
空間として表すために

K = {k ∈ UK(r + n) | ko = o}
を求める。k11 ∈ Mr,r(K), k12 ∈ Mr,n(K), k21 ∈ Mn,r(K), k22 ∈ Mn,n(K)に対して

k =

[
k11 k12

k21 k22

]
∈ K

とすると、1 ≤ i ≤ rに対して kei ∈ oとなるので、k21 = 0を得る。ko = oより
ko⊥ = o⊥となり、r + 1 ≤ j ≤ r + nに対して kej ∈ o⊥となる。よって k12 = 0を
得る。これより

K ⊂
{[

k11 0

0 k22

]
∈ UK(r + n)

∣∣∣∣∣ k11 ∈ MK(r), k22 ∈ MK(n)

}
.
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ここで右辺において k11 ∈ UK(r), k22 ∈ UK(n)となることがわかる。そこで、

UK(r)× UK(n) =

{[
k11 0

0 k22

]∣∣∣∣∣ k11 ∈ UK(r), k22 ∈ UK(n)

}

とおくと、上で示したことはK ⊂ UK(r)× UK(n)である。逆に UK(r)× UK(n)の
元が oを固定することは形からわかるので、K = UK(r) × UK(n)が成り立つ。以
上りGr(Kr+n)は UK(r + n)/UK(r)× UK(n) と微分同型になる。
K = R,Cの場合に、SUK(r+n)もGr(Kr+n)に推移的に作用することを示す。す

でにUK(r+n)の作用は推移的であることを示したので、任意のV ∈ Gr(Kr+n)に対
してあるu ∈ UK(r+n)が存在してV = uoが成り立つ。uz = diag(z, 1n), z ∈ UK(1)

とすると uz ∈ UK(r + n)となり det uz = zが成り立つ。det u ∈ UK(1)となるの
で、z = det u−1とすると uuz ∈ SUK(r + n)を得る。よって、V = uo = uuzoとな
り、SUK(r + n)もGr(Kr+n)に推移的に作用する。oを固定する SUK(r + n)の部
分群は

S(UK(r)× UK(n)) = (UK(r)× UK(n)) ∩ SU(r + n)

になる。よってGr(Kr+n)は SUK(r + n)/S(UK(r)× UK(n)) と微分同型になる。
Gr(Kr+n)の UK(r + n)不変Riemann計量を定めるために系 1.3.17を利用する。

UK(r + n)の Lie環 uK(r + n)の直和分解 uK(r + n) = uK(r)× uK(n) + mを

uK(r)× uK(n) =

{[
X11 0

0 X22

]∣∣∣∣∣ X11 ∈ uK(r), X22 ∈ uK(n)

}
,

m =

{[
0 X

−X∗ 0

]∣∣∣∣∣ X ∈ Mr,n(K)

}

によって定める。Ad(UK(r)×UK(n))m = mが成り立つことが次の計算からわかる。

k =

[
k11 0

0 k22

]
∈ UK(r)× UK(n)

に対して

Ad(k)

[
0 X

−X∗ 0

]
=

[
k11 0

0 k22

][
0 X

−X∗ 0

][
k11 0

0 k22

]∗

=

[
0 k11Xk∗22

−k22X
∗k∗11 0

]
=

[
0 k11Xk∗22

−(k11Xk∗22)
∗ 0

]
.

そこで、

m 3
[

0 X

−X∗ 0

]
↔ X ∈ Mr,n(K)



18 第 1章 準備

によってmとMr,n(K)を同一視すると、Ad(UK(r)× UK(n))のmへの作用は、
[

k11 0

0 k22

]
·X = k11Xk∗22

によるMr,n(K)への作用と同値になる。

〈X,Y 〉 = Retr(X∗Y ) (X,Y ∈ Mr,n(K))

によってMr,n(K)上の二次形式 〈 , 〉を定める。

〈X,Y 〉 = Retr(X∗Y ) = Retr((X∗Y )∗) = Retr(Y ∗X) = 〈Y, X〉

だから、〈 , 〉は対称になっている。さらに、X = (Xab), Y = (Yab) ∈ Mr,n(K)に対
して

〈X,Y 〉 = Retr(X∗Y ) = Re
∑

a,b

X̄abYab =
∑

a,b

Re(X̄abYab)

=
∑

a,b

(ReXabReYab + ImiXabImiYab + ImjXabImjYab + ImkXabImkYab)

より 〈 , 〉は正定値になる。この等式からでも 〈 , 〉が対称になることがわかる。
k11 ∈ UK(r), k22 ∈ UK(n)とX,Y ∈ Mr,n(K)に対して、

〈k11Xk∗22, k11Y k∗22〉 = Retr((k11Xk∗22)
∗k11Y k∗22) = Retr(k22X

∗k∗11k11Y k∗22)

= Retr(k22X
∗Y k∗22) = Retr(X∗Y ) = 〈X,Y 〉.

したがって、〈 , 〉は Ad(UK(r) × UK(n))不変になり、系 1.3.17より、対応する
Gr(Kr+n) = UK(r +n)/UK(r)×UK(n)上のRiemann計量はUK(r +n)不変になる。
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第2章 Riemann対称空間

2.1 Riemann対称空間
定義 2.1.1 二乗が恒等変換になる変換を対合的という。M を Riemann多様体と
する。任意の x ∈ M に対してM の対合的等長変換 sxが存在して、xは sxの孤立
不動点になるとき、M をRiemann対称空間と呼ぶ。sxを点対称と呼ぶ。

xが sxの孤立不動点になることから、xのある近傍で sxの不動点は xのみにな
る。これと s2

x = 1M をあわせると (dsx)x = −1となる。特に ssは xを通る測地線
を逆向きに変換する。

定理 2.1.2 連結Riemann対称空間は完備Riemann多様体になる。等長変換全体
のなす群は推移的に作用し、Lie変換群になる。特に、Riemann等質空間になる。

以後連結 Riemann対称空間を単に対称空間と呼ぶことにする。集合X の変換
ϕ : X → Xに対して、ϕの不動点全体を F (ϕ,X)で表す。

定理 2.1.3 Mを対称空間とする。Mの等長変換全体の単位連結成分をGで表す。
o ∈ M をとりK = {k ∈ G | ko = o}と定める。σ : G → G ; g 7→ sogsoはGの対
合的自己同型写像になり

F (σ,G)0 ⊂ K ⊂ F (σ,G)

を満たす。Gの Lie環を g、Kの Lie環を kとすると

k = {X ∈ g | dσ(X) = X}

が成り立つ。dσの−1固有空間をmとおくと、

g = k + m

は直和分解になる。π : G → M ; g 7→ goとすると次が成り立つ。

dπe : m → ToM :線形同型,

Expo(dπe(X)) = (exp X)o (X ∈ m).
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以下、dπe : m → ToM によってmと ToM を同一視する。

例 2.1.4 V ∈ Gr(Kr+n)に対して

sV = 1V − 1V ⊥ ∈ UK(r + n)

によって sV を定める。sV のKr+nへの作用はGr(Kr+n)への作用を誘導する。1.4節
で定めたRiemann計量に関してsV のGr(Kr+n)への作用は等長変換になり、s2

V = 1

を満たし、V は sV の孤立不動点になるることがわかる。これよりGr(Kr+n)は対
称空間になる。

証明 1.4節で示したように UK(r + n)のGr(Kr+n)への作用は等長変換になる
ので、特に sV の作用も等長変換になる。sV の形より s2

V = 1が成り立つこともわ
かる。OV における sV の不動点は V だけであることを証明する。OV の元 xをと
りその基底を直交直和分解Kr+n = V + V ⊥に従って v1 + v⊥1 , . . . , vr + v⊥r と表示
する。ここで、vi ∈ V, v⊥i ∈ V ⊥である。PV |x : x → V は線形同型になるので、
v1, . . . , vrは V の基底になる。sV (x) = xと仮定すると

vi =
1

2
(vi + v⊥i + sV (vi + v⊥i )) ∈ x

となり、x = {v1, . . . , vr}K = V が成り立つ。したがって、OV における sV の不動
点は V だけになり、特に V は sV の孤立不動点になる。以上でGr(Kr+n)は対称空
間になることがわかった。

1.4節で示したようにGrassmann多様体はGr(Kr+n) = UK(r+n)/UK(r)×UK(n)

と等質空間として表示できる。定理2.1.3で定めた対合的自己同型σ : G → G ; g 7→
sogsoは

σ(g) =

[
1r 0

0 −1n

]
g

[
1r 0

0 −1n

]
(g ∈ UK(r + n)).

g11 ∈ Mr,r(K), g12 ∈ Mr,n(K), g21 ∈ Mn,r(K), g22 ∈ Mn,n(K)に対して

g =

[
g11 g12

g21 g22

]
∈ UK(r + n)

とすると、

σ(g) =

[
1r 0

0 −1n

][
g11 g12

g21 g22

][
1r 0

0 −1n

]
=

[
g11 −g12

−g21 g22.

]

したがって、
F (σ, UK(r + n)) = UK(r)× UK(n)
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が成り立つ。σの微分は

dσ(X) =
d

dt
σ(exp tX)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

[
1r 0

0 −1n

]
exp tX

[
1r 0

0 −1n

]∣∣∣∣∣
t=0

=

[
1r 0

0 −1n

]
X

[
1r 0

0 −1n

]
.

これより、dσの±1固有空間分解は

uK(r + n) = uK(r)× uK(n) + m,

m =

{[
0 X

−X∗ 0

] ∣∣∣∣∣ X ∈ M(r, n;K)

}

となる。ただし、

uK(r)× uK(n) = {X ∈ uK(r + n) | dσ(X) = X},
m = {X ∈ uK(r + n) | dσ(X) = −X}.

dπe : m → To(Gr(Kr+n))によって同一視する。r ≤ nのとき、

X =




θ1

. . .

θr

−θ1

. . .

−θr




とおいて ExpX = (exp X)oを求める。行列の指数関数の定義より

exp X =




cos θ1 sin θ1

. . . . . .

cos θr sin θr

− sin θ1 cos θ1

. . . . . .

− sin θr cos θr

1r−n




となることがわかる。これより

(exp X)e1 = cos θ1e1 + sin θ1er+1,

...

(exp X)er = cos θrer + sin θre2r
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となるので、oを始点とし初速度ベクトルXの測地線は

(exp tX)o = {cos tθ1e1 + sin tθ1er+1, . . . , cos tθrer + sin tθre2r}K
となる。

定義 2.1.5 Gを連結 Lie群とし、KをGの閉部分群とする。Gの対合的自己同型
σ : G → Gが存在して、F (σ,G)0 ⊂ K ⊂ F (σ,G)を満たし、AdG(K)がコンパク
トになるとき、(G,K)をRiemann対称対と呼ぶ。

AdG(H)がコンパクトになるという条件は不変内積の存在を保証するためにある。

定理 2.1.6 (G,K)をRiemann対称対とする。π : G → G/Kで自然な射影を表し、
o = π(e)とする。Riemann対称対を定める対合的自己同型を σ : G → Gで表す。
このとき、G不変Riemann計量に対してG/Kは対称空間になり、g ∈ GのG/K

への作用を τ(g)で表すと次の等式が成り立つ。

so ◦ π = π ◦ σ, τ(σ(g)) = soτ(g)so.

2.2 曲率と全測地的部分多様体
Riemann多様体Mの部分多様体Nが次の条件を満たすとき、NをMの全測地
的部分多様体という。Nのどの測地線もMの測地線になる。Euclid空間内の次元
の低い Euclid空間や球面内の大円などは全測地的部分多様体の例である。

定理 2.2.1 (G,K)をRiemann対称対とし、Rを対称空間G/Kの曲率テンソルと
する。Riemann対称対から定まるGの Lie環 gの直和分解を g = k + mとする。
m ∼= To(G/K)を同一視する。このとき、次の等式が成り立つ。

Ro(X,Y )Z = −[[X,Y ], Z] (X,Y, Z ∈ m)

定義 2.2.2 Lie環の部分空間 nが

X,Y, Z ∈ n ⇒ [[X,Y ], Z] ∈ n

を満たすとき、nをLie三対系と呼ぶ。

Riemann対称対から定まる Lie環 gの直和分解 g = k + mについて、

[k, k] ⊂ k, [k, m] ⊂ m, [m, m] ⊂ k

が成り立つ。これはdσ : g → gがLie環の対合的自己同型であり、kがdσの+1固有
空間、mが dσの−1固有空間であることからわかる。どれも同様なので [m, m] ⊂ k

を示しておく。X,Y ∈ mに対して

dσ([X,Y ]) = [dσX, dσY ] = [−X,−Y ] = [X,Y ]
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となり、[X,Y ] ∈ kを得る。
上記のブラケット積に関する包含関係から

[[m, m], m] ⊂ [k, m] ⊂ m

が成り立ち、mは Lie三対系になることがわかる。

定理 2.2.3 (G,K)を Riemann対称対とし、これから定まるGの Lie環 gの直和
分解を g = k + mとする。m ∼= To(G/K)を同一視する。oを含むG/K の全測地
的部分多様体N に対して ToN はmに含まれる Lie三対系になる。逆に nをmに
含まれる Lie三対系とすると、Exponは oを含むG/Kの全測地的部分多様体にな
る。さらにNが平坦であることと、ToNがmの可換部分空間であることは同値に
なる。また、N が極大平坦全測地的部分多様体であることと、ToN がmに含まれ
る極大可換部分空間であることは同値になる。

n < mのとき自然な包含関係Kr+n ⊂ Kr+m は包含関係Gr(Kr+n) ⊂ Gr(Kr+m)

を導く。それぞれの Lie環の分解を

uK(r + n) = uK(r)× uK(n) + n,

uK(r + m) = uK(r)× uK(m) + m

とする。同一視 n = To(Gr(Kr+n))とm = To(Gr(Kr+m)) により nはmの部分空間
とみなせる。このとき、nはm内の r + n次正方行列の成分のみある行列全体にな
り、[[n, n], n] ⊂ n が成り立つことがわかる。さらにExpo(n) = Gr(Kr+n) が成り立
ち、Gr(Kr+n)はGr(Kr+m)の全測地的部分多様体になる。

Gr(Rr+n)の元 V に V C = V + iV ⊂ Cr+nを対応させることにより、Gr(Rr+n) ⊂
Gr(Cr+n) とみなせる。それぞれの Lie環の分解を

o(r + n) = o(r)× o(n) + n,

u(r + n) = u(r)× u(n) + m

とする。同一視 n = To(Gr(Rr+n))とm = To(Gr(Cr+n)) により nはmの部分空間
とみなせる。このとき、nはm内の実行列全体になり、[[n, n], n] ⊂ n が成り立つ
ことがわかる。さらにExpo(n) = Gr(Rr+n) が成り立ち、Gr(Rr+n)はGr(Rr+n)の
全測地的部分多様体になる。これは包含関係R ⊂ Cを利用している。
包含関係 R ⊂ Hと C ⊂ Hを利用すると、Gr(Rr+n)はGr(Hr+n)の全測地的部
分多様体になること、Gr(Cr+n)はGr(Hr+n)の全測地的部分多様体になることが
わかる。

定理 2.2.4 (G,K)を Riemann対称対とし、これから定まるGの Lie環 gの直和
分解を g = k + mとする。m ∼= To(G/K)を同一視する。aをm内の極大可換部分
空間とする。A = Expoaとおくと、次の等式が成り立つ。

m =
⋃

k∈K

Ad(k)a, G/K =
⋃

k∈K

kA.
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標準形の観点からは上の定理の主張は次のように言い換えることができる。任
意の X ∈ mに対してある k ∈ K が存在して Ad(k)X ∈ aが成り立つ。任意の
x ∈ G/Kに対してある k ∈ Kが存在して kx ∈ Aが成り立つ。

r ≤ nのときGrassmann多様体Gr(Kr+n)の場合を考える。mをMr,n(K)と同
一視する。

a =








θ1

. . .

θr




∣∣∣∣∣∣∣
θ1, . . . , θr ∈ R





は極大可換部分空間になることがわかる。さらに定理 2.2.4の主張を標準形の観
点から次のように言い換えることができる。任意の X ∈ Mr,n(K)に対してある
(k11, k22) ∈ UK(r)× UK(n) が存在して k11Xk∗22 ∈ aが成り立つ。これは行列の標
準形に他ならない。
行列群による対称空間に定理 2.2.4を適用すると多くの行列の標準形が得られる。

定義 2.2.5 定理2.2.4より極大可換部分空間同士はAd(K)の作用によって共役にな
り、特にその次元は極大可換部分空間のとり方に依存しない。そこで、rk(G/K) =

dim aとおき、これをG/Kの階数と呼ぶ。

上のGrassmann多様体の例より、r ≤ nのとき rkGr(Kr+n) = rである。特に射
影空間の階数は 1になる。射影空間の場合、

exp t




1

−1


 o = {cos te1 + sin te2}K

は周期 πの閉測地線になる。UK(1)×UK(n)の作用はすべての接ベクトルの方向を
移し合うため、oを出発するすべての測地線はこの閉測地線と移り合う。したがっ
て、すべての測地線は同じ長さの閉測地線になる。
Cn内の実 n次元部分空間 V が V ⊥ iV を満たすとき、V をLagrange部分空間

と呼ぶ。Cn内の Lagrange部分空間全体を Lag(n)で表す。Rn ⊂ Cnは Lagrange

部分空間の例である。U(n)のCnへの自然な作用は Lag(n)への作用を誘導し、こ
の作用は推移的であることがわかる。さらに、

{u ∈ U(n) | uRn = Rn} = O(n)

となり、Lag(n)は U(n)/O(n)と微分同型になる多様体構造を持つことがわかる。

σ : U(n) → U(n) ; u 7→ ū

によって自己同型 σを定めると、F (σ, U(n)) = O(n)が成り立ち、(U(n), O(n))は
Riemann対称対になる。したがって、Lag(n) ∼= U(n)/O(n)は対称空間になる。

dσ : u(n) → u(n) ; X 7→ X̄
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となり、dσの+1固有空間は o(n)であり、−1固有空間は

m = {iX | Xは実対称行列 }.

u(n)のRiemann対称対から定まる直和分解は u(n) = o(n) + mとなる。

a =








iθ1

. . .

iθn




∣∣∣∣∣∣∣
θa ∈ R





とおくと、aはmの極大可換部分空間になることがわかる。定理 2.2.4より

m =
⋃

g∈O(n)

Ad(g)a =
⋃

g∈O(n)

gag−1

が成り立つ。これを行列の標準形の観点から言い換えると次の主張になる。任意
の n次実対称行列Xに対してある g ∈ O(n)が存在して gXg−1は対角行列になる。
定理 2.2.4からは

Lag(n) =
⋃

g∈O(n)

gExp(a)Rn

もわかる。ここで、

gExp




iθ1

. . .

iθn


Rn = g{eiθ1e1, . . . , e

iθnen}R = {eiθ1ge1, . . . , e
iθngen}R

となるので、次の主張を得る。任意の V ∈ Lag(n)に対してある θ1, . . . , θnとRnの
正規直交基底 v1, . . . , vnが存在して次が成り立つ。

V = {eiθ1v1, . . . , e
iθnvn}R.

これは Lagrange部分空間の標準形とみなすことができる。

2.3 コンパクトLie群
この節ではコンパクト連結 Lie群が対称空間とみなせることを示し、Lie群とし

ての構造と対称空間としての構造の間の関係を明らかにする。
Gをコンパクト連結Lie群とする。σ(g1, g2) = (g2, g1)によって写像 σ : G×G →

G×Gを定めると、σは対合的自己同型写像になる。

∆G = {(g, g) | g ∈ G}

によって対角線集合∆Gを定めると、∆GはGとLie群として同型になり特にコン
パクトになる。さらにF (σ,G×G) = ∆Gが成り立つ。したがって、(G×G, ∆G)
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はRiemann対称対になる。このRiemann対称対から定まる対称空間G × G/∆G

は
ι : G×G/∆G → G ; (g1, g2)∆G 7→ g1g

−1
2

によってGと微分同型になる。
証明 (g1, g2)∆G = (g1g, g2g)∆Gであり、g1g(g2g)−1 = g1gg−1g2 = g1g

−1
2 とな

る。よって、ιはwell-definedである。
ι(g1, g2) = ι(g′1, g

′
2)とすると、g1g

−1
2 = g′1(g

′
2)
−1が成り立つ。このとき、

(g1, g2)∆G = (g1g
−1
2 , g2g

−1
2 )∆G = (g1g

−1
2 , e)∆G = (g′1(g

′
2)
−1, e)∆G

= (g′1, g
′
2)∆G

となり、ιは単射になる。任意の g ∈ Gに対して ι((g, e)∆G) = gとなり、ιは全射
になることもわかる。ιとその逆写像 ι−1(g) = (g, e)∆Gはともに C∞級写像にな
り、ιが微分同型であることがわかる。
この微分同型によって両者を同一視する。G×GのG×G/∆Gへの作用は ιに
よってGへの作用を誘導する。

ι((g1, g2)(x1, x2)∆G) = ι((g1x1, g2x2)∆G) = g1x1(g2x2)
−1

= g1x1x
−1
2 g−1

2 = g1ι((x1, x2)∆G)g−1
2

となるので、G×GのGへの作用は

(g1, g2) · x = g1xg−1
2 ((g1, g2) ∈ G×G, x ∈ G)

となる。これより、G×G/∆GのG×G不変Riemann計量はGの両側不変Riemann

計量に対応する。自然な射影G × G → G × G/∆Gと微分同型 ιの合成を πで表
すと

π : G×G → G ; (g1, g2) 7→ g1g
−1
2

となる。定理 2.1.6より、Gの単位元 eにおける点対称 seは se ◦ π = π ◦ σを満た
す。(g1, g2) ∈ G×Gに対して、

se(π(g1, g2)) = se(g1g
−1
2 ), π(σ(g1, g2)) = π(g2, g1) = g2g

−1
1 = (g1g

−1
2 )−1.

したがって、x ∈ Gに対して se(x) = x−1が成り立つ。一般の g ∈ Gにおける点対
称は sg(x) = gx−1gとなることが次の計算よりわかる。

sg(x) = Lg ◦ se ◦ L−1
g (x) = Lg ◦ se(g

−1x) = Lg((g
−1x)−1) = Lg(x

−1g) = gx−1g.

Gの Lie環を gで表すとG×Gの Lie環は g× gになる。

dσ(X1, X2) = (X2, X1) ((X1, X2) ∈ g× g)
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となるので、Riemann対称対に対応する直和分解 g× g = k + mは

k = {(X,X) | X ∈ g}, m = {(X,−X) | X ∈ g}

で与えられる。dπ : m → TeGを求めておく。X ∈ gに対して

dπ(X, 0) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

π(exp tX, e) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp tX = X,

dπ(0, X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

π(e, exp tX) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(exp tX)−1 = −X

となるので、
dπ(X,Y ) = X − Y (X,Y ∈ g)

を得る。特に
dπ(X,−X) = 2X (X ∈ g).

他方、定理 2.1.3よりX ∈ gに対して

Expe(dπ(X,−X)) = π(expG×G(X,−X)) = π(exp X, exp(−X))

= exp X(exp(−X))−1 = exp 2X.

となるので、Expe2X = exp 2Xすなわち

ExpeX = exp X (X ∈ g)

を得る。
gの極大可換部分 Lie環 tをとる。

a = {(X,−X) | X ∈ t}

はmの極大可換部分空間になる。したがって、定理 2.2.4より

m =
⋃

k∈∆G

Ad(k)a

を得る。k = (g, g)とすると

Ad(k)a = {(Ad(g)X,−Ad(g)X) | X ∈ t}

となるので、
g =

⋃
g∈G

Ad(g)t

を得る。T = Expe(a)とおくと、T = exp tが成り立つ。T を極大トーラスと呼ぶ。
G×GのG×G/∆Gへの作用をGへの作用とみなすと

(g1, g2)(x, e)∆G = (g1x, g2)∆ ↔ g1xg−1
2
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となる。したがって、
G =

⋃

k∈∆G

k · T =
⋃
g∈G

gTg−1.

SO(n)の場合

X(θ) =

[
0 θ

−θ 0

]
∈ o(2)

とおく。r = [n/2]とする。

t =








X(θ1)
. . .

X(θr)

(0)




∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θa ∈ R





は o(n)の極大可換 Lie部分環になることがわかる。上の行列の右下の (0)は nが
奇数の場合に 0があり、nが偶数の場合には何もないことを表している。これより

o(n) =
⋃

g∈SO(n)

Ad(g)t =
⋃

g∈SO(n)

gtg−1

が成り立つ。これを行列の標準形に関する観点から言い換えると次の主張になる。
任意の n次交代行列X ∈ o(n)に対してある g ∈ SO(n)が存在して gXg−1 ∈ tが
成り立つ。

R(θ) =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
∈ SO(2)

とおくと exp X(θ) = R(θ)となり、

T = exp t =








R(θ1)
. . .

R(θr)

(1)




∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θa ∈ R




∼= SO(2)× · · · × SO(2)

が成り立つ。tの場合と同様に、上の行列の右下の (1)は nが奇数の場合に 0があ
り、nが偶数の場合には何もないことを表している。

SO(n) =
⋃

g∈SO(n)

gTg−1

が成り立つ。これを行列の標準形に関する観点から言い換えると次の主張になる。
任意の n次回転行列 x ∈ SO(n)に対してある g ∈ SO(n)が存在して gxg−1 ∈ T が
成り立つ。
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U(n)の場合

t =








iθ1

. . .

iθn




∣∣∣∣∣∣∣
θa ∈ R





は u(n)の極大可換 Lie部分環になることがわかる。これより

u(n) =
⋃

g∈U(n)

Ad(g)t =
⋃

g∈U(n)

gtg−1

が成り立つ。これを行列の標準形に関する観点から言い換えると次の主張になる。任
意のn次交代Hermite行列X ∈ u(n)に対してある g ∈ U(n)が存在して gXg−1 ∈ t

が成り立つ。

T = exp t =








eiθ1

. . .

eiθn




∣∣∣∣∣∣∣
θa ∈ R




∼= U(1)× · · · × U(1)

となり
U(n) =

⋃

g∈U(n)

gTg−1

が成り立つ。これを行列の標準形に関する観点から言い換えると次の主張になる。
任意の n次ユニタリ行列 x ∈ U(n)に対してある g ∈ U(n)が存在して gxg−1 ∈ T

が成り立つ。
Sp(n)の場合

t =








iθ1

. . .

iθn




∣∣∣∣∣∣∣
θa ∈ R





は sp(n)の極大可換 Lie部分環になることがわかる。これより

sp(n) =
⋃

g∈Sp(n)

Ad(g)t =
⋃

g∈Sp(n)

gtg−1

が成り立つ。これを行列の標準形に関する観点から言い換えると次の主張になる。
任意の n次四元数交代Hermite行列X ∈ sp(n)に対してある g ∈ Sp(n)が存在し
て gXg−1 ∈ tが成り立つ。

T = exp t =








eiθ1

. . .

eiθn




∣∣∣∣∣∣∣
θa ∈ R




∼= U(1)× · · · × U(1)

となり
Sp(n) =

⋃

g∈Sp(n)

gTg−1
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が成り立つ。これを行列の標準形に関する観点から言い換えると次の主張になる。
任意の n次シンプレクティック行列 x ∈ Sp(n)に対してある g ∈ Sp(n)が存在して
gxg−1 ∈ T が成り立つ。
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対称空間の曲率テンソルはLie環のブラケット積で表示できることから、対称空間
の局所的性質とLie環の構造の間には密接な関係がある。さらに対称空間の分類と
Lie環の分類の間にも密接な関係がある。そこで、この章ではその準備として複素
半単純 Lie環の構造について解説する。

3.1 半単純Lie環
定義 1.1.4では係数体が実数の場合の Lie環を定義したが、この節以降では係数
体を複素数にしたLie環も扱う。それらを区別するために定義 1.1.4で定義したLie

環を実Lie環と呼ぶことにする。

定義 3.1.1 複素ベクトル空間 gに複素双線形写像 [ , ] : g× g → gがあり、すべて
の元X,Y, Z ∈ gに対して

[X,Y ] = −[Y, X], [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y ] = 0

が成り立つとき、gを複素Lie環と呼ぶ。

実 Lie環に対して定義した Lie部分環、準同型写像、同型写像などの概念は係数
体が複素数の場合も同様に使うことにする。この節で扱うLie環は特に断わらない
かぎり実または複素有限次元 Lie環である。実と複素の特定していないでただ Lie

環という場合は、実と複素の両方の Lie環で成り立つ事項を扱かっているものと
する。

定義 3.1.2 Lie環 gのベクトル部分空間 hが、

X ∈ h, Y ∈ g ⇒ [X,Y ] ∈ h

を満たすとき、hを gのイデアルと呼ぶ。gの次元が 2以上であって、自分自身と
{0}以外のイデアルを持たないとき、gを単純という。単純Lie環の直和になるLie

環を半単純という。Lie群のLie環が単純になるとき、そのLie群を単純という。同
様に、Lie群の Lie環が半単純になるとき、その Lie群を半単純という。
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定義 3.1.3 Lie環 gのKilling形式Bを次で定義する。

B(X,Y ) = tr(ad(X)ad(Y )) (X,Y ∈ g).

Bは対称になる。さらにBは gの自己同型に関して不変になることがわかる。

定理 3.1.4 Lie環が半単純になるための必要十分条件は、そのKilling形式が非退
化になることである。

例 3.1.5 o(3)について考える。

e1 =




0 1 0

−1 0 0

0 0 0


 , e2 =




0 0 0

0 0 1

0 −1 0


 , e3 =




0 0 1

0 0 0

−1 0 0




とおくと e1, e2, e3は o(3)の基底になり

[e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2

が成り立つ。これより ad(ei)(1 ≤ i ≤ 3)の基底 e1, e2, e3に関する表現行列は

ad(e1) :




0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 , ad(e2) :




0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 , ad(e3) :




0 −1 0

1 0 0

0 0 0




になり

B(e1, e1) = tr(ad(e1)ad(e1)) = −2, B(e1, e2) = B(e2, e1) = 0,

B(e1, e3) = B(e3, e1) = 0, B(e2, e2) = −2, B(e2, e3) = 0, B(e3, e3) = −2.

したがってBの e1, e2, e3に関する表現行列は


−2 0 0

0 −2 0

0 0 −2




となり、Bは非退化になる。したがって、定理 3.1.3より o(3)は半単純になる。実
は単純になることもわかる。

例 3.1.6 su(2)について考える。

e1 =

[ √−1 0

0 −√−1

]
, e2 =

[
0 1

−1 0

]
, e3 =

[
0

√−1√−1 0

]
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とおくと e1, e2, e3は su(2)の基底になり

[e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2

が成り立つ。これより su(2)は o(3)とLie環として同型になることがわかる。した
がって、su(2)も単純 Lie環になる。さらに

su(2) +
√−1su(2) =

3∑
i=1

(Rei + R
√−1ei) = sl(2,C)

が成り立ち、sl(2,C)は su(2)の複素化とみなせる。一般に、実 Lie環のベクトル
空間としての複素化には自然に複素 Lie環の構造が定まる。Lie環の複素化の定義
は定義 3.4.6で与える。su(2)は最初から sl(2,C)に含まれているため、複素化を考
えやすい。e1, e2, e3は sl(2,C)の基底にもなり、sl(2,C)のKilling形式も非退化に
なることがわかる。したがって、定理 3.1.3より sl(2,C)は半単純になる。実は単
純になることもわかる。

上記の例ではコンパクト単純Lie群SU(2)のLie環 su(2)の複素化が複素単純Lie

環 sl(2,C)になっている。この現象はこの場合にかぎらず一般的に成り立つ。これ
についてはあとで述べる。さらにこの現象は後で述べる単純Lie環の分類やコンパ
クト型Rimann対称空間と非コンパクト型Riemann対称空間の双対性と深く関係
している。

3.2 Cartan部分環とルート空間分解
定義 3.2.1 複素半単純 Lie環 gの Lie部分環 hが次の条件を満たすとき、hを gの
Cartan部分環と呼ぶ。

(1) hは gの極大可換 Lie部分環である。

(2) 各H ∈ hに対して、adH : g → gは対角化可能である。

定理 3.2.2 複素半単純 Lie環はCartan部分環を持つ。

gを複素半単純 Lie環とし、hをそのCartan部分環とする。各H ∈ hに対して
adH : g → gは対角化可能である。さらに、H1, H2 ∈ hをとると

adH1adH2 − adH2adH1 = [adH1, adH2] = ad[H1, H2] = 0

となるので、adH1と adH2は可換になる。よって、これらは同時対角化可能であ
る。同様に、{adH | H ∈ h}はすべて同時対角化可能になる。この状況は次のルー
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ト空間で記述することでより明確に表現できる。べクトル空間 V の双対空間を V ∗

で表す。α ∈ h∗に対して

gα = {X ∈ g | [H, X] = α(H)X (H ∈ h)}

によって gの hに関するルート空間 gαを定める。α ∈ h∗ − {0}に対して gα 6= {0}
のとき、αを gの hに関するルートと呼び、その全体を∆で表しルート系と呼ぶ。

定理 3.2.3 複素半単純 Lie環 gのCartan部分環 hに対して以下が成り立つ。

(1) g = h +
∑
α∈∆

gα は直和になる。

(2) 各 α ∈ ∆に対して dim gα = 1.

(3) α, β ∈ ∆に対して [gα, gβ] ⊂ gα+βが成り立ち、α + β ∈ ∆を満たすときは、
[gα, gβ] = gα+β が成り立つ。

(4) gのKilling形式Bを h× h に制限すると非退化になる。α ∈ h∗に対して

B(H, Hα) = α(H) (H ∈ h)

を満たすHα ∈ hが一意的に存在する。

(5) α ∈ ∆に対して−α ∈ ∆となり、

[gα, g−α] = CHα, α(Hα) 6= 0.

例 3.2.4 sl(n,C)の Lie部分環を

h =








z1

. . .

zn




∣∣∣∣∣∣∣
zi ∈ C, z1 + · · ·+ zn = 0





によって定めると、hは可換Lie部分環になる。1 ≤ i 6= j ≤ nに対してEi,jで (i, j)

成分のみ 1で他の成分は 0の n次正方行列を表す。

H =




z1

. . .

zn


 ∈ h

に対して
[H, Ei,j] = HEi,j − Ei,jH = (zi − zj)Ei,j.
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よって、各Ei,jは {adH | H ∈ h}の同時固有ベクトルになっている。これをふま
えて ei ∈ h∗を

ei




z1

. . .

zn


 = zi

によって定め、αi,j = ei − ejとおくと、

gαi,j
= {X ∈ sl(n,C) | [H, X] = αi,j(H)X (H ∈ h)} = CEi,j

が成り立つ。さらに

(∗) sl(n,C) = h +
∑

i6=j

CEi,j = h +
∑

i6=j

gαi,j

は直和分解になる。これより、hは極大可換Lie部分環になることがわかる。また、
各 adH (H ∈ h)は対角化可能になる。以上より、hは sl(n,C)のCartan部分環にな
る。(∗)は sl(n,C)の hによるルート空間分解になる。ルート系は次のようになる。

∆ = {αi,j | i 6= j}.

定理 3.2.5 定理 3.2.3の条件と記号のもとで hR =
∑
α∈∆

RHαとおくと、hRは hの

実部分空間になり、以下が成り立つ。

(1) Bは hR × hR上正定値実内積になる。

(2) h = hR +
√−1hR は実部分空間の直和になる。

上記定理の (1)よりルートは hR上実数値をとることがわかる。

定理 3.2.6 g, g′を複素半単純Lie環とする。h, h′をそれぞれ g, g′のCartan部分環
とし、それぞれのルート系を∆, ∆′で表す。hR =

∑
α∈∆

RHα, h′R =
∑

α′∈∆′
RHα′ とお

く。定理3.2.5より∆ ⊂ (hR)
∗, ∆′ ⊂ (h′R)

∗ とみなせる。実線形同型写像φ : hR → h′R
が∆′ ◦ φ = ∆を満たすならば、φは複素 Lie環の同型写像 φ̃ : g → g′ に拡張で
きる。

上記定理は複素半単純 Lie環のルート系が線形同型対応によって対応するなら
ば、複素半単純 Lie環は同型になることを主張している。
複素半単純Lie環のCartan部分環同士は自己同型写像で写り合うことがわかる。

特にCartan部分環の次元はCartan部分環のとり方に依存しない。

定義 3.2.7 複素半単純 Lie環 gのCartan部分環の次元を gの階数という。
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命題 3.2.8 定理 3.2.3の条件と記号のもとで、α, β ∈ ∆に対して

p = min{n ∈ Z | β + nα ∈ ∆ ∪ {0}}, q = max{n ∈ Z | β + nα ∈ ∆ ∪ {0}}

とおくと、

{β + nα | n ∈ Z} ∩ (∆ ∪ {0}) = {β + nα | n ∈ Z, p ≤ n ≤ q}

が成り立つ。さらに

p + q = −2β(Hα)

α(Hα)
.

この命題より α, β ∈ ∆に対して
2β(Hα)

α(Hα)
は整数になることがわかる。さらに、

絶対値が 3以下の整数になることがわかる。

定義 3.2.9 V を有限次元実ベクトル空間とする。v1, . . . , vnをV の基底とする。任
意の x, y ∈ V に対して

x− y =
n∑

i=1

aivi

とおいたとき、a1, . . . , anの最初に 0ではない aiが正ならば x > yとする。これに
よって V に定まる全順序を辞書式順序という。

辞書式順序はもちろん基底のとり方に依存するため、あまり役に立たないよう
に感じるかもしれないが、ルート系のようなベクトル空間の有限部分集合の性質
を調べるには有効である。

定義 3.2.10 定理 3.2.5より∆ ⊂ (hR)
∗とみなせる。(hR)

∗に辞書式順序を定めて
おく。α ∈ ∆が α > 0であり、正のルート β, γによって α = β + γと表すことが
できないとき、αを単純ルートという。

例 3.2.11 例 3.2.4において、sl(n,C)のルート系を求めた。ここではさらに単純
ルートの全体を求める。例 3.2.4の設定や記号はそのまま使うことにする。

hR =








x1

. . .

xn




∣∣∣∣∣∣∣
xi ∈ R, x1 + · · ·+ xn = 0





となることがわかる。dim hR = n− 1となり、

α1,2 = e1 − e2, α2,3 = e2 − e3, . . . , αn−1,n = en−1 − en
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は (hR)
∗の基底になる。これに関する辞書式順序を (hR)

∗に導入する。すると i < j

に対して

αi,j = ei − ej = (ei − ei+1) + · · ·+ (ej−1 − ej)

= αi,i+1 + · · ·+ αj−1,j > 0.

これより
αj,i = −αi,i+1 − · · · − αj−1,j < 0

もわかる。上記の計算より単純ルートの全体は

α1,2, α2,3, . . . , αn−1,n.

になる。

定理 3.2.12 複素半単純Lie環 gのルート系∆の単純ルート全体をα1, . . . , αrとす
ると、rは gの階数に一致する。任意の α ∈ ∆に対して

α =
r∑

i=1

niαi (ni ∈ Z)

であり、niはすべて 0以上であるかすべて 0以下であるかのどちらかである。

3.3 複素単純Lie環の分類
第 3.2節の設定と記号をそのまま使うことにする。複素半単純Lie環 gのCartan

部分環 hに関するルート系∆から定まる実部分空間 hRに gのKilling形式Bを制
限すると正定値になる。この内積から定まる h∗の内積もBで表すことにする。す
ると、

B(α, β) = B(Hα, Hβ) = α(Hβ) (α, β ∈ h∗)

が成り立つ。

定義 3.3.1 複素半単純 Lie環 gの単純ルートの全体を α1, . . . , αrとする。

aij =
2B(αi, αj)

B(αi, αi)
(1 ≤ i, j ≤ r)

が定める行列 (aij)を gのCartan行列と呼ぶ。i 6= jのとき、aij = 0,−1,−2,−3

になる。

Cartan行列の性質を抽出して特徴付けることで、逆に Cartan行列から複素半
単純 Lie環を構成できる。Cartan行列を特徴付ける性質を少し弱めるとそれから
構成される Lie環は無限次元になり、無限次元 Lie環論に発展していく。
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定義 3.3.2 複素半単純Lie環 gの単純ルートの全体をα1, . . . , αrとする。©を r個
並べ、各©にα1からαrのラベルを付ける。αiとαjを aij = −1のときは一重線で
結び、aij = −2のときは二重線で結びαjからαiの向きに矢印を付け、aij = −3の
ときは三重線で結びαjからαiの向きに矢印を付ける。得られた図形をgのDynkin

図形と呼ぶ。

定理 3.3.3 複素単純 Lie環のDynkin図形は次のいずれかになり、Dynkin図形の
同じ複素単純 Lie環は同型になる。

Ar(r ≥ 1) :
α1© —–

α2© —– · · ·—–
αr©

Br(r ≥ 2) :
α1© —– · · ·—–

αr−1

© =⇒
αr©

Cr(r ≥ 3) :
α1© —– · · ·—–

αr−1

©⇐=
αr©

Dr(r ≥ 4) :
α1© —– · · ·—–

©αr−1

|
©

αr−2

—–
αr©

E6 :
α1© —–

α3© —–

©α2

|
©

α4

—–
α5© —–

α6©

E7 :
α1© —–

α3© —–

©α2

|
©

α4

—–
α5© —–

α6© —–
α7©

E8 :
α1© —–

α3© —–

©α2

|
©

α4

—–
α5© —–

α6© —–
α7© —–

α8©
F4 :

α1© —–
α2©=⇒

α3© —–
α4©

G2 :
α1©<≡≡

α2©

注意 3.3.4 Dynkin図形がAr型になる複素単純 Lie環は

sl(r + 1,C) = {X ∈ gl(r + 1,C) | trX = 0}

である。Dynkin図形がBr型になる複素単純 Lie環は

o(2r + 1,C) = {X ∈ gl(2r + 1,C) | X :交代 }

である。Dynkin図形がCr型になる複素単純 Lie環は

sp(r,C) =

{
X

∣∣∣∣∣X =

[
Z1 Z2

Z3 −tZ1

]
, Zi ∈ Mr(C), Z2, Z3 :対称

}

である。Dynkin図形がDr型になる複素単純 Lie環は

o(2r,C) = {X ∈ gl(2r,C) | X :交代 }



3.4. 半単純 Lie環の直和分解 39

である。以上を古典型複素単純 Lie環と呼ぶ。Dynkin図形がE, F, G型になる複
素単純Lie環の記述は簡単ではないので、ここでは省略するが、これらを例外型複
素単純Lie環と呼ぶ。

3.4 半単純Lie環の直和分解
定義 3.4.1 Lie環 gに対して

{X ∈ g | [X,Y ] = 0 (Y ∈ g)}

を gの中心と呼ぶ。コンパクト Lie群の Lie環と同型になる実 Lie環をコンパクト
Lie環と呼ぶ。

命題 3.4.2 Lie群Gの中心は閉Lie部分群になり、そのLie環はGのLie環の中心
に一致する。

例 3.4.3 ユニタリ群U(n)の中心は {z1n | z ∈ U(1)}になり、その Lie環は {y1n |
y ∈ u(1)}になる。これは U(n)の Lie環 u(n)の中心に一致する。特殊ユニタリ群
SU(n)の中心は {z1n | z ∈ U(1), zn = 1}になり、位数 nの巡回群に同型である。
この Lie環は {0}であり、SU(n)の Lie環 su(n)の中心に一致する。

命題 3.4.4 (1) 実 Lie環がコンパクト Lie環になるための必要十分条件は、その
Killing形式が半負定値になることである。

(2) コンパクト Lie環 gの中心を zで表すと、gはイデアルの直和 g = z + [g, g]

に分解し、[g, g]はコンパクト半単純 Lie環になる。

定理 3.4.5 コンパクト連結半単純 Lie群の普遍被覆群はコンパクトになる。

コンパクト連結半単純Lie群に両側不変Riemann計量を入れると、Ricci曲率が正
定値になることがわかり、Myersの定理 (定理 1.2.14)より基本群は有限群になる。
したがって、その普遍被覆群もコンパクトになる。

定義 3.4.6 係数体を制限することにより複素Lie環 lを実Lie環とみなすことがで
きる。それを lRと書くことにする。lRの Lie部分環 gが次の条件を満たすとき、g

を lの実形と呼ぶ。lRが gと
√−1gの直和になる。

実 Lie環 hの積 [ , ] : h × h → hを hのベクトル空間としての複素化 hCの積
[ , ] : hC × hC → hCに複素双線形に拡張できる。これによって、hCは複素 Lie環
になる。hCを実Lie環 hの複素化という。このとき、hは hCの実形になっている。

複素 Lie環 lの実形 gの複素化 gCは lと同型になり、自然にこれらを同一視で
きる。
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定理 3.4.7 複素半単純 Lie環はコンパクト実形を持つ。

複素半単純 Lie環のルート空間分解を利用して定理 3.4.7を証明できる。

例 3.4.8 su(n)は複素単純 Lie環 sl(n,C) の実 Lie部分環になる。su(n)の任意の
元は

X +
√−1Y (X : n次実交代行列 Y : n次実対称行列 trY = 0)

と表すことができる。この形より

sl(n,C) = su(n) +
√−1su(n)

は直和になる。したがって、su(n)は sl(n,C)のコンパクト実形になる。

定義 3.4.9 Lie環gに対して随伴表現の像ad(g)はgl(g)のLie部分環になる。ad(g)

に対応するGL(g)の連結 Lie部分群を gの随伴群と呼び、Int(g)で表す。

連結 Lie群Gの Lie環を gとすると、Gの随伴表現の像は gの随伴群に一致す
る。すなわち、Ad(G) = Int(g)が成り立つことがわかる。

命題 3.4.10 複素半単純 Lie環 gのコンパクト実形は Int(g)の作用で写り合う。

コンパクト半単純 Lie環が単純になることとその複素化が複素単純になること
は同値になる。したがって 定理 3.3.3より、複素単純 Lie環の分類に対応してコン
パクト単純 Lie環の分類も得られる。さらに定理 3.4.5より複素単純 Lie環と単連
結コンパクト単純Lie群は一対一に対応し、単連結コンパクト単純 Lie群の分類も
得られる。

Ar型 (r ≥ 1)複素単純Lie環に対応する単連結コンパクト単純Lie群はSU(r+1)

である。B2型 (r ≥ 2)複素単純 Lie環に対応する単連結コンパクト単純 Lie群は
SO(2r + 1)の二重被覆群 Spin(2r + 1)である。Cr型 (r ≥ 3)複素単純 Lie環に対
応する単連結コンパクト単純 Lie群は Sp(r)である。Dr型 (r ≥ 4)複素単純 Lie環
に対応する単連結コンパクト単純 Lie群は SO(2r)の二重被覆群 Spin(2r)である。
Spin(n)はスピノル群と呼ばれ、抽象的には回転群 SO(n)の普遍被覆群として定
義される。Clifford代数を利用して具体的に構成することもできる。例外型複素単
純 Lie環についてもそれぞれ単連結コンパクト単純 Lie群が対応する。

定義 3.4.11 gを実半単純 Lie環とする。gCのコンパクト実形 uが複素化 gCの g

に関する複素共役写像で不変であり、

k = g ∩ u, m = g ∩√−1u

とおくと、g = k + mが直和になるとき、この直和分解をCartan分解と呼ぶ。
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例 3.4.12 sl(n,R)は実単純 Lie環であり、その複素化は sl(n,C)になる。sl(n,C)

の sl(n,R)に関する複素共役写像は通常の複素共役写像

¯ : sl(n,C) → sl(n,C) ; X 7→ X̄

に一致する。例 3.4.8でみたように、su(n)の任意の元は

X +
√−1Y (X : n次実交代行列 Y : n次実対称行列 trY = 0)

と表すことができ、
X +

√−1Y = X −√−1Y

だから、su(n) = su(n) が成り立つ。さらに

k = sl(n,R) ∩ su(n) = {X ∈ sl(n,R) | X :交代 },
m = sl(n,R) ∩√−1su(n) = {X ∈ sl(n,R) | X :対称 }

とおくと、sl(n,R) = k + m は直和になる。したがって、この sl(n,R)の交代行列
と対称行列への直和分解はCartan分解になっている。

定理 3.4.13 実半単純 Lie環はCartan分解を持つ。

定理 3.4.14 gを実半単純 Lie環とし、

g = k1 + m1 = k2 + m2

を gの二つのCartan分解とする。このとき、ある φ ∈ Int(g)が存在して、次が成
り立つ。

φ(k1) = k2, φ(m1) = m2.

定義 3.4.15 gを実 Lie環とし、kをその Lie部分環とする。gの随伴表現の kの像
adg(k)は ad(g)の Lie部分環になる。adg(k)に対応する Int(g)の連結 Lie部分群が
コンパクトになるとき、kを gのコンパクトに埋め込まれたLie部分環という。

命題 3.4.16 gを実半単純 Lie環とし、g = k + mを Lie部分環 kと部分空間mに
よる直和分解とする。このとき、次の (1)と (2)は同値である。

(1) g = k + mはCartan分解である。

(2) 写像 θ : g → gを

θ(T + X) = T −X (T ∈ k, X ∈ m)

によって定めると、θは gの対合的自己同型写像になり、

Bθ(X,Y ) = −B(X, θ(Y )) (X,Y ∈ g)

は g上の正定値内積になる。ただし、Bは gのKilling形式である。
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これらの条件が成り立つとき、kは gの極大なコンパクトに埋め込まれた Lie部分
環になる。

定義 3.4.17 実半単純 Lie環 gの対合的自己同型写像 θに対して、

Bθ(X,Y ) = −B(X, θ(Y )) (X,Y ∈ g)

によって定めた双線形形式が正定値内積になるとき、θを gのCartan対合と呼ぶ。

命題 3.4.16より、実半単純 Lie環の Cartan分解から Cartan対合が定まること
がわかる。

例 3.4.18 例 3.4.12より

k = {X ∈ sl(n,R) | X :交代 }, m = {X ∈ sl(n,R) | X :対称 }

とおくと、sl(n,R) = k + m はCartan分解になる。これから定まるCartan対合 θ

に関して sl(n,R)内の交代行列全体が+1固有空間であり、対称行列全体が−1固
有空間になるので、

θ(X) = −tX (X ∈ sl(n,R))

と表される。これが対合的自己同型写像になり、±1固有空間が k, mになることは
次のように直接計算でも確かめることができる。θが対合的であることと±1固有
空間が k, mになることは θの定義からわかる。X,Y ∈ sl(n,R)に対して

[θ(X), θ(Y )] = [−tX,−tY ] = [tX, tY ] = tX tY − tY tX = t(Y X −XY )

= −t[X,Y ] = θ([X,Y ]).

したがって、θは Lie環の自己同型写像になり、Cartan対合であることがわかる。
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4.1 直交対称Lie代数
(G,K)をRiemann対称対とし、σ : G → Gをその対合的自己同型写像とする。

G,Kの Lie環をそれぞれ g, kで表す。σの微分 dσ : g → gは Lie環 gの対合的自己
同型写像になる。F (σ,G)0 ⊂ K ⊂ F (σ,G)より kは dσの+1固有空間に一致する。
AdG(K)がコンパクトであることより、kは gのコンパクトに埋め込まれた Lie部
分環であることがわかる。これらをふまえて、Lie群に対する Lie環の概念の類似
にあたるRiemann対称対に対する概念を定義する。

定義 4.1.1 実 Lie環 gの対合的自己同型写像 sが次の条件を満たすとき、組 (g, s)

を直交対称 Lie代数と呼ぶ。sの+1固有空間 kは gのコンパクトに埋め込まれた
Lie部分環になる。gの中心を zとして、k ∩ z = {0}が成り立つとき、(g, s)を効
果的という。連結 Lie群Gとその Lie部分群Kの対 (G,K)は次の条件を満たすと
き、(g, s)に対応しているという。Gの Lie環は gであり、Kに対応する Lie部分
環は sの+1固有空間に一致する。二つの直交対称 Lie代数 (g1, s1)と (g2, s2)に対
して、Lie環の同型写像 φ : g1 → g2が存在して φ ◦ s1 = s2 ◦ φが成り立つときに、
(g1, s1)と (g2, s2)は同型であるという。

Riemann対称対 (G,K)とその対合的自己同型写像 σ : G → Gに対して、(g, dσ)

は直交対称 Lie代数になる。逆に直交対称 Lie代数 (g, s)に対応する Lie群の対
(G,K)がどのようなときにRiemann対称対になるかについては次の命題がある。

命題 4.1.2 (g, s)を直交対称 Lie代数とし、(G,K)を (g, s)に対応する Lie群の対
とする。Gが単連結でKが連結ならば、(G,K)はRiemann対称対になる。

注意 4.1.3 直交対称 Lie代数 (g, s)に対応する Lie群の対 (G,K)は一般にはRie-

mann対称対になるとは限らない。Lie環 gの自己同型写像 sに対応する Lie群G

の自己同型写像が存在しないこともあれば、もし Lie群Gの自己同型写像が存在
してもその不動点集合にKが含まれないこともある。

定義 4.1.4 (g, s)を直交対称Lie代数とする。sの±1固有空間分解を g = k+m で
表す。

(1) gがコンパクト半単純 Lie環のとき、(g, s)をコンパクト型という。
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(2) gが非コンパクト半単純 Lie環であって、g = k + mが gのCartan分解のと
き、(g, s)を非コンパクト型という。

(3) mが gの可換イデアルのとき、(g, s)をEuclid型という。

例 4.1.5 (1) gをコンパクト半単純 Lie環とする。gの任意の対合的自己同型写
像 sに対して、(g, s)は効果的コンパクト型直交対称 Lie代数になる。

(2) gを非コンパクト半単純 Lie環とする。gの Cartan分解に対応して定まる
Cartan対合 sに対して、(g, s)は効果的非コンパクト型直交対称 Lie代数に
なる。

(3) mを有限次元実ベクトル空間とし、kをGL(m)のコンパクトLie部分群のLie

環とする。実ベクトル空間 gを直和 g = k + m によって定める。g上のブラ
ケット積を次のように定める。

[X1, X2] = 0 (X1, X2 ∈ m),

[T, X] = −[X,T ] = T ·X (T ∈ k, X ∈ m),

[T1, T2] = T1T2 − T2T1 (T1, T2 ∈ k).

これによって gは Lie環になる。

s(T + X) = T −X (T ∈ k, X ∈ m)

によって sを定めると、sは gの対合的自己同型写像になる。これにより、
(g, s)は効果的 Euclid型直交対称 Lie代数になる。

定理 4.1.6 (g, s)を直交対称Lie代数とする。このとき、gのイデアル g0, g−, g+が
存在して、以下が成り立つ。

(1) g = g0 + g− + g+ は直和分解。

(2) g0, g−, g+は sの作用に関して不変であり、gのKilling形式に関して直交し
ている。

(3) sの g0, g−, g+への制限をそれぞれ s0, s−, s+とする。このとき、

(g0, s0), (g−, s−), (g+, s+)

はそれぞれ Euclid型、コンパクト型、非コンパクト型直交対称 Lie代数に
なる。
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4.2 対称空間の双対性
定義 4.2.1 (g, s)を直交対称 Lie代数とし、g = k + mを sの±1固有空間分解と
する。

g∗ = k +
√−1m ⊂ gC

によって gの複素化 gC内の実部分空間 g∗を定めると、g∗は gCの実 Lie部分環に
なる。さらに、sの複素化の g∗への制限

s∗(T +
√−1X) = T −√−1X (T ∈ k, X ∈ m)

は g∗の対合的自己同型写像になる。あとの命題 4.2.3より (g∗, s∗)は直交対称 Lie

代数になる。(g∗, s∗)を (g, s)の双対という。

例 4.2.2 例 3.4.12と 3.4.18で述べた sl(n,R)のCartan分解とCartan対合から定
まる直交対称 Lie代数は、(sl(n,R), θ)になる。ただし、

θ(X) = −tX (X ∈ sl(n,R))

である。sl(n,R)のCartan分解は

k = {X ∈ sl(n,R) | X :交代 }, m = {X ∈ sl(n,R) | X :対称 }

によって定まるので、(sl(n,R), θ)の双対の sl(n,R)∗は

sl(n,R)∗ = k +
√−1m = su(n)

になる。θを sl(n,C)に複素化し、su(n)に制限した対合的自己同型写像 θ∗によっ
て、(su(n), θ∗)が (sl(n,R), θ)の双対になる。ここで、X ∈ su(n)に対して

θ∗(X) = −tX = X̄

となる。
特にn = 2の場合、(SL(2,R), SO(2))は (sl(2,R), θ)に対応するRiemann対称対

になり、SL(2,R)/SO(2)は双曲平面になる。他方、(SU(2), SO(2))は (su(n), θ∗)
に対応するRiemann対称対になり、SU(2)/SO(2)は 2次元球面になる。

命題 4.2.3 (g, s)を直交対称 Lie代数とし、(g∗, s∗)を (g, s)の双対とする。このと
き、以下が成り立つ。

(1) (g∗, s∗)は直交対称 Lie代数になる。

(2) (g, s)がコンパクト型ならば、(g∗, s∗)は非コンパクト型になる。逆に (g, s)が
非コンパクト型ならば、(g∗, s∗)はコンパクト型になる。
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(3) (g1, s1)と (g2, s2)が同型ならば、(g∗1, s
∗
1)と (g∗2, s

∗
2)も同型になる。

定理 4.2.4 gをコンパクト半単純Lie環とし、s : g⊕g → g⊕g ; (X,Y ) 7→ (Y, X)

によって対合的自己同型写像 sを定めると (g ⊕ g, s)はコンパクト型直交対称 Lie

代数になる。これの双対になる非コンパクト型直交対称 Lie代数を (l∗, s∗)で表す
と、l∗は gCと実 Lie環として同型になる。さらに、(l∗, s∗)は直交対称 Lie代数と
して gCと gに関する複素共役写像 σの組 (gC, σ)と同型になる。
逆にコンパクト型直交対称 Lie代数 (l, s)の双対になる非コンパクト型直交対称

Lie代数 (l∗, s∗)のLie環 l∗が複素Lie環の構造を持てば、(l∗, s∗)は上記のようにし
て得られる。

4.3 対称空間の分解
定義 4.3.1 Riemann対称対 (G,K)から定まる直交対称 Lie代数がコンパクト型
になるとき、(G,K)をコンパクト型という。Riemann対称対の非コンパクト型、
Euclid型についても同様に定義する。対称空間M の等長変換全体の単位連結成
分をGで表し、o ∈ M をとりK = {k ∈ G | ko = o}と定めると、定理 2.1.3より
(G,K)はRiemann対称対になる。このRiemann対称対 (G,K)がコンパクト型に
なるとき、Mをコンパクト型という。対称空間の非コンパクト型、Euclid型につ
いても同様に定義する。

定理 4.3.2 M を対称空間とする。

(1) M がコンパクト型ならば、M の断面曲率は 0以上になる。

(2) M が非コンパクト型ならば、M の断面曲率は 0以下になる。

(3) M が Euclid型ならば、M の断面曲率は 0になる。

命題 4.3.3 M を対称空間とし、π : M̃ → M をM の普遍被覆空間とする。πが局
所等長的になるように M̃ のRiemann計量を入れると M̃ も対称空間になる。

定義 4.3.4 Riemann多様体M1,M2の多様体としての積M1 ×M2に

T(x,y)(M1 ×M2) = TxM1 + TyM2

が直交直和になるように Riemann計量を導入したものをM1とM2のRiemann

積と呼ぶ。

定理 4.3.5 M を単連結対称空間とする。このとき、M はRiemann積

M = M0 ×M− ×M+

に分解する。ここで、M0はEuclid空間、M−はコンパクト型対称空間、M+は非
コンパクト型対称空間である。
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定義 4.3.6 (g, s)を直交対称 Lie代数とし、sの±1固有空間分解を g = k + m で
表す。(g, s)が次の条件を満たすとき、(g, s)を既約という。

(1) gは半単純であり、kは gの {0}以外のイデアルを含まない。

(2) ad(k)はmに既約に作用する。

既約直交対称Lie代数に対応するRiemann対称対も既約という。対称空間Mの等
長変換全体の単位連結成分をGで表し、o ∈ M をとりK = {k ∈ G | ko = o}に
よって定まるRiemann対称対 (G,K)が既約になるとき、M を既約という。

直交対称 Lie代数 (g, s)が既約になることと、その双対 (g∗, s∗)が既約になるこ
とは同値になる。

定理 4.3.7 Mを単連結コンパクト型対称空間とする。このとき、MはRiemann積

M = M1 × · · · ×Mr

に分解する。ここで、各Miはコンパクト型既約対称空間である。単連結非コンパ
クト型対称空間も同様の分解を持つ。

定理 4.3.8 コンパクト型既約直交対称 Lie代数は次のいずれかになる。

I コンパクト単純 Lie環 gとその対合的自己同型写像 sによる (g, s).

II コンパクト単純 Lie環 gと s : g ⊕ g → g ⊕ g ; (X,Y ) 7→ (Y, X)による
(g⊕ g, s).

非コンパクト型既約直交対称 Lie代数は次のいずれかになる。

III 非コンパクト単純実 Lie代数 gの複素化 gCが複素単純 Lie環になり、gの対
合的自己同型写像 sの不動点集合がコンパクトに埋め込まれた部分環になる
ときの (g, s).

IV 複素単純Lie環 gを実Lie環とみなした gRとそのコンパクト実形に関する複
素共役写像 sによる (gR, s).

さらに既約直交対称 Lie代数 (g, s)が III型になることとその双対 (g∗, s∗)が I型に
なることは同値になり、(g, s)が IV型になることと (g∗, s∗)が II型になることは同
値になる。

II型の既約直交対称 Lie代数はコンパクト単純 Lie環と一対一に対応し、これに
より分類できる。これに応じて IV型の既約直交対称 Lie代数も分類できる。
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4.4 非コンパクト型対称空間
定理 4.4.1 (G,K)を非コンパクト型直交対称Lie代数 (g, s)に対応するLie群の対
とする。定義 4.1.1よりGは連結である。このとき以下が成り立つ。

(1) Kは連結閉部分群になり、Gの中心Zを含む。さらにKがコンパクトであ
ることと Zが有限群であることは同値になる。このとき、KはGの極大コ
ンパクト部分群になる。

(2) Gの対合的自己同型写像 θが存在してK = F (θ,G)と dθ = sが成り立つ。
すなわち、(G,K)はRiemann対称対になる。

(3) sの ±1固有空間分解を g = k + m で表す。写像 m × K → G ; (X, k) 7→
(exp X)kは微分同型写像になり、対称空間G/Kの指数写像も微分同型写像
になる。

定理 4.4.2 (G,K)を非コンパクト型Riemann対称対とする。K1をGのコンパク
ト部分群とすると、ある g ∈ Gが存在して g−1K1g ⊂ Kが成り立つ。さらにKは
ただ一つの極大コンパクト部分群K ′を持ち、K ′はGの極大コンパクト部分群に
もなっている。

定理 4.4.3 Gを連結半単純 Lie群とする。Gのすべての極大コンパクト部分群は
連結になり、Gの内部自己同型写像によって共役になる。KをGの極大コンパク
ト部分群とするとEuclid空間に微分同型な部分多様体EがG内に存在して、写像
E ×K → G ; (e, k) 7→ ekは微分同型写像になる。

4.5 コンパクト型対称空間
この節ではコンパクト型対称空間の制限ルート系について解説する。設定やそ
れに伴う記号が多くなるため、一度定めた設定や記号は原則としてその後でもそ
のまま使うことにする。

(g, s)をコンパクト型直交対称Lie代数とし、g = k+mをsの±1固有空間とする。
gに Int(g)と sの作用に関して不変な内積 〈 , 〉を導入する。このとき、g = k + m

は直交直和分解になる。m内の極大可換部分空間 aをとり、aを含む gの極大可換
部分環 tをとると、

t = t ∩ k + a

は直和分解になり、複素化 tCは複素半単純 Lie環 gCのCartan部分環になる。gC

の tC に関する各ルートは t上純虚数の値をとることがわかる。そこで、前章の複
素半単純 Lie環のルートの定義と

√−1倍異なるが、次のようにルートの定義をや
りなおす。α ∈ tに対して

gCα = {X ∈ gC | [H, X] =
√−1〈α, H〉X (H ∈ t)}
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によって gCの tに関するルート空間 gCαを定め、

∆ = {α ∈ t− {0} | gCα 6= {0}}
によってルート系を定める。定理 3.2.3のルート空間分解は

g = tC +
∑
α∈∆

gCα

となる。さらに、λ ∈ aに対して

gCλ = {X ∈ gC | [H, X] =
√−1〈λ,H〉X (H ∈ a)}

によって gCλ を定める。λ ∈ a−{0}に対して gCλ 6= {0}のとき、λを (g, s)の aに関
する制限ルートと呼び、その全体を

∆m = {λ ∈ a− {0} | gCλ 6= {0}}
で表し、制限ルート系と呼ぶ。tから aへの直交射影をH 7→ Hで表し、

∆0 = ∆ ∩ k = {α ∈ ∆ | ᾱ = 0}
とおくと

∆m = {ᾱ | α ∈ ∆−∆0}
が成り立つ。kにおける aの中心化部分環を k0とおく。

k0 = {X ∈ k | [X,H] = 0 (H ∈ a)}.
λ ∈ aに対して

kλ = k ∩ (gCλ + gC−λ), mλ = k ∩ (gCλ + gC−λ)

によって制限ルート空間 kλ, mλ を定める。aの基底によって aに辞書式順序を定
める。

∆+
m = {λ ∈ ∆m | λ > 0}

によって正の制限ルートの全体を表す。

定理 4.5.1 コンパクト型直交対称 Lie代数 (g, s)に対して以下が成り立つ。

(1) k = k0 +
∑

λ∈∆+
m

kλ, m = a +
∑

λ∈∆+
m

mλ は直交直和になる。

(2) λ, µ ∈ ∆mに対して [kλ, kµ] ⊂ kλ+µ, [kλ, mµ] ⊂ mλ+µ, [mλ, mµ] ⊂ kλ+µ が成り
立つ。

この定理よりH ∈ aに対して adHの作用を詳しく調べることができる。(g, s)に
対応する対称空間の共変微分、曲率テンソル等は gのブラケット積 [ , ]によって
記述できるので、制限ルート系を使ってこれらを記述できる。これによって、測
地線とその挙動、測地線に沿った Jacobi場、Laplace作用素等の偏微分作用素を
ルートを使って記述でき、対称空間上の幾何学的問題や解析的問題に対して制限
ルート系は強力な道具になる。
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4.6 対称空間の分類
定理 4.6.1 I型既約直交対称 Lie代数に対応する Lie環の対 (g, k)は次のいずれか
になる。

AI (su(n), o(n))

AII (su(2n), sp(n))

AIII (su(p + q), s(u(p)× u(q)))

BDI (o(p + q), o(p)× o(q))

DIII (o(2n), u(n))

CI (sp(n), u(n))

CII (sp(p + q), sp(p)× sp(q))

これ以外に例外型 12種類。

上記の I型既約直交対称 Lie代数の対合的自己同型写像は以下のとおり。AIの
su(n)の対合的自己同型写像は

s(X) = X̄ (X ∈ su(n))

となる。

Jn =

[
0 1n

−1n 0

]

とおくと、AIIの su(2n)の対合的自己同型写像は

s(X) = JnX̄J−1
n (X ∈ su(2n))

となる。

Ip,q =

[
−1p 0

0 1q

]

とおくと、AIIIの su(p + q)の対合的自己同型写像は

s(X) = Ip,qXIp,q (X ∈ su(p + q))

となる。BDIの o(p + q)の対合的自己同型写像は

s(X) = Ip,qXIp,q (X ∈ o(p + q))

となる。DIIIの o(2n)の対合的自己同型写像は

s(X) = JnX̄J−1
n (X ∈ o(2n))

となる。CIの sp(n)の対合的自己同型写像は

s(X) = X̄ (X ∈ sp(n))
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となる。ただし、ここでは sp(n) = sp(n,C) ∩ u(2n) として、sp(n)を四元数では
なく複素数で表している。

Kp,q =

[
Ip,q 0

0 Ip,q

]

とおくと、CIIの sp(p + q)の対合的自己同型写像は

s(X) = Kp,qXKp,q (X ∈ sp(p + q))

となる。
コンパクト型既約直交対称Lie代数の分類は定理 4.3.8より I型と II型に別れる。

I型については定理 4.6.1により分類され、II型については複素単純 Lie環の分類
を与えている定理 3.3.3により分類される。非コンパクト型既約直交対称 Lie代数
の分類は双対を考えることによりコンパクト型既約直交対称 Lie代数の分類に帰
着する。以上によって既約直交対称 Lie代数の分類が完成する。
単連結対称空間は定理 4.3.5よりEuclid空間、単連結コンパクト型対称空間、非

コンパクト型対称空間のRiemann積に分解する。定理 4.4.1より非コンパクト型対
称空間は単連結になることに注意しておく。定理 4.3.7より単連結コンパクト型対
称空間と非コンパクト型対称空間はそれぞれ単連結コンパクト型既約対称空間と
非コンパクト型既約対称空間のRiemann積に分解する。以上により単連結対称空
間の分類は単連結コンパクト型既約対称空間と非コンパクト型既約対称空間の分
類に帰着する。単連結コンパクト型既約対称空間はコンパクト型既約直交対称 Lie

代数と一対一に対応し、非コンパクト型既約対称空間は非コンパクト型既約直交
対称 Lie代数と一対一に対応するので、これで単連結対称空間の分類が得られる。

4.7 コンパクト型対称空間の基本群
単連結コンパクト型対称空間は前節の結果から分類される。単連結とは限らな
いコンパクト型対称空間は普遍被覆からの被覆写像と基本群の情報によって把握
できる。

補題 4.7.1 完備Riemann多様体の基本群の元は代表元として測地線をとることが
できる。

完備Riemann多様体の普遍被覆空間は完備になり、被覆写像の逆像の二点を測地
線で結び被覆写像で写すことにより、基本群の代表元として測地線をとることが
できる。

4.5節の設定と記号をそのまま使うことにする。(G,K)をコンパクト型直交対称
Lie代数 (g, s)に対応するRiemann対称対とする。γ ∈ ∆mに対して

Aγ =
2π

〈γ, γ〉γ
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とおく。

Γ(G/K) = {H ∈ a | exp H ∈ K} = {H ∈ a | ExpH = o},
Γ0 = {Aγ | γ ∈ ∆m}Z,
Γ∗ = {H ∈ a | 〈γ, H〉 ∈ πZ (γ ∈ ∆m)}

によって aの格子 Γ(G/K), Γ0, Γ∗を定める。Γ0はAγ の整数係数線形結合の全体
である。Riemann対称対と制限ルート系の性質からこれらは次の包含関係を持つ
ことがわかる。

命題 4.7.2 Γ0 ⊂ Γ(G/K) ⊂ Γ∗.

H ∈ aに対して
γH : [0, 1] → G/K ; t 7→ ExptH

によってG/Kの測地線 γH を定め、

f : Γ(G/K) → π1(G/K, o) ; H → [γH ]

とおく。H ∈ Γ(G/K)ならば γH はG/Kの oを通る閉測地線になり、oを基点と
するG/Kの基本群 π(G/K, o)の元 [γH ]を定める。

定理 4.7.3 f : Γ → π1(G/K, o) は全射準同型になり、特に π1(G/K, o)は可換に
なる。さらに

ker f = Γ0, π1(G/K, o) ∼= Γ(G/K)/Γ0

が成り立つ。

補題 4.7.1より π1(G/K, o)の元は代表元として oを端点とする測地線をとることが
できる。定理 2.2.4は同じ直交対称Lie代数に対応するRiemann対称対に対して同
じ結論が得られるので

m =
⋃

k∈K0

Ad(k)a

となり、oを端点にする測地線はExpoaの測地線とホモトピックになる。これより
f は全射になることがわかる。

G̃を gを Lie環として持つ単連結コンパクト Lie群とする。Lie環の対合的自己
同型 s : g → gは Lie群の対合的自己同型 s̃ : G̃ → G̃を誘導する。s̃の不動点集合

K̃ = F (s̃, G̃)

は連結になることが知られている。命題4.1.2より (G̃, K̃)はRiemann対称対になり、
コンパクト型対称空間 G̃/K̃は単連結になる。よって定理 4.7.3より、Γ(G̃/K̃) = Γ0

が成り立つ。
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gの随伴群 Int(g)において

Int(g) → Int(g) ; x 7→ sxs−1

は対合的自己同型写像になり、

Int(g)s = {x ∈ Int(g) | sxs−1 = x}
とおくと、(Int(g), Int(g)s)はRiemann対称対になる。したがって、Int(g)/Int(g)s

はコンパクト型対称空間になる。さらに Γ(Int(g)/Int(g)s) = Γ∗が成り立つことが
わかる。

(g, s)に対応する任意のRiemann対称対 (G,K)について考える。普遍被覆写像
G̃ → Gは被覆写像 G̃/K̃ → G/K を誘導する。また随伴表現 AdG : G → GL(g)

の像は随伴群に一致し、AdG : G → Int(g)は被覆写像になる。これは被覆写像
ÃdG : G/K → Int(g)/Int(g)s を誘導する。以上を図にまとめると次のようになる。

G̃/K̃ −−−−− Γ0 = Γ(G̃, K̃)

↓ ∩
G/K −−−−− Γ(G,K)

↓ ∩
Int(g)/Int(g)s −−−−− Γ∗ = Γ(Int(g), Int(g)s)

命題 4.7.4 (G1, K1), (G2, K2)を (g, s)に対応するRiemann対称対とする。

Γ(G1/K1) ⊂ Γ(G2/K2)

となるための必要十分条件は、被覆写像 φ : G1/K1 → G2/K2が存在して次を満た
すことである。

(1) dφはmの恒等写像。

(2) ÃdG2 ◦ φ = ÃdG1 .

系 4.7.5 (G1, K1), (G2, K2)を (g, s)に対応するRiemann対称対とする。

Γ(G1/K1) = Γ(G2/K2)

の必要十分条件は、G1/K1, G2/K2が Int(g)/Int(g)s のRiemann被覆として同値に
なることである。

命題 4.7.6 Γ0 ⊂ Γ ⊂ Γ∗を満たす格子 Γに対して、ẽxp2Γは G̃の中心に含まれ
G = G̃/ẽxp2Γは gに対応するコンパクト半単純 Lie群になる。sはGの対合的自
己同型写像 s̄を誘導し、Γ(G/F (s̄, G)) = Γが成り立つ。

以上より、コンパクト型直交対称 Lie代数 (g, s)に対応するコンパクト型対称空
間Mは被覆写像M → Int(g)/Int(g)s を持ち、このような被覆写像はΓ0 ⊂ Γ ⊂ Γ∗

を満たす格子 Γと一対一に対応する。さらに、Γ0 ⊂ Γ ⊂ Γ∗ を満たす格子 Γと
Γ∗/Γ0の部分群は一対一に対応する。Γ∗/Γ0は有限 abel群になり、有限巡回群の
有限個の積になる。したがって、すべての部分群を分類することができる。
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