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第1章 付値と積分

1.1 付値
定義 1.1.1 集合Sの部分集合全体をP (S)で表す。L ⊂ P (S)が空集合を含み有限
個の合併と共通部分に関して閉じているとき、Lを束と呼ぶ。束 L上定義された
実数値関数 µが次の条件を満たすとき、L上の付値と呼ぶ。

µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B) − µ(A ∩ B) (A,B ∈ L),(1.1.1)

µ(∅) = 0.(1.1.2)

例 1.1.2 集合Sの有限部分集合全体をP0(S)で表す。P0(S) ⊂ P (S)となり、P0(S)

は束になることもわかる。さらに、A ∈ P0(S)に対してAの元の個数#Aを対応
させる関数は P0(S)上の付値になる。確認は問題 1.1.11。

例 1.1.3 Rの有界閉区間の有限個の合併全体を I(1)で表す。I(1)の元Aは互いに
素な有界閉区間の合併で一意的に表される。これら有界閉区間の長さの和をµ1(A)

で表すと、µ1は I(1)上の付値になる。確認は問題 1.1.12。

命題 1.1.4 束 L上の付値 µは次の等式を満たす。

(1.1.3) µ(A1 ∪ · · · ∪ An) =
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

µ(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik) (Ai ∈ L).

この等式を包除原理または包除公式と呼ぶ。

証明 n = 1のときは自明な等式になり、n = 2のときは (1.1.1)に一致する。
n = 3のときは

µ(A1 ∪ A2 ∪ A3) = µ(A1 ∪ A2) + µ(A3) − µ((A1 ∪ A2) ∩ A3)

=µ(A1) + µ(A2) − µ(A1 ∩ A2) + µ(A3) − µ((A1 ∩ A3) ∪ (A2 ∩ A3))

=µ(A1) + µ(A2) − µ(A1 ∩ A2) + µ(A3)

− {µ(A1 ∩ A3) + µ(A2 ∩ A3) − µ(A1 ∩ A2 ∩ A3)}
=µ(A1) + µ(A2) + µ(A3) − µ(A1 ∩ A2) − µ(A1 ∩ A3) − µ(A2 ∩ A3)

+ µ(A1 ∩ A2 ∩ A3)
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となり (1.1.3)は成り立つ。一般の nのときは、nに関する帰納法で等式 (1.1.3)を
証明する。nのとき成り立つと仮定して n + 1の場合も成り立つことを示そう。

µ(A1 ∪ · · · ∪ An+1)

=µ(A1 ∪ · · · ∪ An) + µ(An+1) − µ((A1 ∪ · · · ∪ An) ∩ An+1)

=
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

µ(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik) + µ(An+1)

− µ((A1 ∩ An+1) ∪ · · · ∪ (An ∩ An+1))

=
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

µ(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik) + µ(An+1)

−
n∑

l=1

(−1)l−1
∑

j1<···<jl

µ(Aj1 ∩ · · · ∩ Ajl
∩ An+1)

=
n+1∑
k=1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

µ(Ai1 ∩ · · · ∩ Aik).

定義 1.1.5 集合 Sの部分集合族G ⊂ P (S)が有限個の共通部分に関して閉じてい
ると仮定する。ただし、共通部分が空集合でなければGの元になるときに、Gは
“有限個の共通部分に関して閉じている”ということにする。G ∪ {∅}上の実数値
関数 νが、A,B, A∪B ∈ Gを満たすすべてのA, Bに対して (1.1.1)と (1.1.2)を満
たすとき、νをG上の付値と呼ぶ。

注意 1.1.6 付値の定義 (定義 1.1.5)においてGは合併について閉じているわけで
はないので、すべてのA,B ∈ Gについて (1.1.1)が意味を持つとは限らないこと
に注意しておく。
この講義の主な対象であるRn内のコンパクト凸集合すなわち凸体の全体は有限

個の共通部分に関しては閉じているが、有限個の合併に関しては閉じていない。そ
の凸体全体上で付値を考えるため、束ではない部分集合族上の付値を定義してい
る。凸体の全体を距離空間として考えるときは空集合を含めないが、付値を考え
るときには付値の定義域に空集合を含める必要があるので上のように付値を定義
した。

補題 1.1.7 集合Sの部分集合族Gが有限個の共通部分に関して閉じていると仮定
する。Gの元の有限個の合併全体 Lは束になる。

証明 Lが有限個の合併に関して閉じていることは定め方からわかる。Lが有
限個の共通部分に関して閉じていることを示す。Lが二つの元の共通部分に関し
て閉じていることを示せば十分である。Ai, Bj ∈ Gに対して(

k∪
i=1

Ai

)
∩

(
l∪

j=1

Bj

)
=
∪
i,j

(Ai ∩ Bj)
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となり、各Ai ∩ Bj はGに含まれるかまたは空集合になるため、上記共通部分は
Lに含まれる。

定義 1.1.8 補題 1.1.7におけるGは Lを生成するといい、L = [G]と表す。

注意 1.1.9 有限個の共通部分に関して閉じているG上の付値が、束 [G]上の付値
に拡張できるかどうかが問題になる。そのための必要十分条件を与えるのが次の
節の主題である。問題 1.1.13は、有限個の共通部分に関して閉じているG上の付
値が束 [G]上の付値に拡張できない例を与えている。

問題 1.1.10 Sを一つの集合とし、L ⊂ P (S)を束とする。L上の付値の全体Val(L)

は自然な加法と実数倍に関して実ベクトル空間になることを示せ。

問題 1.1.11 Sを一つの集合とする。このとき、以下を示せ。

(1) P0(S)は束になる (例 1.1.2)。

(2) f を S上定義された実数値関数とする。

λf (X) =
∑
x∈X

f(x) (X ∈ P0(S))

によって λf を定めると、λf は P0(S)上の付値になる。f が恒等的に 1の場
合は、λf は例 1.1.2で定めた元の個数#に一致する。

(3) S上の実数値関数全体の成す実ベクトル空間を F (S)で表す。このとき

Λ : F (S) → Val(P0(S)) ; f 7→ λf

は線形同型写像になる。

問題 1.1.12 以下を示せ。

(1) I(1)は束になる (例 1.1.3)。

(2) f をR上定義された実数値連続関数とする。

λ(X) =

∫
X

f(x)dx (X ∈ I(1))

によって λを定めると、λは I(1)上の付値になる。fが恒等的に 1の場合は、
λは例 1.1.2で定めた µ1に一致する。

問題 1.1.13 S = {1, 2, 3}, G = {{1}, {2}, {3}, {1, 2, 3}} ⊂ P (S) として、

λ(X) =

{
0 (X = ∅),
1 (X 6= ∅)

によってG ∪ {∅}上の関数 λを定める。このとき、以下を示せ。
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(1) Gは有限個の共通部分に関して閉じている。

(2) λはG上の付値になる。

(3) [G] = P (S)が成り立つ。

(4) λを [G]上の付値には拡張できない。

1.2 Groemerの積分定理
定義 1.2.1 集合 Sの部分集合Aに対して、Aの特性関数 IAを

IA(s) =

{
1 (s ∈ A)

0 (s /∈ A)

によって定める。束 Lの元の特性関数の線形結合

(1.2.4) f =
k∑

i=1

αiIAi
(αi ∈ R, Ai ∈ L)

を L単純関数、または単に単純関数と呼ぶ。

命題 1.2.2 特性関数は次の性質を持つ。

IA∩B = IAIB,(1.2.5)

IA∪B = IA + IB − IAIB = 1 − (1 − IA)(1 − IB).(1.2.6)

Lを束とすると、L単純関数の全体は代数の構造を持つ。

証明 (1.2.5)は特性関数の定め方よりわかる。

IA∪B = IA + IB − IA∩B = IA + IB − IAIB

となり、S − A ∪ Bの特性関数を考えると、

1 − IA∪B = (1 − IA)(1 − IB).

これらより、(1.2.6)もわかる。
(1.2.5)と (1.2.6)より、L単純関数の積と和はまた L単純関数になる。さらに、

定義より L単純関数の実数倍も L単純関数になる。したがって、L単純関数の全
体は代数の構造を持つ。
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命題 1.2.3 特性関数は次の性質を持つ。

IA1∪···∪An =1 − (1 − IA1)(1 − IA2) · · · (1 − IAn)(1.2.7)

=
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

IAi1
∩···∩Aik

.

これも包除公式と呼ぶ。

証明 (1.2.5)と (1.2.6)を繰り返し使うことにより (1.2.7)を得る。(1.2.7)はn = 1

のときは自明な等式になり、n = 2のときは (1.2.6)に一致する。一般の nについ
ては、

S − A1 ∪ · · · ∪ An = (S − A1) ∩ · · · ∩ (S − An)

の特性関数を考えることによって、

1 − IA1∪···∪An = (1 − IA1)(1 − IA2) · · · (1 − IAn)

が成り立つことがわかる。これより

IA1∪···∪An = 1 − (1 − IA1) · · · (1 − IAn)(1 − IAn+1).

もう一つの等式は

1 − (1 − IA1) · · · (1 − IAn)

=1 −

{
1 −

n∑
k=1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

IAi1
· · · IAik

}

=
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

IAi1
· · · IAik

=
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

IAi1
∩···∩Aik

よりわかる。

定理 1.2.4 (Groemerの積分定理) 集合Sの部分集合族Gは有限個の共通部分に
関して閉じていて、µはG上の付値であるとする。このとき、次の条件は同値に
なる。

(1) µは [G]上の付値に一意的に拡張できる。

(2) µは次の包除等式を満たす。すべての n ≥ 2とBi, B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn ∈ G を
満たすBiに対して

(1.2.8) µ(B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bn) =
n∑

k=1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

µ(Bi1 ∩ · · · ∩ Bik).
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(3) [G]単純関数のµに関する積分を次のように定めることができる。[G]単純関
数 f = α1IA1 + · · · + αkIAk

(αi ∈ R, Ai ∈ G)に対して

(1.2.9)

∫
fdµ =

k∑
i=1

αiµ(Ai)

によって積分を定める。

証明 (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (1) の順序で証明する。
(1) ⇒ (2) µは [G]上の付値に拡張できるので、(1.1.1)より (1.1.3)を得る。し

たがって、(2)が成り立つ。
(2) ⇒ (3) (1.2.9)による積分の定め方が [G]単純関数の表示に依存しないことを

証明する。空ではなく互いに異なるK1, . . . , Km ∈ Gと 0ではない実数 α1, . . . , αm

が存在し、

m∑
i=1

αiIKi
= 0,(1.2.10)

m∑
i=1

αiµ(Ki) 6= 0(1.2.11)

が成り立つと仮定する。L1 = K1, . . . , Lm = Kmとおき、Lm+1 = K1∩K2, Lm+2 =

K1 ∩K3, . . . と二つの共通部分、三つの共通部分、...とKiのすべての組合せの共
通部分を Liで表し、そのすべてを L1, . . . , Lp (p = 2m − 1)とする。Gは有限個の
共通部分に関して閉じているという前提から、すべての iについてLi ∈ Gが成り
立つ。さらに {L1, . . . , Lp}も i, jについてmax{i, j} ≤ kが存在して Li ∩ Lj = Lk

が成り立ち、共通部分に関して閉じていることに注意しておく。

C :=

{
(c1, . . . , cp)

∣∣∣∣∣
p∑

i=1

ciILi
= 0,

p∑
i=1

ciµ(Li) 6= 0

}

について考える。L1 = K1, . . . , Lk = Kkだから (α1, . . . , αm, 0, . . . , 0)は Cに含ま
れ、Cは空ではない。

q := max
(ci)∈C

min{i | ci 6= 0}

とおいて、qを与える (ci) ∈ Cをとる。すると

p∑
i=q

ciILi
= 0, cq 6= 0,(1.2.12)

p∑
i=q

ciµ(Li) 6= 0(1.2.13)
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が成り立つ。このとき、q = pとはならないことがわかる。なぜならば、qの定め
方より c1 = · · · = cq−1 = 0となるので、(1.2.12)は

cqILq + · · · + cpILp = 0

と書ける。もし q = pならば、cpILp = 0が成り立つ。さらに (1.2.13)より cpµ(Lp) 6=
0となって矛盾する。よって q < pとなる。次に

Lq ⊂ Lq+1 ∪ · · · ∪ Lp

となることを示す。もしそうならないとすると、あるx ∈ Lq−(Lq+1∪· · ·∪Lp)が存
在することになる。このとき、ILq(x) = 1, ILi

(x) = 0 (i > q)が成り立ち、(1.2.12)

に xを代入すると cq = 0となり矛盾。よって、Lq ⊂ Lq+1 ∪ · · · ∪ Lpとなり、

Lq = Lq ∩ (Lq+1 ∪ · · · ∪ Lp)

= (Lq ∩ Lq+1) ∪ · · · ∪ (Lq ∩ Lp)

を得る。µと特性関数はともに包除等式を満たすので、上記等式より

µ(Lq) =
∑

q<i≤p

µ(Lq ∩ Li) −
∑

q<i<j≤p

µ(Lq ∩ Li ∩ Lj) + − · · · ,

ILq =
∑

q<i≤p

ILq∩Li
−

∑
q<i<j≤p

ILq∩Li∩Lj
+ − · · ·

が成り立つ。右辺に現れる Lq, Lq+1, . . . ,の共通部分はいずれもある s > qによっ
て Lsと表される。よってある係数 dsが存在して

ILq =
∑
s>q

dsILs ,(1.2.14)

µ(Lq) =
∑
s>q

dsµ(Ls)(1.2.15)

が成り立つ。(1.2.14)と (1.2.15)を (1.2.12)と (1.2.13)に代入すると、c1 = · · · =

cq−1 = 0であることから、(1.2.12)と (1.2.13)と同じ形であって添字が qより大き
い式が得られる。これは qの最大性に矛盾する。したがって、

m∑
i=1

αiIKi
= 0 ⇒

m∑
i=1

αiµ(Ki) = 0

が成り立つ。
単純関数が

a1IX1 + a2IX2 + · · · + amIXm = b1IY1 + b2IY2 + · · · + bnIYn
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と二通りに表現されるとすると、

a1IX1 + a2IX2 + · · · + amIXm − b1IY1 − b2IY2 − · · · − bnIYn = 0

となり、

a1µ(X1) + a2µ(X2) + · · · + amµ(Xm) − b1µ(Y1) − b2µ(Y2) − · · · − bnµ(Yn) = 0

すなわち、

a1µ(X1) + a2µ(X2) + · · · + amµ(Xm) = b1µ(Y1) + b2µ(Y2) + · · · + bnµ(Yn)

を得る。これより µは [G]上の積分を定め、(3)が成り立つ。
(3) ⇒ (1) µは [G]単純関数の空間上の積分を定めるので

µ̃(A) =

∫
IAdµ (A ∈ L)

によって µ̃の [G]上の値を定めることができる。A ∈ Gに対して

µ̃(A) =

∫
IAdµ = µ(A)

となり、µ̃は µの [G]への拡張になっている。(1.2.5)、(1.2.6)と積分の線形性より
A,B ∈ [G]に対して

µ̃(A ∪ B) =

∫
IA∪Bdµ =

∫
(IA + IB − IA∩B)dµ

=

∫
IAdµ +

∫
IBdµ −

∫
IA∩Bdµ

= µ̃(A) + µ̃(B) − µ̃(A ∩ B)

となって µ̃は [G]上の付値になる。包除公式 (1.1.3)より拡張は一意的になり、(1)

が成り立つ。
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第2章 閉区間塊の内在的体積

2.1 閉区間塊
定義 2.1.1 Rnの部分集合

[a1, b1] × · · · × [an, bn] (ai, bi ∈ R, ai ≤ bi)

をRnの閉区間と呼ぶ。Rnの閉区間全体を I0(n)で表す。閉区間の次元を

dim([a1, b1] × · · · × [an, bn]) = #{i | ai 6= bi}

によって定める。Rの閉区間 Ii, Jiに対して

(I1 × · · · × In) ∩ (J1 × · · · × Jn) = (I1 ∩ J1) × · · · × (In ∩ Jn)

となるので、I0(n)は有限個の共通部分に関して閉じている。閉区間の有限個の合
併を閉区間塊と呼ぶ。Rnの閉区間塊全体を I(n)で表すと、I(n)は I0(n)の生成す
る束 [I0(n)]になる。

定理 2.1.2 (I(n)に関するGroemerの拡張定理) I0(n)上の付値は I(n)上の付値
に一意的に拡張できる。

証明 µを I0(n)上の付値とする。定理 1.2.4より、µに関する積分が存在する
ことを示せばよい。これを次元 nに関する帰納法で証明する。n = 0の場合は
明らかに定理は成り立つ。そこで、n ≥ 1として n − 1次元以下の場合に定理は
成り立つと仮定する。µに関する積分が存在しないと仮定して矛盾を導く。ある
P1, . . . , Pm ∈ I0(n)と α1, . . . , αm ∈ Rが存在して

m∑
i=1

αiIPi
= 0,(2.1.1)

m∑
i=1

αiµ(Pi) = C 6= 0(2.1.2)

を満たすとする。
k = #{i | dim Pi = n}
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とおく。(2.1.1)と (2.1.2)を満たす P1, . . . , Pm ∈ I0(n)のうちで、kが最小になる
ようにとっておく。

k = 0とする。これは (2.1.1)と (2.1.2)を満たす P1, . . . , Pm ∈ I0(n)を dim Pi ≤
n − 1となるようにとれることを意味する。そこでさらに、(2.1.1)と (2.1.2)を満
たす P1, . . . , Pmを含む超平面の個数が最小になるように P1, . . . , Pmを選び、これ
らを含む超平面の個数を lとする。定め方より l ≥ 1である。

l = 1とすると、n − 1次元の帰納法の仮定に矛盾するので、l > 1となる。
P1, . . . , Pmを含む超平面をH1, . . . , Hlとする。すなわち

Pi ⊂ H1 ∪ · · · ∪ Hl (i = 1, . . . , m)

となっている。ここで、各Hj は閉区間 Piを含むので、座標軸に垂直になるよう
にとれることに注意しておく。IPi

· IH1 = IPi∩H1に注意して、(2.1.1)に IH1をかけ
ると

(2.1.3)
m∑

i=1

αiIPi∩H1 = 0

を得る。Pi ∩ H1は n − 1以下の次元の閉区間になるので、n − 1次元の帰納法の
仮定より

(2.1.4)
m∑

i=1

αiµ(Pi ∩ H1) = 0

が成り立つ。(2.1.1) − (2.1.3)は

(2.1.5)
m∑

i=1

αiIPi
−

m∑
i=1

αiIPi∩H1 = 0.

(2.1.2) − (2.1.4)は

(2.1.6)
m∑

i=1

αiµ(Pi) −
m∑

i=1

αiµ(Pi ∩ H1) = C.

(2.1.5)と (2.1.6)において Pi ⊂ H1となる iが存在しなければ、

Pi ⊂ H2 ∪ · · · ∪ Hl (i = 1, . . . , m)

となって l の最小性に反するので、Pi0 ⊂ H1 となる i0 が存在する。このとき、
Pi0 ∩ H1 = Pi0が成り立ち、(2.1.5)において αi0IPi0

− αi0IPi0
∩H1 = 0 が成り立ち、

(2.1.6)において αi0µ(Pi0) − αi0µ(Pi0 ∩ H1) = 0 が成り立つ。そこで、

N1 = {1, . . . ,m} − {i | Pi ⊂ H1}
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とおくと、i ∈ N1に対してPiはH2, . . . , Hlに含まれる。さらに (2.1.5)と (2.1.6)は∑
i∈N1

αiIPi
+
∑
i∈N1

(−αi)IPi∩H1 = 0,∑
i∈N1

αiµ(Pi) +
∑
i∈N1

(−αi)µ(Pi ∩ H1) = C 6= 0.

と書くことができ、Pi, Pi ∩ H1 (i ∈ N1)はH2, . . . , Hlに含まれるため lの最小性
に反する。これは k = 0という仮定から矛盾が起こったので、k ≥ 1が成り立つ。

k ≥ 1は、(2.1.1)と (2.1.2)を満たす P1, . . . , Pmには n次元のものが存在するこ
とを意味する。必要なら順番を変えて、P1, . . . , Pkは n次元で、Pk+1, . . . , Pmは n

より低い次元になるようにしておく。超平面Hを P1 ∩Hが P1の面になり、Hが
定める閉半空間H+, H−のうち P1 ⊂ H+となるようにする。(2.1.1)に IH をかけ
ると次の等式を得る。

m∑
i=1

αiIPi∩H = 0.

同様に (2.1.1)に IH+と IH−をかけると次の等式を得る。
m∑

i=1

αiIPi∩H+ = 0,
m∑

i=1

αiIPi∩H− = 0.

µが付値であることから
m∑

i=1

αiµ(Pi) =
m∑

i=1

αiµ((Pi ∩ H+) ∪ (Pi ∩ H−))

=
m∑

i=1

αiµ(Pi ∩ H+) +
m∑

i=1

αiµ(Pi ∩ H−) −
m∑

i=1

αiµ(Pi ∩ H).

n − 1次元の帰納法の仮定と
m∑

i=1

αiIPi∩H = 0

より
m∑

i=1

αiµ(Pi ∩ H) = 0

を得る。
P1 ∩ H は P1の面になっていて P1 ⊂ H+だから、dim P1 = nに注意すると、

dim(P1 ∩ H−) = n − 1となり、

#{i | dim(Pi ∩ H−) = n} ≤ k − 1.

さらに
m∑

i=1

αiIPi∩H− = 0
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が成り立っているので、kの最小性より
m∑

i=1

αiµ(Pi ∩ H−) = 0

を得る。以上より
m∑

i=1

αiµ(Pi ∩ H+) =
m∑

i=1

αiµ(Pi) = C.

改めて 2n個の超平面H1, . . . , H2nを

P1 =
2n∩
i=1

H+
i

を満たすようにとる。H1, . . . , H2nについて上記の超平面Hに関する議論を繰り返
すと

m∑
i=1

αiµ(Pi ∩ H+
1 ∩ · · · ∩ H+

2n) = C

を得る。すなわち
m∑

i=1

αiµ(Pi ∩ P1) = C

となる。(2.1.1)に IP1をかけると

m∑
i=1

αiIPi∩P1 = 0

を得る。n次元の閉区間 P2, . . . , Pkについても同様の操作を繰り返すと

m∑
i=1

αiIPi∩P1∩···∩Pk
= 0,

m∑
i=1

αiµ(Pi ∩ P1 ∩ · · · ∩ Pk) = C.

D = P1 ∩ · · · ∩ PkとおくとD ∈ I0(n)となる。上の等式は

m∑
i=1

αiIPi∩D = 0,
m∑

i=1

αiµ(Pi ∩ D) = C

となる。1 ≤ i ≤ kのとき Pi ∩ D = Dとなるので、k ≥ 2ならば kの最小性に反
する。よって k = 1となる。このとき、(2.1.1)は

α1IP1 +
m∑

i=2

αiIPi
= 0
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となる。左辺の第二項はn−1次元以下の閉区間の単純関数になり、これが−α1IP1

と等しくなることはないので、矛盾が起こる。したがって、(2.1.1)と (2.1.2)を同
時に満たす閉区間は存在しないことになり、µに関する積分が存在することがわ
かる。

2.2 Hausdorff距離
x, y ∈ Rnについて

d(x, y) = |x − y|

によってRnに距離を定める。部分集合A ⊂ Rnに対して

d(x,A) = inf
y∈A

d(x, y)

によって xとAの距離を定める。d(x,A) = 0の必要十分条件は x ∈ Āであること
がわかる。

定義 2.2.1 有界部分集合K, L ⊂ Rnに対してHausdorff距離 δ(K,L)を

(2.2.7) δ(K, L) = max

(
sup
a∈K

d(a, L), sup
b∈L

d(b,K)

)
によって定める。

補題 2.2.2 K, L ⊂ Rnがコンパクトのとき、δ(K,L) = 0の必要十分条件はK = L

である。

証明 δ(K,L)の定め方より δ(K, L) = 0の必要十分条件は

sup
a∈K

d(a, L) = sup
b∈L

d(b,K) = 0

である。さらにこれは任意の a ∈ K について d(a, L) = 0、すなわち a ∈ L̄ = L、
かつ、任意の b ∈ Lについて d(b,K) = 0、すなわち b ∈ K̄ = K と同値になる。
よってこれはK = Lを意味しているので、補題の結論が得られる。

Rnの単位球体をBnで表す。コンパクト集合K ⊂ Rnと ε ≥ 0に対して

K + εBn = {x + εu | x ∈ K, u ∈ Bn}

によってK + εBnを定める。
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補題 2.2.3 K, L ⊂ Rnをコンパクト部分集合とする。このとき、

K + εBn = {x ∈ Rn | d(x,K) ≤ ε}

が成り立つ。さらに、δ(K, L) ≤ εの必要十分条件は、K ⊂ L + εBn, L ⊂ K + εBn

が成り立つことである。

証明 まず最初の等式を証明する。任意の x ∈ K + εBnは y ∈ Kと u ∈ Bnに
よって x = y + εuと表せる。これより |x− y| ≤ εとなり d(x,K) ≤ εを得る。よっ
て、x ∈ {z ∈ Rn | d(z, K) ≤ ε}が成り立つ。逆に x ∈ Rnが d(x,K) ≤ εを満た
すと仮定する。任意の自然数mについて |x − ym| ≤ ε + 1/mを満たす ym ∈ Kが
存在する。Kはコンパクトだらか収束部分列 y′

mをとることができ、その極限 yは
Kに含まれる。このとき、|x− y| ≤ εが成り立ち、x− y = εuによって u ∈ Bnを
定めると、x ∈ K + εBnが成り立つ。以上で

K + εBn = {x ∈ Rn | d(x,K) ≤ ε}

が成り立つことがわかった。
K ⊂ L+εBnと仮定する。上で示したことより、任意のx ∈ Kに対してd(x, L) ≤

εが成り立つ。同様に L ⊂ K + εBnと仮定すると、y ∈ Lに対して d(y,K) ≤ εを
得る。これらより、δ(K, L) ≤ εが成り立つ。

KはL+εBnの部分集合ではないと仮定すると、あるx ∈ Kが存在しx /∈ L+εBn

を満たす。上で示した等式より δ(K, L) ≥ d(x, L) > εが成り立つ。したがって、
δ(K,L) ≤ εならばK ⊂ L + εBnが成り立つ。同様に L ⊂ K + εBnも成り立つ。

Rnのコンパクト部分集合全体を Cnで表す。

定理 2.2.4 δは Cn上の距離になる。

証明 任意のK,L ∈ Cnに対して

δ(K,L) = δ(L,K) ≥ 0

が成り立つことは定義より直接わかる。
任意の x ∈ K に対して d(x,K) = 0が成り立つので δ(K,K) = 0となる。逆に

δ(K,L) = 0が成り立つと仮定する。任意の x ∈ Kに対して d(x, L) = 0となるの
で x ∈ Lが成り立つ。同様に x ∈ Lに対して d(x,K) = 0となるので x ∈ Kが成
り立つ。したがって、K = Lを得る。
最後に三角不等式を示す。K,L, M ∈ Cnをとる。δ(K,L) = α, δ(L,M) = βと

おく。このとき、補題 2.2.3よりK ⊂ L + αBnと L ⊂ M + βBnが成り立つ。さ
らに

K ⊂ M + αBn + βBn = M + (α + β)Bn
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となるので、再び補題 2.2.3より

δ(K, M) ≤ α + β = δ(K, L) + δ(L, M)

を得る。
以上でHausdorff距離 δは Cnの距離になることがわかった。

2.3 閉区間塊の不変連続付値
Rnの平行移動と座標の置換から生成されるRnの変換群を T̃nで表す。g ∈ T̃n, P ∈

I0(n)に対して gP ∈ I0(n)となり、I0(n)は T̃n不変になる。よって、I(n)も T̃n不
変になる。I(n)上の付値 µは

(2.3.8) µ(gP ) = µ(P ) (g ∈ T̃n, P ∈ I(n))

を満たすとき、µを T̃n不変という。
I(n)上の付値 µを I0(n)に制限したときHausdorff距離に関して連続になるとき

に、µは連続であるという。これは I(n)上の関数としての連続性とは異なるので、
注意する必要がある。このように付値の連続性を定義するのは、幾何学的に重要
な付値が I0(n)上は連続であっても、I(n)上連続ではないためである。

I(n)上の付値 µが増加であるとは、P, Q ∈ I(n)に対してP ⊂ Qならば µ(P ) ≤
µ(Q)が成り立つことをいう。µが減少であるとは、P, Q ∈ I(n)に対して P ⊂ Q

ならば µ(P ) ≥ µ(Q)が成り立つことをいう。µが増加または減少のとき、µを単
調という。
まずR1の場合を考える。I(1)の元は有限個の有界閉区間の合併になる。A ∈ I(1)

に対して

µ1
0(A) = Aの連結成分の個数,

µ1
1(A) = Aの長さ

によって、µ1
0, µ

1
1を定める。

補題 2.3.1 µ1
0, µ

1
1は I(1)上の T̃1不変連続付値になる。

証明 A,B, A∪B ∈ I0(1)のとき、これらはすべて有界閉区間であり、A∪B ∈
I0(1)よりA ∩ Bも有界閉区間になる。よって

µ1
0(A ∪ B) = 1,

µ1
0(A) + µ1

0(B) − µ1
0(A ∩ B) = 1 + 1 − 1 = 1.
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したがって、µ1
0は I0(1)上で付値になる。定理 2.1.2より、µ1

0は I(1)上の付値 µに
一意的に拡張される。A ∈ I(1)に対して

A = A1 ∪ · · · ∪ Ak

かつ i 6= jならばAi ∩Aj = ∅を満たすように有界閉区間A1, . . . , Akをとることが
できる。このとき、包除等式より

µ(A) =
k∑

j=1

µ(Aj) =
k∑

j=1

µ1
0(Aj) = k = µ1

0(A)

となる。よって I(1)上で µ = µ1
0が成り立ち、µ1

0は I(1)上の付値になる。
µ1

0は T̃1の作用に関して不変になる。µ1
0は I0(1)上恒等的に 1だから、µ1

0の I0(1)

への制限は連続になる。以上より µ1
0は T̃1不変連続付値になる。

µ1
1も µ1

0と同様に I(1)上の T̃1不変付値であることがわかる。さらに µ1
1は I(1)

上Hausdorff距離に関しても連続になることがわかる。

問題 2.3.2 以下を示せ。

(1) Pi = {0} ∪ [1/i, 1] ∈ I(1)はHausdorff距離に関して [0, 1]に収束する。

(2) µ1
0(Pi) = 2, µ1

0([0, 1]) = 1.

これらより、µ1
0は I(1)上Hausdorff距離に関して連続ではない。

定理 2.3.3 µ1
0, µ

1
1は I(1)上の T̃1不変連続付値全体の空間の基底になる。

証明 c0, c1 ∈ Rが c0µ
1
0 + c1µ

1
1 = 0を満たすとする。{0} ∈ I(1)を代入すると

c0 = 0を得る。よって c1µ
1
1 = 0が成り立つ。これに [0, 1]を代入すると c1 = 0と

なり、µ1
0, µ

1
1は線形独立である。

次にこれらが I(1)上の T̃1不変連続付値全体の空間の生成系になることを示す。
µを I(1)上の T̃1不変連続付値とする。c = µ({0})とおく。µ′ = µ− cµ1

0とすると、
µ′もまた I(1)上の T̃1不変連続付値になる。任意の x ∈ Rに対して

µ′({x}) = µ({x}) − cµ1
0({x}) = µ({x}) − µ({0}) = 0.

最後の等式は µの平行移動に関する不変性による。関数 f : [0,∞) → Rを

f(x) = µ′([0, x]) (x ∈ [0,∞))

によって定める。µの連続性から f は連続関数になる。µの T̃1不変性から、長さ
x ≥ 0の閉区間 Aに対して µ′(A) = f(x)が成り立つ。長さ y ≥ 0の閉区間 Bを
A ∩ Bが一点になるようにとると、A ∪ Bは長さ x + yの閉区間になり、

f(x + y) = µ′(A∪B) = µ′(A) + µ′(B)− µ′(A∩B) = µ′(A) + µ′(B) = f(x) + f(y)
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を得る。これと f の連続性から r = f(1)とおくと

f(x) = rx (x ∈ [0,∞))

が成り立つ (問題 2.3.4)。よって、µ′ = rµ1
1となり、µ = cµ1

0 + rµ1
1を得る。した

がって、µ1
0, µ

1
1は I(1)上の T̃1不変連続付値全体の空間の生成系になり、さらに基

底になることがわかる。

問題 2.3.4 連続関数 f : [0,∞) → Rが任意の x, y ≥ 0に対して f(x + y) = f(x) +

f(y)を満たすとき、f(x) = f(1)x (x ∈ R)が成り立つことを示せ。

x1, . . . , xnの基本対称式を次のように定める。

e0 = 1,

ek(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i1<···<ik≤n

xi1 · · ·xik .

定理 2.3.5 0 ≤ k ≤ nに対して I(n)上のただ一つの T̃n不変連続付値 µk が存在
し、辺の長さが x1, . . . , xnの P ∈ I0(n)に対して

µk(P ) = ek(x1, . . . , xn)

が成り立つ。

証明 t ∈ Rに対して µ1
t = µ1

0 + tµ1
1によって、I(1)上の T̃1不変連続付値を定め

る。Ii ∈ I0(1), P = I1 × · · · × In ∈ I0(n)に対して

µn
t (P ) = µ1

t (I1) · · ·µ1
t (In)

によってµn
t を定める。µn

t が I0(n)上の付値になることを示す。A,B, A∪B ∈ I0(n)

とすると、
A = A1 × · · · × An, B = B1 × · · · × Bn

と表したとき、A ∪ B ∈ I0(n)という条件からある i以外の jについてAj = Bjか
つAi ∪ Bi ∈ I0(1)が成り立つ。

µn
t (A ∪ B) = µn

t (A1 × · · · × (Ai ∪ Bi) × · · · × An)

= µ1
t (A1) · · ·µ1

t (Ai ∪ Bi) · · ·µ1
t (An)

= µ1
t (A1) · · · (µ1

t (Ai) + µ1
t (Bi) − µ1

t (Ai ∩ Bi)) · · ·µ1
t (An)

= µn
t (A) + µn

t (B) − µn
t (A ∩ B)

となり、µn
t が I0(n)上の付値であることがわかる。Groemerの拡張定理 2.1.2より、

µn
t は I(n)上の付値に一意的に拡張できる。I(n)上に拡張した付値も同じ記号µn

t で
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表すことにする。P = I1×· · ·×Inに対して Iiの長さをxiとするとµ1
t (Ii) = 1+ txi

となり、

µn
t (P ) = µ1

t (I1) · · ·µ1
t (In) = (1 + tx1) · · · (1 + txn)(2.3.9)

= e0 + e1(x1, . . . , xn)t + e2(x1, . . . , xn)t2 + · · · + en(x1, . . . , xn)tn.

したがって、µn
t の I0(n)における値は、tの n次多項式になる。Q ∈ I(n)に対して

Q = P1 ∪ · · · ∪ Pm

と Pi ∈ I0(n)によって表すと、包除等式より

µn
t (Q) =

∑
i

µn
t (Pi) −

∑
i<j

µn
t (Pi ∩ Pj) ± · · · .

右辺の各項は tの n次多項式だから、これを tのべきにまめることができる。

(2.3.10) µn
t (Q) = µ0(Q) + µ1(Q)t + µ2(Q)t2 + · · · + µn(Q)tn.

µn
t は I(n)上の T̃n不変連続付値になり、各µiも I(n)上の T̃n不変連続付値になる。
特に (2.3.10)においてQ = P とすると、(2.3.9)と (2.3.10)を比較することにより、
µiは ei(x1, . . . , xn)の拡張になっていることもわかる。

命題 2.3.6 I(n)上の付値 µiは nに依存しない。

これは P ⊂ Rm ⊂ Rnのときに、µm
i (P ) = µn

i (P )が成り立つことを意味する。
これは定義よりわかる。

µkを k次内在的体積と呼ぶ。µ0はEuler数とも呼ぶ。

例 2.3.7 a, b > 0に対して I(2)の元 P を P = ∂([0, a] × [0, b]) によって定めると、
P は長方形の 4辺の合併になる。これに包除公式を適用すると、

µ0(P ) = 4 − 4 = 0, µ1(P ) = 2a + 2b.

I = {a/2} × [0, b]とおくと包除公式より

µ0(P ∪ I) = µ0(P ) + µ0(I) − µ0(P ∩ I) = 0 + 1 − 2 = −1,

µ1(P ∪ I) = µ1(P ) + µ1(I) − µ1(P ∩ I) = 2a + 2b + b = 2a + 3b.

P ∪ Iを別の形で表示することもできる。

P1 = ∂([0, a/2] × [0, b]), P2 = ∂([a/2, a] × [0, b])

とおくと P ∪ I = P1 ∪ P2が成り立つ。これに包除公式を適用すると、

µ0(P1 ∪ P2) = µ0(P1) + µ0(P2) − µ0(P1 ∩ P2) = 0 + 0 − 1 = −1,

µ1(P1 ∪ P2) = µ1(P1) + µ1(P2) − µ1(P1 ∩ P2) = a + 2b + a + 2b − b = 2a + 3b.

もちろんどのように I(2)の有限個の元の合併で表示しても、包除公式によって求
めた µ0, µ1の値が一致することは定理 2.1.2によって保証されている。
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問題 2.3.8 a, b, c > 0に対して I(3)の元 P0を P0 = ∂([0, a] × [0, b] × [0, c])によっ
て定めると、P0は直方体の 6つの面の合併になる。

I = {a/2} × {b/2} × [0, c], F = {a/2} × [0, b] × [0, c]

をとり、P1 = P0 ∪ I, P2 = P0 ∪ F によって P1, P2定める。µi(Pj) (0 ≤ i, j ≤ 2)

を求めよ。

命題 2.3.9

H1 = {(x1, . . . , xh, 0, . . . , 0)}, H2 = {(0, . . . , 0, xh+1, . . . , xn)} ⊂ Rn

とおく。Pa ∈ I(Ha)に対して (a = 1, 2) 次の等式が成り立つ。

µi(P1 × P2) =
∑

r+s=i

µr(P1)µs(P2).

証明 まず閉区間の場合に等式を証明する。P1 ∈ I0(H1)の辺の長さをx1, . . . , xh

とし、P2 ∈ I0(H2)の辺の長さを xh+1, . . . , xnとする。このとき∑
r+s=i

µr(P1)µs(P2)

=
∑

r+s=i

( ∑
1≤j1<···<jr≤h

xj1 · · ·xjr

)
·

 ∑
h+1≤jr+1<···<ji≤n

xjr+1 · · ·xji


=

∑
1≤j1<···<ji≤n

xj1 · · ·xji
= µi(P1 × P2)

となり問題の等式が成り立つ。
次に

P̃ =
∪
k

Pk (Pk ∈ I0(H1)), Q ∈ I0(H2)

の場合に
µi(P̃ × Q) =

∑
r+s=i

µr(P̃ )µs(Q)

が成り立つことを示す。包除公式より

µi(P̃ × Q) = µi

((∪
k

Pk

)
× Q

)
= µi

(∪
k

(Pk × Q)

)
=
∑

k

µi(Pk × Q) −
∑

k1<k2

µi((Pk1 × Q) ∩ (Pk2 × Q))

+
∑

k1<k2<k3

µi((Pk1 × Q) ∩ (Pk2 × Q) ∩ (Pk3 × Q)) ± · · ·

=
∑

k

∑
r+s=i

µr(Pk)µs(Q) −
∑

k1<k2

µi((Pk1 ∩ Pk2) × Q)

+
∑

k1<k2<k3

µi((Pk1 ∩ Pk2 ∩ Pk3) × Q) ± · · ·
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=
∑

k

∑
r+s=i

µr(Pk)µs(Q) −
∑

k1<k2

∑
r+s=i

µr(Pk1 ∩ Pk2)µs(Q)

+
∑

k1<k2<k3

∑
r+s=i

µr(Pk1 ∩ Pk2 ∩ Pk3)µs(Q) ± · · ·

=
∑

r+s=i

{∑
k

µr(Pk) −
∑

k1<k2

∑
r+s=i

µr(Pk1 ∩ Pk2)

+
∑

k1<k2<k3

µr(Pk1 ∩ Pk2 ∩ Pk3) ± · · ·

}
µs(Q)

=
∑

r+s=i

µr(P̃ )µs(Q)

となり問題の等式が成り立つ。
同様に

Q̃ =
∪

l

Ql (Ql ∈ I0(H2))

の場合にも
(∗) µi(P̃ × Q̃) =

∑
r+s=i

µr(P̃ )µs(Q̃)

が成り立つことがわかる。

問題 2.3.10 上記等式 (∗)を証明せよ。

I(n)上の付値 µに対して、P ∈ I0(n), dim P < nならば µ(P ) = 0となるとき、
µを単純という。µnは単純になる。

定理 2.3.11 (I(n)の体積定理) 平行移動で不変な I(n)上の単純付値µがさらに連
続または単調ならば、ある定数 c ∈ Rが存在して次の等式が成り立つ。

µ(P ) = cµn(P ) (P ∈ I(n)).

証明 c = µ([0, 1]n)とおく。正整数 kに対して [0, 1]nを [0, 1/k]nと平行移動で
写る kn個の閉区間

[0, 1/k]n + (i1/k, . . . , in/k) (0 ≤ i1, . . . , in ≤ k − 1)

の合併で表すことができる。µが平行移動に関して不変であることから、これら閉
区間の µの値はすべて等しい。µが単純であることからこれら閉区間の共通部分
の µの値は 0になる。よって、包除公式より

c = µ([0, 1]n) = knµ([0, 1/k]n)
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となることがわかる。これより

µ([0, 1/k]n) =
c

kn
= cµn([0, 1/k]n)

となり、さらに、すべての辺の長さが有理数である P に対し

µ(P ) = cµn(P ) (P ∈ I0(n))

が成り立つ。µが連続のとき、P ∈ I0(n)に対して辺の長さがすべて有理数になる
Pi ∈ I0(n)が存在して Pi → P (i → ∞)が成り立ち、

µ(P ) = lim
i→∞

µ(Pi) = lim
i→∞

cµn(Pi) = cµn(P ).

µが単調のとき、P ∈ I0(n)に対して辺の長さがすべて有理数になるBi, Di ∈ I0(n)

が存在してBi ⊂ P ⊂ Diと lim
i→∞

µn(Di) = lim
i→∞

µn(Bi) が成り立ち、

cµn(Bi) = µ(Bi) ≤ µ(P ) ≤ µ(Di) = cµn(Di).

(≥) (≥)

したがって、挟み撃ちの原理より次の等式を得る。

µ(P ) = lim
i→∞

cµn(Bi) = cµn(P ).

定理 2.3.11において付値の連続性または単調性の仮定がないと、µnの定数倍に
なるとは限らない。そのような例を挙げておく。

例 2.3.12 実数全体Rを有理数体Q上のベクトル空間とみなし、RQと書く。Rの
濃度はQの濃度より真に大きいので、dimQ RQ = ∞となる。その双対空間R∗

Qも
無限次元になる。よって、R∗

Qの 0ではない元 fをとることができる。fはRQから
QへのQ線形写像である。必要なら有理数倍して f(1) = 1としてよい。f を使っ
て I0(1)上の関数 ηを

η([a, b]) = f(b − a)

によって定める。定め方より ηは平行移動に関して不変になる。a ≤ c ≤ b ≤ dを
満たす a, b, c, dをとると [a, b] ∪ [c, d] = [a, d]となり、

η([a, b] ∪ [c, d]) + η([a, b] ∩ [c, d]) = η([a, d]) + η([c, b]) = f(d − a) + f(b − c)

= f((d − b) + (b − a)) + f(b − c) = f(d − b) + f(b − a) + f(b − c)

= f(b − a) + f(d − c) = η([a, b]) + η([c, d]).

したがって、ηは I0(1)上の付値になる。定理 2.1.2より、ηは I(1)上の付値に一意
に拡張できる。拡張した付値も ηで表すことにする。ηは I(1)上の平行移動で不
変な付値になる。さらに単純付値であることもわかる。しかしながら、ηは有理数
値になるので、µ1の定数倍にはなり得ない。この µの積を利用すると I(n)でも同
様の付値を構成できる。
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定理 2.3.13 µ0, µ1, . . . , µnは I(n)上の T̃n不変連続付値全体の空間の基底になる。

証明 n = 1の場合は定理 2.3.3よりすでにわかっている。
µ0, µ1, . . . , µnが生成系になることを nに関する帰納法で証明する。I(n)上の T̃n

不変連続付値 µをとる。

Hj = {(x1, . . . ,
j
^

0 , . . . , xn)}

によってRnの超平面Hjを定める。µを I(Hj)に制限すると、これは T̃n−1不変連
続付値になる。帰納法の仮定よりある c0, c1, . . . , cn−1 ∈ Rが存在し、

µ(A) =
n−1∑
i=0

ciµi(A) (A ∈ I(n), A ⊂ Hj)

が成り立つ。係数 ciは jに依存して定まるが、µが T̃n不変であることから各 ciは
jに依存しないことがわかる。よって、A ∈ I(n)がある jについてA ⊂ Hjを満た
せば、

µ(A) =
n−1∑
i=0

ciµi(A)

が成り立つ。そこで、

µ′ = µ −
n−1∑
i=0

ciµi

とおくと、µ′は I(n)上の T̃n不変連続付値になる。さらに上で示したことよりP ∈
I0(n)が dim P < nを満たせば P は平行移動によってあるHj に含まれ µ′(P ) = 0

が成り立つ。すなわち、µ′は I(n)上の T̃n不変連続単純付値になる。よって、定
理 2.3.11よりある cn ∈ Rが存在して µ′ = cnµnが成り立つ。したがって、次の等
式を得る。

µ =
n∑

i=0

ciµi.

次に µ0, µ1, . . . , µnが線形独立系になることを示す。

n∑
i=0

ciµi = 0

と仮定する。{(0, . . . , 0)}を代入すると c0 = 0を得る。よって

n∑
i=1

ciµi = 0
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となり、これに [0, 1] × {0} × · · · × {0}を代入すると c1 = 0を得る。よって

n∑
i=2

ciµi = 0

となり、これに [0, 1]2を代入すると c2 = 0を得る。この操作を続けることで

c0 = c1 = c2 = · · · = cn = 0

を得る。したがって、µ0, µ1, . . . , µnは線形独立系になる。
以上より µ0, µ1, . . . , µnは I(n)上の T̃n不変連続付値全体の空間の基底になるこ

とがわかる。

I(n)上の付値 µが

µ(αP ) = αkµ(P ) (α ≥ 0, P ∈ I0(n))

を満たすとき、µを次数 kの同次付値と呼ぶ。各 µkは次数 kの同次付値になって
いる。

系 2.3.14 µを I(n)上の T̃n不変連続付値であって、次数 kの同次付値であるとす
ると (0 ≤ k ≤ n)、ある c ∈ Rが存在して µ = cµkが成り立つ。

証明 定理 2.3.13より

µ =
n∑

i=0

ciµi (ci ∈ R)

と表示できる。任意の α ≥ 0, P ∈ I0(n)に対して

αkµ(P ) = µ(αP ) =
n∑

i=0

ciµi(αP ) =
n∑

i=0

ciα
iµi(P )

となるので、i 6= kならば ci = 0が成り立つ。したがって、µ = ckµkを得る。
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第3章 多重凸体

3.1 多重凸体
Rnのコンパクト凸集合を凸体と呼び、その全体をKnで表す。1 Knは有限個の

共通部分に関して閉じている。Knの元の有限個の合併を多重凸体と呼ぶ。第 1.1

節の用語と記号を使うと、多重凸体の全体は [Kn]で表され、Knは [Kn]を生成し、
[Kn]は束になる。Rnの閉区間は凸体になるので、I0(n) ⊂ Knと I(n) ⊂ [Kn]が成
り立つ。

Rnの部分集合Aを含む凸集合全体の共通部分を

ConvA = ∩{C | A ⊂ C, Cは凸集合 }

と表し、Aの凸包と呼ぶ。これはAを含む凸集合のうちで包含関係に関して最小
なものと一致する。Rnの有限部分集合の凸包を凸多面体と呼ぶ。凸多面体は凸体
になる。凸多面体に関して次の定理が知られている。

定理 3.1.1 Kn内において凸多面体全体はHausdorff距離に関して稠密になる。

Rnの元 x, yの内積を x · yで表す。K ∈ Knに対して hK : Sn−1 → Rを

hK(u) = max
x∈K

x · u (u ∈ Sn−1)

で定め、Kの支持関数と呼ぶ。
h : Sn−1 → Rに対して h̃ : Rn → Rを

h̃(αu) = αh(u) (α ≥ 0, u ∈ Sn−1)

によって定める。Sn−1上の関数 hがある凸体の支持関数になっているための必要
十分条件は、

h̃(x + y) ≤ h̃(x) + h̃(y) (x, y ∈ Rn)

となることが知られている。
K ∈ Knと u ∈ Sn−1に対して、

H(K,u) = {x ∈ Rn | x · u = hK(u)}
1内部を持つコンパクト凸集合を凸体と呼ぶ文献もあるが、ここでは内部のあるなしにかかわら

ず、コンパクト凸集合を凸体と呼ぶことにする。
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によってKの支持平面H(K,u)を定める。

H(K,u)− = {x ∈ Rn | x · u ≤ hK(u)}

によって閉半空間H(K, u)−を定めると、

K =
∩

u∈Sn−1

H(K, u)−

が成り立つ。
K,L ∈ KnのMinkowski和を

K + L = {x + y | x ∈ K, y ∈ L}

によって定める。
hK+L = hK + hL

が成り立つことが知られている。さらに

δ(K, L) = sup
u∈Sn−1

|hK(u) − hL(u)|

が成り立つことも知られている。C(Sn−1)を Sn−1上の連続関数全体に最大値ノル
ムを入れる。このとき、h : Kn → C(Sn−1) ; K 7→ hK は等長写像になることを意
味している。

EnでO(n) n Rnまたは SO(n) n Rnを表す。これらはRnに等長変換として作
用する。µを [Kn]上の付値とする。µが

µ(gA) = µ(A) (g ∈ En, A ∈ [Kn])

を満たすとき、µをEn不変という。µをKnに制限しHausdorff距離に関して連続
になるときに、µは連続であるという。閉区間塊の付値の連続性と同様、[Kn]上
の付値の連続性は [Kn]上の関数としての連続性とは異なるので、注意する必要が
ある。

定理 3.1.2 (多重凸体に関するGroemerの拡張定理) Kn上の連続付値は [Kn]上
の連続付値に一意的に拡張できる。

証明 実数直線R上では凸体と閉区間は同一になる。n = 1の場合は、定理 2.1.2

よりK1 = I0(1)上の付値は一意的に [K1] = I(1)上の付値に拡張できる。
定理 1.2.4よりKn上の連続付値に関する積分が存在することを証明すればよい。

これを nに関する帰納法で証明する。n− 1次元の場合に主張が成り立つと仮定し
て、n次元の場合に主張が成り立つことを証明する。µをKn上の連続付値とする。
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µに関する積分が存在しないと仮定して矛盾を導く。µに関する積分が存在しない
ということは、K1, . . . , Km ∈ Knと α1, . . . , αm ∈ Rが存在して

m∑
i=1

αiIKi
= 0,(3.1.1)

m∑
i=1

αiµ(Ki) = 1(3.1.2)

を満たすことになる。これらを満たすmが最小になるようにK1, . . . , Km ∈ Knと
α1, . . . , αm ∈ Rをとっておく。HをRnの超平面であってK1 ⊂ intH+ を満たすよ
うにとる。(3.1.1)に IH+をかけると次の等式を得る。

m∑
i=1

αiIKi∩H+ = 0

同様に、次の等式も得る。
m∑

i=1

αiIKi∩H = 0,
m∑

i=1

αiIKi∩H− = 0.

付値の性質より
m∑

i=1

αiµ(Ki) =
m∑

i=1

αiµ((Ki ∩ H+) ∪ (Ki ∩ H−))

=
m∑

i=1

αiµ(Ki ∩ H+) +
m∑

i=1

αiµ(Ki ∩ H−) −
m∑

i=1

αiµ(Ki ∩ H).

ここで、
m∑

i=1

αiIKi∩H = 0

と n − 1次元の帰納法の仮定より
m∑

i=1

αiµ(Ki ∩ H) = 0

が成り立つ。また、K1 ∩ H− = ∅であり、
m∑

i=2

αiIKi∩H− =
m∑

i=1

αiIKi∩H− = 0

だから、mの最小性より
m∑

i=1

αiµ(Ki ∩ H−) =
m∑

i=2

αiµ(Ki ∩ H−) = 0



3.1. 多重凸体 27

が成り立つ。以上より
m∑

i=1

αiµ(Ki ∩ H+) =
m∑

i=1

αiµ(Ki) = 1

を得る。
定理 3.1.1よりKn内で凸多面体全体はHausdorff距離に関して稠密になること

から、ある超平面の列H1, H2, . . . が存在してK1 ⊂ intH+
j と

K1 =
∞∩

j=1

H+
j = lim

k→∞

k∩
j=1

H+
j

が成り立つ。上の操作をH = H1, H2, . . . について繰り返すと
m∑

i=1

αiµ(Ki ∩ H+
1 ∩ · · · ∩ H+

j ) = 1

を得る。µの連続性より、
m∑

i=1

αiµ(Ki ∩ K1) =
m∑

i=1

αiµ

(
Ki ∩ lim

k→∞

k∩
j=1

H+
j

)

= lim
k→∞

m∑
i=1

αiµ

(
Ki ∩

k∩
j=1

H+
j

)
= 1

が成り立つ。2

m∑
i=1

αiIKi∩H+
1 ∩···∩H+

j
= 0

も成り立つ。さらに
m∑

i=1

αiIKi∩K1 = lim
j→∞

m∑
i=1

αiIKi∩H+
1 ∩···∩H+

j
= 0.

上記の操作をK2, K3, . . . について繰り返すと
m∑

i=1

αiIKi∩K1∩···∩Km = 0,
m∑

i=1

αiµ(Ki ∩ K1 ∩ · · · ∩ Km) = 1.

各 iについてKi ∩ K1 ∩ · · · ∩ Km = K1 ∩ · · · ∩ Km となるので、(
m∑

i=1

αi

)
IK1∩···∩Km = 0,

(
m∑

i=1

αi

)
µ(K1 ∩ · · · ∩ Km) = 1.

となり、矛盾が起こる。したがって、µに関する積分は存在する。

問題 3.1.3 K, L ∈ KnならばK + L ∈ Knであることを示せ。
2閉区間塊の場合にこの操作は有限回で済むため、定理 2.1.2では付値の連続性は必要なかった。

一般の凸体の場合は可算列の極限をとるため、付値の連続性が必要になる。
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3.2 Euler数
補題 3.2.1 K, L,K ∪ Lが Rnの凸閉集合ならば、x ∈ K と y ∈ Lを結ぶ線分 xy

はK ∩ Lと交わる。特に、K ∩ Lは空集合ではない。

証明 K ∪ Lは凸集合だから xy ⊂ K ∪ Lが成り立つ。xy ∩ Kは xを含み、xy

内の凸閉集合になるので、ある z ∈ Kによって xy ∩K = xzと表すことができる。
z ∈ Lを示すために、z /∈ Lと仮定して矛盾を導く。Lは閉集合だから、zのある
近傍が存在して Lと共通部分を持たない。これより、relintzy 3 z1 /∈ Lが存在す
る。z1 ∈ xy ⊂ K ∪Lだから z1 ∈ Kとなる。したがって、xz ( xz1 ⊂ K となり z

のとり方に矛盾する。よって z ∈ Lとなって z ∈ K ∩ Lが成り立ち、xyはK ∩ L

と交わる。

定理 3.2.2 (Euler数の存在) [Kn]上の En不変連続付値 µn
0 で、次の条件を満た

すものがただ一つ存在する。

µn
0 (K) = 1 (K ∈ Kn).

証明 µ : Kn → Rを
µ(K) = 1 (K ∈ Kn)

によって定める。A,B, A ∪ B ∈ Knならば、補題 3.2.1よりA ∩ B ∈ Knが成り立
つ。したがって、

µ(A ∪ B) = 1,

µ(A) + µ(B) − µ(A ∩ B) = 1 + 1 − 1 = 0

となり、µはKn上の付値になる。定理 3.1.2より µは [Kn]上の付値に一意的に拡
張される。拡張された [Kn]上の付値が µn

0 である。

P ∈ [Kn]がP ⊂ Rk (k < n)を満たすとき、P ∈ [Kk]となり、µn
0 (P ), µk

0(P )を考
えることができる。

P =
m∪

i=1

Pi (Pi ∈ Kk)

とすると、包除公式と凸体に対して µn
0 , µ

k
0の値は 1になるということから、

µk
0(P ) =

m∑
j=1

(−1)j−1
∑

i1<···<ij

µk
0(Pi1 ∩ · · · ∩ Pij)

=
m∑

j=1

(−1)j−1
∑

i1<···<ij

µn
0 (Pi1 ∩ · · · ∩ Pij) = µn

0 (P ).
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これよりµn
0のnを省略してµ0と書いても混乱は起きない。これは閉区間塊のEuler

数 µ0の拡張になっている。
µ0は [K1]上では補題 2.3.1の µ1

0に一致し、連結成分の個数を対応させる関数に
なる。一般の [Kn]の場合はそうなるとは限らない。[Kn]上のµ0の値について考え
ておく。その前に問題 1.1.11の類似の次の補題を準備しておく。

補題 3.2.3 束L上の付値 µに関するL単純関数の積分は、L単純関数全体の成す
空間SF (L)上の線形汎関数になる。さらにこの対応は束L上の付値全体Val(L)と
SF (L)上の線形汎関数全体の間の一対一対応を与える。

証明 SF (L)上の線形汎関数 T に対して

µ(A) = T (IA) (A ∈ L)

によって、L上の実数値関数 µを定める。A,B ∈ Lに対して (1.2.6)と T の線形性
より

µ(A ∪ B) = T (IA∪B) = T (IA + IB − IA∩B) = T (IA) + T (IB) − T (IA∩B)

= µ(A) + µ(B) − µ(A ∩ B)

が成り立つ。したがって、µは L上の付値になる。さらに、L単純関数

f =
m∑

i=1

aiIAi
(ai ∈ R, Ai ∈ L)

に対して T の線形性より

T (f) = T

(
m∑

i=1

aiIAi

)
=

m∑
i=1

aiT (IAi
) =

m∑
i=1

aiµ(Ai) =

∫
fdµ

が成り立つ。
逆にL上の付値 µに対して µに関するL単純関数の積分はSF (L)上の線形汎関

数になり、これに対応するL上の付値は µに一致する。このように、束Val(L)と
SF (L)上の線形汎関数全体は一対一に対応する。

補題 3.2.4 Kn単純関数 f に対して、µ0に関する積分の等式∫
fdµ0 =

∫ (∫
f(x1, . . . , xn)dµ0(x1, . . . , xn−1)

)
dµ0(xn)

が成り立つ。
πn : Rn → R ; (x1, . . . , xn) 7→ xn

によって第 n成分への射影 πnを定める。このとき次の等式が成り立つ。

µ0(K) =

∫
µ0(K ∩ π−1

n (x))dµ0(x) (K ∈ [Kn]).
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証明 K ∈ Knに対して∫ (∫
IK(x1, . . . , xn)dµ0(x1, . . . , xn−1)

)
dµ0(xn)

=

∫ (∫
IK∩π−1

n (xn)(x1, . . . , xn−1)dµ0(x1, . . . , xn−1)

)
dµ0(xn)

=

∫
µ0(K ∩ π−1

n (xn))dµ0(xn) =

∫
Iπn(K)(xn)dµ0(xn)

= µ0(πn(K)) = 1 = µ0(K) =

∫
IKdµ0.

積分の線形性より、Knの元の特性関数の線形結合であるKn単純関数 f に対して∫
fdµ0 =

∫ (∫
f(x1, . . . , xn)dµ0(x1, . . . , xn−1)

)
dµ0(xn)

が成り立つ。K ∈ [Kn]の特性関数 IKに上記積分等式を適用すると次の等式を得る。

µ0(K) =

∫
IKdµ0 =

∫ (∫
IK(x1, . . . , xn)dµ0(x1, . . . , xn−1)

)
dµ0(xn)

=

∫ (∫
IK∩π−1

n (x)dµ0

)
dµ0(x) =

∫
µ0(K ∩ π−1

n (x))dµ0(x).

定理 3.2.5 nを正整数とし、P をn次元凸多面体とすると、∂P ∈ [Kn]となり、次
の等式が成り立つ。

µ0(∂P ) = 1 − (−1)n.

証明 dim P = nだから、P ⊂ Rnとしてよい。定理を nに関する帰納法で証明
する。n = 1の場合、

µ0(∂P ) = µ0(P の二端点) = 2 = 1 − (−1)1.

n > 1の場合、n − 1次元では定理の主張が成り立つと仮定する。補題 3.2.4より

(∗) µ0(∂P ) =

∫
µ0(∂P ∩ π−1

n (x))dµ0(x).

そこで、x ∈ Rに対する µ0(∂P ∩ π−1
n (x))について考える。x ∈ πn(P )かつ x /∈

∂(πn(P ))のとき、帰納法の仮定より

µ0(∂P ∩ π−1
n (x)) = µ0(∂(P ∩ π−1

n (x))) = 1 − (−1)n−1.

x ∈ ∂(πn(P ))のときは、∂P ∩ π−1
n (x) = P ∩ π−1

n (x) ∈ Kn となって

µ0(∂P ∩ π−1
n (x)) = 1.
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x /∈ πn(P )のときは、
µ0(∂P ∩ π−1

n (x)) = 0.

πn(P ) ∈ K1だから πP = [a, b]とおくことができる。上で示したことより

µ0(∂P ∩ π−1
n (x)) =



0 (x < a),

1 (x = a),

1 − (−1)n−1 (a < x < b),

1 (x = b),

0 (b < x)

となる。これをK1単純関数で表現すると

µ0(∂P ∩ π−1
n (x)) = (1 − (−1)n−1)I[a,b](x) + (−1)n−1I{a}(x) + (−1)n−1I{b}(x).

したがって、(∗)より

µ0(∂P ) =

∫
µ0(∂P ∩ π−1

n (x))dµ0(x)

=

∫ {
(1 − (−1)n−1)I[a,b] + (−1)n−1I{a} + (−1)n−1I{b}

}
dµ0

= (1 − (−1)n−1) + (−1)n−1 + (−1)n−1 = 1 − (−1)n.

Sを集合とし、L ⊂ P (S)を束とする。有限個の合併、有限個の共通部分、差集
合に関して閉じている Lを含む最小の Sの部分集合族をB(L)で表す。

(3.2.3) IA−B = IA−A∩B = IA − IAIB

が成り立つことに注意しておく。Lに含まれる集合の特性関数の有限個の和、積
と差によって生成される単純関数からなる代数を I(L)とする。(1.2.5)、(1.2.6)と
(3.2.3)より、すべてのC ∈ B(L)に対して IC ∈ I(L)が成り立つ。

補題 3.2.6 束 L上定義された付値 µはB(L)上の付値に一意的拡張を持つ。

証明 定理 1.2.4より、µは I(L)上の積分を定める。

µ(C) =

∫
ICdµ (C ∈ B(L))

によって µをB(L)上に拡張すると、積分の線形性と (1.2.7)よりこの拡張はB(L)

上の付値になる。

P をRn内の k次元凸多面体とすると、ある k次元アフィン部分空間A ⊂ Rnが
存在して P ⊂ Aが成り立つ。Aの位相に関する P の内部を P の相対内部と呼び、
relintP で表す。relintP = P − ∂P が成り立つ。
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定理 3.2.7 P をRn内の k次元凸多面体とすると次の等式が成り立つ。

µ0(relintP ) = (−1)k.

証明 定理 3.2.5より、

µ0(relintP ) = µ0(P ) − µ0(∂P ) = 1 − (1 − (−1)k) = (−1)k.

凸多面体の有限個の合併を多面体と呼ぶ。P を多面体とする。F が次の条件を
満たすとき、F は P の面族であるという。

(1) F は凸多面体の有限族、

(2)
∪

Q∈F

relintQ = P ,

(3) Q,Q′ ∈ F, Q 6= Q′ならば、relintQ ∩ relintQ′ = ∅.

これは幾何学的単体複体よりも弱い概念になっている。次の定理は位相幾何学で
定義する Euler数と µ0が一致することを示している。

定理 3.2.8 (Euler-Schläfli-Poincaréの公式) F を多面体 P の面族とし

fi = #{Q ∈ F | dim Q = i}

とおくと、次の等式が成り立つ。

µ0(P ) =
∑

i

(−1)ifi.

証明 面族の定義より
P =

∪
Q∈F

relintQ

は互いに素な合併になっているので、包除公式と定理 3.2.7より

µ0(P ) =
∑
Q∈F

µ0(relintQ) =
∑
Q∈F

(−1)dim Q =
∑

i

(−1)ifi.

3.3 平面多重凸体の不変連続付値
前節で任意の次元のRnの多重凸体の付値µ0を定めた。付値µnはn次元Lebesgue

測度によって定めることができる。0 < k < nに対する付値 µkを定めるためには、
Grassmann多様体上の不変測度による積分が必要になる。ここでは 2次元の場合
に限って µ1を定義し、平面の多重凸体の不変連続付値を扱う。
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θ ∈ Rに対して、方程式
x cos θ + y sin θ = 0

の定める R2の直線を lθ で表す。部分集合 A ⊂ R2を直線 lθ に直交射影した像を
A|lθ で表す。Aが凸体ならばA|lθ は直線内の閉区間になり、2.3節で定義した閉区
間の 1次内在的体積 µ1を使ってその長さ µ1(A|lθ)を考えることができる。

補題 3.3.1 P ∈ I0(2)に対して次の等式が成り立つ。∫ π

0

µ1(P |lθ)dθ = 2µ1(P ).

証明 R内の長さ a ≥ 0の閉区間を Iaで表し、P = Ia × Ibとする。

µ1(P |lθ) = a| sin θ| + b| cos θ|

が成り立つ。これより∫ π

0

µ1(P |lθ)dθ =

∫ π

0

{a| sin θ| + b| cos θ|}dθ = (a + b)

∫ π

0

| sin θ|dθ

= 2(a + b) = 2µ1(P ).

補題 3.3.1の右辺はR2内の閉区間に対して定義したが、左辺の積分は P が凸体
でも意味を持つ。そこで左辺によって凸体の付値を定義することを考える。この左
辺が付値の性質を満たすことを示すために、凸体に関する若干の準備をしておく。

補題 3.3.2 K, L, K ∪ L ∈ K2ならば、(K|lθ) ∩ (L|lθ) = (K ∩ L)|lθ が成り立つ。

証明 K|lθ ⊃ (K∩L)|lθとL|lθ ⊃ (K∩L)|lθより (K|lθ)∩(L|lθ) ⊃ (K∩L)|lθ を得
る。逆の包含関係を示すために、任意の z ∈ (K|lθ)∩ (L|lθ)をとる。ある x ∈ Kと
y ∈ Lによって z = x|lθ = y|lθと表すことができる。このとき、xy|lθ = {z}が成り立
つ。さらに、補題3.2.1より z̃ ∈ xy∩(K∩L)が存在する。よってz = z̃|lθ ∈ (K∩L)|lθ
となり、(K|lθ)∩(L|lθ) ⊂ (K∩L)|lθ もわかる。以上より (K|lθ)∩(L|lθ) = (K∩L)|lθ
が成り立つ。

定理 3.3.3 K2上の関数 βを

β(K) =

∫ π

0

µ1(K|lθ)dθ (K ∈ K2)

によって定めると、βはK2上のE2不変連続付値になる。
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証明 K, L,K ∪ L ∈ K2ならば

β(K ∪ L) =

∫ π

0

µ1((K ∪ L)|lθ)dθ =

∫ π

0

µ1((K|lθ) ∪ (L|lθ))dθ

=

∫ π

0

{µ1((K|lθ)) + µ1((L|lθ)) − µ1((K|lθ) ∩ (L|lθ))} dθ

(補題 3.3.2より)

=

∫ π

0

{µ1((K|lθ)) + µ1((L|lθ)) − µ1((K ∩ L)|lθ)} dθ

= β(K) + β(L) − β(K ∩ L)

が成り立ち、βはK2上の付値になる。
K ∈ K2をR2の平行移動で動かしてもµ1(K|lθ)の値は不変だから、βはR2の平

行移動に関して不変になる。KをR2の回転で移動してもµ1(K|lθ)を θで積分した
値は不変になる。したがって、βはE2の作用に関して不変であることがわかる。

K,L ∈ K2がK ⊂ Lを満たすとき、

β(K) =

∫ π

0

µ1(K|lθ)dθ ≤
∫ π

0

µ1(L|lθ)dθ = β(L)

となり、βは増加付値になる。ε ≥ 0に対して

µ1((K + εB2)|lθ) = µ1(K|lθ) + 2ε.

これより

β(K + εB2) =

∫ π

0

µ1((K + εB2)|lθ)dθ =

∫ π

0

{µ1(K|lθ) + 2ε}dθ = β(K) + 2πε.

補題 2.2.3より、K, L ∈ K2が δ(K,L) ≤ εを満たすならば、K ⊂ L + εB2, L ⊂
K + εB2が成り立つ。

β(K) ≤ β(L + εB2) = β(L) + 2πε, β(L) ≤ β(K + εB2) = β(K) + 2πε

となり、|β(K) − β(L)| ≤ 2πεを得る。すなわち、

K,L ∈ K2, δ(K,L) ≤ ε ⇒ |β(K) − β(L)| ≤ 2πε.

したがって、βはHausdorff距離に関して連続になる。特に ε = δ(K,L)とすると

|β(K) − β(L)| ≤ 2πδ(K,L)

が成り立つことがわかる。

補題 3.3.1と定理 3.3.3より

1

2

∫ π

0

µ1(K|lθ)dθ (K ∈ K2)
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はK2上のE2不変連続付値であり、I0(2)上の 1次内在的体積µ1の拡張になる。こ
のK2上の付値も µ1で表し、K2の 1次内在的体積と呼ぶ。K2上の µ1の定義は

µ1(K) =
1

2

∫ π

0

µ1(K|lθ)dθ (K ∈ K2)

となる。定理 3.3.3の証明中示した不等式から次の系を得る。

系 3.3.4

|µ1(K) − µ1(L)| ≤ πδ(K, L) (K, L ∈ K2).

次の定理が成り立つことが知られている。

定理 3.3.5 (Hadwiger) µ0, µ1, µ2は [K2]上のE2不変連続付値全体の空間の基底
になる。

この定理の 1次元の場合は、[K1] = I(1)だから、定理 2.3.3に他ならない。一
般の nについても、0 < k < nについてKn上の En不変連続付値 µkを定めるこ
とができ、µk (0 ≤ k ≤ n)は [Kn]上のEn不変連続付値全体の空間の基底になる
(Hadwigerの定理)ことが知られている。

例 3.3.6 µ0(B
2) = 1, µ1(B

2) = π, µ2(B
2) = πが成り立つ。

命題 3.3.7 K, L, M,K ∪ L ∈ Knが成り立つならば、次の等式が成り立つ。

(K ∪ L) + M = (K + M) ∪ (L + M),(3.3.4)

(K ∩ L) + M = (K + M) ∩ (L + M)(3.3.5)

証明 (3.3.4)は任意の部分集合K,L, M ⊂ Rn に対して成り立つ。以下で (3.3.5)

を示す。包含関係

(∗) (K ∩ L) + M ⊂ (K + M) ∩ (L + M)

は任意の部分集合K,L, M ⊂ Rn に対して成り立つことを示す。x ∈ (K ∩L) + M

とすると、ある y ∈ K ∩ Lとm ∈ M が存在して

x = y + m

が成り立つ。これより、x ∈ K + M かつ x ∈ L + M が成り立ち、

x ∈ (K + M) ∩ (L + M).

これより (∗)が成り立つ。
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逆に x ∈ (K + M) ∩ (L + M)をとる。すると

x = a + m1 = b + m2 (a ∈ K, b ∈ L, m1,m2 ∈ M)

となる。K∪Lは凸だから、a, bを結ぶ線分 lに補題 3.2.1を適用するとK∩L∩l 6= ∅
が成り立つ。K ∩ L ∩ lの元 yは a, bを結ぶ線分上にあり

y = (1 − t)a + tb ∈ K ∩ L (0 ≤ t ≤ 1)

と書ける。
m = (1 − t)m1 + tm2 ∈ M

とおく。

y + m = (1 − t)a + tb + (1 − t)m1 + tm2 = (1 − t)(a + m1) + t(b + m2)

= (1 − t)x + tx = x.

したがって、x = y + m ∈ (K ∩ L) + M となり (∗)と逆の包含関係

(K ∪ L) + M ⊃ (K + M) ∪ (L + M)

も成り立ち (3.3.5)を得る。

系 3.3.8 µをKn上の付値とし、M ∈ Knとする。

µM(K) = µ(K + M) (K ∈ Kn)

とおくと、µM もKn上の付値になる。

証明 K, L,K ∪ L ∈ Knのとき、命題 3.3.7より

µM(K ∪ L) + µM(K ∩ L) = µ((K ∪ L) + M) + µ((K ∩ L) + M)

=µ((K + M) ∪ (L + M)) + µ((K + M) ∩ (L + M))

=µ(K + M) + µ(L + M) − µ((K + M) ∩ (L + M)) + µ((K + M) ∩ (L + M))

=µ(K + M) + µ(L + M) = µM(K) + µM(L)

となり、µM が付値であることがわかる。

定理 3.3.9 (Steinerの公式) K ∈ K2と ε ≥ 0に対して

µ2(K + εB2) = µ2(K) + 2µ1(K)ε + πε2.
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証明
η(K) = µ2(K + B2) (K ∈ K2)

によって ηを定めると、命題 3.3.8より ηは付値になる。さらに定め方よりE2不変
連続付値であることがわかる。したがって、定理 3.3.5よりある ci ∈ Rが存在して

η = c0µ0 + c1µ1 + c2µ2

が成り立つ。これより、ε > 0に対して

(∗) µ2(K + εB2) = ε2µ2

(
1

ε
K + B2

)
= ε2

{
c0µ0

(
1

ε
K

)
+ c1µ1

(
1

ε
K

)
+ c2µ2

(
1

ε
K

)}
= ε2c0µ0(K) + εc1µ1(K) + c2µ2(K)

が成り立つ。ここでK = B2とおくと

µ2(B
2 + εB2) = µ2((1 + ε)B2) = (1 + ε)2µ2(B

2) = π(ε2 + 2ε + 1).

他方 (∗)と例 3.3.6より

µ2(B
2 + εB2) = c0ε

2 + πc1ε + πc2.

εの係数を比較することにより、c0 = π, c1 = 2, c2 = 1を得る。これを (∗)に代入
すると次の等式を得る。この等式は ε = 0の場合も成立する。

µ2(K + εB2) = µ2(K) + 2µ1(K)ε + πε2.

問題 3.3.10 例 3.3.6を確認せよ。

問題 3.3.11 凸多角形 (2次元凸多面体)K ∈ K2に対して µ1(∂K) = 2µ1(K)が成
り立つことを示せ。

問題 3.3.12 凸多角形に対して Steinerの公式を直接証明せよ。

3.4 平面多重凸体の交叉積分公式
R2の角度 θの回転をR(θ)で表す。R2の合同変換は θ ∈ R, v ∈ R2によって

x 7→ R(θ)x + v

と表すことができる。これによって (θ, v)はE2の局所座標になり、θ ∈ Rと v ∈ R2

に関する Lebesgue測度の積測度
1

π
dθdvをE2に導入できる。このE2上の測度は
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群の左移動、右移動、逆元をとる操作に関して不変であることがわかる。この測
度に関する積分を

∫
E2

dgで表す。[K2]上のE2不変連続付値 µに対して

k(µ)(K, L) =

∫
E2

µ(K ∩ gL)dg (K, L ∈ [K2])

によって k(µ)を定める。

命題 3.4.1 [K2]上の E2不変連続付値 µに対してある cij ∈ R (0 ≤ i, j ≤ 2)が存
在して、次の等式が成り立つ。

k(µ)(K, L) =
2∑

i,j=0

cijµi(K)µj(L) (K, L ∈ [K2]).

さらに cij = cjiが成り立つ。

証明 K, L ∈ [K2]に対して

k(µ)(K,L) =

∫
E2

µ(K ∩ gL)dg =

∫
E2

µ(g−1(K ∩ gL))dg

=

∫
E2

µ(g−1K ∩ L)dg =

∫
E2

µ(L ∩ gK)dg = k(µ)(L,K)

となることに注意しておく。
L ∈ [K2]を固定して

[K2] → R ; K 7→ k(µ)(K,L)

について考える。K1, K2 ∈ [K2]について

k(µ)(K1 ∪ K2, L) =

∫
E2

µ((K1 ∪ K2) ∩ gL)dg

=

∫
E2

µ((K1 ∩ gL) ∪ (K2 ∩ gL))dg

=

∫
E2

µ(K1 ∩ gL)dg +

∫
E2

µ(K2 ∩ gL)dg −
∫

E2

µ((K1 ∩ gL) ∩ (K2 ∩ gL))dg

=

∫
E2

µ(K1 ∩ gL)dg +

∫
E2

µ(K2 ∩ gL)dg −
∫

E2

µ((K1 ∩ K2) ∩ gL)dg

= k(µ)(K1, L) + k(µ)(K2, L) − k(µ)(K1 ∩ K2, L)

が成り立つので、k(µ)(·, L)は [K2]上の付値になる。さらに、k(µ)(L, ·)も [K2]上
の付値になる。

L ∈ K2のとき k(µ)(·, L)はK2上の連続関数になることを示す。定理 3.3.5より
ある ci ∈ Rが存在して

µ = c0µ0 + c1µ1 + c2µ2
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が成り立つ。Kj ∈ K2が lim
j→∞

Kj = K ∈ K2を満たすと仮定する。このときある

M ∈ K2が存在して
∞∪

j=1

Kj ⊂ M が成り立つ。任意の g ∈ E2に対して

|µ(Kj ∩ gL)| ≤

∣∣∣∣∣
2∑

i=0

ciµi(Kj ∩ gL)

∣∣∣∣∣ ≤
2∑

i=0

|ci|µi(Kj ∩ gL) ≤
2∑

i=0

|ci|µi(M).

さらにC =
2∑

i=0

|ci|µi(M), M̃ = {g ∈ E2 | M ∩ gL 6= ∅}とおく。M̃ はコンパクト

になる。E2上の関数
E2 → R ; g 7→ µ(Kj ∩ gL)

は jによらず一様な評価 |µ(Kj ∩ gL)| ≤ CIM̃(g)を満たす。µの連続性より

lim
j→∞

µ(Kj ∩ gL) = µ(K ∩ gL)

が成り立つ。したがって、Lebesgueの有界収束定理より、

lim
j→∞

k(µ)(Kj, L) = lim
j→∞

∫
E2

µ(Kj ∩ gL)dg =

∫
E2

lim
j→∞

µ(Kj ∩ gL)dg

=

∫
E2

µ(K ∩ gL)dg = k(µ)(K, L)

となり、K 7→ k(µ)(K,L)はK2上連続になる。
任意の h ∈ E2について

k(µ)(hK,L) =

∫
E2

µ(hK ∩ gL)dg =

∫
E2

µ(h(K ∩ h−1gL))dg

=

∫
E2

µ(K ∩ h−1gL)dg =

∫
E2

µ(K ∩ gL)dg = k(µ)(K,L).

したがって、k(µ)(·, L)はE2不変になる。定理 3.3.5よりLに依存して定まる係数
ci(L)が存在して

k(µ)(K,L) = c0(L)µ0(K) + c1(L)µ1(K) + c2(L)µ2(K) (K, L ∈ K2)

が成り立つ。この等式の両辺はK ∈ [K2]に関して付値になるため、包除公式より
K ∈ [K2]に対して上記等式が成り立つ。
各 L 7→ ci(L)も K2 上の E2 不変連続付値になることがわかる。以上よりある

cij ∈ R (0 ≤ i, j ≤ 2)が存在して、

k(µ)(K, L) =
2∑

i,j=0

cijµi(K)µj(L) (K,∈ [K2], L ∈ K2)

が成り立つ。この等式の両辺は L ∈ [K2]に関して付値になるため、包除公式より
L ∈ [K2]に対して上記等式が成り立つ。さらに cij = cjiが成り立つ。
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定理 3.4.2 (主交叉積分公式) K, L ∈ [K2]に対して次の等式が成り立つ。∫
E2

µ0(K ∩ gL)dg = µ0(K)µ2(L) +
2

π
µ1(K)µ1(L) + µ2(K)µ0(L).

証明 命題 3.4.1よりある cij ∈ R (0 ≤ i, j ≤ 2)が存在して、

k(µ0)(K,L) =
2∑

i,j=0

cijµi(K)µj(L) (K, L ∈ [K2])

が成り立つ。K = aB2, L = bB2として係数 cijを決定する。

k(µ0)(aB2, bB2)

=
1

π

∫
E2

µ0(aB2 ∩ gbB2)dg =
1

π

∫ π

0

∫
R2

µ0(aB2 ∩ (R(θ)bB2 + v))dvdθ

=
1

π

∫ π

0

∫
R2

µ0(aB2 ∩ (bB2 + v))dvdθ =

∫
R2

µ0(aB2 ∩ (bB2 + v))dv

=

∫
R2

I(a+b)B2(v)dv = π(a + b)2 = π(a2 + 2ab + b2).

これは a, bに関する同次多項式になっている。他方、

k(µ0)(aB2, bB2) =
2∑

i,j=0

cijµi(aB2)µj(bB
2) =

2∑
i,j=0

cija
ibjµi(B

2)µj(B
2).

これらの a, bの係数を比較すると i + j 6= 2のとき cij = 0となり、i + j = 2のとき

π = πc20 = πc02, 2π = π2c11.

すなわち、

c20 = c02 = 1, c11 =
2

π

を得る。したがって、K,L ∈ [K2]に対して∫
E2

µ0(K ∩ gL)dg = µ0(K)µ2(L) +
2

π
µ1(K)µ1(L) + µ2(K)µ0(L)

が成り立つ。


